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Séance du 2 mai 2014

Solution 1. Préliminaires

1. Il est clair par le théoréme de Cauchy-Lipschitz que X est bien définie pour tout (¢, z)
et est injective par rapport & x. Le théoréme de dépendance par rapport & un paramétre
nous donne que X (t,-) est de classe C!.

On calcule son inverse de la fagon suivante. Soit y € R™ et t € R, soit Y la solution de

( y) = f(t,Y(t,y)) dans R x R™, (1)
(t y) =y dans R™.

Alors par unicité, on a clairement X (s,Y(0,y)) = Y(s,y) car ces deux fonctions de s
vérifient la méme équation et ont la méme valeur en s = 0. Donc X (t,-)"(y) = Y (0,y)
car X (t,Y(0,y)) = y. Les mémes arguments que précédemment nous donne que X (¢,-)~*
est de classe C!.

2.0n a 9 5 5x
u
Cult, X (& v, X .
ooult, X(6,2) = (G + V- So0) (1, X (1,2)) = 0
Donc u(t, X (t,z) ne dépend pas de t, ce qui donne la conclusion.
3. Une telle solution est nécessairement u(t, ) = uo(X (¢,) "1 (x)).

4. On vérifie que [ v(s,t,x)ds est bien solution :

t t
Gt/ v(s,t,m)ds:v(t,t,x)—i-/ (s, t,x)ds
0 0
t
= h(t,x) —/ f(t,x)0zv(s, t,x)ds
0

= h(t,x) — f(t, x)@m/o v(s,t,x)ds

Solution 2. Somme de générateurs
1. Comme A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe de contractions sur F, il
existe Ao tel que pour A > X\g, A+ X\ : D(A) — E soit bijective et

1

A+ )7 <
Al
Alors

B
IB(A+ N1 < ”|A|| <1

pour A > ||B||. Donc pour A > max(\g, || B||), I + B(A + \)~! est inversible.
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2. Soit f € E. Pour ) assez grand, il existe v unique tel que v+ B(A + \)"1v = f.Cela
équivaut, si on pose u = (A + \)~!v & u est solution de

A+ A+ B)u=f.

On a alors )
Jull = [(A+ )"t < WIIUH-

Comme v satisfait v + B(A+ \)"lv = f on a
loll < A1+ 1BCA+ ) Il

donc
[l

— T

et on obtient .
Jull < ~—7 I fII-
A— Bl
Ceci implique que A + B génére un semi-groupe S(¢) (qui n’est pas forcément un semi-
groupe de contractions). En reprenant la preuve du fait que A+ B génére un semi-groupe,

on obtient

ISl < €5

Solution 3. FEquation cinétique
1. On vérifie aisément S(0) = I et S(t1 + t2) = S(t1)S(t2) et

1S@vlle = [Ifllr

On calcule ensuite

o SOF = = t,0) — fw0)

t—0 t t—0 t

=0v.Vyf(z,v)

Le domaine du générateur infinitésimal est D(A) = {f € LP,v.V,f € LP}

2. Les opérateurs
By : feLP—m(z,v)f € LP,

By : fGLpH/U(w)f(x,vw)dw S

sont bornés, avec ||B1|| < ||m| re et || B2|| < ||o||z1. D’aprés 'exercice précédent, v.V, +
B1 + Bs est donc le générateur infinitésimal d’un semi-groupe sur LP.

3. Soit f solution de
O f +u.Vof +m(z,v)f + /U(w)f(t,x,v —w)dw =0

Alors
Of+v.Vof + (m(z,v) —a)f—i—af—l—/a(w)f(t,m,v —w)dw =0
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donc, si on pose g = e f, g satisfait
Og +v.Vyg+ (m(xz,v) —a)g+ /U(w)g(t,x, v—w)dw =0

Soit R le semi-groupe associé & v.V,g + (m(z,v) — a)g + [ o(w)g(t, z,v — w)dw. D’apres
I’exercice précédent, on a

IR@)|| < etllm=alzeetlioliry < gtb+lolL
Donc

Lt e < e et O] fo| .

On obtient le résultat souhaité si b+ ||o||;1 < a.
*

Solution 4.  Comportement en temps grand de solutions de l’équation de la chaleur
1. Si uj et uo sont deux solutions, alors v = u; — ug satisfait
o —Av =0
avec v(x,t) = 0 sur 0 x [0,00) et  x {0}. On a donc

8t/v2+/|Vv|2:0
Q

donc [, v? est décroissante. Comme [, v(0,2)? = 0, v est nulle presque partout.
2. Voir le cours

3. De méme que dans la question 1, on montre que t — ||v(t,.)| 2 est décroissante. De
plus en intégrant aussi par rapport a t on obtient

T
/vQ(T,x)da:—/vz(O,x)dx+/ /\VUIZZO
Q Q 0
T
| [ 190 <

et en faisant tendre T vers oo on obtient le résultat souhaité.

donc

4. On calcule
8t/|Vv\2dx: Z/VU.V(%U

= —2/Av8tv + Onv0v
oN

= —2/(@@)2 <0

Donc t — ||Vv||%2(9) est décroissante. Comme elle est de plus intégrable en temps, on a
limy o0 | Vo(2,.)]|? = 0.
5. Q est borné, et v € HE(Q) donc l'inégalité de Poincaré nous donne

[oll2 < CQ)[[Vvllz2

donc v — 0 dans L?(2) donc u — u*.
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