Correction du Td n° 9 d’Analyse fonctionnelle

DISTRIBUTIONS ET CONVOLUTION

Séance du 9 avril 2015

Solution 1.  Distributions qui sont réquliéres

1. D(R) est dense dans LP (p < oo) (considérer la régularisation par convolution avec
une approximation de lidentité), donc T : D(Q) — R peut etre étendue & en T application
continue LP — R (avec la meme inégalité). Par le théoréme de représentation de Riesz,
il existe f € L9 telle que T(¢) = [ f¢ pour tout ¢ € LP, donc pour tout ¢ € D(). En
identifiant, on obtient T = T7.

2. On essaye d’appliquer le résultat précédent. Comme pour la primitivation d’une
distribution, on introduit x € D(]0,1[), [ x =1 et x > 0. Soit donc ¢ € D(]0, 1[. Alors il
existe 1 € D(]0, 1[) telle que ¢ =’ + ([ ¢) x. Ainsi :

ﬂ@sz0+</¢>Hm=—/}w+</éynm.

Mais T'(x) est une constante C'et | [ ¢| < ||¢||z2 (par Holder). Enfin, ff@[)‘ < |fllz2ll¥|l 2-

Il reste donc a estimer [|1||2 en fonction de ¢. Pour cela, on a :

A (x) =2 /0 G (Ot < 20 | e[ 2.

Quand on intégre en z, entre 0 et 1, on obtient [[¢[|2, < 2[|¢)/||2]|¢] 12, don [[¢]|z2 <
2[|¢'|| 2. Et donc :

ol < 2o~ ([ o) x

Ce qui permet de conclure que :

T(@) <201+ lIxlle2 + ITOID ¢l 2

Par 1., T s’identifie & u € L?(]0, 1[).
Ensuite, considérons v € C1([0,1]) avec v(0) = 0. Alors :

<201+ [Ixllz2) ol 22
L2

v (2)] = 2

[ oot < 2ol e
0

Donc [|v]|pee < 2(||v]|z2 + [|v'||z2). On raisonne maintenant par densité : D est dense dans
L2, soit donc v, € D(]0, 1]) telle que v, — f dans L2 En reprenant les estimées précédentes,
on voit up () = [ vn(t)dt est de Cauchy dans L*(]0, 1[), puis C°([0, 1]), donc converge vers
@. Par continuité de la dérivation au sens des distributions, on a que @' = lim, o0 vy, = f.
Donc @ et u différent d’une constante (primitivation d’une distribution), et u € C°([0,1]).

3. L’hypotheése s’écrit que pour tout ¢ € D, :

[ o416 =0
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Soit maintenant y € D, positive, telle que [ x = 1. On définit g la primitive de f telle que
[ gx =T(x) (gest C'). Alors on a également, par intégration par partie [ f¢+T,(¢') = 0.
On en déduit que pour tout ¢ € D, (T —Ty)(¢') = 0. Pour ¢ € D, [(¢ — ([¢)x) =0,
done si ¢(z) = [*__ (¥ — ([ ¥)x), p € D et ¢ =1 — ([ 4)x. Vu ce qui précede :

(T —T,) ) = /w (T =T)(x) = 0.

Donc finalement, Yi € D, (T — T,)yp = 0. On en déduit que T = Ty, et par définition
g =1

4. g(x) = exp(— [y a(t)dt) est une fonction C*°, on peut donc calculer :
(gu)(¢) = —gu(¢) = —u(gd) = u(g'd — (9¢)").

Mais ¢' = —ag, donc : u(g'¢ — (96)') = au(ge) + u'(96) = fgp, donc (gu)’ s’identifie a
la fonction continue fg, et donc gu s’identifie 4 une fonction C'. Comme g ne s’annule
jamais, u est C1.

Solution 2. Petit calculs de convolutions
1. Soit ¢ € D(R).

<H ,p>=—-<H¢ >= —/0 ¢ (z) = ¢(0).

2. e §, est & support compact, il n’y a pas de probléme pour calculer :
(6 * H), = (0q * 60) = da,

donc (d, * H)(z) = 1z>4. On peut aussi remarquer que (dq * ¢)(z) = ¢(x — a).

e On calcule : ¢’ x1 = (1) =1"=0.

o Il faut remarquer que si m > n, xmé(()n) = 0 (calcul sur une fonction test). Par ailleurs,
on calcule pour ¢ € D(R) :

(@65, ) = (65", & (x)) = (a™) ™ (0)
= (~1)"Crmlp ™ (0) = (~1)" AP (0) = (~1)" AT, ).

Et ainsi, xm5(()n)

que :

= (—1)"‘A’,{15[()n7m). On va donc supposer que m < n et p < g. On a alors

$m5[()n) * xp(s(()(I) _ (_1)m+pA21A56((]n7m) » 6(()‘1*19) _ (_1)m+pAnmA25((]n+q*mfp)'

o (Ljgp * 1, qp)” ne fait intervenir que des ditributions de £, il n’y a pas de probléme.
Ensuite :
(g * Il[c’d])" = ﬂ{a,b] * ]]‘/[c,d} = (0g — ) * (0c — 0q).

Or 4y * 6y = 0544 donc

(Tiap * Lie,a)” = Oate + Obtd — Oatd — Ose-
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e T'x 1 est une distribution bien définie car T € &'(R). Ensuite :

(T*ﬂ,w):(T,ﬂ*¢):(T,1*qp):/¢-(T,1).

Ainsi, T+ 1 = (T,1)1 est une distribution constante.
o T x exp est bien définie comme précédemment. On calcule :

(T + exp, ) = (T, exp+ ) = (T, z / exp(y — z)(y)dy)
=/w(y)eydy(T7 exp(—x)).

Et donc T *x exp = (T, exp(—x)) exp.
On peut aussi voir directement que (T xexp)’ = T xexp, donc on a que T xexp = C' exp.
Ensuite, on calcule :

C = (T xexp)(0) = (T,exp) = (T, exp(—x)).

3. (1x0")xH =0«H =0et 1x(6'«H) = 16 = 1. Ainsi, si deux des trois distributions
ne sont pas a support compact, on n’a pas nécessairement ’associativité de la convolution.

4. On veut en fait :
u*(50—51):u—u(~—1) :56

UZZ%.

keN

Ceci donne l'idée de choisir :

Calculons alors ¢), * Ljo,1] = 0a * (0o — 01) = dq — day1. Donc, si on note T,, = > heo 0%
alors :
T, * ]1[071] =g — 6p — do.

Comme T, — u, u* Lg 1) = do-

Solution 3.  Fonction test
1.Ona (uxH,) = tux(6—0,) = L(u(z)—u(z—a)), doncsiu € C* alors uxH, € C*F1.
2.0na [uxHydx = [u(y)Ha(z — y)dzdy = [u(y), car [ Hy(xz — y)dz = 1.
3. Il suffit de vérifier que H,,*x H,, est continue, et d’appliquer la question 1. Le support
de Hyy * ... % H,,, est inclus dans la somme des supports, c’est a dire dans [0, ag + ... + ay,).

4. On calcule

, 1
(Hgy % oo % Hy )9 = ———— (8 — 8,) % .. % (6 — 84, ) Hy, ...% Hy,.
ag...a;—1

On a donc 27 termes de la forme
Oa * Hy, % ... % Hy,,,

or [[Hy, * ... ¥ Hy,|lpee < |Ho,llzoo | Hajyy * - % Ha, |1 et on a ||H,
d’apreés la question 2 et |[Hg; ||z < %

.. *HanHLl =1

g1 ¥

Cécile Huneau 3 DMA 2014/2015



5. On montre d’abord que u, est de Cauchy dans Lin fty.

[t — Upgn| = [tn — Up * Hopp oy oo Hy |

= / Hop oy %o Ho () (1 (1 — ) — un ()]
< / Hapor %ot Hay o, (9) 16| oo lyldy

Comme sur le support de Hy,,, * ... ¥ H, on a |y| < apt1 + ... + apyr on obtient

An+tk
2
‘Un - uk+n| < 7(an+1 + ...+ an-i—k)'
apal

Comme la somme des a; est convergente, u, est de Cauchy dans L°°. On procéde de la
méme maniére pour les dérivées. u, converge donc uniformément vers une fonction C*°, a
support dans [0, > a;]. L’intéret de cette construction est de nous donner des bornes sur
les dérivées de u.

6. Une telle fonction serait analytique, ce qui empéche d’étre a support compact.

7. Soit ¢ une fonction plateau. On pose g, = bngb(%)% On veut montrer que pour ¢,
assez petit, et @ < n

lgt] < 27"
Sur R—] — €,;€,[, gn est identiquement nulle donc I'inégalité est vérifice. Il suffit de
montrer que, pour €, assez petit, elle est aussi vérifiée sur | — €,; €,].

Par la formule de dérivée des produits :

@y N (@)L (2 2"
iz (‘”C)‘b”;@eng () eam

Dong, lorsque |z| < €, :

o T 1
e <3 (7) o (2] ot
—\s en)| (n—a+s)!

La fonction ¢(*) est uniformément bornée sur R (car elle est & support compact). Pour
tout a < n, le terme précédent tend donc vers 0 uniformément en x lorsque ¢, — 0. En

particulier, si on choisit €, asse petit, on peut avoir || g,(la)Hoo < 27" pour tout a < n.
Pour tout a € N, la série ngla) converge alors normalement. La fonction f est donc
n

de classe C*° et, pour tout « :

£ = gl

= S0 =g{(0) =ba

En effet, pour tout n, g,(z) = bn% au voisinage de 0 donc g,(fé) (0) =b,sia=mnet0
sinon.

Solution 4.  FEquations différentielles
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1. L’application F': RT x R™ — R, (z,y) — x + y est propre. Donc la convolution de
deux éléments de D/, est bien définie. De plus si u,v € D/, alors le support de u * v est
inclus dans I'image de F', c’est & dire dans R™.

2. Il suffit de faire le cacul :
(8 — No) * (H (t)er) = 64  (H(t)eM) — Ao * (H (t)eM)
= (dp * (H(t)e’\t))' - )\(H(t)e)‘t
= (H(t)e’\t)’ — )\(H(t)e’\t
= o™ + NH ()M — A(H (t)e.

Mais bien siir, dpe = d.

3. On pour n = 1, c’est la question précédente. Ensuite, ¢’est une récurrence :

=200+ (0 ) = (o 2 - (o E)

tnfle)\t t’n72€)\t t’nfle)\t t’nfle)\t tn72€)\t
S R 1 LA o S _H .
S oy THO G gy HHOA Gy MG = O

Ce qui assure I’hérédité de la récurrence.
4. On considére 'EDO 3, axy® (t) = do. Alors on peut réécrire 'équation 3, apu® (t) =

do sous la forme :
(Z ak(—56)*k> U = 50.
k

C est algébriquement clos, donc :

> an(—6)" = Hki(8' — Xid)™.
k

On conclut donc que :

Solution 5.  Propriété de la moyenne

1. On a que f(xz +th) = f(z) + tdf (x).h + %de(I + 7h)(h, h) avec T €]0,t] (dévelop-
pement de Taylor-Lagrange, ordre 2). Maintenant, en fixant ¢ = 1, comme h — f(z) et
h +— df (z).h vérifient la propriété de la moyenne, on a pour tout 7 :

1

—_— 2337'0'0'0'0' g = U.
S5 | Ele+ @) e )in <o

Mais d?f(z + 7(0)o) — d?f(z) uniformément quand r — 0 (par continuité de d?f, donc
ona:

/ d?f(x)(o,0)do = 0.
OB(0,r)
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Il exsite une base orthonormale dans laquelle la matrice de d?f(x) est diagonale,

d*f(x) = diag(as, ..., a,). Dans cette base, 'égalité s’écrit, par homogéénité
n
0= / Z aihidhi = a; - / h2dh; = CTr(d?f(z)).
IRll=17 =1 lI2]l=1

Finalement, on trouve que Tr(d?f(z)) = Af = 0.

2. Soit ¢, une approximation de 'identité & support compact. On pose f, = ¢, * f.
Alors f,, est C™ et satisfait la propriété de la moyenne. En effet, on calcule pour z = 0

1 1
Wg(w/fn(s)dsz WB(W//cbn(y)f(s—y)dyds=/¢n(y)f(8—y)dy=f(0)-

On a donc d’aprés la question précedente A f,, = 0 et donc pour tout 0 = ¢, x Af —> Af
au sens des distributions, donc Af = 0 au sens des distributions.

3. Soit donc f € C* tel que Af = 0. On a alors

/B o S =) =2 [ @

:/ 2rfds—/ (|22 = r2)8, fds.
dB(0,r) dB(0,r)

On étudie ensuite la fonction F' : r — B0 B(o ol fdx. Le calcul précédent nous donne F'(r) =0
donc F(r) = f(0). L’expression de F’ nous donne ensuite la propriété de la moyenne.

4. Soit maintenant T' € D’ tel que AT = 0 au sens des distributions.On a alors ¢, * T €
C*® et A(pp, *T) = ¢, * AT = 0. Le calcul précédent nous dit donc que ¢,, * T' satisfait la
propriété de la moyenne, ¢, * T' — T au sens des distributions. Notons f, = ¢, xT.

< s> = [UChula s o) dpds
- / 0(0) ()" dpd
= fn(x)H@a,rHLl

En passant a la limite n — oo on obtient donc f,(z) — W < T,¢pr > . La
z,r|l [,

convergence est uniforme sur les compacts car < fy,, ¢z, >=<T, ¢y * Qg > €t ¢y * Opr
convege vers ¢, , uniformémént en x pour chaque norme ck.

*
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