EcoLE NORMALE SUPERIEURE — ANNEE 2012-2013
T.D. DE TOPOLOGIE, ANALYSE ET CALCUL DIFFERENTIEL

CORRICE DE LA FEUILLE D’EXERCICES N°3

1. Sur P’espace des fonctions continues & décroissance rapide.
1. OK (on n’oublie pas que C,(R,R) est un espace vectoriel normé complet).
2. On raisonne par I’absurde. Supposons que pour tout n € N, il existe une fonction f,, € E telle que:

[fnlle > 2l full-

Quitte & diviser chaque f, par ||f,|x, on peut supposer que ||fu|lx = 1. On en déduit que f, — 0; or
lfnllx = 1, ce qui est une contradiction manifeste.

3. Le premier énoncé provient de la continuité en 0 de la norme pour la distance d.

1
Soit ko € N* tel que Z o < /2. Pour tout f #0 (si f =0, ce qui est demandé est trivial) dans F,

n>ko+1
remarquons alors que si 'on pose 1’ := %, on a
2 Zn:O on
/
n
(2 10) <
I1£11x0

d’ou:

1
IfI < W”f”ko;

4. 11 est clair que u,, € E: en effet u,, est continue et I’exponentielle décroit plus vite que tout polynéme ne
croit.

D’autre part, on voit clairement que ||uy, ||z, < 7277, d’ol |Ju,|| < 277, d’apres la question précédente.

Finalement, en prenant A(n) = 3", on voit que ||un||x,+1 — +00. La contradiction est manifeste, on
conclut donc que cette topologie n’est en fait pas normable.

2. Topologie “boite”.
1. Les suites convergentes sont exactement les suites (z™) tels que:

e il existe ng € N, tel que pour tous les k (sauf éventuellement un nombre fini), la suite des k-iemes
éléments (2} )n>n, st constante.

o toutes les suites de réels (27 )nen convergent.

En effet il est clair que de telles suites convergent pour la topologie produit.

Vérifions que ces conditions sont également nécessaires. Soit (z¥) une suite (de suites) convergeant vers
une suite x.

En utilisant comme ouverts les éléments de la base de la topologie produit, on voit tout d’abord que la
suite (z¥) converge terme & terme (c’est la deuxieme condition ci-dessus).



Pour la premiere condition, on peut raisonner par l’absurde. Supposons que pour tout ng € N, il existe
une infinité de k tels que la suite des (z})n>n, D'est pas constante. On peut alors construire un suite

croissante strictement d’entiers W(k) et une suite st. croissante (k) telle que xg((lz)) # Ty(k)- Soit également

e > 0 tel que |:17“$((]Z)) — Ty(k)| > 2€x. Considérons alors 'ouvert U (pour la topologie boite) défini par:

U=1[0; oul;:= { B(zy, ex) sij=V(k),

. R sinon
jEN

k)

Alors, par construction, on voit quaucun des z#*) n’appartient & U. Cela constitue une contradiction avec

I’hypothese de convergence vers x.

2. Soit U un voisinage ouvert de 0, de la forme U = [], oy B(0,€x). En prenant n assez grand, puis x assez
petit, on voit que ENU # (). En revanche, aucune suite ne peut étre convergente au vu de la caractérisation
des suites convergentes.

3. Sur les topologies de Schwartz et de Whitney.
1. 1l s’agit de prouver le fait suivant: pour tous f € D(R), Vm € N, Ve; € C§(R,R%), Jes € CY(R, RY),

Bs(f7 62) C Bw(f’ 61’777‘)'

11 suffit pour cela de prendre €3 := min(%, €) !
On en déduit que toute suite convergente pour la topologie de Schwartz ’est également pour la topologie
de Whitney.

2. On vérifie facilement que la fonction ¢ proposée par I’énoncé est une fonction C*°. A partir d’elle, il est
aisé de trouver des fonctions W vérifiant la condition de I’énoncé. On peut en effet commencer par considérer
Uy (x) = ¢(1 — 2?), qui est réguliere & support dans [—1, 1], puis

1 x
Uy =7/ U, dt,
2() fol\Illdt 0 '

qui est identiquement nulle sur R_ et égale & 1 pour z > 1. Il suffit finalement de poser:
U(x) =Pa(2(m+1—2))Ty(2(x —m—1/2)).
Passons aux deux points demandés par I’exercice.

e Le premier fait est clair, en remarquant que pour tout entier naturel o < m, on a la majoration, pour
une certaine constante C' > 0 (indépendante de n) et pour n assez grand:

¢ < C/nl/2,

e En revanche, on voit que pour x = m, pour la topologie de Schwartz, on a droit a un entier naturel

tel que a < 2+ m. Or, ,(fnﬂ)(m) = /nsin™(0) + o(1) et ¢>$Lm+1)(m) = n?2sin(™+2(0) + o(1).

Si pour tout n > ng, on avait ¢, € Bs(0,€), alors on aurait Vn > ny, |¢£1m+1)(m)| < 1/(m+2) et

|¢£Lm+2)(m)| < 1/(m+2), ce qui est absurde car sin™*Y(0) ou sin™*+?(0) est non nul.
On en déduit que la topologie de Schwartz est strictement plus fine que celle de Whitney.

3. On raisonne par l'absurde.

e Les deux suites peuvent étre construites par récurrence, en exprimant le fait que les (f,,) n’ont pas de
support commun.



e Le deuxiéme point est également évident puisque (|z,|) tend vers I'infini.

e Soit n > 0 et € € CJ(R,R%) telle que [|€]|oc < 1. Soit Ry > 0 tel que Supp(f) C B(0, Ry). Alors pour
n assez grand, les 2y (,) sont tous en dehors de la boule B(0, Ry) et comme (f,) converge vers f pour
la topologie de Schwartz, pour n assez grand f,, € B(f,¢€), on en déduit pour tout n assez grand:

| form)) (@om))| < €(@w@m)) <0

On en déduit le premier résultat.

Notons que la fonction €; suggérée par I’énoncé fait sens car on a pris soin d’imposer que [Ty (n41)| —
|9 (ny| > 1 (pour frimer, on peut invoquer le théoréme de Tietze et Urysohn). Pour n assez grand, on
a finalement que:

| fowm)) (@wm))| < e1(xwm)),

ce qui est absurde par définition de €.

Noter que 'argument est le méme que dans 'exercice 2 !

4. Soit @ € N. Soit > 0 et € une fonction de C{ telle que ||¢||oc < 7. Par hypothese, il existe ng € N, tel
que pour tout n > ng, on a:

fn € Bu(f, € a).

En notant R un support commun & tous les f,, et f, cela implique que pour tout z € B(0, R),

152 (@) = [ ()| < .
ce qui prouve la convergence uniforme.

5. Soit € dans C{; posons m = min ;< €(z), alors pour avoir f, € B,(f,¢), il suffit d’avoir que pour tout
x € B(0,R) et tout a < 1/m,
[\ (@) = f(2) @] <m < e(a),

ce qui est clair grace a la convergence uniforme démontrée précédemment.

Au moins une des deux topologies n’est pas métrisable: en effet elle définissent les mémes suites conver-
gentes et pourtant elle ne sont pas égales.
6. Soit € une fonction de CJ. 11 s’agit de montrer que B;(0,€) N E # 0.

On pose m = min|, < €(x) Soit f € E telle que 1£¢ oo < m/2, pour tout o € N vérifiant o < 1/m.

Posons ensuite p = min|,_1/7(0)|<1 €(x), et prenons A > 0 assez petit de sorte que Mo (x)] < /2, pour

tout * € B(1/£(0),1) et tout n € N tel que o < 1/u. On en déduit que g(x) = f(z) + Ap(x — 1/£(0)) est
bien dans Bs(0,€¢) N E.

7. Par Pabsurde, soit (g, ) une suite de £ convergeant vers 0. Pour tout n, on a

In = fn + )\n¢( -

1
9n(0) )

avec A\, > 0 et f, € E. Soit R > 0 tel que supp(g,) C B(0, R). Observons que 0 < f,(x) < g,(x), de sorte
que (f»(0)) tend vers 0. Soit n assez grand tel que 1/g,(0) > R. Alors on a

0= fn(1/9.(0)) > An9(0),

ce qui est absurde.

4. Espaces C*(Q).

1. Pour la distance, il suffit de montrer que I’on peut se contenter d’'un nombre dénombrable de semi normes.
Il est classique qu'il existe une suite croissante K, de compact de  telle que |J,, K, = © (on peut meme



demander que K,, soit inclus dans l'intérieur de K, 41 : par exemple, soit x,, une suite dense dans €2, et €,
tel que B(xp,€,) C Q (boule ouverte). Alors la suite

K, = U B(zp, (1 —1/n)ey,)

k<n

convient). On parle d’une suite exhaustive de compacts.

Ensuite, il suffit de considérer les normes :

”an = Z ||f||oz,Kn'

a:la|<min{n,k}

La distance est alors

d(f.g) =Y _ 27" min{|[f — glln, 1}-

Si fi est une suite de Cauchy pour d, on a que pour tout n, fix est une suite de Cauchy pour n : ’espace
Cmin{n-k} (K,) étant complet pour || - ||,,, on en déduit que fi|x, — gn dans C™*{™kH (). Par restriction,
on voit alors que gn41|K, = gn, €t on note g la fonction telle que gk, = gn (ce qui est possible vu la
condition de compatibilité précédente). Il est alors évident que g € C*(€), et que ||fx — glln — 0 quand
k — oo : ainsi vu la définition de la distance, d(fx,g) — 0, et d est une métrique complete.

2. Soit N € N tel que 27N <e et fe C*>(§) a support dans K2\ Kn1 (cest possible : on choisit
20 € Knyo\ Kny1, alors B(xg,€9) C Knto\ Kn41 pour €g > 0 assez petit, et une fonction radiale réguliere
a support dans B(zg, €p)). Alors f|x, = 0 et donc pour n < N, ||Af|l, = 0. Ainsi,

N
AAF,0) <D 27 Ml + Y2 <27V <
n=1 n>N

3. Soit || - || une norme induisant la meme topologie. {g|||g|| < 1} est un ouvert et contient 0, donc il existe
€ > 0 tel que {g]d(g,0) < €} C {g||lg|l < 1}. En particulier, pour tout A, |Af|| < 1 et ainsi || f|| = 0, ce qui
contredit que f est non nulle.

4. E = CY%() est un espace métrisable avec la meme suite de semi-normes que C°(Q) : | - [lo,x,. On
éerit E = UpenCy(Ky), ot (K,), est une suite exhaustive de compacts pour Q et CJ(K,) est 'ensemble
des fonctions continues & support dans K,,. Alors CJ(K,,) est un sous-ensemble fermé de E d’intérieur vide.
En effet, s’il existe un compact K C 2, une fonction f continue a support dans K et un ¢ > 0 tel que
B(f,e) C CY(K), alors B(0,¢) C CJ(K) puis pour tout g € C2(Q), il existe v assez petit telle que ag € CJ(9)
ie. Supp(g) C K ce qui est contradictoire. Donc d’apres le lemme de Baire, si E est complet, alors il est
vide, ce qui est contradictoire.



