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T.D. DE TOPOLOGIE, ANALYSE ET CALCUL DIFFERENTIEL

CORRICGE DE LA FEUILLE D’EXERCICES N°8

1. Retour sur le cours

Corrigé en classe.

2. Les espaces (! et (>

1. On renvoie au cours pour montrer que ¢! et ¢ sont des espaces de Banach. On note e, la suite
en = (eén)ken OU (en)r = On k. Autrement dit, e, est la suite dont le n-ieme coefficient vaut 1 et les autres
termes sont nuls. Alors le Q-espace vectoriel S = Q(eq,...,e,) engendré par la famille {e,, n € N} est
dénombrable (et inclus dans ¢1). 11 est aussi dense car, pour tout € > 0 et u = (u,n € N € £, il existe N tel

N N
que Y |u,| < €/2. Il existe alors un élément goeg + --- + - - - gnen dans S tel que > |u, — gnen| < €/2 ce
n=0 n=0

qui démontre que S est dense dans ¢! (mais évidemment pas £>°).
On a une forme bilinéaire B : £>° x ¢ — R définie, pour tout f = (f,)nen € £ et © = (2,)nen € £, par

o0
B(f,z) = >_ fnx,. Pour montrer que la somme est convergente, on remarque que
n=0

N N
S o lfnwnl <[ flloe D 1nl < Iflloo l2]l1
n=0 n=0

ce qui montre aussi que B est continue de norme au plus 1 (il n’est pas dur de voir qu’elle est exactement
de norme 1). On en déduit qu’il y a une application linéaire continue @ : £*° — (¢!)" de norme au plus 1
donnée par 6(f) = B(f, —).

Réciproquement, soit ¢ € (£1)’, alors |¢(e,)| < ||¢|| car |[e,]l1 = 1. On en déduit que la suite (¢(ey))nen
est dans £°° et de plus application T' : ¢ — (¢(e,))nen est linéaire de norme au plus 1, donc continue. On
vérifie que I" 0 8 = idye. De plus, 0 o I'(¢) coincide avec ¢ sur 'espace vectoriel engendré par les e; (i > 0),
qui est dense, donc sur ¢! entier ce qui termine de montrer que I' est bien I'inverse de §. En particulier 6 est
de norme 1 et £ est isométrique & (¢1)".

2. On vérifie que £5° C £>° est fermé par critere séquentiel; c’est un sous-espace vectoriel par continuité des
opérations de multiplication par un scalaire et d’addition dans un espace vectoriel topologique. Il est clair
que £5° est un sous-espace strict de £;°. Montrons qu’ils sont cependant isomorphes. Soit 1" : £° — £5°
définie par T'(f)o = nhﬁn;o foet, T(fogr = 5 (fa — kli_}r{)lo fr). Il est clair que T est linéaire et || T[] < 1. Par
ailleurs, On vérifie sans peine que T est inversible, d’'inverse, (T~1(v)), = vo + 2v,4+1 qui est linéaire et
vérifie ||T]|7 < 3.

3. La forme bilinéaire B de la question 1) donne aussi une application linéaire continue (de norme 1) T': ¢! —
(¢5°) donnée par T'(u)(f) = >0~y futin. Considérons, pour tout ¢ € (€°)’, la suite S(¢) := (¢(en))nen. En
notant ¢; le signe de ¢(e;), on remarque que

N
Yo lgled =1 dleien)l < |9l
i=0 i=0

ce qui assure que (¢(e,))nen € £* et que ||S|| < 1. On montre encore aisément que T et S sont des isométries
linéaires inverses I'une de 'autre et donc que ¢! est isométrique au dual topologique de £5°.

4. Rappelons qu'un espace topologique E est reflexif, si I'injection canonique F < (E’) (donnée par x —
(¢ — o(x))) est surjective. Soit ¢ la forme linéaire continue (de norme 1) donnée sur £° par ¢(u) = lim w,,.
n—oo



Par le théoréme de Hahn-Banach, on peut la prolonger sur £>° tout entier. Supposons que ¢ (ainsi prolongée)

soit dans I'image de I’application canonique ¢! < ((£1)')" = (£>°)/, c’est & dire que ¢ est I'image d'une suite
o0

(n)nen € £1. Alors, pour tout u € £°°, on a ¢(u) = . dpuy,; en aprticulier ¢(e,) = ¢,. Mais e, € £,
donc ¢(ey,)

n=
= klim (en)r = 0. Il suit que ¢ est nulle ce qui est absurde puisqu’elle n’est pas nulle sur £°!
—00
On peut aussi invoquer le corollaire d’Hahn-Banach qui affirme que, si E est un espace vectoriel normé,
et si le dual topologique E’ de E est séparable, alors F est aussi séparable. En vertu de ce corollaire, ¢! ne
peut pas étre isomorphe au dual topologique de ¢>°, puisque ¢! est séparable, mais pas ¢>°. Et ¢! ne peut
donc pas étre reflexif.

3. Somme de deux sous-espaces fermés

Les hypotheses assurent que F; x Fs et Fy + F5 sont des espaces de Banach. L’application

FixFy, — F+F
(Y1,92) > 1+

est continue surjective. Elle est donc ouverte (par le théoréme de I'application ouverte). L’image du produit
des boules unités de F; et F» contient donc une boule B(0,7) avec r > 0. Par lindarité, le résultat en découle.

4. Sous-espaces de C°([0,1]), fermés et inclus dans C'(]0, 1]).
On considére dans l'espace de Banach E := C°([0,1],R), un sous-espace vectoriel fermé F tel que toute

fonction de F soit de classe C.

1. Il suffit d’appliquer le théoréeme du graphe fermé : sachant que E et F' sont des espaces de Banach il suffit
pour montrer que T est continue de montrer que son graphe est fermé. Or si (f,) converge vers f et que
(f) converge vers g, il est clair que g = f’ par passage a la limite dans I'inégalité

x
ful) = 1 0)+ [ .
0
Le graphe de T est donc fermé par critére séquentiel de fermeture.

2. Comme T est continue, I'image par 1" de la boule unité de F' est bornée. Donc on a une borne uniforme
sur la dérivée de f pour f dans la boule unité de F. On a donc équicontinuité puisqu’on a une borne
lipschitzienne uniforme sur f par théoreme des accroissements finis.

3. On en déduit rapidement par théoreme d’Ascoli que la boule unité de F' est relativement compacte, donc
que F est de dimension finie par théoréeme de Riesz.

5. Théoréme de Banach-Steinhaus (et applications)

1. C’est une application du théoréme de Baire (correction faite en classe).

2. C’est la contraposée de 'argument permettant de démontrer la question 1.
3. Il s’agit d’une application directe de Banach-Steinhaus.

4. Le premier point est une application de Banach-Steinhaus. Les deux suivants s’en déduisent ensuite
aisément.



5. En fait, 'espace E n’a aucun besoin d’étre complet pour que les affirmation de I’exercice soient vraies.
En effet, on va appliquer le théoréme de Banch-Steinhaus avec comme espace de départ, non pas E, mais
son dual topologique E’. Rappelons que E’ est toujours complet (pour la norme naturelle), et que cela n’a
rien & voir avec la complétude de E (c’est une conséquence de la complétude de R). On va aussi utiliser le
théoreme de Hahn-Banach, mais celui-ci ne requiert aucune hypothese de complétude.

[(2)]

z
espace de Banach. Pour tout z dans E, on consideére la forme linéaire T, : B/ — R définie par %}H(qﬁ) = ¢(x).
Avec ces notations, I'hypotheése de la question se traduit comme suit : Pour tout ¢ € E’, il existe une
constante ¢, telle que sup ¢4 |T2(¢)| < ¢z. Le théoreme de Banach-Steinhaus assure donc 'existence d’une
constante uniforme c telle que sup,c 4 supyepr [Tx(9)| < cl[¢l|z. Autrement dit, il existe une constante c
telle que, pour tout = € A et tout ¢ € E’, on a |¢p(z)| < ¢||¢||g. Pour terminer la preuve, il ne reste plus
qu’a rappeler qu'un corollaire immédiat et bien connu du théoreme de Hahn-Banach assure que, pour tout
x € E, il existe une forme linéaire ¢, € E’ telle que ||¢z||g = 1 et ¢ (x) = ||z

Soit £’ le dual topologique de £, muni de la norme || - || g définie par ||| = sup,c g\ {0} . C’est un

6. 11 suffit d’appliquer la question précédente avec (E, || - ||) = (F2(N), | - ||2) et
A ={((ag, ...,an,0,..0) | N € N} C £*(N).

En effet, demander que la suite (a,),en soit dans ¢£2(N) est équivalent & demander que A soit une partie
bornée de E (pour la norme || - ||2). Et, d’autre part, ’hypotheése de la question est également celle de la
question 5, puisque, pour toute forme linéaire continue ¢ sur £2(N), il existe une suite (by,)nen € £2(N) telle
que ¢((an)nen) = D anby: c’est le théoreme de représentation de Riesz.

6. Formes bilinéaires continues sur un produit de deux espaces de Banach

On doit montrer qu’il existe ¢ une constante telle que |B(z,y)| < c||z|| ||y|| (pour tout z,y). Notons que par
linéarité, il suffit de démontrer le résultat précédent lorsque z, y sont dans la boule unité (respectivement de
E et de F). Supposons que F' soit de Banach; on peut alors utiliser le théoreme de Banach-Steinhaus pour
les espaces de Banach F et R en introduisant la famille {¢,} des formes linéaires continues sur F' définies
par ¢, (y) = B(z,y). On doit montrer que pour tout y € F, la famille ¢,(y) est bornée. Or pour y fixé,
x — ¢5(y) = B(x,y) est une forme linéaire continue, donc bornée (par une constante Cy) lorsque x décrit la
boule unité (fermée) B (0,1) de E. Le théoreme de Banach-Steinhaus donne alors qu'’il existe une constante
¢ telle que pour tout x € Bg(0,1), ||¢.] < ¢ ce qui assure que

Vo € Bp(0,1), Yy € F, |¢.(y)| = |B(z,y)| < clly].

Par linéarité en x, on obtient le résultat souhaité.

7. Divergence des séries de Fourier des fonctions continues.

On note Cy,; l'espace vectoriel des fonctions continues de R dans R, 27-périodiques. On munit cet espace
vectoriel de la norme uniforme. Pour tout n € N, on note S,, 'opérateur linéaire de Cs,, dans ’ensemble des
polynémes trigonométriques de degré < n qui associe a chaque fonction f sa série de Fourier d’ordre n :

Su(f) it > er(f)e™.

k=—n

1. Fixons to € R. Fixons n € N. Remarquons que, pour tout f € L, on a S,(f)(tg) = = fZTr

o= Jo Dalto -
s)f(s)ds. Considérons la fonction f : R — R définie par

_J1 si Dp(to —s) >0
fO(S)_{ —1 si Dn(t078)<0



La formule ci-dessus montre que S, (fo)(to) = 5 027r |Dy(to — s)|ds = 5= 027r |D,.(s)|ds. La fonction fy est
de norme 1. Elle n’est pas continue, mais on peut considérer une suite (fo r)ren de fonctions continues qui
coincident avec fy sur des ensembles dont la mersure tend vers 1, et telle que || fo.xl|lco = 1 pour tout k ; on
a alors

1 27
Sn(for)(to) — %/ |D,,(s)|ds quand n — co.
0

Ceci montre que

1Sn(H)(to)| . 1 "
A s ZEA'M@W

2. On calcule

e =

Dy (t) = i gikt _ it~ !CrtDtsin((n +1/2)t)

= 1— et sin(t/2)
On a donc ]
Do(t)] > 2 Sln((n—|—1/2)t)‘
n - t .

En posant u = (n + 1/2)t, on obtient donc

27 2n+1)w
/|mmw:/
0 0

~

sinu

du.

Il est bien connu (et facile de montrer) que U'intégrale f0+ %’ du diverge. On en déduit donc, en utilisant

la question précédente que sup;cc, W tend vers +oo quand n tend vers +o0.
Le théoréme de Banach-Steinhaus (plus exactement sa contraposée) nous dit alors qu’il existe un Gs-dense

Gy, dans Cy, telle que, pour toute fonction f € Gy, la suite W

pour tout f € Gy, la série de Fourier de f ne converge pas en to.

n’est pas bornée. En particulier,

Soit maintenant £ un sous-ensemble dénombrable de R (par exemple £/ = Q). Posons Gg =, cp Gi,-
C’est une intersection dénombrable de Gs-denses, donc un Gs-dense. Et pour tout f € Cy,, la série de de
Fourier de f ne converge en aucun point de E.

Commentaire. Un théoréme de L. Carleson (qui a regu le prix Abel, entre autre pour ce résultat) affirme
que la série de Fourier de n’importe quelle fonction continue converge en presque tout point vers la valeur
de cette fonction (en fait il suffit que la fonction soit dans un LP). Réciproquement, Kahane et Katznelson
ont montré que, pour tout ensemble F de mesure de Lebesgue nulle, il existe une fonction f dont la série de
Fourier ne converge en aucun point de F.

8. Applications linéaires continues surjectives

Si T : E — F est surjective, alors par le théoreme de ’application ouverte, il existe r > 0 tel que la boule
fermée Bp(0,1) dans F' soit contenue dans 'image T(Bg(0,r)) par T de la boule fermée de E centrée a
Dorigine et de rayon r. Soit S : E — F telle que ||S — T|| < 5. Il suffit maintenant de montrer S est
surjective. Or si y € Bp(0,1), il existe zg € Bg(0,r) tel que y = T(zo) et [|S(zo) — y[| < 3. On en déduit
qu'il existe Z; € Bg(0,7) tel que T(%1) = 2(y — S(x0)), d’olt, pour x1 = #1/2, on a ||S(xo + =1) —y|| < 1/4.
Par récurrence on obtient une suite de Cauchy (z,,) dans E telle que ||S(Z£\LO z;) —yl < 1/2N*1 On en

conclut qu'il existe x € E tel que S(x) = y et par homothétie, il suit que S est surjective.

9. Un ensemble gras, mais négligeable



Soit (Zy)nen une énumération des rationnels. Pour tout p € N\ {0}, ensemble

1 1 1

est un ouvert dense de mesure de Lebesgue inférieure a — Z 5. = —. Ainsi, ﬂ O, est un G5 dense
p neN* p peN\{0}

de mesure nulle.

10. Théoréme de Schur.

1. Par définition de la continuité d’une forme linéaire, |¢(z,)| < ||| [|zpl] — 0.
p—o0

2. 11 suffit de considérer, comme forme linéaire sur ¢', I’élément de £°° : (0p,i)ien-

3. Rappelons que I'; muni de la topologie produit est métrisable (produit dénombrable de métriques) et par
ailleurs complet.

On fixe € > 0 et on définit Ff := {¢p € T'/Vk > n, |(a)] < €} qui est fermé (comme intersection de
fermés). Par hypothese, la réunion des F donne tout I" par convergence faible. Donc par Baire un des F), est
d’intérieur non vide. Mais les F}, sont convexes symétriques par rapport a 0. Cela donne que le F;, en question
est voisinage de 0; en particulier il contient un voisinage de la forme U = {¢p € T' /|[¢1]| < 6,..., |¥n| < 0}
pour un certain § > 0 et NV fini, qu’on peut supposer plus grand que n. Alors pour tout p > N > n, il existe
YP € U tel que ¢f = 0 pour tout i < N et ¥ (z,(i)) = |z,(i)] pour i > N. Alors,

N

zpll1 < Z lzp(2)] + ¢P (zp) < 26
=0

si p est suffisament grand car ¢ € U C F¢ et d’aprés la question précédente appliquée & x,(1),...,z,(N).

11. Tl n’existe pas de partition dénombrable non-triviale de [0,1] en fermés

On considére une collection au plus dénombrable {F}, },cr de fermés deux & deux disjoints de [0, 1], dont
I'union est égale & [0, 1] tout entier.

Soit O := |, ¢ int(F) et G := [0,1]\ O = UJ,,¢; fr(F,). L’ensemble O est une union d’ouverts, donc un
ouvert. Son complémentaire G est donc fermé. Par ailleurs, G est, par définition, une réunion dénombrables
de fermés d’intérieurs vides ; d’apres le théoreme de Baire, G est donc d’intérieur vide.

Soit C' une composante connexe de O. Si C' n’était pas contenue dans I'un des F},, alors il existerait un
point g de C' et un entier ng tel que zo serait dans la frontiere de F,,, ce qui est absurde. Donc toute
composante connexe de O est contenue dans I'un des F,.

Supposons G non-vide. Comme G est fermé, il est complet. On peut donc appliquer le théoreme de Baire
dans G. Les F,, NG sont des fermés de G. Leur réunion est égale a G tout entier ; en particulier, leur réunion
est d’intérieur non-vide dans G. Le théoreme de Baire implique donc qu’il existe un entier ng tel que F,
est d’intéieur non-vide dans G. Autrement dit, il existe un intervalle ouvert |a, b[C [0, 1] tel que GN]a, b est
non-vide et contenu dans Fj,.

Puisque G est d’intérieur vide dans ]a,b[, 'ntervalle ]a,b[ rencontre O ; il rencontre donc l'intérieur de
l'un des F,,. Soit n un entier tel que l'intérieur de F, rencontre ]a,b[. On sait que GN]a,b[ est non-vide.
Donc F), ne contient pas Ja,b[. Donc, il existe au moins un point de la frontiere de F), dans ]a,b[. Comme
GN|a, b[C F,,, on a donc n = ng. Ainsi ON]a,b[C F,, et GN]a,b[C F,,. On a donc montré de ]a,b[C F),.
Mais ceci implique que ]a, b[ ne rencontre pas G, ce qui contredit nos hypotheses.

On a donc G = @. Ainsi [0,1] € O. Mais O n’a donc qu’une seule composante connexe. Et, on a vu

que cette composante connexe doit étre contenue dans I'un des F),. On en conclut finalement que la famille
{Fp}ner est réduite & un seul élément.



