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CORRIGE DE LA FEUILLE D’EXERCICES N°9

1. Identité du parallélogramme généralisée

1. Pour n = 2, on retrouve l'identité du parallélogramme usuelle. On démontre alors l'identité par une
récurrence aisée en remarquant que

lewzr + -+ enzn + Topr P+ ez + - Fenzn —2h P = 2(lerz + -+ enznl® + |za?).

2. Supposons que p < 2 et soit T : /7 — (2 un isomorphisme. On applique I'égalité du 1) & z; = T'(e;).
Comme ||e1e1 + - - - €nenll, = n'/P, on en déduit que pour tout n

n2/p

—— < n|T|?
e <"

car | T(y)|2 > HHTy_“fH. Ceci est absurde puisque p < 2. Si p > 2, on inverse les roles jouées par p et 2 dans

I’argument précédent.

2. Opérateur de scattering

Corrigé en classe (il s’agit d’une application du théoréme de Lax-Milgram).

3. Opérateurs compacts a valeurs dans un Hilbert

Soit € > 0. T(Bg) est précompacte, on peut donc la recouvrir par des boules de rayon ¢ B(Tz;,¢€). Soit
F. = Vect(z;) (de dim finie) et Pp la projection orthogonale sur F,. On pose T. = PpoT. T, est un
opérateur de rang fini. D’autre part, si « € Bp, il existe i tel que | Tz — Tz;|| < € et donc (Tx; = PrTx;)

Tz — Toz|| = | Tz — Pp(Ta)|| < | Tz — Tl + | Pp(Tz: — Ta)|| < 2e,

car ||Pp|| < 1. Ainsi on a ||T — T.|| < 2¢, et lim._o T, = T.

4. Continuité des opérateurs auto-adjoints

On peut utiliser un exercice de la feuille 8 pour 'application bilinéaire B(z,y) = (z,T(y)) = (T(z),y).
On obtient alors que |B(x,y)| < || B]| ||z|l||ly|| et en prenant y = T'(z), on en déduit ||T|| < || B|| est fini !
On pouvait aussi se ramener au lemme suivant (via le théoréme de Riesz assurant que toute forme linéaire
continue ¢ est de la forme ¢(z) = (ay, x)):

Lemme: Soit T : E — F une application linéaire entre deux Banach telle que pour tout ¢ € F' (i.e. ¢ est
linéaire continue), o T € E’, c’est a dire o T est encore continue. Alors T est continue.

Pour démontrer le lemme, on utilise simplement le théoreme du graphe fermé. Il suffit alors de montrer
que pour toute suite (z,, T (x,)) qui converge vers (x,y), on a y = T'(x). Par continuité de ¢ o T, pour toute



forme linéaire continue ¢ : FF — R, on en déduit que ¢(y) = ¢(T'(x)) ce qui assure que y = T'(x) grace &
Hahn-Banach.

5. Opérateurs auto-adjoints compacts

Corrigé en classe (Pour les A, et —pu,, on utilise le fait qu'un opérateur compact est de Fredholm, et que
l’on a une bonne description de son spectre).

6. Le théoréme de représentation de Riesz est faux dans un espace pré-hilbertien

Soit E = ([0, 1],R) 'espace pré-hilbertien des fonctions continues de [0, 1] dans R, muni du produit scalaire
(f,9) = fol f(@®)g(t)dt. Pour p > 0 et a €]0, 1] fixés, on consideére la forme linéaire u : F — R définie par
u(f) = [, tPf(t)dt.

1. Soit ¢ la fonction donnée par o(t) = tP1jy 4)(t). Pour tout f € E, on a alors d’apres I'inégalité de Cauchy
Schwarz,

Q201 2
ulr) < olallslle = (3o ) 191

ce qui montre la continuité de u. En prenant une fonction continue f qui coincident avec ¢ sur [0,a], on

trouve un cas d’égalité dans I'inégalité ci-dessus, ce qui montre que la norme de u est égale a (%) ’,

2. Le produit scalaire de E se prolonge bien str & £2([0,1]), et on a u(f) = (f, ) pour tout f € E. Sl
existait g € F tel que u(f) = (f,g) pour tout f € E, alors, on aurait (¢, f) = (g, f) pour tout f € E, et
donc f = ¢ puisque E est dense dans L?([0,1]), ce qui est absurde puisque ¢ ¢ E.

7. Hyperplan fermé d’orthogonal réduit a4 {0} dans un espace pré-hilbertien

1. Soit H un espace de Hilbert et F' un sous-espace vectoriel de H. Si F est dense, alors pour tout z € H\{0},
on peut trouver une suite (Y )nen d’éléments de F' qui converge vers x. Par continuité du produit scalaire,

on a alors, pour tout n assez grand, (z,y,) > 3(z,z) = [|z[|%. Ainsi I'orthogonal de F' est réduit a {0}.

Réciproquement, supposons que F' n’est pas dense, et considérons z € H \ F'. Notons z le projeté orthognal
de z sur F'. Alors x — z est dans l'orthogonal de F', donc dans celui de F' ; en particulier, celui-ci n’est pas

réduit & {0}.

2. L’inégalité de Cauchy Schwarz montre que f est continue : pour tout u € cpo(N), on a |f(u)] < %2||u||2
Par suite Ker(f) est fermé. Soit v € co(N), un élément de (Ker(f))*. Soit N € N tel que v,, = 0 pour tout
n > N. Pour n < N, considérons la suite u™ € coo(N) qui n’a que deux termes non-nuls : le terme de rang
n qui vaut 1, et le terme de rang N qui vaut —%. Alors f(u™) = 0 donc u™ € Ker(f) et (u™,v) = vy,.
Comme v € (Ker(f))*, ceci montre que v, = 0. Ainsi v est nécessairement la suite nulle. Autrement dit,

Porthogonal de Ker(f) est réduit & {0}.

3. Soit H un espace préhilbertien non-complet. Soit H un complété de H . On identifie H a son image
isométrique dans H. Soit x € H \ H. Alors u’ est un hyperplan fermé de H, donc F := u- N H est un
hyperplan fermé de H. Et F*# = F- N H = (ut)* N H = (Ru)N H =Run H = {0}.

8. Distance & un sous-espace vectoriel fermé dans un espace de Banach



1. Soit (fy)nen une suite de fonctions de F' qui converge uniformément dans F vers une fonction f. Alors,

pour tout z € [—1,1], on a f,(—x) = —fn(x) et en prenant la limite pour n — oo, on obtient f(—z) = — f(x),
donc f est impaire. L’application © : f +— fo t)dt de E dans R est lindaire et continue car, pour tout
feE,

V?mﬂsAWwWSWM.

Il suit alors que fo fn(t)dt = 0 implique fo t)dt en passant a la limite. On a obtenu que f € F et on
conclut que F est fermé.

2. Ona\folt— dt\<fo [t —(t)] dt < || —||oo puisque p(t) = t. Or,sinF,onafolt—z/J(t)dt:
fol tdt — 0 =1/2. 1l suit que 1/2 < ng — || La distance de ¢ & F est donc supérieure ou égale a 1.

Pour tout entier n > 3, soit 9, la fonction impaire définie sur [0, 1] par

P (t) = —(n—2)g¢& si0<t<4/(n+2)
n t—1/2—1/n Sl4/(n+2)<t<1

Par construction, 1, est impaire. De plus

/O Cn(t) dt

4/(n+2) 1
/ ~(n— 2)%/(8n) dt+/ (t—1/2 —1/n) dt
0

4/(n+2)
 —(n-22 1 8 1,2 14
 onn+2?2 2 n+2?2 2 n+2 n n+2

= 0

On a bien 9, € F. Pour calculer |[1), — ¢||, on remarque que comme ¢ et 1, sont impaires, il suffit de le
2 2

faire sur le segment [0,1]. Pour 0 < ¢ < 4/(n+ 2), on a |p(t) — ¥, (t)] = (1 + (ngf) 1t < (";2) t. On en

déduit que

(n+2)? 4
t)—Yn(t)], 0t <= —"———F=1/241/n.
supllo(®) vl 0 <1<y = BEE 2y
Pour ¢t > 4/(n+2), on a |¢(t) — ¢, (t)| = 1/2 + 1/n. Par conséquent, |1, — ¢|| = 2 + L. Ainsi la dlstance

de ¢ a F est inférieure ou égale a ; Nous avons donc montré que la distance de ¢ a F est égale a 2

Montrons que cette distance ne peut pas étre atteinte. Si ¢ € F, alors ¢ est impaire. Il suit que (0) =0 =
©(0). Par continuité, il existe un intervalle [0,a] C [0, 1] sur lequel [t — ¢ (t)] < 1/4 = 1/2||¢ — P||oo. Par
suite, on obtient que

Y2 [ - vl < 3+ (- alle = ble < o~ Ve
1

Par conséquent, d(, ¢) > 3.

9. Opérateurs de Hilbert-Schmidt
Soit H un espace de Hilbert.

1. D’apres le relation de Parseval, on a

Sl Ael? =33 HAen, )P =D Hew AP =D A" £

el el jeJ el jed jedJ

Ainsi si (e;)ier et (gr)rerx sont deux bases hilbertiennes de H, on a

Do ldedl? = 1ATIP =D Al

i€l jeJ keEK



2. Soient A et B deux opérateurs de Hilbert-Schmidt de H, et A un scalaire. Il est clair que ||AA|lxs =
[Al.]|Al|ns. Par ailleurs, en utilisant I'inégalité de Minkowski, si (e;);er est une base hibertienne de H, on a

1
2
<§ | Ae; + B€i||2>

|A+ Bllns =
el
1
2
< (ZAei%lBeiH?)
el
1 1
2 2
< (ZAei2> +<Z|Bei||2>
i€l el

|All#s + | Bllns-

Enfin, puisque (e;);er est une base hibertienne, on ne peut avoir ||A|lxs = 0 que si A = 0. Ceci montre que
[|.|ls définit une norme sur HS. Par ailleurs, pour tout x =), ; &e;, & = (2,e;), on a

Y Gde

icl

1

< lEilllAe] < (Z €i|2> x (Z ||A€i|2> < [ Allrsllll,

i€l icl icl

[ Az =

drou [[|A]]] < [[Al|7s-

3. Soient A et B deux opérateurs de Hilbert-Schmidt, et (e;);cr est une base hibertienne de H. On a

Ao Bllns = (Z ||A(B€i)||2> < [llAlll- (ZHBQHQ) = [[[A[ll-1Bll7¢s-

iel i€l

Par ailleurs, la question 1 montre que [|A|xs = [|A*||ns. On a par ailleurs ||| B||| = |||B*|||- D’ou

1 1

2 2

A Blns = (Z ||B*(A*€i)||2> < [B]l- (Z ||A€i||2> = [[1BII-1A" [lns = [IIBI[|-| All s -
iel iel

Ceci montre que A o B est de Hilbert-Schmidt dés que A ou B lest.
4. Nous avons vu que || - |[ns définit une norme sur HS. Cette norme découle clairement d’un produit
scalaire. Il reste donc & voir que HS est complet pour la norme || - ||xs. Soit (A, )nen une suite de Cauchy

dans HS. La majoration |||A]|| < ||Al|xs montre que (A,)nen est également de Cauchy pour la norme ||| -|||.
Comme L(E) est complet pour cette norme, la suite (Ay,)nen converge donc vers un opérateur Ao, € L(E)
pour la norme d’opérateur usuelle. Fixons € > 0, et choisit une base hilbertienne (e;);c; de H. On sait qu’il
existe N tel que pour tous p,q > N, on a

Z lApe; — Ageil|® < e
il
En faisant tendre ¢ vers 'infini, on en déduit
D I Apei — Asceil® < e,
il
ce qui prouve que A, — A, et donc A, est de Hilbert-Schmidt, et que A, tend vers A, au sens de la

norme || - ||xs-

5. Soit A un opérateur de rang fini. Choisissons une base hilbertienne (f;);c; de H de sorte que Im(A) soit
engendré par (f;j)jex ot K est une partie finie de J. Alors, pour tout « € H, on a (z, A*f;) = (Az, f;) =0
sijeJ\ K. Dou A*f; = 0 pour tout j € J\ K, et

[Allss = [ D IALIP ] < +oo.

jEK



Ceci montre que tout opérateur de rang fini est de Hilbert Schmidt.

Soit maintenant A un opérateur de Hilbert-Schmidt. Soit (e;);c; est une base hibertienne de H. Soit
€ > 0. Il existe une partie finie J de I telle que ;1 ; | Ae;||? < e. Considérons I'opérateur de rang fini A

défini par Ayz =3, ;(z,e;)Te;. On a alors

JA=Asllus = > Aei]® <e
N

Ceci montre que les opérateurs de rangs finis sont dense dans HS, pour la norme || - lys, et a fortiori pour
la norme ||| - |||]. Comme tout limite (pour la topologie de la norme ||| - |||) d’opérateur de rang fini est un
opérateur compact, il suit que tout opérateur de Hilbert-Schmidt est compact.

6. On sait que l'on peut trouver une base hilbertienne (e;);c; de H formée de vecteurs propres de A. On a

alors
|Allns = Z IXil?,
iel

ou Ae; = \;e;. L’affirmation faite dans I’énoncé en découle trivialement.

On suppose maintenant que H = L2?(X, 1) ot1 p1 est une mesure o-finie sur un espace mesurable (X, B). Pour
K € L?(X x X, ;1 ® p), on considere I'épérateur sur H défini par

Ax(f)(@) = /X K (.9)f (5)duly).

7. Pour tout f € H = L*(X, i), 'inégalité de Cauchy-Schwarz donne

k(@) < ( /. |K<x,y>|2du<y>) 1713

et donc

Ak (FI3 < ( |/ |K<x,y>|2du<y>du<x>) A1 = 1K1 e o I3

Ceci montre que Ag est continu de norme inférieure ot égale a || K'||12(x x x,ugu)- On vérifie facilement que
Ag est auto-adjoint si et seulement si K est symétrique en les variables x et y.

8. 1l est facile de vérifier que la famille (e; ;)¢ j)er2 est orthonormée. Montrons que cette famille est totale.
Soit k € L?(X x X, ® p) tel que (k,e; ;) = 0 pour tout (i,5) € I?. En écrivant

teess) = [ ([ Keaesnn ) exoanto)

utilisant le fait que (e;);er est une base hilbertienne de L?(X, 1), on obtient que la fonction x — [ k(2, y)e; (y)du(y)
est nulle pour tout j. Et en utilisant le fait que (e;);er est une base hilbertienne de L?(X, 1), on en déduit
que k est nul.

9. On remarque que, pour tous (i,) € I%, on a
(K, eij)r2(xxx uen) = (Ax(€i); €5)L2(x 0)-

En utilisant la définition de || Ax||7s, puis la formule de Parseval dans L?(X, i), puis I'inégalité ci-dessus,



puis la formule de Parseval dans L?(X x X, u ® p), on obtient

1

<Z |AK(ei)||iz(X,u)>

iel

| Arllrs

[N

ZZ<AK(ei>7ej>%2(X”u)

iel jel

Z Z<K, 6i,j>2L2(XxX,u®u)

i€l jeI

= ||K||L2(X><X,;A®u)'

10. Réciproquement, soit A € HS. Pour (i, j) € I?, notons k; j := (Ae;,e;). On a alors
STkl =) (Aeie)? =D | Aei|® = ||All3s < +oo.
(i,5)el? (i,5)el? i€l
Puisque la famille (e; ;)(;,j)er> est orthonormée dans L?(X x X, 1 ® ), ceci entraine que la fonction
K := Z ki,jei,j
(i,5)el?

est dans L?(X x X, ® p). Pour tout (i,j) € I?, on a alors (A(e;),e;) = ki j = (Ake;, e;). Comme (e;) est
une base hilbertienne de L?(X, 11), ceci montre que A = Ag.

11. La question 9 montre que K +— A définit une isométrie entre L2(X x X, u® p) et HS(H). La question
10 montre que cette isométrie est surjective.

10. Théoréme ergodique de Von Neumann

1. Soit H un espace de Hilbert et T' un endomorphisme continu de H de norme inférieure ou égale a 1. Pour
n € N\ {0}, on note T, := %H > r—o T* la moyenne des n + 1 premiers itérés de T', et on veut montrer que

lim T, (x) = P(z) pour tout z € H

n—00

ou P est le projecteur orthogonal sur Ker(Id — 7).

a. Comme |[||T||] < 1, I'inégalité de Cauchy-Schwarz montre que 'on a (Tz,x) < ||z||?, avec égalité
seulement si Tz = z. Comme |||T*||| = |||T||, la méme assertion est vraie pour T*. On a donc

(Te=2) & (Tr,2) = o]?) & (@&T°2) = |o]?) & (Te.a)=2]) & (["z=a).

Ceci montre que Ker(I —T') = Ker(I — T*). On rappelle par ailleurs que, pour tout opérateur S, on a
H = Ker(S) @ Im(S) (et les deux facteurs de cette décompositions sont orthogonaux). En appliquant
celaa S = (I —-T)" =1-T* et en utilisant 1'égalité Ker(I — T) = Ker(I — T*), on obtient la
décomposition demandée :

H=Ker(Id—T)@Im(Id—-T)
(et les deux facteurs de cette décompositions sont orthogonaux).

b. Si z € Im(Id — T, alors il existe z € H tel que x = z — Tz. On a alors T, (z) = n%rl(z —TnH2).
Comme |[[|T™TY|| < |||T]]|*™ < 1, on en déduit immédiatement que T,z tend vers 0 quand n tend
vers Uinfini. Supposons maintenant que « € Im(Id — T"). Soit € > 0. On peut trouver 2’ € Im(Id — T')
tel que ||z — 2’| < e. D’aprés ce qui précede, il existe N tel que, pour n plus grand que N, on a
|T,2'|| < e. Par ailleurs, on a clairement |||T,[|| < |||T]|| < 1. Ainsi, pour n plus grand que N, on a
1Tzl < || Thz'|| + || Tn(x — 2')|| < e+ €. Ceci montre que Ty, 2 tend vers 0 quand n tend vers l'infini.



c. Soit  dans H. D’apres la question a, on peut écrire x = y + z avec y € Ker(I — T), z € Im(Id — T),
et (y,z) = 0. Le vecteur y est donc le projeté orthogonal de = sur Ker(I — 7). Comme Ty = y, on
a Tny = y. Par ailleurs, la question b. montre que T,z — 0. Ainsi T,z tend bien vers le projeté
orthogonal de x sur Ker(I —T).

2. Application. On applique le théoréme ergodique de Von Neumann & lopérateur T défini par T'f(z) =
f(z+a). Cet opérateur a évidemment une norme inférieure & 1. Pour montrer le résultat, il suffit de voir que
Ker(I — T) est réduit aux fonctions constantes. C’est facile, par exemple, en utilisant le fait que (e?)
est une base de Hilbert de H.

nez




