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Algebre 1

Corrigé de la Feuille d’exercices 10

Exercice 1

1. On sait déja la structure de A ®k B en tant que K-espace vectoriel. La multipli-
cation. est définie par a @ b x @’ ® b’ = aa’ ® bb'. Elle est naturellement compatible
a la loi additive :

(a1 Qb1 +as®by) ' @V = (a;@b1)(a' @V )+ (a2 ®by)(a' RY') = ara’ @bb' +asa’ @bV

et K est central dans 'algebre A ®k B ainsi définie.

2. On a une premiere application naturelle d’algebres ¢ : Kz] @k Kly] — K|z, y]
induite par lapplication bilinéaire (P(z),Q(y)) — P(z)Q(y). On a ensuite une
application linéaire ¢ : K[z,y] — Kz] ®k K[y] définie par Y Apn,2™y" —
Y mm Amn T @Y™ (ces sommes sont finies!). On vérifie que 1oy et 74,0 o1 induisent
bien l'identité sur chacun des espaces en question.

3. L’image de ¢ : K(z) ®x K(y) — K(x,y) est incluse dans le sous-espace strict

V= {R(z,y) € K(z,y) | HQi(z), Q2(y)) € K[z]xKly], R(z,y)Q1(2)Q2(y) € K[z, y]}.

Ceci montre bien que ¢ n’est pas surjective. Définissons

P = )\V — K(z) ok K(y)
m,n m’nxmyn xm yn
Q@) e

. )
Qi) T Qa(y)
On s’apercoit que 7:/;0 © est I'identité, et on a donc l'injectivité voulue.

Exercice 2

1. L’application

1®a+i®b+j®c+k®dr—>< a+bi C+d2)

—c+di a—bi

définit bien un isomorphisme de C-algebres.



2. On va montrer que H ®gr H est isomorphe a M>(R) ®g M2(R) (qul est isomorphe
a My(R), puisque pour toute K-algebre A on a que M, ( M, (A)).

)®
1 1
Notons o; = 1) oj = 1 et o = . On pose ensuite

al®l)=1®1, ai®l)=080, a(j®l)=0c1, akdl)=o0,®0;.

Ces matrices vérifient les relations des quaternions. Faisons la méme chose de
maniere symétrique :

a(l®l)=1®1, ol®i)=0;®0, al®kj)=1®0, o(l®k) =0, 0.

Cela suffit pour prolonger o en un morphisme d’algebres et on vérifie (dimensions!)
que c’est un isomorphisme.

Exercice 3

L’image d’un tenseur pur A ® v est une application ¢ € Homg (U, v) de la forme u +—
A(u)v. L'image de @ est 'ensemble des morphismes ¢ € Homg (U, V') dont I'image est de
dimension finie. C’est un isormorphisme si U ou V sont de dimension finie.

Exercice 4

Définissons 'application bilinéaire suivante

b: (B x E" — K
(i) (x5);) = det((cixy)iy) -

Pour tout (z;);, I'application b(-, (z;)) est alternée et passe donc au quotient pour définir
N" E* x E"™ — K. De la méme maniere, c’est encore alterné en 1’autre variable et b induit
donc une application b : A" E* x A" E — K. Cette derniere est non dégénérée : il suffit
de prendre pour (a;); la base duale de (z;) pour obtenir 1. L’application (a;); — b((c), )
est isomorphisme A" E* = (A" E)” voulu.

Exercice 5 ‘
L’application A" Ex \"™" E — A" E plus I'isomorphisme non-canonique A" E' ~ montrent
que (A" E)* est non-canoniquement isomorphe a A" E.

Exercice 6

Si f:\"E — F, on peut lui associer (e;); — f(ex A+ Aey).

Si E et F sont de dimension finie, on peut construire ’application réciproque de la maniere
suivante : notons ¢ : A" E* = ( A" E)" I'isomorphisme de I'exercice 1. Notons (fi, ..., f)
une base de F' et (fy,..., fF) la base duale. Si g : E" — F est n-linéaire alternée, on lui

associe > d(f; o g)f;.

Si E ou F n est pas de dimension finie, on pourra passer par 1’algebre tensorielle.

Exercice 7



1. Sion a A\up + -+ A\u, = 0 avec les \; dans K, on peut supposer \;, = 1 pour
un certain ig. Alors on a

ul/\"'/\ur:_Z/\jul/\"'/\uio—l/\uj/\uio—i—l/\"-ur:O-
e

Si la famille (u;); est libre, notons F' le sous-espace de E engendré : la droite
N F C A\ E est alors engendrée par uj A - -+ A .

2. SiujgA---Au, est non nul, notons F' le sous-espace de E de base (uq, . .., u,). Alors
A" F — défini par u; A--- Au, — 1 peut se prolonger par 0 sur un supplémentaire
de A" F' et on obtient f: \"E —.

Exercice 8
1. Il s’agit de 1 A -+ Axy = u(xy) A Au(xy,).
2. L’image de A" u est A (im u).

Exercice 9

1. D’abord, la multiplication ainsi définie est bien associative. Ensuite, la distributi-
vité par rapport a I’addition permet de définir la multiplication sur A ® B et de
lui fournir la structure d’algebre voulue.

2. En tant que K-espaces vectoriels, I'isomorphisme est clair puisque 1’on a, pour tout
n>0:

ANwew) =@ N V) e (N

k=0

k

W) =e" ((AV) ek (AW)).

Reste a vérifier la compatibilité avec la multiplication, qui se fait sur les éléments
purs; pour cela, calculons le produit a gauche :

(A AV AW A AW ) A (VLA - AUy AWy A Awly) = (—1) Py Ay,

ot on a posé vy = Vi A+ AU AVIA- - - AV, et Wy = W1 A+ - - Awp AWy A+ - AWy,

Exercice 10

1. Notons r la dimension de E. Projeter sur la composante en degré 0 de I'algebre
extérieure une relation zy = 0 montre que la condition est nécessaire. Réciproquement,

T .
s — — A . . .
on vérifie formellement que z5" > (— 25" Y 2,)" est une somme finie qui consti-
i=0 n>1

tue 'inverse cherché.



2. Seuls un nombre fini de z, sont non nuls. Chacun s’écrit alors comme une somme
finie
Zn:z(l)/\"'/\Zr(zl,v)z‘*'""f‘z(?éfb)/\"'/\Zy(s;?)-

n,1 n

Il suffit alors de considérer pour F' le sous-espace de E engendré par tous les zﬁl
avecn > 0tel que z, #0, 1 <1< netl<k<a,. Le résultat suit.

Exercice 11

1. Soit A\1g1+- -+ Agr = 0 une relation de dépendance linéaire de longueur minimale
sur E. On peut supposer cette relation de longueur > 2. Parce que les caracteres
sont distincts, on a l'existence d’un élément y € E avec ¢1(y) # g2(y). On a d’une
part g1(y) >, Aigi(z) = 0, et d’autre part >, \jgi(zy) = >, Nigi(x)gi(y) = 0. En
soustrayant, on obtient une combinaison linéaire non triviale et strictement plus
courte, ce qui est absurde.

2. Pour tout g € G, on a
noglv®e) =n(v®gle)) =ng(v) ®gle)) = gle)g(v) = glev).

3. Montrons d’abord que 7 est surjective. Notons ¢; = Id, ..., g, les éléments de G.
On renomme aussi zg := 1 € E. Soit v un élément non nul de V. Posons, pour tout
j€10,n—1],v; =3, gi(xu) € VE. Par la question (a), la matrice (g;(x;));; est
inversible, et en inversant le systéme précédent, on obtient les g;(v) en combinaison
linéaire des v;. La relation donnant go(v) affirme alors la surjectivité voulue.
Montrons ensuite que 7 est injective. En effet, si ce n’est pas le cas, soit (vy, ..., vy)
une famille de V& qui est F-libre mais non E-libre ; on la suppose aussi de longueur
minimale. Soit ), \;v; une combinaison linéaire non triviale sur £. Comme les \;

ne sont pas tous dans F', on peut supposer \; ¢ F et \,, = 1. Choisissons g € G
m—1

avec g(A1) # A1. On obtient alors une relation > (g(\;) — A;)v; = 0, qui contredit
i=1

la minimalité de m.



