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Feuille d’exercices 6b

Exercice 2

a) Il suffit de calculer

a b 1 =z d —-b\ [ ad—acx—bc a’x
c d 1 —c a o —cx ac —bcx —bd |-
k< — T

T Elle est surjective car toute transvection de droite
€T

b) On a 'application

ke; (et donc d’hyperplan ke; aussi) a pour matrice ( L 31/ ) dans une base (eq, €2)

oll ey est n'importe quel supplémentaire de e; et y un certain élément de £*. La
question (a) nous donne la bijection voulue.

¢) Pour C, T est un singleton. Pour R ou F,, c’est un ensemble & 2 éléments. Pour
Q, T est infini: il suffit pour cela de considérer les nombres premiers, qui ont des
classes distinctes dans Q* /Q*?.

Exercice 3

a) Une involution annule le polynome X2 — 1, d’out une décomposition V = E,(s) &
E_(s). Cette derniere est b-orthogonale puisque si ey et e_ sont des éléments re-
spectivement de E, (s) et E_(s), alors on a

—b(eq,e_) =b(s(ey),s(e_)) =bler,e_) =0.

b) L’application s — E(s) est une bijection comme voulue.

c) Soit .# une telle famille. Elle est composée d’involutions de type (2r,2m — 2r) pour
un 7 fixé (puisque les éléments de .# sont conjugués). Comme ils commutent, tous
les éléments de .# se diagonalisent dans une base symplectique commune. Aussi,
il convient de remarquer que si V' a pour base symplectique (eq,es,...,ea,) avec
b(egi—1,€2;) = —b(ei, e2i—1) = 1 et b(e;, e;) = 0 autrement, alors on a eg; € E,(s) &
ezj—1 € EL(s). De ce fait, E(s) est déterminé par un choix de r vecteurs, et on a
| 7| < CT.



En particulier si s est une involution extrémale, alors elle est incluse dans une famille
maximale d’involutions conjuguées commutant deux a deux a m éléments. Parce
que cette derniére propriété est conservée par un automorphisme de Sp,,, (k) et
que 'on a Cr # m pour r ¢ {1,m — 1}, tout automorphisme de Sp,,,(k) envoie
involutions extrémales sur involutions extrémales.

Si s et t sont deux involutions extrémales avec s # £t, on a
C({s,t}) = {u extrémale | E3(u) C Eoy—2(s)NEay—2(t), Eom—2(u) D Ea(s)+Es(t)}.

On en déduit

C(C({s,t})) = {u extrémale | Ey(u) C Es(s)+Es(t), Eom—a(u) 2O Eap—o(s)NEay_2(t)}.

Si s et t forment un couple minimal, alors on a st # ts puisqu’on a dim Fs(¢) N
Es(s) = 1 non paire. De plus, si §',t' € C(C({s,t})) vérifient s't" # t's’, alors
s') 4+ Ex(t') C Es(s) + E(t), qui est de dimension 3. Ainsi on a dim Fs(s") N
t') =1 et (§,t') est un autre couple minimal avec Es(s’') + Eo(t') = Es(s) +
2 t) Il s’ensuit E2m_2(8/) N Egm_Q(t/) = EQm_Q(S) N Egm_g(t) et O(C({S,,t,})) =
C(C({s,t}))-
Si s et ¢t ne sont pas un couple minimal, alors on a dim Fy(s) N Ey(t) € {0,2}.
Dans le cas ou cette dimension vaut 2, la question (b) donne s = =+t et on a
alors st = ts. Supposons donc Fs(s) N Ey(t) = @. Dans ce cas-la, Ey(s) + Ea(t)
est de dimension 4, et on peut trouver s’ et ¢ un couple minimal avec Fy(s') +
Eq(t') € Eq(s) + Ea(t) et Eop_ao(s') N Eopm_o(t') 2 Eom—a(s) N Eopym_a(t). On a alors

C(C{s1'}) # C(C({s,1})).

Si +s, +t, £u sont six éléments distincts de I, I'espace Ey(s) N Eq(t) N Ea(u) est de
dimension 1 ou 0. Dans le premier cas, on note V; la droite obtenue et dans le second
cas, on a Fy(u) C Ey(s) + Ea(t) =: V3. Les ensembles maximaux correspondants
sont alors respectivement

2
2
2

(

& o

LI (V1) := {v involution extrémale | Vi C Ey(v)},

I3(V3) := {v involution extrémale | Ey(v) C V3}.

Et tous les ensembles maximaux I sont de I'un de ces deux types.

Si V3 est de dimension 3, on peut trouver V4 O V3 de dimension 4 et non isotrope.
Alors si w est une involution extrémale avec V) C Ey,,,_o(w), tout élément v de I3(V53)
vérifie Ey(v) C Egp_a(w) et Exy(w) C Vit C Fop o(v). De ce fait, w commute avec
tout élément de I3(V3). Or il n’existe pas d’élément de Sp,,, (k) commutant avec

tout élément de I;(V7). On en déduit que tout automorphisme de Sp,,, (k) préserve
{hx) |z € Pi(i),



Soit ¢ un automorphisme de Sp,,, (k). On lui associe la bijection 6, : P> (k) —
P>m=1(k) via ¢.I1(z) = L(04x). Maintenant, z,y € P> (k) sont deux droites
orthogonales si et seulement si elles engendrent un plan anisotrope; ceci est encore
équivalent a I(x) N 1(y) = @. Cette derniere propriété est conservée par ¢, de sorte
que 0, préserve 'orthogonalité. On en déduit que 84 préserve l'alignement, et par le
théoreme fondamental de la géométrie projective, il existe a € I'Lg,, (k) tel que I'on
ait 0s(kx) = k(ax) pour tout z € k*™ \ {0}. Comme a préserve I'orthogonalité, on
a méme a € I'Sp,, (k). Si s est une involution extrémale, on a {s} = I(e1) N I1(es)
si ey et ey sont deux droites engendrant Es(s). On en déduit ¢(s) = asa™t. Si g est
un élément de Sp,,,(k), gsg~* est une involution extrémale et on a

agsgta” = ¢(gsg™") = d(9)d(s)d(9) " = d(g)asa d(g) "

Ceci s’écrit encore g la=t¢(g)as = sg~ a ' ¢(g)a; autrement dit, g~'a"1¢(g)a com-
mute a toute involution extrémale et préserve donc tout plan hyperbolique. Il
s'ensuit que g lal¢(g)a préserve les droites et est donc une homothétie, disons
A(g)Iom. Mais alors, g — A(g) fournit un morphisme Sp,,, (k) — k*. Par simplicité
de PSp,,,(k), le noyau de ce dernier est {1}, Z(Spy,,(k)) ou Sp,,,(k). Les deux
premiers cas ne permettent pas de factoriser A par ’abélianisé; c¢’est donc le dernier
cas qui se présente, et \ est trivial.



