MEMOIRE DE MAGISTERE
Juin 2003

Raphaél COTE

SUR LES SOLUTIONS DE L’EQUATION
DES ONDES GEOMETRIQUES

MAGISTERE DE MATHEMATIQUES FONDAMENTALES
ET APPLIQUEES ET D’ INFORMATIQUE

ECOLE NORMALE SUPERIEURE

raphael.cote@ens.fr



Table des matiéres

1 Introduction au théme de recherche 3
1.1 L’exemple de I’équation de Schréodinger nonlinéaire . . . . . . . . . . .. 3
1.2 Le probléme des ondes géométriques . . . . . . . ... )

1.2.1 EDP vérifiée par une Onde Géométrique . . . . . . . . . . . . .. 5
1.2.2  Onde Géométrique équivariante . . . . . . . .. .. .. ... ... 6
1.2.3  Quelques propriétés . . . . . . ... 7
1.2.4 Le probléme de ’'explosion . . . . . . . ... ... ... ... ... 9
Références . . . . . . . . . L 9

2 Propriétés qualitatives des ondes géométriques critiques 4 ’explosion 11

Introduction . . . . . . . .. 11
2.1 Décomposition d’'une onde géométrique et premiers résultats . . . . . . . 11
2.1.1 Calculs préliminaires sur ’énergie . . . . . . . . .. .. ... ... 11
2.1.2  Premiére décomposition . . . . . . . ... ... 12
2.1.3 Modulation de la décomposition . . . . . ... ... L. 16
2.2 Etude du taux d’explosion . . . . . . ... ... 17
2.2.1 Objet Asymptotique . . . . . . . . .. ..o 17
2.2.2 Renforcement de la convergence . . . . . . ... ... ... .. 18
223 Conclusion . . .. .. ... 20
2.3 Energie concentrée a Uexplosion . . . . . . . ... ... ... ... ... 21

Références . . . . . . . . 22



Chapitre 1

Introduction au théme de recherche

Une partie des travaux de F. Merle porte sur I’étude qualitative des solutions de
certaines EDP, notamment ’équation de Schrédinger, KdV, ’équation de la chaleur
etc. Plus précisément, il s’agit d’étudier le comportement explosif de solutions dont
la donnée initiale se trouve dans un voisinage d’une solution d’énergie minimale (le
ground state ou état fondamental). On obtient alors des résultats spectaculaires : il
y a effectivement explosion (en temps fini), et le profil & I’explosion est bien défini.
Ces résultats ont été obtenus en particulier pour I’équation de Schrédinger nonlinéaire
critique (NLS) et pour celle de Korteweg-de Vries (KdV).

1.1 L’exemple de I’équation de Schrodinger nonlinéaire

A titre d’exemple, et pour mieux appréhender le type de propriétés recherché dans
le cadre des wave maps, voici une présentation succincte d’un théoréme dans le cas de
NLS critique, issue de [1]. Merci & Pierre Raphael qui a eu la gentillesse de relire cette
introduction !

On consideére les solutions u : [0, T[xR" — C qui satisfont I’équation :

(NLS)

1O + Au = —|u|*/ "y
u(t =0) = ug

Toute étude d’'une EDP d’évolution commence par un théoréme d’existence locale, qui
s’écrit dans le cas de (NLS) :

Théoréme. — Soit ug € H'. Il existe une unique solution maximale de (NLS) dans
C([0,T*[, H'), et le temps de vie T* > 0 ne dépend que de ||ug|| s .

Cet énoncé est générique de ce que 'on attend d’un théoréme d’existence locale :
continuité en temps (ce qui donne un sens a la condition initiale), et pas de restriction
sur la taille H' de la donnée, sauf en ce qui concerne le temps d’existence. T* est une
fonction décroissante de ||ug]| g1-

Dans le cas de NLS, H' = {u € L?|Vu € L?} est de plus un espace dans lequel il
est agréable de travailler, car il apparait comme I’espace d’énergie. On dira qu’il y a
explosion lorsque ’on ne peut plus appliquer le théoréme d’existence locale, c’est-a-dire
dans le cas de NLS si ||Vu(t)]| 2 — oo (comme on va le voir dans la suite ||ul|2 est
conservée).

Par ailleurs, NLS est une équation qui posséde plusieurs symétries : ¢’est un systéme
hamiltonien. Si u est solution de NLS alors :

— (Invariance espace-temps-phase) u(t—tg, 1—x0)e?° aussi, ty € R, zp € R*, vy € R,
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. . B B .
— (Invariance galliléenne) u(t,z — ﬁt)elf(x_§t) aussi, § € R,
— (Propriété d’échelle) uy(t, ) = N/ 2u(A\%t, A\z), A € R.
Remarquons que [|uy||z2 = ||ul|z2 : c’est de 1a que provient la notion d’exposant critique.
En conséquence, (et d’aprés un théoréme de Noether), toute solution conserve certaines
quantités (quand elles sont définies) :

(Masse) / |u(t, z)|*dz,

: _1 2 1 244/n _
(Energie) E(u) = 2/|Vu(t,$)| 2+4/n/|u(t,x)| — B,

(Moment) Im/uVu(t,:v),

2

d
~ (Identité du Viriel) 7 / |z |u(t, z)|*dz = 16Ey
L’identité du Viriel prouve que toute solution d’énergie strictement négative telle que

up € ¥ = H' N {zu € L?} explose en temps fini.

Par ailleurs, grace & la propriété d’échelle et une application du théoréme d’existence
locale dans H', on en déduit déja un minorant du taux d’explosion (pour les solutions
explosives) : |Vu(t)|2 > C(up)(T —t) /2.

Une solution trés particuliére joue un role trés important : ’état fondamental Q. I1
s’agit de 'unique fonction de H', strictement positive, tendant vers 0 & l'infini, solution
de ’équation elliptique non-linéaire :

AQ+QIQIY" =Q

(I’existence et 'unicité de cette solution est un théoréme non trivial). Le ground state
est reli¢ & NLS par le fait que u(t, z) = e Q(z) est une solution - stationnaire - de NLS
(onde solitaire). Remarquons qu’alors Q. (z) = y"/*Q(y"/?z) est aussi associé a une
solution stationnaire, & savoir u, (t,z) = €7'Q,(z). Décrivons un peu les propriétés de
Q : c’est une fonction & symétrie radiale, C* et a décroissance exponentielle, d’énergie
E(Q) = 0. En fait, @ réalise le minimum dans 'inégalité de Gagliardo-Nirenberg :

2/n
1 1 / 2+4/n 1/ 2 f|v|2
N < —
Vo e H, 5 In v 5 |Vl f 2

Ceci implique en particulier que si ||ug |2 < ||Q|| 12, la conservation de I’énergie entraine
un controle de |[Vu(t)|| 2 < C(up), et la solution est globale en temps.

Mais dans un voisinage de ), on a le résultat précis pour les solutions d’énergie
négative :
Théoréme. [F. Merle, P. Raphael, 2001] - II existe a > 0 tel que ce qui suit soit
vérifié. Soit ug € H' tel que :

. 2
/Q2</|u0|2§/Q2+a ot E(uo)g%(fmm>

[luol| 2

Alors la solution u associée explose en temps fini T' et il existe des paramétres \o(t) =
v .
%, zo(t) et yo(t) tels que :
100 X\ (6)"2u(t, Mo ()2 + x0(t)) — Q dans H' quand t 1T

De plus pour n =1, on a I'estimée suivante :

log | log |T" — t||
t <Oy ===
u(®lln < \/ el
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Remarque : Cf [1] pour plus de détails.

Terminons par quelques remarques sur ce théoréme. Tout d’abord, il entraine que
pour des données initiales dans un voisinage pointé de @) (parmi les donnés d’énergie
nulle), on a explosion, ce qui est en soit méme un résultat non trivial. D’autre part,
il montre existence d’un profil & I’explosion, & savoir @ (aux symétries du probléme
prés). Enfin, résultat tout a fait remarquable, 'estimation du taux d’explosion rejoint
les prédictions numériques.

1.2 Le probléme des ondes géométriques

1.2.1 EDP vérifiée par une Onde Géométrique

Mon théme de recherche est d’essayer de voir ce qu’il en est pour le probléme des
ondes géométriques (wave map en anglais).

Les ondes géométriques ne sont pas réellement issues d’un probléme physique. Du
point de vue des physiciens (qui les appellent des o-modéles), ce sont des modéles sim-
plifiés pour les structures étendues en théorie des champs ; les mathématiciens les voient
plutét comme une situation géométrique simple pour ’étude de ’existence globale et
la formation de singularités.

Une onde géométrique est une fonction U de I’espace-temps de Minkowski (R'*", )
(n = diag(—1,1,... ,1)) a valeur dans une variété riemannienne (N, g), qui est un point
critique de 'action :

S(U) = /gabaaUaagUbnaﬂdn:vdt (%)

(Il s’agit juste du Lagrangien standard (0,U,0%U), intégré en temps et en espace,
ou 0% = 770‘565). C’est la définition variationnelle d’une onde géométrique. A cette
définition est associée un systéme d’EDP dans les coordonnées locales :

%0, U + T (U)0,UPOUC =0 ()

ot les I'f, sont les symboles de Christoffel associés a la variété N (le deuxiéme terme
représente la seconde forme fondamentale).

Pour comprendre ce que () signifie, placons nous dans le cas ou N =R, et g = 1.
On a alors :

Sr(U) :/t/ (=|T)? + |VU|?) dzdt

Dire que U est un point critique signifie exactement que pour toute fonction test ¢ :
R" > R:

0= dSe(U).¢ =2 // (—Usy + VUV ¢) dadt
tJz

On intégre par partie en ¢ le premier terme, et en z le second :

0= /t /I (Uy — AU) pdadt

On retrouve donc, au sens D’ (en fait H! suffit pour avoir le droit de faire les intégrations
par parties), ’équation des ondes libre :

Uy — AU =0
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L’équation (#x*) est obtenue de maniére similaire : on trouvera dans l'introduction
du chapitre 4 une maniére détaillée de ’obtenir, et ’expression dans le cas de la sphére
N =82

En fait, (%) peut se comprendre d’une maniére plus géométrique. Supposons par
exemple que N — R™ et qu’elle posséde un voisinage tubulaire (d’épaisseur uniforme
d) Vs et d’'une projection m : V. — N (c’est le cas si N est compacte). Alors, pour
tout ¢ € C (R R™) en posant € < §/||¢]|co, Ue = (U + €¢) est bien définie, de
R — N. U est critique pour [ S, ce qui nous donne :

MO

On en déduit aprés intégration par partie que (dny (U).¢|0u)g = 0. Mais dry (U) est
une projection pour tout U, et est donc auto-adjointe, soit :

_ /R  (Dudm (U)-910°U)gda"dt
e=0 "

(¢ | dny(U).0OU), = 0.

Ceci étant valable pour tout ¢ € C° (R R™), on obtient finalement dry (U).0U = 0.
Ainsi, une onde géométrique U vérifie :

au 1L TyN

C’est ce qu’on appelle ’équation extrinséque satisfaite par une onde géométrique.

1.2.2 Onde Géométrique équivariante

Cependant il est difficile d’étudier les ondes géométriques dans toute leur générali-
té. A titre d’exemple, on ne dispose pas encore d’un théoréme d’existence locale dans
Pespace d’énergie (H n/ 2) pour des ondes géométriques quelconques.

Il apparait que le cas n = 2 est particuliément important, et on demande souvent
aux ondes géomeétriques d’avoir une certaine symétrie (radiale par exemple).

L’équation étudiée dans les chapitre 4 et 5 est une forme trés particuliére d’onde
géométrique. Tout d’abord on demande que N soit la variété [0, C[XsinS! : ¢’est-a-dire
que N est la boule ouverte de rayon C (dans R?), et qu’en utilisant les coordonnées

Pourzx e N r=|z|, &=ux/|z|,
sa métrique s’écrive :
ds® = dr* + sin?(r)dé¢>.
On demande de plus que U ne soit pas quelconque, mais de la forme :
. 7
U’ (t,z) = 7u(t,r) (1=12)

ott les 27 sont les coordonnées cartésiennes d’espace de Iespace de départ R?, et donc
u représente la norme de U. On dit que U est équivariante corotationnelle.
On obtient alors une EDP sur u, qui s’écrit :

1 sin 2u
Ut = Upp + —Up — )
r " (1.1)

U|t:0 = Up
Ut|t:0 =u
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Remarquons que la notion de onde géométrique équivariante ne peut étre définie dans
le cas général que si IV est & symétrie sphérique.

Une onde géométrique minimise par définition ’action définie par le Lagrangien
standard : il est donc normal de trouver le D’Alembertien (radial, en dimension 2),
et on a affaire & une équation d’onde semi-linéaire. L’équation (1.1) écrite ci-dessus
renferme toutes ces conditions : désormais on ne s’intéressera qu’a (1.1), et non a la
maniére dont elle a été obtenue.

1.2.3 Quelques propriétés

Par construction de ’onde géométrique comme extremum d’une certaine action, on
obtient la conservation d’une énergie, a savoir :

sin? u
E(u):/(|ut|2+|ur|2+ = )m«

On a aussi une propriété d’échelle :

u(t,r) onde géométrique <= wuy(t,7) = u(At, A\r) onde géométrique

De plus comme il s’agit d’'une équation d’onde, on aura aussi la propagation a vitesse
finie de ’énergie (dans notre cas, la vitesse est 1). Notons :

R L2
sin® u
B8 = [ (Il + furf + 225 ) rar
0
Cela s’écrit alors (par exemple) :

E(u(t),R) < E(u(t+7),R+|7|)

ou E(u(t),R) désigne I’énergie au temps t, entre r = 0 et 7 = R. Une conséquence
explicite s’écrit :

Si Supp(ug) U Supp(u1) C [a,b], alors Supp(u(t)) C [a —t,b+ ] N RT.

(C’est cette propriété que l'on sous-entend en général quand on parle de propagation a
vitesse finie).

Enfin, lorsque I'on s’intéresse & ’équation des ondes semi-linéaire, un des outils fon-
damentaux est l'inégalité de Strichartz. Il s’agit d’une estimée linéaire entre une fonc-
tion v et son D’Alembertien Ov. Cette estimée est notamment au coeur des théorémes
d’existence locale. Voici une version relativement simple de 'inégalité de Strichartz : si
v:RxR" = C ona

0]l La (o7, Le@ny) < C(nypyq,7) (lo(E =0, ey + 1001 L1 0,07, 12(R7))

ou les indices r et ¢ vérifient : r > 2* = 2n/(n — 2) et la condition dite de “gap”
1/q +n/r =n/2 — 1. Remarquons que C ne dépend pas de T'). Dans le cas des ondes
géométriques équivariantes, ce n’est pas tout & fait cette estimée que I'on utilise, mais
une généralisation dans des espaces de Besov homogeénes.
Ces faits permettent d’obtenir des résultats précieux :
— Décroissance de I'énergie sur les cones et évanescence du flux : en notant v(¢) =
u(—£,£), pour T <T' <0,0na

|7 sin’ v
E(u(T),T) — E(u(T"),T') :/T ( 2 Iz

et Flux(u,0,T) — 0 quand T — 0,

>€d€ = Flux(u,T",T) >0

4
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— Théoréme d’existence locale dans ’espace d’énergie H' et non dans H? que donne
la théorie standard des équations des ondes semi-linéaires (c’est un résultat de
Shatah et Tahvildar-Zadeh),

— Condition d’explosion (issue de la démonstration du théoréme d’existence locale) :
il existe une constante gy > 0 telle que :

Si u explose en T, alors lirtr%%nfE(u(t), T —1t) > e

(0 ne dépend pas de 'onde géométrique u considérée). Cette condition d’ex-
plosion est donc en fait une condition de concentration de ’énergie en 0. Elle a
un avantage tout a fait significatif sur une condition du type “||ul|lg — 00" : sa
signification “physique” la rend beaucoup plus maniable.

— Evanescence de 1’énergie dans les cones “extérieurs” (c’est un résultat profond da
a Shatah et Chritodoulou [2]) : pour A €]0, 1] fixé,

2

It 71 1 sin“ 50
EX td——Ef/ “u? 4+ Zul 4 d ! > 0
ext( ) il 2U’t 2“1" r2 rar

Rappelons encore une fois que le théoréme d’existence locale (ainsi que la condition
d’explosion qui en découle) n’est ici valable que pour les ondes géométriques équiva-
riantes et les ondes géométriques radiales.

Enfin, pour simplifier les notations, on supposera souvent qu’une wave map % ex-
plose en T" = 0, et en conséquence, les données initiales correspondront & un ¢ < 0
(souvent se sera t = —1) : ceci est justifié par I'invariance en temps de l’équation.

Il s’avére que la dimension 2 (au départ) est critique pour les ondes géométriques,
A trois égards. L’espace d’énergie H' s’injecte presque dans L, mais pas tout a fait
(exposant critique de 'injection de Sobolev) : ainsi la contrainte de rester dans N (si
N est bornée), ou (si N n’est pas bornée) la métrique introduite impose aussi le fait
d’étre L (cf chapitre 4).

D’autre part, il n’existe pas de solution autosimilaire d’énergie finie, ce qui est le
cas en dimension supérieure (pour R'*3 par exemple). Une solution autosimilaire est
de la forme u(t,r) = v(r/t). Si on se donne une condition initiale réguliére compatible a
t = —1, on obtient alors naturellement une solution explosant & ¢ = 0. Cela permet de
conclure alors facilement qu’il n’y a pas d’existence globale, méme & données initiales
trés réguliéres. A contrario, dans notre cas des ondes géométriques a symétries dans
R'*2 on ne connait pas d’exemple de données initiales réguliéres qui induisent une
explosion en temps fini : il existe des solutions auto-similaires, mais elles sont d’énergie
infinie (cf chapitre 4 pour plus de détails).

Enfin Iénergie est conservée par changement d’échelle (i.e. E(uy) = E(u)), et on
peut espérer obtenir une théorie & données petites. En effet, si on avait E(uy) = A*E(u)
(avec a # 0), quitte & changer d’échelle, on aurait pu supposer u d’énergie aussi petite
que l'on veut : ainsi I’hyptohése de données grandes ou petites n’aurait rien apporté
au probléme. Par contre, dans notre cas, supposer les données d’énergie petite apporte
effectivement quelque chose : on espére obtenir un résultat d’existence globale (c¢’est-a-
dire T' = oo dans le théoréme d’exitence locale).

Le probléme est délicat, plusieurs auteurs y ont contribué (notamment M. Struwe,
J. Shatah, T. Tao). Un résultat assez général & été obtenu par T. Tao, qui a montré
I’existence globale de solutions & données initiales d’énergie petites, pour des ondes
géomeétriques (sans symétries) a valeur dans la sphére de dimension quelconque.
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1.2.4 Le probléme de ’explosion

Venons en au probléme précis qui fera I'objet de la thése. On connait une solution
(au changement d’échelle et différentes invariances prés) stationnaire de (1.1) :

Q(r) = 2arctan(r)

Cette onde géométrique réalise le minimum de I’énergie parmi les fonctions qui s’an-
nulent en 0 en tendent vers m en +oo. L’idée est d’étudier ce qui se passe pour des
ondes géométriques u vérifiant :

E(Q) <E(u) <E(@)+a

(et bien sur, u(t,0) = 0, u(t,r) — ® quand r — o0) : remarquons que ces conditions
sont préservées au cours du temps sous la condition de non-concentration de I’énergie).

Avant de s’intéresser au caractére d’évolution d’une onde géométrique, il faut obtenir
quelques résultats “statiques”.

On étudie tout d’abord la Hessienne d2QE de I'énergie E au point @ (cf chapitre 4).
La propriété d’échelle entraine qu’il existe un noyau non restreint a 0 : on s’apergoit
qu’il est en fait égal a r@Q,R. Le probléme est alors de savoir si I’énergie est coercive
dans un hyperplan supplémentaire au noyau (et pour quelle norme). Il s’avére que c’est
le cas, dans 'espace de Hardy de dim 2 :

H = H'n{u/r € L*(rdr)}

(qui est en fait 1’espace vectoriel “tangent” au point @ pour les u d’énergie finie au
sens oul si u est d’énergie suffisamment proche de @, u(0) = 0, u — 7 en +00, alors
u—Q€H).

Un autre résultat est 'existence d’une décomposition pour w :

u=Q)+e¢

¢ est ici d’énergie petite, et X représente le changement d’échelle nécessaire pour que u
ait le “profil” ). Ensuite, quitte & changer un peu le paramétre d’échelle, on peut sup-
poser que la décomposition vérifie en plus une contrainte sur e (souvent ces contraintes
sont des conditions d’orthogonalités, mais dans notre cas, il s’agit d’une contrainte non-
linéaire : cf. chapitre 5) : U'intérét d’imposer cette contrainte et de s’assurer que 1’on
reste toujours éloigné du noyau de déE.

Une conséquence est un premier renforcement de la condition d’explosion : comme
I’énergie de € est petite, si u explose, A — oo, mais alors toute I’énergie de @) est
concentrée, et n’est compensée au plus que par celle de ¢.

Dans le chapitre 5, on étudie 2 conséquences de ces décompositions sur des ondes
géométriques que 1’on suppose étre explosives :
— A quelle vitesse A — 0o. A priori, la vitesse finie de propagation donne que pour
une onde géomeétrique explosant en T' =0, on a :
At =1
(c’est le taux auto-similaire). On cherche a montrer qu’en fait, A(¢)|t] — oo.
— Quelle est ’énergie minimale concentrée lors de I’explosion. On a vu qu’elle doit
2
étre supérieure & quelque chose de la forme ((\/ EQ) -/ E(s)) . En fait, on

aimerait obtenir la concentration d’une énergie supérieure a E(Q).

Il reste de nombreux points & éclairer. Notamment, il faut enlever une hypothése
technique pour compléter les résultats du chapitre 5, et deux “vrais” problémes : déter-
miner s'il y a ou non explosion (en temps fini ou non), et dans le cas explosif, essayer de
dégager un profil a ’explosion (lié & Q) - c’est 14 que réside la dynamique du probléme.
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Chapitre 2

Propriétés qualitatives des ondes
géométriques critiques a ’explosion

Début de thése!

Introduction

Le but de cette note est de présenter quelques résultats concernant la vitesse d’explo-
sion et ’énergie concentrée a l’explosion d’une onde géométrique (explosive) d’énergie
proche de de celle de @ (solution stationnaire).

En particulier, on exhibe un parameétre qui détermine s’il y a ou non explosion, et
la vitesse a la laquelle se concentre ’explosion.

Sous une condition de continuité du flot pour la topologie H'-faible, on montre
que ce taux & l’explosion est plus grand que le taux autosimilaire (issu de la propriété
d’échelle), et on en déduit en corollaire que ’énergie concentrée a ’explosion est supé-
rieure a 1’énergie totale de Q.

2.1 Décomposition d’'une onde géométrique et premiers ré-
sultats

2.1.1 Calculs préliminaires sur I’énergie
Soit u : Ry x Rf — R vérifiant :
n 1 sin 2u
Uy = U —Up — ——5—
{ tt T r T 27“2
(u, ut) =0 = wo

On a la conservation de I’énergie :

00 12
E(u(t) Y /0 <u§ 2+ 22 “) rdr = E(ug)

r2

Ce qui nous ameéne 4 la :

b -2
Définition 2.1. — On note Eg(u) = / <u? + u% + sm2 u

a

" ) rdr, et E(u,t) = E(‘)ﬂ(u).

!'Sous la direction de F. MERLE (2002-2003)
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On s’intéresse ici a la quantité F(t) = E(u(t),b(t)) ou b est une certaine fonction
réguliere :
Lemme 2.1.
2

J :
ZF(t) = [b (be (u? + u2) + 2upu,) + thH; u] (£, b(t))
Preuve :
d d [0/, sin’u
%F(t) = % 5 (U’t + Uy + 7'2 > rdr

s 2
= by(t)b(t) ( uf (¢, b(t)) + ur (8, b(1)) +w>

b(t)2

b(t) sin 2u
+2 UppUy + UppUy + ug | rdr
0

o
sin® u
= ) (wta,000) + 2, 000) + 220

b(t) 1 sin sin 2
+2 Upp + —Up — 5 | Ut + urity + = Uy rdr
0 r r r

sin? u
= by(t)b(1) <u§(t, b(t)) + u(t, b(t)) + W)
+2 [urutr]g(t)
= b(t) (be(t) (uf (£, b(£)) + uZ(t,b(t))) + 2ue(t, b(t))ur (£, b()))
sin? u(t, b(t))
()=
O

Corollaire 2.1. 1. Si A <1, E(u(t), R 4+ At) est décroissante en t. En partuclier,
E(u(t), R+ A\t) admet une limite quand t — 0. D’autre part, on a la propagation
a vitesse finie de lénergie (R >0, |1| < |t|) :

E(u(t), R) < E(u(t +7), R +[7])
2. Sib(t) est tel que F(t) = cste, on a : by € [—1,1]. En particulier, b(t) admet une
limite en 0.
Preuve :
1. On pose b(t) = R + At.

2. On veut %F(t) = 0. Tous les termes ne peuvent étre de méme signe, d’ou la
contrainte.

0

2.1.2 Premiére décomposition

Lemme 2.2. [l existe ay > 0 tel que ce qui suit soit vérifié. Pour tout a < ag, St u
est tel que E(Q) < E(u) < E(Q) + a, u(0) =0, et u = m en 400, alors u admet la
décomposition :

u—Qr=¢

ou A € R et |el|lg < () avec 6(a) = 0 quand o — 0.
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Preuve : Soit u, tel que E(Q) < E(u,) < E(Q) + 1, u, =0, u — 7 en +00. On

no
construit :
™
vp(r) = up (—) , ol A, est tel que v, (1) = 5
C’est possible car u, est continu.
On a: E(v,) = E(uy). En particulier, Vv, est bornée dans L?(rdr), donc converge
faiblement pour une sous-suite vers w.De méme, pour tout n, ||v,|le0 < C(E(Q)+1) =

C(5) = C, donc v, est uniformément bornée. Soit K un compact de |0;+oo[. On a
pour tout z <y € K :

(o) o)l < [ "By () dr
< ([merna)”([2)"
< @m

Puisque inf K > 0, v, est donc équicontinue sur K, ponctuellement bornée, donc
d’aprés le théoréme d’Ascoli, d’adhérence compacte dans C°(K).

On pose K, = [1/m;m], pour m > 2 entier. On suppose que 'on a construit des
extractions ¢1,... ¢, telles que Vgromopm(n) — Wm dans GO(Km). On dispose alors
d’une extraction ¢,,41 et de w' € CY(K,,,1) telles que Vg0-0¢mobmer(n) —> Wmtl
dans CY(K,,). Par séparation de C°(K,,), on a wpi1|k,, = Wn. On pose finalement
PY(m) = ¢p1o---0dpy(m), et pour r > 0, v(r) = wy(r) sir € Ky, (c’est possible d’aprés
la remarque précédente). Le procédé de diagonalisation nous assure alors que :

Vm, vym) — vk, dans CYUK )

En particulier, v est continue sur ]0; +oo[, v(1) = m/2. De plus vy,) — v pp et dans
D'(]0; +00[). Cela implique que Vv = w. Etudions un peu v. Par Fatou, on a :

.2 -2
sin® v L sin® v
/ dr < lim 1nf/ 2 dr

T T

De méme, par limite faible, ||v|| ;; < liminf ||v,||;1, donc :
E(v) <liminf E(v,) < E(Q)

E(v) < oo donc v admet des limites en 0 et en +o00, qui annulent sin. L’estimation
ponctuelle d’énergie :

2| cos(w(x)) — cos(w(y))| < Ef(w)

donne que pour les vy, limsup, v,(r) = «, liminf, v,(r) = 0, et ce pour tout r > 0.
Ainsi (par convergence pp), v(r) € [0;7]. Prouvons maintenant que :

s s
Vr > 1,v(r) > 5 et Vr < 1,v(r) < 3

On démontre une seule de ces inégalités, 'autre se déduisant de la méme maniére. Soit
donc r < 1 tel que v(r) > m/2, on note 2¢ = —cos(v(r)) > 0. On a convergence
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uniforme sur tout compact, donc il existe N tel que pour n > N, v,(r) > 7/2 +¢e. On
choisit finalement n tel que % <e. Alors :

B(@Q)+- > B(va) = Eg(va) + Ep(vn) + B (va)
> 2(|cos(vy(r)) — 1| + | cos(vy,(r))| + 1)
> 2 (24 2|cos(v,(r))]) car cos(vp(r)) <0
> 44de = E(Q)+4e

Ce qui est absurde. Ainsi, v(0) = 0 et v — 7 en 4o00. Puisque E(v) < E(Q), la carac-
térisation de @) donne que E(v) = E(Q) et qu'il existe A tel que v = @,. Maintenant,
v(l) =7/2=Q(1) donc A=1,v = Q.

Essayons a présent d’évaluer E(v, — Q). On a : E(v,) — E(Q), ce qui implique
I’égalité dans Fatou et dans les normes pour le passage & la limite faible dans H'.

En particulier, v,, — Q) dans H'-fort. Pour la partie non-linéaire :

sin?(v, — Q) = (sinwy, cos Q — sinQ cos vy )?
= sin v, (1 —sin® Q) + sin® Q(1 — sin’ v,,)
—2sin () sin v,, cos vy, cos )
2 vp + sin? Q — 2sin? v, sin’ Q

—2sin () sin v,, cos vy, cos )

= sin

On intégre dans L'(dr/r). Le premier terme vérifie ’égalité dans Fatou, donc :

) .2
sin“ v sin

/ ndr—)/ er
r r

Le deuxiéme terme ne pose pas de probléme. Le troisiéme terme est dominé par sin? Q) €
4
L(dr/r), donc vu la convergence ponctuelle, tend vers i Smr Qar grace au théoréme

de convergence dominée. Enfin sin Q(r) = 17,5 donc sin@ € LY(dr/r), ce qui assure la

convergence du quatriéme terme dans L!(dr/r). En remontant les calculs précédents,

on a donc :
/sin2(un ~Qur o | *Q@-Q)
r

r

Ainsi, E(v, — Q) — 0 quand n — oo. Vu l'estimée d’énergie ponctuelle, cela implique
en particulier que v, — @ uniformément sur R™ tout entier. Mais si E(v, — Q) < 4,
vu que v,(0) — Q(0) = 0 et v, —Q — 0 en oo, par l'estimée ponctuelle, |v,| < /2.
Mais alors, |sinwv,| > 2/m|v,], et donc :

|vn — Q% < CE(v, — Q) — 0 quand n — oo

O

Ainsi, si E(ug) < E(Q) + «, on peut faire cette décomposition pour tout temps ¢.
On notera Ag(¢) le changement d’échelle :

u(t,r) = Qxor) (1) + &(t, Ao (t)r)

Lemme 2.3. On a linégalité :

VB u+0) < \/Bb(u) + /B2 (w)
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Preuve : Notons tout d’abord que |sin(u + v)| = |sinucosv + cosusinv| <
|sinu| + | sinwv|. On en déduit :

b . . 2
El(u+v) < / ((ut+Ut)2+(ur+ur)2+ (| sin | —:2|smu|) )rdr
a

b . .
sinu sinv
< Eg(u) + Eg(v) + 2/ <utvt + U, + %) rdr
a
< Eb(u) + E’v) + 21/ Eb(u) Eb(v) par Cauchy-Schwarz
Ce qui est exactement le résultat annoncé. O

Proposition 2.1. Critére d’explosion : il existe une constante unviserselle eg > 0 telle
que :

u explose au temps T <= EI '(u(t)) = E(u(t),T —t) > o pourt <T

Remarquons que la fonction ¢ — E(u(t), T — t) est décroissante. Il existe donc une
limite E7(u) : on dira que u concentre 1'énergie Er(u).

On supposera dans toute la suite que « est choisit de sorte que :
a < min{ag, 1} et d(a) <minf{egp,1/4}

Lemme 2.4. Soit u une onde géométrique explosant en 0, telle que E(u) < E(Q) + a.
Alors u concentre au moins E(Q) — 4\/d(«). En particulier :

0<

Au(t)[2]
Preuve : On considére la décomposition : u(t) = Q) +€(t). On a évidemment :
E(e(t) < d(a) < g

Supposons que liminfig A(t)[t] < co. Alors il existe une suite (¢,) qui tend vers 0
en croissant, telle que A(t,) < M pour une certaine constante M. Cela entraine que
E(Qx(t,),tn) — 0 quand ¢ — 0, et donc :

liminf E(u(t,),t,) < liminf E(Qxq,),tn) + E(e(tn), tn)

n— 00 n—o00
20/ B(Qx(t,)» tn) B(=(tn), tn)
limsup E(e(t,)) < e€p

n—0o0

IN

Ce qui est absurde, car cela nie I’hypothése que u explose en 0. Ainsi, A(t) — oco. Donc :

\/(E(Qw,%)— HE0)
> VEG.O) i@

Par propagation a vitesse finie de I’énergie, on en déduit que :

&=
/N
e
S

>~
Sk
N——
\Y

\%

Bu(t),?) > (VEQ.C) ~ /(@)
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Et ceci étant vrai pour tout C' >0, on a :

Bu(t),1) > (VEQ) ~ Vi) > BQ) —4/5a)

Comme on sait de plus que E(u(t), ﬁ) <24+ a<3<E(Q)—4y/6(x), on en déduit

1
que —— < |t|. Ceci achéve de démontrer les résultats voulus. g

()

Remarque : Ce résultat sera amélioré a la fin de la note.

2.1.3 Modulation de la décomposition

Proposition 2.2 (Décomposition précise). Il existe ay > 0 tel que ce qui suit soit
vérifié. Si E(u) = E(Q) + «, avec a < o, alors il existe A(t) continue tel que :

u(t,r) = QA(t)r) + e(t, \(t)r)

et :
‘1— ;\((tt))‘ + E(e(t)) <d(er), oud(a) =0 quand o — 0
0 . .
" (@it + 5 ELNRELLON) g g

Preuve : Commengons par le cas o A =1 : u(1) = . On cherche a appliquer le
théoréme des fonctions implicites, ol u se trouve dans un voisinage de ). On considére
donc

£ (p»—>Q(p)—u(§>>

On veut que f(g,A) =0, ou :

ren= [ <Qp(p) (€0, (9) + 15z 50(2Q(0)) s (=) (p>) pdp

On veut exprimer ¢ en fonction de A, il nous faut donc calculer 9y f, au point (¢ =

0,A=1).0rona: ie

™ =1u,. Et comme e =0 <= u=0Q :

A=1

o L . .
NnSlezop=1 = / (Qprp + 17 sin(2Q)) Sln(2Qp)> pdp # 0
0
Ainsi, par le théoréme d’inversion locale, il existe un voisinage Ugx]|1 —v,1 4+ [ de
(Q,1) tel que :
fle,N) =0 <= e=¢())

avec B(Q,B) C Ug. Quitte a restreindre, on peut supposer que §(3) < ap, et on pose
a; =minf,y > 0. On a démontré que si u € B(Q, ay), il existe A €]1 —ay, 1 + aq] tel
que € = ) — u(5) vérifie la contrainte f. Bien str, A varie de fagon C I avec u.

Replacons-nous maintenant dans le cas général. On introduit donc le changement

d’échelle
A T
u(t,r)=ult,——= ).
(tar) ( Ao(ﬂ)
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Alors v (t) € B(Q, a1). Ce qui précéde s’applique a u? (t), et il existe donc A (t) tel que
e=Q—vt (W) vérifie la contrainte f. Mais alors, en posant A(f) = A;(¢)Ao(%), on
obtient la décomposition désirée, les estimées de petitesse étant obtenue par construc-
tion. Enfin, A est continue car Ao I’est (comme u), et que A; aussi (car elle est C''). O

2.2 Etude du taux d’explosion

2.2.1 Objet Asymptotique

On pose ici que A(t) est défini comme étant I'inf des réels supérieurs a |¢|, vérifiant :

“(o5w) =3

Soit u une solution définie sur [—1,0[, explosant en ¢ = 0, d’énergie inférieure a
(strictement) 8 et telle que A\, (¢) soit bien défini et vérifie :

vVt <0,C; <

Au(B)]E] T
ou C1, Cy sont des constantes strictement positives.

D’aprés 'explosion de u en 0 et la propagation & vitesse finie de 1’énergie, on peut
supposer que Cy = 1. Par ailleurs, u concentre au moins une énergie égale a 2. Re-
marquons dés a présent que pour tout A fixé, u(tg + /A, 7/\) est encore solution, et
a la méme énergie que u. Soit ¢, = —27" une suite croissante de temps, £, — 0, et
An = Ay(tn). On pose :

un(t,r) = u(t - |tp], 7 - |tn])

up, est une solution définie sur [—1,0[, qui explose en 0. Bien sir, on a u,(—1,7) =
W(tn, 7 - |tn]), et une(—1,7) = |tn|u(tn, r - |tn]). De plus,

/Oe(un)(t,r)rdr = /Oe(u)(t-|tn|,r|tn|)rdr

ttn]
- / e(u)(t - |ta], r)rdr > 2
0
Donc u, concentre une énergie au moins égale a 2. On considére la suite de fonctions

(un(_lv ')v unt(_lv '))nEN-

Elle est bornée dans H, donc & extraction prés, on peut supposer qu’elle converge
faiblement vers vg € H. On en déduit de plus que u,(—1) — vg pp et uniformément sur
les compacts de |0, +o0l, et de plus uy,,(—1) — vy, dans L?(rdr)-faible, et u,,(—1) — v;
dans L?(rdr)-faible.

1 s
Par ailleurs, par définition, u, | —1, = —. Mais
g " ( mm) 2 Xt

€ [C1,1] par hy-

pothése : quitte & extraire, on peut supposer que m — a € [C1,1], et comme la
n|i'n

suite u,, est équicontinue, on en déduit que u,(—1,a) = %

%, c’est-a-dire, vo(a) = 7. Par
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le méme argument que pour le lemme de décomposition, on en déduit que v(0) = 0,
v — T en 400, et par convergence faible, E(v) < E(u,) = E(u). On définit & présent
notre objet asymptotique : v satisfait

- sin 2v
v =

2r2
U(—l,') =
v(=1,-) = v

Soit [—1,T[ 'intervalle de définition de v(¢). On admet que :
Vit € [0, T[,un(t,-) = v(t,-)pp., et uniformément sur les compacts de ]0, 00|

et que : upy(t) — vi(t), un,(t) = v, (t) dans L%-faible. En utilisant les fonction vyx,<:
et vpxr<¢ et 'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a que :

' #
lim inf/ (unf(t, r) + ung(t, r)) rdr > / (vf(t, r) + U,?(t, r)) rdr
0 0

Et par Fatou :

liminf/t, sin? un(t,r)dr > /t’ SinQv(t’T)dr
0 0

T T

En particulier, ceci démontre que que 1" > 0.

2.2.2 Renforcement de la convergence
Maintenant, notons que u, (t, m> =u (t|t l, m) = 7, et par minima-
lité de A\, on en déduit :

A, (£) = Xy (t]tn|)|tn| et donc € [Cy,1]

1
Au, (B) 2]
On pose : p(t) = liminf, A, (t). Alors u(t) € [C1,1], et par équicontinuité de r —
un(t,7) (et convergence localement uniforme vers v(t,-)) :

(o) =3

Ceci nous montre que A, (¢) est bien défini et vérifie : A, () < u(t) < Ci|t| et donc que
ﬁt)ét' S [Cl, ]_]
eci nous ameéne & considérer 1’espace :

1
E = {u onde géométriques |E(u) < oo et Vt € [—1,0], WO € [Cy, 1]}

Nous venons de montrer qu’a u € E, on peut associer v = f(u) € E, ou E(v) < E(u).

Soit u, une suite de £ minimisant I’énergie. Comme 1’énergie des u,, est uniformé-
ment bornées, la suite est relativement compacte dans 1'espace C°([—1;0[x]0, o0[) et
de méme pour uy,, et u,; dans L?-faible. On en déduit, quitte a extraire, I’existence
d’une limite u dans ces espaces. Bien entendu, on a : F(u) < liminf, F(u,). Reste a
montrer que u € E, c’est-a-dire que A, (t) est bien défini, et entre les bonnes bornes.
On utilise encore ’équicontinuité des w, : en posant p(t) = liminf, A, (), on a que
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u(tl)\tl
/\(tl)m € [C1;1]. Finalement, u € E.

Posons v = f(u) € E, alors E(v) = E(u) car u est d’énergie minimum. Reprenons
la définition de v : c’est 'onde géométrique dont la donnée initiale est la limite des
données initiales de u,, = u(-|t,], |t,]) au sens CP (]0, oc]), et H'-faible en temps et en
espace. Mais puisque E(v) = E(u), la convergence est forte dans H' et de méme :

00 (il 00 (il
/ sin un(O,r)dT _>/ sin U(O’r)dr
0 0

T T

€ [C1;1], et que u (t, ﬁ) = 4. Ceci assure que A, (t) est bien défini, ainsi que

Mais rappelons nous que pour ¢t < 0 :

p '] It'|
lim inf U2 (t,r)rdr > vi(t,r)rdr
0y el
< lim inf un%(t, ryrdr > Uz (t,r)rdr
/0 0 ! .
lim inf/t sin? un(t,r)dr > /” sm2u(t,r)dr
\ 0 r 0 r

Si 'une de ces inégalités est stricte, en utilisant le fait que ’on a les mémes inégalités
quand on intégre sur [t',o00[, 'addition des toutes ces inégalités donnera l'inégalité
stricte :

lin}binfE(u(tn)) > E(v)

Ce qui est absurde. Toutes ces inégalités sont donc en fait des égalités. En particulier,
cela donne :

E(un(t),t") — E(v(t),t)

Or un calcul préliminaire donne que E(uy(t),t") = E(u(t|t,|),t'|tn]). Posons t' = At,
A > 1, et notons E; la limite limyg E(u(t), At) (dont Dexistence est assurée par le
lemme). On en déduit, en faisant tendre n — oo, que :

E(v(t), \t) = E, ne dépend pas de t!

On peut donc dériver cette égalité par rapport a ¢, pour obtenir que pp, on a :

Alt sin 2v
/ 2 (vttut + vpg0r + W’U,g) (t,r)rdr
0

Y (uf(t, —At) - (=) v (t, —AE) - (—AE) + W#W) 0

Cela signifie juste que le flux est nul. Or vy = vy + %vr — % Etudions donc le terme
intégré : les termes en sin 2v s’éliminent, et par ailleurs :

d
—[vpver] = vppvgr + Vv + Vv, d’ou

dr

Alt]
vp(t, =At)v(t, —At) - (=At) = / (Vprr + VpRE + vpoy) (B, 7)dr
0
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Ce qui nous donne finalement, pour le flux :

20, (t, =\t v (8, —At) - (=At) — A (vf(t, —At) - (=At) + 02 (t, —At) - (—At)

-2
sin® v(t, —\t)
———— =0 (21
P 20) o e
En regroupant les termes, aprés division par —At, cela donne :

sin? v

(—(Ur —v)* = (A= 1)(0f +07) — m) (t,=At) =0

Tous les termes étant de méme signe, on en déduit que pour r > [t|, v, = vy = 0,et
sinv = 0. Par continuité de v(¢,-), cela entraine que v(t,-) = cste pour r > [t|, et
comme v(t,r) — 7 quand r — oo, cela donne :

Vr > |tl,v(t,r) =m

Ainsi, v concentre toute son énergie.

2.2.3 Conclusion

Mais rappelons nous le résultat (cf. le mémoire de DEA - chapitre 4) :

Proposition 2.3 (Shatah & Christodoulou). Soit u une onde géométrique équiva-
riante réguliere pour t < 0, et qui admet une singularité en t = 0,7 = 0. Alors :

It 7q 1 in2
Ef/z\xt(t) def / (—u% + —u? + sz u) rdr —>t_>0 0.
/\m 2 2 T

Cela entraine une contradiction avec la concentration de toute I’énergie. En effet,
1
rappelons-nous que W € [C1,1]. Choisissons A = C/2 pour appliquer la proposi-
v
tion de Shatah & Christodoulou. On obtient :

E(t), %m) — B(o(#), [t]) — 0 quand £ 10

Comme E(v(t), |t|) = E(v), E(v(t), %|t|) — E(v). Or on sait que :

E (v(t), %m) <E (v(t), ﬁ) < E(v) -2

D’ou, en passant a la limite ¢ — 0 :
E(v) < E(v) —2
Ce qui est absurde. Ainsi, v ne peut pas exister, et il n’existe donc pas non plus d’onde
géométrique u vérifiant :
1
Au(t) 2]

En fait, on peut raisonner de la méme facon sur une sous-suite de temps ¢,, qui vérifient
N (tl)‘t € [C1,1]. On a donc démontré le :

€ [Cla 1]

Théoréme 2.1. - Soit v une onde géométrique explosant en 0, et vérifiant E(u) <
E(Q) + «. Alors :

lim A, (£)|t] =
tlTrglu()ll 00
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2.3 Energie concentrée a ’explosion

Démontrons tout d’abord le
Lemme 2.5. Soit. Si A > Ag, alors :

[ . (w7 + cos(z@jf—j) rdr > ~C(A) Jull,

ou C(A) = 0 quand A — oo (C(A) >0).

Preuve : Supposons donc qu'il existe une suite croissante de réels A,, tendant
vers 0o et des fonctions u, telles que ||u, ||z = 1, et pour un certain C' > 0 :

2

An u
/‘ O%ﬁ+ﬁ%@Qh§)Mr§—C
0

Alors on peut supposer que u, — u dans H — faible, dans L*°, et pp. Pour tout
A > b (b est tel que si T > b, cos(2Q)) > 0), si n est assez grand, A,, > A, et donc par
hypothése,

2

4 u
/ ((Un)% + cos(2Q)T—;> rdr < —C
0

En passant & la limite faible :
A ,u2
/ (u? + cos(2Q)—2> rdr < —C
0 r

Ceci étant vrai pour tout A, [ ((u)% + cos(2Q)’;—;> rdr < —C. Ceci est absurde car
la Hessienne de I’énergie est positive au point Q. O

Proposition 2.4. Soit u une onde géométrique explosant en T =0, d’énergie E(u) <
E(Q) + a. Alors u concentre au moins l’énergie E(Q) = 4 a ’explosion.

Preuve : On écrit tout d’abord :
u(t,r) = QA()r) +e(t, A(t)r)

ou E(e(t,-)) < §(a). D’apres I’étude qui précéde, on peut supposer que A(t)[t| — oo.
On développe alors I’expression de ’énergie.

It] sin? €
lew) = [0 (@retr@+ oz TBED a0
>0

Aol Sin2(0 + ¢
2 /0 ((Qp +ep)? + %) (t,p)pdp  (p = A(t)r)
Or:
sin(u+v) = %(1 —cos(2u+2v)) = 1 — cos 2u cos 2;) + sin 2y sin 2v

1 1 1
= 5(1 — cos2u) + 5 c08 2u(1 — cos 2v) + 3 sin(2u) sin(2v)

. ) 1. )
= sin®u + cos2usin® v + B sin 2u sin 2v
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A1 w0 A1 L,
S11 Sin- €
EY (u(t) > / (Qp+7> pdp + / (€i+COS(2Q) p )pdp

ou ' '
+2 / (Qpap + W) pdp
0
> Li(t) + Ix(t) + 213(2)

Estimons donc les termes concernés : tout d’abord, comme A(¢)[t| — oo :

L(t) = B(Q,A@)[t)) = E(Q).

Pour I3(t), grace a la décomposition modulée, on a (et que |sin2z|/2 = |sinz||cos z| <
|sinz|) :

mol = |/ (Qpeﬁw)p@

ol 4p?

00 12 1/2
9 . sin
+ — ) pd e(t
( A N (Q,, ik )p p) le(®)

Ef\"()t)m(Q)(s(a) — 0 quand t — oo

IN

IN

Et enfin, pour I5(t), remarquons tout d’abord, que si « est suffisamment petit, ||e(¢)|| g
I’est aussi (de maniére uniforme), et donc que |e(t, p)| < 1 (par exemple). On en déduit
alors que |sin(e(t, p))| > 3|e(t, p|. Ainsi :

Mol /) 22
/0 (ep + cos(ZQ)ﬁ> pdp

_%C()\(t)|t|)||5(t)||%{

Ix(t)

Y

Y

Grace au lemme. Ainsi, lim infj1, I2(2) > 0, et en sommant les estimations, on obtient :

li%oionfE(u(t), t]) > E(Q)

Mais rappelons-nous que t — E(u(t), |t|) est décroissante en ¢, d’ou 'on déduit que :

Vi < 0, B(u(t), [t]) > E(Q)
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