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Chapitre �

Introduction au th�me de recherche

Une partie des travaux de F� Merle porte sur l��tude qualitative des solutions de
certaines EDP� notamment l��quation de Schr�dinger� KdV� l��quation de la chaleur
etc� Plus pr�cis�ment� il s�agit d��tudier le comportement explosif de solutions dont
la donn�e initiale se trouve dans un voisinage d�une solution d��nergie minimale �le
ground state ou �tat fondamental�� On obtient alors des r�sultats spectaculaires � il
y a e�ectivement explosion �en temps 
ni�� et le pro
l � l�explosion est bien d�
ni�
Ces r�sultats ont �t� obtenus en particulier pour l��quation de Schr�dinger nonlin�aire
critique �NLS� et pour celle de Korteweg�de Vries �KdV��

��� L�exemple de l��quation de Schr�dinger nonlin�aire

A titre d�exemple� et pour mieux appr�hender le type de propri�t�s recherch� dans
le cadre des wave maps� voici une pr�sentation succincte d�un th�or�me dans le cas de
NLS critique� issue de ���� Merci � Pierre Raphael qui a eu la gentillesse de relire cette
introduction �

On consid�re les solutions u � ��� T ��Rn � C qui satisfont l��quation ��
i�tu��u � �juj��nu
u�t � �� � u�

�NLS�

Toute �tude d�une EDP d��volution commence par un th�or�me d�existence locale� qui
s��crit dans le cas de �NLS� �

Th�or�me� � Soit u� � H�� Il existe une unique solution maximale de �NLS� dans

C���� T ���H��� et le temps de vie T � � � ne d�pend que de ku�kH� �

Cet �nonc� est g�n�rique de ce que l�on attend d�un th�or�me d�existence locale �
continuit� en temps �ce qui donne un sens � la condition initiale�� et pas de restriction
sur la taille H� de la donn�e� sauf en ce qui concerne le temps d�existence� T � est une
fonction d�croissante de ku�kH� �

Dans le cas de NLS� H� � fu � L�jru � L�g est de plus un espace dans lequel il
est agr�able de travailler� car il appara�t comme l�espace d��nergie� On dira qu�il y a
explosion lorsque l�on ne peut plus appliquer le th�or�me d�existence locale� c�est���dire
dans le cas de NLS si kru�t�kL� � � �comme on va le voir dans la suite kukL� est
conserv�e��

Par ailleurs� NLS est une �quation qui poss�de plusieurs sym�tries � c�est un syst�me
hamiltonien� Si u est solution de NLS alors �

� �Invariance espace�temps�phase� u�t�t�� x�x��ei�� aussi� t� � R� x� � Rn � �� � R�



	 Introduction au th�me de recherche

� �Invariance gallil�enne� u�t� x� �t�ei
�
�
�x��

�
t� aussi� � � R

n �
� �Propri�t� d��chelle� u��t� x� � �n��u���t� �x�� � � R�

Remarquons que ku�kL� � kukL� � c�est de l� que provient la notion d�exposant critique�
En cons�quence� �et d�apr�s un th�or�me de Noether�� toute solution conserve certaines
quantit�s �quand elles sont d�
nies� �

� �Masse�
Z
ju�t� x�j�dx�

� �Energie� E�u� �
	




Z
jru�t� x�j� �

	


 � ��n

Z
ju�t� x�j����n � E��

� �Moment� Im
Z

�uru�t� x��

� �Identit� du Viriel�
d�

dt�

Z
jxj�ju�t� x�j�dx � 	E�

L�identit� du Viriel prouve que toute solution d��nergie strictement n�gative telle que
u� � � � H� � fxu � L�g explose en temps 
ni�

Par ailleurs� gr�ce � la propri�t� d��chelle et une application du th�or�me d�existence
locale dans H�� on en d�duit d�j� un minorant du taux d�explosion �pour les solutions
explosives� � jru�t�jL� � C�u���T � t������

Une solution tr�s particuli�re joue un r le tr�s important � l��tat fondamental Q� Il
s�agit de l�unique fonction de H�� strictement positive� tendant vers � � l�in
ni� solution
de l��quation elliptique non�lin�aire �

�Q�QjQj��n � Q

�l�existence et l�unicit� de cette solution est un th�or�me non trivial�� Le ground state
est reli� � NLS par le fait que u�t� x� � eitQ�x� est une solution � stationnaire � de NLS
�onde solitaire�� Remarquons qu�alors Q��x� � �n��Q�����x� est aussi associ� � une
solution stationnaire� � savoir u��t� x� � ei�tQ��x�� D�crivons un peu les propri�t�s de
Q � c�est une fonction � sym�trie radiale� C� et � d�croissance exponentielle� d��nergie
E�Q� � �� En fait� Q r�alise le minimum dans l�in�galit� de Gagliardo�Nirenberg �

�v � H��
	


 � ��n

Z
jvj����n 	

	




Z
jrvj�

�R
jvj�R
Q�

���n

Ceci implique en particulier que si ku�kL� 	 kQkL� � la conservation de l��nergie entra�ne
un contr le de kru�t�kL� 	 C�u��� et la solution est globale en temps�

Mais dans un voisinage de Q� on a le r�sultat pr�cis pour les solutions d��nergie
n�gative �

Th�or�me� 
F� Merle� P� Raphael� ���� � Il existe 
 � � tel que ce qui suit soit

v�ri��� Soit u� � H� tel que �Z
Q� 	

Z
ju�j

� 	

Z
Q� � 
 et E�u�� 	

	




�
Im

R
u�ru�
ku�kL�

��

Alors la solution u associ�e explose en temps �ni T et il existe des param	tres ���t� �
krQk

L�

kru�t�k
L�

� x��t� et ���t� tels que �

ei���t����t�
n��u�t� ���t�x� x��t�� �� Q dans �H� quand t 
 T

De plus pour n � 	� on a l
estim�e suivante �

ku�t�kH� 	 C

s
log j log jT � tjj

jT � tj
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Remarque � Cf ��� pour plus de d�tails�

Terminons par quelques remarques sur ce th�or�me� Tout d�abord� il entra�ne que
pour des donn�es initiales dans un voisinage point� de Q �parmi les donn�s d��nergie
nulle�� on a explosion� ce qui est en soit m!me un r�sultat non trivial� D�autre part�
il montre l�existence d�un pro
l � l�explosion� � savoir Q �aux sym�tries du probl�me
pr�s�� En
n� r�sultat tout � fait remarquable� l�estimation du taux d�explosion rejoint
les pr�dictions num�riques�

��� Le probl�me des ondes g�om�triques

����� EDP v�ri��e par une Onde G�om�trique

Mon th�me de recherche est d�essayer de voir ce qu�il en est pour le probl�me des
ondes g�om�triques �wave map en anglais��

Les ondes g�om�triques ne sont pas r�ellement issues d�un probl�me physique� Du
point de vue des physiciens �qui les appellent des ��mod�les�� ce sont des mod�les sim�
pli
�s pour les structures �tendues en th�orie des champs " les math�maticiens les voient
plut t comme une situation g�om�trique simple pour l��tude de l�existence globale et
la formation de singularit�s�

Une onde g�om�trique est une fonction U de l�espace�temps de Minkowski �R��n � ��
�� � diag��	� 	�    � 	�� � valeur dans une vari�t� riemannienne �N� g�� qui est un point
critique de l�action �

S�U� �

Z
gab��U

a��U
b���dnxdt ���

�Il s�agit juste du Lagrangien standard h��U� �
�Uig int�gr� en temps et en espace�

o# �� � ������� C�est la d�
nition variationnelle d�une onde g�om�trique� $ cette
d�
nition est associ�e un syst�me d�EDP dans les coordonn�es locales �

����U
a � �abc�U���U

b��U c � � ����

o# les �abc sont les symboles de Christo�el associ�s � la vari�t� N �le deuxi�me terme
repr�sente la seconde forme fondamentale��

Pour comprendre ce que ��� signi
e� pla%ons nous dans le cas o# N � R� et g � 	�
On a alors �

SR�U� �

Z
t

Z
x

�
�jUtj

� � jrU j�
�
dxdt

Dire que U est un point critique signi
e exactement que pour toute fonction test � �
Rn � R �

� � dSR�U�� � 


Z
t

Z
x
��Ut�t �rUr�� dxdt

On int�gre par partie en t le premier terme� et en x le second �

� �

Z
t

Z
x
�Utt ��U��dxdt

On retrouve donc� au sensD� �en faitH� su&t pour avoir le droit de faire les int�grations
par parties�� l��quation des ondes libre �

Utt ��U � �
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L��quation ���� est obtenue de mani�re similaire � on trouvera dans l�introduction
du chapitre  une mani�re d�taill�e de l�obtenir� et l�expression dans le cas de la sph�re
N � S

��
En fait� ���� peut se comprendre d�une mani�re plus g�om�trique� Supposons par

exemple que N �� R
m et qu�elle poss�de un voisinage tubulaire �d��paisseur uniforme

�� V� et d�une projection � � V � N �c�est le cas si N est compacte�� Alors� pour
tout � � C�c �R��n �Rm �� en posant � 	 ��k�k�� U� � �N �U � ��� est bien d�
nie� de
R
��n � N � U est critique pour

R
S� ce qui nous donne �

� �

�
d

d�

Z
S�U��

�����
���

�

Z
R��n

h��d�N �U��j��Uigdx
ndt

On en d�duit apr�s int�gration par partie que hd�N �U��j�uig � �� Mais d�N �U� est
une projection pour tout U � et est donc auto�adjointe� soit �

h� j d�N �U��Uig � �

Ceci �tant valable pour tout � � C�c �R��n �Rm �� on obtient 
nalement d�N �U��U � ��
Ainsi� une onde g�om�trique U v�ri
e �

�U � TUN

C�est ce qu�on appelle l��quation extrins�que satisfaite par une onde g�om�trique�

����� Onde G�om�trique �quivariante

Cependant il est di&cile d��tudier les ondes g�om�triques dans toute leur g�n�rali�
t�� $ titre d�exemple� on ne dispose pas encore d�un th�or�me d�existence locale dans
l�espace d��nergie �Hn��� pour des ondes g�om�triques quelconques�

Il appara�t que le cas n � 
 est particuli�ment important� et on demande souvent
aux ondes g�om�triques d�avoir une certaine sym�trie �radiale par exemple��

L��quation �tudi�e dans les chapitre  et 	 est une forme tr�s particuli�re d�onde
g�om�trique� Tout d�abord on demande que N soit la vari�t� ��� C��sinS

� � c�est���dire
que N est la boule ouverte de rayon C �dans R� �� et qu�en utilisant les coordonn�es

Pour x � N r � jxj� � � x�jxj�

sa m�trique s��crive �

ds� � dr� � sin��r�d��

On demande de plus que U ne soit pas quelconque� mais de la forme �

U j�t� x� �
xj

r
u�t� r� �j � 	� 
�

o# les xj sont les coordonn�es cart�siennes d�espace de l�espace de d�part R� � et donc
u repr�sente la norme de U � On dit que U est �quivariante corotationnelle�

On obtient alors une EDP sur u� qui s��crit ���	
�


utt � urr �
	

r
ur �

sin 
u


r�
ujt�� � u�
utjt�� � u�

�����
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Remarquons que la notion de onde g�om�trique �quivariante ne peut !tre d�
nie dans
le cas g�n�ral que si N est � sym�trie sph�rique�

Une onde g�om�trique minimise par d�
nition l�action d�
nie par le Lagrangien
standard � il est donc normal de trouver le D�Alembertien �radial� en dimension ���
et on a a�aire � une �quation d�onde semi�lin�aire� L��quation ����� �crite ci�dessus
renferme toutes ces conditions � d�sormais on ne s�int�ressera qu�� ������ et non � la
mani�re dont elle a �t� obtenue�

����� Quelques propri�t�s

Par construction de l�onde g�om�trique comme extremum d�une certaine action� on
obtient la conservation d�une �nergie� � savoir �

E�u� �

Z �
jutj

� � jurj
� �

sin� u

r�

�
rdr

On a aussi une propri�t� d��chelle �

u�t� r� onde g�om�trique � u��t� r� � u��t� �r� onde g�om�trique

De plus comme il s�agit d�une �quation d�onde� on aura aussi la propagation � vitesse

nie de l��nergie �dans notre cas� la vitesse est ��� Notons �

E�u�R� �

Z R

�

�
jutj

� � jurj
� �

sin� u

r�

�
rdr

Cela s��crit alors �par exemple� �

E�u�t�� R� 	 E�u�t� ��� R � j� j�

o# E�u�t�� R� d�signe l��nergie au temps t� entre r � � et r � R� Une cons�quence
explicite s��crit �

Si Supp�u�� � Supp�u�� � �a� b�� alors Supp�u�t�� � �a� t� b� t� � R
� 

�C�est cette propri�t� que l�on sous�entend en g�n�ral quand on parle de propagation �
vitesse 
nie��

En
n� lorsque l�on s�int�resse � l��quation des ondes semi�lin�aire� un des outils fon�
damentaux est l�in�galit� de Strichartz� Il s�agit d�une estim�e lin�aire entre une fonc�
tion v et son D�Alembertien �v� Cette estim�e est notamment au coeur des th�or�mes
d�existence locale� Voici une version relativement simple de l�in�galit� de Strichartz � si
v � R � Rn � C � on a

kvkLq�	�	T 
	Lp�Rn�� 	 C�n� p� q� r�
�
kv�t � �� ��kH��Rn� � k�vkL��	�	T 
	L��Rn��

�
o# les indices r et q v�ri
ent � r � 
� � 
n��n � 
� et la condition dite de 'gap(
	�q � n�r � n�
� 	� Remarquons que C ne d�pend pas de T �� Dans le cas des ondes
g�om�triques �quivariantes� ce n�est pas tout � fait cette estim�e que l�on utilise� mais
une g�n�ralisation dans des espaces de Besov homog�nes�

Ces faits permettent d�obtenir des r�sultats pr�cieux �
� D�croissance de l��nergie sur les c nes et �vanescence du )ux � en notant v��� �
u���� ��� pour T 	 T � 	 �� on a

E�u�T �� T � �E�u�T ��� T �� �

Z jT j

T �

�
v�

�
�

sin� v

��

�
�d� � Flux�u� T �� T � � �

et Flux�u� �� T � � � quand T � ��
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� Th�or�me d�existence locale dans l�espace d��nergie H� et non dans H� que donne
la th�orie standard des �quations des ondes semi�lin�aires �c�est un r�sultat de
Shatah et Tahvildar�Zadeh��

� Condition d�explosion �issue de la d�monstration du th�or�me d�existence locale� �
il existe une constante �� � � telle que �

Si u explose en T� alors lim inf
t�T

E�u�t�� T � t� � ��

��� ne d�pend pas de l�onde g�om�trique u consid�r�e�� Cette condition d�ex�
plosion est donc en fait une condition de concentration de l��nergie en �� Elle a
un avantage tout � fait signi
catif sur une condition du type 'kukH � �( � sa
signi
cation 'physique( la rend beaucoup plus maniable�

� �vanescence de l��nergie dans les c nes 'ext�rieurs( �c�est un r�sultat profond d*
� Shatah et Chritodoulou ���� � pour � ���� 	� 
x��

E�
ext�t�

def
�

Z jtj

�jtj

�
	



u�t �

	



u�r �

sin� u

r�

�
rdr

t��
���� �

Rappelons encore une fois que le th�or�me d�existence locale �ainsi que la condition
d�explosion qui en d�coule� n�est ici valable que pour les ondes g�om�triques �quiva�
riantes et les ondes g�om�triques radiales�

En
n� pour simpli
er les notations� on supposera souvent qu�une wave map u ex�
plose en T � �� et en cons�quence� les donn�es initiales correspondront � un t 	 �
�souvent se sera t � �	� � ceci est justi
� par l�invariance en temps de l��quation�

Il s�av�re que la dimension � �au d�part� est critique pour les ondes g�om�triques�
� trois �gards� L�espace d��nergie H� s�injecte presque dans L�� mais pas tout � fait
�exposant critique de l�injection de Sobolev� � ainsi la contrainte de rester dans N �si
N est born�e�� ou �si N n�est pas born�e� la m�trique introduite impose aussi le fait
d�!tre L� �cf chapitre ��

D�autre part� il n�existe pas de solution autosimilaire d��nergie 
nie� ce qui est le
cas en dimension sup�rieure �pour R��� par exemple�� Une solution autosimilaire est
de la forme u�t� r� � v�r�t�� Si on se donne une condition initiale r�guli�re compatible �
t � �	� on obtient alors naturellement une solution explosant � t � �� Cela permet de
conclure alors facilement qu�il n�y a pas d�existence globale� m!me � donn�es initiales
tr�s r�guli�res� A contrario� dans notre cas des ondes g�om�triques � sym�tries dans
R��� � on ne conna�t pas d�exemple de donn�es initiales r�guli�res qui induisent une
explosion en temps 
ni � il existe des solutions auto�similaires� mais elles sont d��nergie
in
nie �cf chapitre  pour plus de d�tails��

En
n l��nergie est conserv�e par changement d��chelle �i�e� E�u�� � E�u��� et on
peut esp�rer obtenir une th�orie � donn�es petites� En e�et� si on avait E�u�� � ��E�u�
�avec 
 �� ��� quitte � changer d��chelle� on aurait pu supposer u d��nergie aussi petite
que l�on veut � ainsi l�hyptoh�se de donn�es grandes ou petites n�aurait rien apport�
au probl�me� Par contre� dans notre cas� supposer les donn�es d��nergie petite apporte
e�ectivement quelque chose � on esp�re obtenir un r�sultat d�existence globale �c�est���
dire T �� dans le th�or�me d�exitence locale��

Le probl�me est d�licat� plusieurs auteurs y ont contribu� �notamment M� Struwe�
J� Shatah� T� Tao�� Un r�sultat assez g�n�ral � �t� obtenu par T� Tao� qui a montr�
l�existence globale de solutions � donn�es initiales d��nergie petites� pour des ondes
g�om�triques �sans sym�tries� � valeur dans la sph�re de dimension quelconque�
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����� Le probl�me de l	explosion

Venons en au probl�me pr�cis qui fera l�objet de la th�se� On conna�t une solution
�au changement d��chelle et di��rentes invariances pr�s� stationnaire de ����� �

Q�r� � 
 arctan�r�

Cette onde g�om�trique r�alise le minimum de l��nergie parmi les fonctions qui s�an�
nulent en � en tendent vers � en ��� L�id�e est d��tudier ce qui se passe pour des
ondes g�om�triques u v�ri
ant �

E�Q� 	 E�u� 	 E�Q� � 


�et bien s*r� u�t� �� � �� u�t� r� � � quand r � �� � remarquons que ces conditions
sont pr�serv�es au cours du temps sous la condition de non�concentration de l��nergie��

Avant de s�int�resser au caract�re d��volution d�une onde g�om�trique� il faut obtenir
quelques r�sultats 'statiques(�

On �tudie tout d�abord la Hessienne d�QE de l��nergie E au point Q �cf chapitre ��
La propri�t� d��chelle entra�ne qu�il existe un noyau non restreint � � � on s�aper%oit
qu�il est en fait �gal � rQrR� Le probl�me est alors de savoir si l��nergie est coercive
dans un hyperplan suppl�mentaire au noyau �et pour quelle norme�� Il s�av�re que c�est
le cas� dans l�espace de Hardy de dim � �

H � H� � fu�r � L��rdr�g

�qui est en fait l�espace vectoriel 'tangent( au point Q pour les u d��nergie 
nie au
sens o# si u est d��nergie su&samment proche de Q� u��� � �� u � � en ��� alors
u�Q � H��

Un autre r�sultat est l�existence d�une d�composition pour u �

u � Q� � �

� est ici d��nergie petite� et � repr�sente le changement d��chelle n�cessaire pour que u
ait le 'pro
l( Q� Ensuite� quitte � changer un peu le param�tre d��chelle� on peut sup�
poser que la d�composition v�ri
e en plus une contrainte sur � �souvent ces contraintes
sont des conditions d�orthogonalit�s� mais dans notre cas� il s�agit d�une contrainte non�
lin�aire � cf� chapitre 	� � l�int�r!t d�imposer cette contrainte et de s�assurer que l�on
reste toujours �loign� du noyau de d�QE�

Une cons�quence est un premier renforcement de la condition d�explosion � comme
l��nergie de � est petite� si u explose� � � �� mais alors toute l��nergie de Q est
concentr�e� et n�est compens�e au plus que par celle de ��

Dans le chapitre 	� on �tudie � cons�quences de ces d�compositions sur des ondes
g�om�triques que l�on suppose !tre explosives �

� $ quelle vitesse ���� A priori� la vitesse 
nie de propagation donne que pour
une onde g�om�trique explosant en T � �� on a �

��t�jtj � 	

�c�est le taux auto�similaire�� On cherche � montrer qu�en fait� ��t�jtj � ��
� Quelle est l��nergie minimale concentr�e lors de l�explosion� On a vu qu�elle doit

!tre sup�rieure � quelque chose de la forme
�
�
p
E�Q� �

p
E���

��
� En fait� on

aimerait obtenir la concentration d�une �nergie sup�rieure � E�Q��

Il reste de nombreux points � �clairer� Notamment� il faut enlever une hypoth�se
technique pour compl�ter les r�sultats du chapitre 	� et deux 'vrais( probl�mes � d�ter�
miner s�il y a ou non explosion �en temps 
ni ou non�� et dans le cas explosif� essayer de
d�gager un pro
l � l�explosion �li� � Q� � c�est l� que r�side la dynamique du probl�me�
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Chapitre �

Propri�t�s qualitatives des ondes

g�om�triques critiques � l�explosion

D�but de th�se
�

Introduction

Le but de cette note est de pr�senter quelques r�sultats concernant la vitesse d�explo�
sion et l��nergie concentr�e � l�explosion d�une onde g�om�trique �explosive� d��nergie
proche de de celle de Q �solution stationnaire��

En particulier� on exhibe un param�tre qui d�termine s�il y a ou non explosion� et
la vitesse � la laquelle se concentre l�explosion�

Sous une condition de continuit� du )ot pour la topologie H��faible� on montre
que ce taux � l�explosion est plus grand que le taux autosimilaire �issu de la propri�t�
d��chelle�� et on en d�duit en corollaire que l��nergie concentr�e � l�explosion est sup��
rieure � l��nergie totale de Q�

��� D�composition d�une onde g�om�trique et premiers r��
sultats

����� Calculs pr�liminaires sur l	�nergie

Soit u � Rt � R�
r � R v�ri
ant �

utt � urr �
	

r
ur �

sin 
u


r�
�u� ut�jt�� � u�

On a la conservation de l��nergie �

E�u�t��
def
�

Z �

�

�
u�t � u�r �

sin� u

r�

�
rdr � E�u��

Ce qui nous am�ne � la �

D��nition ���� � On note Eb
a�u� �

Z b

a

�
u�t � u�r �

sin�u

r�

�
rdr� et E�u� t� � E

jtj
� �u��

�Sous la direction de F� Merle �����������
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On s�int�resse ici � la quantit� F �t� � E�u�t�� b�t�� o# b est une certaine fonction
r�guli�re �

Lemme ����

d

dt
F �t� �

�
b
�
bt
�
u�t � u�r

�
� 
utur

�
� bt

sin� u

b

�
�t� b�t��

Preuve �

d

dt
F �t� �

d

dt

Z b�t�

�

�
u�t � u�r �

sin� u

r�

�
rdr

� bt�t�b�t�

�
u�t �t� b�t�� � u�r�t� b�t�� �

sin� u�t� b�t��

b�t��

�

�


Z b�t�

�

�
uttut � urtur �

sin 
u


r�
ut

�
rdr

� bt�t�b�t�

�
u�t �t� b�t�� � u�r�t� b�t�� �

sin� u�t� b�t��

b�t��

�

�


Z b�t�

�

��
urr �

	

r
ur �

�
�
��sin 
u


r�

�
ut � urtur �

�
�
�
��sin 
u


r�
ut

�
rdr

� bt�t�b�t�

�
u�t �t� b�t�� � u�r�t� b�t�� �

sin� u�t� b�t��

b�t��

�
�
 �urutr�

b�t�
�

� b�t�
�
bt�t�

�
u�t �t� b�t�� � u�r�t� b�t��

�
� 
ut�t� b�t��ur�t� b�t��

�
�bt�t�

sin� u�t� b�t��

b�t�

�

Corollaire ���� 
� Si � 	 	� E�u�t�� R � �t� est dcroissante en t� En partuclier�

E�u�t�� R� �t� admet une limite quand t� �� D�autre part� on a la propagation

� vitesse �nie de l�nergie �R � �� j� j 	 jtj� �

E�u�t�� R� 	 E�u�t� ��� R � j� j�

�� Si b�t� est tel que F �t� � cste� on a � bt � ��	� 	�� En particulier� b�t� admet une

limite en ��

Preuve �

�� On pose b�t� � R� �t�

�� On veut d
dtF �t� � �� Tous les termes ne peuvent !tre de m!me signe� d�o# la

contrainte�

�

����� Premi�re d�composition

Lemme ���� Il existe 
� � � tel que ce qui suit soit vri�� Pour tout 
 	 
�� si u
est tel que E�Q� 	 E�u� 	 E�Q� � 
� u��� � �� et u � � en ��� alors u admet la

dcomposition �

u�Q� � �

o� � � R et k�kH 	 ��
� avec ��
� � � quand 
� ��



��� D�composition d�une onde g�om�trique et premiers r�sultats ��

Preuve � Soit un tel que E�Q� 	 E�un� 	 E�Q� � �
n � un � �� u� � en ��� On

construit �

vn�r� � un

�
r

�n

�
� o# �n est tel que vn�	� �

�




C�est possible car un est continu�
On a � E�vn� � E�un�� En particulier� rvn est born�e dans L��rdr�� donc converge

faiblement pour une sous�suite vers w�De m!me� pour tout n� kvnkC� 	 C�E�Q��	� �
C��� � C� donc vn est uniform�ment born�e� Soit K un compact de ������� On a
pour tout x 	 y � K �

�n� jvn�x�� vn�y�j 	

Z y

x
j�rvn�r�jdr

	

�Z y

x
j�rvn�r�j

�rdr

�����Z y

x

dr

r

����

	

r
�

x

p
jx� yj

Puisque infK � �� vn est donc �quicontinue sur K� ponctuellement born�e� donc
d�apr�s le th�or�me d�Ascoli� d�adh�rence compacte dans C��K��

On pose Km � �	�m�m�� pour m � 
 entier� On suppose que l�on a construit des
extractions ���    �m telles que v
������
m�n� � wm dans C��Km�� On dispose alors
d�une extraction �m�� et de w� � C��Km��� telles que v
������
m�
m���n� � wm��

dans C��Km�� Par s�paration de C��Km�� on a wm��jKm � wm� On pose 
nalement
��m� � �� � � � � ��m�m�� et pour r � �� v�r� � wm�r� si r � Km �c�est possible d�apr�s
la remarque pr�c�dente�� Le proc�d� de diagonalisation nous assure alors que �

�m� v��n� � vjKm dans C��Km�

En particulier� v est continue sur ������� v�	� � ��
� De plus v��n� � v pp et dans
D���������� Cela implique que rv � w� �tudions un peu v� Par Fatou� on a �Z

sin� v

r
dr 	 lim inf

Z
sin� vn

r
dr

De m!me� par limite faible� kvk �H� 	 lim inf kvnk �H� � donc �

E�v� 	 lim infE�vn� 	 E�Q�

E�v� 	 � donc v admet des limites en � et en ��� qui annulent sin� L�estimation
ponctuelle d��nergie �


j cos�w�x�� � cos�w�y��j 	 Ey
x�w�

donne que pour les vn� lim supn vn�r� � �� lim infn vn�r� � �� et ce pour tout r � ��
Ainsi �par convergence pp�� v�r� � ������ Prouvons maintenant que �

�r � 	� v�r� �
�



� et �r 	 	� v�r� 	

�




On d�montre une seule de ces in�galit�s� l�autre se d�duisant de la m!me mani�re� Soit
donc r 	 	 tel que v�r� � ��
� on note 
� � � cos�v�r�� � �� On a convergence
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uniforme sur tout compact� donc il existe N tel que pour n � N � vn�r� � ��
 � �� On
choisit 
nalement n tel que �

n 	 �� Alors �

E�Q� �
	

n
� E�vn� � Er

��vn� �E�
r �vn� �E��

� �vn�

� 
 �j cos�vn�r��� 	j� j cos�vn�r��j� 	�

� 
 � �
 � 
j cos�vn�r��j� car cos�vn�r�� 	 �

� � � �� � E�Q� � ��

Ce qui est absurde� Ainsi� v��� � � et v � � en ��� Puisque E�v� 	 E�Q�� la carac�
t�risation de Q donne que E�v� � E�Q� et qu�il existe � tel que v � Q�� Maintenant�
v�	� � ��
 � Q�	� donc � � 	� v � Q�

Essayons � pr�sent d��valuer E�vn � Q�� On a � E�vn� � E�Q�� ce qui implique
l��galit� dans Fatou et dans les normes pour le passage � la limite faible dans �H��

En particulier� vn � Q dans �H��fort� Pour la partie non�lin�aire �

sin��vn �Q� � �sin vn cosQ� sinQ cos vn�
�

� sin� vn�	� sin�Q� � sin�Q�	� sin� vn�

�
 sinQ sin vn cos vn cosQ

� sin� vn � sin�Q� 
 sin� vn sin
�Q

�
 sinQ sin vn cos vn cosQ

On int�gre dans L��dr�r�� Le premier terme v�ri
e l��galit� dans Fatou� donc �Z
sin� vn

r
dr �

Z
sin�Q

r
dr

Le deuxi�me terme ne pose pas de probl�me� Le troisi�me terme est domin� par sin�Q �

L��dr�r�� donc vu la convergence ponctuelle� tend vers
R sin�Q

r dr gr�ce au th�or�me
de convergence domin�e� En
n sinQ�r� � r

��r�
donc sinQ � L��dr�r�� ce qui assure la

convergence du quatri�me terme dans L��dr�r�� En remontant les calculs pr�c�dents�
on a donc � Z

sin��vn �Q�

r
dr �

Z
sin��Q�Q�

r
dr � �

Ainsi� E�vn �Q� � � quand n��� Vu l�estim�e d��nergie ponctuelle� cela implique
en particulier que vn � Q uniform�ment sur R� tout entier� Mais si E�vn � Q� 	 ��
vu que vn��� � Q��� � � et vn � Q � � en �� par l�estim�e ponctuelle� jvnj 	 ��
�
Mais alors� j sin vnj � 
��jvnj� et donc �

kvn �Qk�H 	 CE�vn �Q�� � quand n��

�

Ainsi� si E�u�� 	 E�Q� � 
� on peut faire cette d�composition pour tout temps t�
On notera ���t� le changement d��chelle �

u�t� r� � Q���t��r� � ��t� ���t�r�

Lemme ���� On a l�ingalit �q
Eb
a�u� v� 	

q
Eb
a�u� �

q
Eb
a�v�
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Preuve � Notons tout d�abord que j sin�u � v�j � j sinu cos v � cos u sin vj 	
j sinuj� j sin vj� On en d�duit �

Eb
a�u� v� 	

Z b

a

�
�ut � vt�

� � �ur � vr�
� �

�j sinuj� j sin vj��

r�

�
rdr

	 Eb
a�u� �Eb

a�v� � 


Z b

a

�
utvt � urvr �

j sinu sin vj

r�

�
rdr

	 Eb
a�u� �Eb

av� � 

q
Eb
a�u�E

b
a�v� par Cauchy�Schwarz

Ce qui est exactement le r�sultat annonc�� �

Proposition ���� Crit�re d�explosion � il existe une constante unviserselle �� � � telle

que �

u explose au temps T � ET�t
� �u�t�� � E�u�t�� T � t� � �� pour t 	 T

Remarquons que la fonction t �� E�u�t�� T � t� est d�croissante� Il existe donc une
limite ET �u� � on dira que u concentre l��nergie ET �u��

On supposera dans toute la suite que 
 est choisit de sorte que �


 	 minf
�� 	g et ��
� 	 minf��� 	��g

Lemme ��	� Soit u une onde gomtrique explosant en �� telle que E�u� 	 E�Q��
�
Alors u concentre au moins E�Q�� �

p
��
�� En particulier �

� 	
	

�u�t�jtj
	 	

Preuve � On consid�re la d�composition � u�t� � Q��t� � ��t�� On a �videmment �

E���t�� 	 ��
� 	 ��

Supposons que lim inft�� ��t�jtj 	 �� Alors il existe une suite �tn� qui tend vers �
en croissant� telle que ��tn� 	 M pour une certaine constante M � Cela entra�ne que
E�Q��tn�� tn� � � quand t� �� et donc �

lim inf
n��

E�u�tn�� tn� 	 lim inf
n��

E�Q��tn�� tn� �E���tn�� tn�

�

q
E�Q��tn�� tn�E���tn�� tn�

	 lim sup
n��

E���tn�� 	 ��

Ce qui est absurde� car cela nie l�hypoth�se que u explose en �� Ainsi� ��t� ��� Donc �s
E

�
u�t��

C

��t�

�
�

s�
E�Q��t��

C

��t�

�
�
p
E���t��

�
p
E�Q�C��

p
��
�

Par propagation � vitesse 
nie de l��nergie� on en d�duit que �

E�u�t�� t� �
�p

E�Q�C��
p
��
�

��



�� Propri�t�s qualitatives � l�explosion

Et ceci �tant vrai pour tout C � �� on a �

E�u�t�� t� �
�p

E�Q��
p
��
�

��
� E�Q�� �

p
��
�

Comme on sait de plus que E�u�t�� �
��t� � 	 
 � 
 	 � 	 E�Q� � �

p
��
�� on en d�duit

que
	

��t�
	 jtj� Ceci ach�ve de d�montrer les r�sultats voulus� �

Remarque � Ce r�sultat sera am�lior� � la 
n de la note�

����� Modulation de la d�composition

Proposition ��� �D�composition pr�cise�� Il existe 
� � � tel que ce qui suit soit
vri�� Si E�u� � E�Q� � 
� avec 
 	 
�� alors il existe ��t� continue tel que �

u�t� r� � Q���t�r� � ��t� ��t�r�

et � ����	� ��t�

���t�

�����E���t�� 	 ��
�� o� ��
� � � quand 
� �Z �

�

�
Q�������t� �� �

	

��
sin�
Q���� sin�
��t� ���

�

�
�d� � �

Preuve � Commen%ons par le cas o# � � 	 � u�	� � 
� � On cherche � appliquer le

th�or�me des fonctions implicites� o# u se trouve dans un voisinage de Q� On consid�re
donc

� � � ��
�
� �� Q���� u

��
�

��
On veut que f��� �� � �� o# �

f��� �� �

Z �

�

�
Q���� �e����� ��� �

	

���
sin�
Q���� sin ������ ���

�
�d�

On veut exprimer � en fonction de �� il nous faut donc calculer ��f � au point �� �

�� � � 	�� Or on a �
d

d�
�

����
���

� u�� Et comme � � � � u � Q �

��f j���	��� �

Z �

�

�
Q�Q�� �

	

���
sin�
Q� sin�
Q��

�
�d� �� �

Ainsi� par le th�or�me d�inversion locale� il existe un voisinage U���	 � �� 	 � �� de
�Q� 	� tel que �

f��� �� � � � � � ����

avec B�Q� �� � U�� Quitte � restreindre� on peut supposer que ���� 	 
�� et on pose

� � min�� � � �� On a d�montr� que si u � B�Q�
��� il existe � ��	� 
�� 	 � 
�� tel
que � � Q� u� �� � v�ri
e la contrainte f � Bien s*r� � varie de fa%on C� avec u�

Repla%ons�nous maintenant dans le cas g�n�ral� On introduit donc le changement
d��chelle

u��t� r� � u

�
t�

r

���t�

�
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Alors u��t� � B�Q�
��� Ce qui pr�c�de s�applique � u��t�� et il existe donc ���t� tel que

� � Q � vt
�

�
���t�

�
v�ri
e la contrainte f � Mais alors� en posant ��t� � ���t����t�� on

obtient la d�composition d�sir�e� les estim�es de petitesse �tant obtenue par construc�
tion� En
n� � est continue car �� l�est �comme u�� et que �� aussi �car elle est C��� �

��� 	tude du taux d�explosion

����� Objet Asymptotique

On pose ici que ��t� est d�
ni comme �tant l�inf des r�els sup�rieurs � jtj� v�ri
ant �

u

�
t�

	

��t�

�
�

�




Soit u une solution d�
nie sur ��	� ��� explosant en t � �� d��nergie inf�rieure �
�strictement� � et telle que �u�t� soit bien d�
ni et v�ri
e �

�t 	 �� C� 	
	

�u�t�jtj
	 C�

o# C�� C� sont des constantes strictement positives�

D�apr�s l�explosion de u en � et la propagation � vitesse 
nie de l��nergie� on peut
supposer que C� � 	� Par ailleurs� u concentre au moins une �nergie �gale � �� Re�
marquons d�s � pr�sent que pour tout � 
x�� u�t� � t��� r��� est encore solution� et
a la m!me �nergie que u� Soit tn � �
�n une suite croissante de temps� tn � �� et
�n � �u�tn�� On pose �

un�t� r� � u�t � jtnj� r � jtnj�

un est une solution d�
nie sur ��	� ��� qui explose en �� Bien s*r� on a un��	� r� �
u�tn� r � jtnj�� et unt��	� r� � jtnjut�tn� r � jtnj�� De plus�Z t

�
e�un��t� r�rdr �

Z t

�
e�u��t � jtnj� rjtnj�rdr

�

Z tjtnj

�
e�u��t � jtnj� r�rdr � 


Donc un concentre une �nergie au moins �gale � �� On consid�re la suite de fonctions

�un��	� ��� unt��	� ���n	N 

Elle est born�e dans H� donc � extraction pr�s� on peut supposer qu�elle converge
faiblement vers v� � H� On en d�duit de plus que un��	� � v� pp et uniform�ment sur
les compacts de ������� et de plus unr��	� � v�r dans L

��rdr��faible� et unt��	� � v�
dans L��rdr��faible�

Par ailleurs� par d�
nition� un

�
�	�

	

�njtnj

�
�

�



� Mais

	

�njtnj
� �C�� 	� par hy�

poth�se � quitte � extraire� on peut supposer que
	

�njtnj
� 
 � �C�� 	�� et comme la

suite un est �quicontinue� on en d�duit que un��	� 
� � 
� � c�est���dire� v��
� �


� � Par
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le m!me argument que pour le lemme de d�composition� on en d�duit que v��� � ��
v � � en ��� et par convergence faible� E�v� 	 E�un� � E�u�� On d�
nit � pr�sent
notre objet asymptotique � v satisfait��	

�

�v �

sin 
v


r�
v��	� �� � v�
vt��	� �� � v�

Soit ��	� T � l�intervalle de d�
nition de v�t�� On admet que �

�t � ��� T �� un�t� �� � v�t� ��pp� et uniform�ment sur les compacts de �����

et que � unt�t� � vt�t�� unr�t� � vr�t� dans L��faible� En utilisant les fonction vt�r
t
et vr�r
t et l�in�galit� de Cauchy�Schwarz� on a que �

lim inf

Z t�

�

�
un

�
t �t� r� � un

�
r�t� r�

�
rdr �

Z t�

�

�
v�t �t� r� � v�r �t� r�

�
rdr

Et par Fatou �

lim inf

Z t�

�

sin� un�t� r�

r
dr �

Z t�

�

sin� v�t� r�

r
dr

En particulier� ceci d�montre que que T � ��

����� Renforcement de la convergence

Maintenant� notons que un
�
t� �

�u�tjtnj�jtnj

�
� u

�
tjtnj�

�
�u�tjtnj�

�
� 

� � et par minima�

lit� de �u� on en d�duit �

�un�t� � �u�tjtnj�jtnj et donc
	

�un�t�jtj
� �C�� 	�

On pose � ��t� � lim infn �un�t�� Alors ��t� � �C�� 	�� et par �quicontinuit� de r ��
un�t� r� �et convergence localement uniforme vers v�t� ��� �

v

�
t�

	

��t�

�
�

�




Ceci nous montre que �v�t� est bien d�
ni et v�ri
e � �v�t� 	 ��t� 	 �
C�
jtj� et donc que

�
�v�t�jtj

� �C�� 	��
Ceci nous am�ne � consid�rer l�espace �

E �

�
u onde g�om�triques jE�u� 	� et �t � ��	� ���

	

�u�t�jtj
� �C�� 	�

�

Nous venons de montrer qu�� u � E� on peut associer v � f�u� � E� o# E�v� 	 E�u��
Soit un une suite de E minimisant l��nergie� Comme l��nergie des un est uniform��

ment born�es� la suite est relativement compacte dans l�espace C����	� ��������� et
de m!me pour unr et unt dans L

��faible� On en d�duit� quitte � extraire� l�existence
d�une limite u dans ces espaces� Bien entendu� on a � E�u� 	 lim infnE�un�� Reste �
montrer que u � E� c�est���dire que �u�t� est bien d�
ni� et entre les bonnes bornes�
On utilise encore l��quicontinuit� des un � en posant ��t� � lim infn �un�t�� on a que



��� �tude du taux d�explosion ��

�
��t�jtj � �C�� 	�� et que u

�
t� �

��t�

�
� 

� � Ceci assure que �u�t� est bien d�
ni� ainsi que
�

��t�jtj � �C�� 	�� Finalement� u � E�

Posons v � f�u� � E� alors E�v� � E�u� car u est d��nergie minimum� Reprenons
la d�
nition de v � c�est l�onde g�om�trique dont la donn�e initiale est la limite des
donn�es initiales de un � u��jtnj� �jtnj� au sens C�

loc�������� et �H��faible en temps et en
espace� Mais puisque E�v� � E�u�� la convergence est forte dans �H� et de m!me �Z �

�

sin� un��� r�

r
dr �

Z �

�

sin� v��� r�

r
dr

Mais rappelons nous que pour t 	 � ��������	
������


lim inf

Z jt�j

�
un

�
t �t� r�rdr �

Z jt�j

�
v�t �t� r�rdr

lim inf

Z t�

�
un

�
r�t� r�rdr �

Z jt�j

�
v�r �t� r�rdr

lim inf

Z t�

�

sin� un�t� r�

r
dr �

Z jt�j

�

sin� v�t� r�

r
dr

Si l�une de ces in�galit�s est stricte� en utilisant le fait que l�on a les m!mes in�galit�s
quand on int�gre sur �t����� l�addition des toutes ces in�galit�s donnera l�in�galit�
stricte �

lim inf
n

E�u�tn�� � E�v�

Ce qui est absurde� Toutes ces in�galit�s sont donc en fait des �galit�s� En particulier�
cela donne �

E�un�t�� t
��� E�v�t�� t��

Or un calcul pr�liminaire donne que E�un�t�� t
�� � E�u�tjtnj�� t

�jtnj�� Posons t� � �t�
� � 	� et notons E�

u la limite limt��E�u�t�� �t� �dont l�existence est assur�e par le
lemme�� On en d�duit� en faisant tendre n��� que �

E�v�t�� �t� � E�
u ne d�pend pas de t �

On peut donc d�river cette �galit� par rapport � t� pour obtenir que pp� on a �

Z �jtj

�



�
vttvt � vrtvr �

sin
v


r�
vt

�
�t� r�rdr

� �

�
v�t �t���t� � ���t� � vr�t���t� � ���t� �

sin� v�t���t�

��t

�
� �

Cela signi
e juste que le )ux est nul� Or vtt � vrr�
�
rvr�

sin �v
�r�

� �tudions donc le terme
int�gr� � les termes en sin 
v s��liminent� et par ailleurs �

d

dr
�vrvtr� � vrrvtr � vrvrt � vrvt� d�o# �

vr�t���t�vt�t���t� � ���t� �

Z �jtj

�
�vrrvtr � vrvrt � vrvt� �t� r�dr
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Ce qui nous donne 
nalement� pour le )ux �


vr�t���t�vt�t���t� � ���t�� �

�
v�t �t���t� � ���t� � v�r �t���t� � ���t�

�
sin� v�t���t�

��t

�
� � �����

En regroupant les termes� apr�s division par ��t� cela donne ��
��vr � vt�

� � ��� 	��v�r � v�t ��
sin� v

���t��

�
�t���t� � �

Tous les termes �tant de m!me signe� on en d�duit que pour r � jtj� vr � vt � ��et
sin v � �� Par continuit� de v�t� ��� cela entra�ne que v�t� �� � cste pour r � jtj� et
comme v�t� r� � � quand r��� cela donne �

�r � jtj� v�t� r� � �

Ainsi� v concentre toute son �nergie�

����� Conclusion

Mais rappelons nous le r�sultat �cf� le m�moire de DEA � chapitre � �

Proposition ��� �Shatah � Christodoulou�� Soit u une onde gomtrique quiva�

riante rguli�re pour t 	 �� et qui admet une singularit en t � �� r � �� Alors �

E�
ext�t�

def
�

Z jtj

�jtj

�
	



u�t �

	



u�r �

sin� u

r�

�
rdr

t��
���� �

Cela entra�ne une contradiction avec la concentration de toute l��nergie� En e�et�

rappelons�nous que
	

�v�t�jtj
� �C�� 	�� Choisissons � � C��
 pour appliquer la proposi�

tion de Shatah + Christodoulou� On obtient �

E�v�t��
C�



jtj��E�v�t�� jtj� � � quand t 
 �

Comme E�v�t�� jtj� � E�v�� E�v�t�� C�� jtj� � E�v�� Or on sait que �

E

�
v�t��

C�



jtj

�
	 E

�
v�t��

	

��t�

�
	 E�v� � 


D�o#� en passant � la limite t� � �

E�v� 	 E�v� � 


Ce qui est absurde� Ainsi� v ne peut pas exister� et il n�existe donc pas non plus d�onde
g�om�trique u v�ri
ant �

	

�u�t�jtj
� �C�� 	�

En fait� on peut raisonner de la m!me fa%on sur une sous�suite de temps tn qui v�ri
ent
�

�u�tn�jtnj
� �C�� 	�� On a donc d�montr� le �

Th�or�me ���� � Soit u une onde g�om�trique explosant en �� et v�ri�ant E�u� 	
E�Q� � 
� Alors �

lim
t��

�u�t�jtj ��
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��
 	nergie concentr�e � l�explosion

D�montrons tout d�abord le

Lemme ���� Soit� Si A � A�� alors �Z A

�

�
�u��r � cos�
Q�

u�

r�

�
rdr � �C�A�kuk�H

o� C�A� � � quand A�� �C�A� � ���

Preuve � Supposons donc qu�il existe une suite croissante de r�els An tendant
vers � et des fonctions un telles que kunkH � 	� et pour un certain C � � �Z An

�

�
�un�

�
r � cos�
Q�

u�n
r�

�
rdr 	 �C

Alors on peut supposer que un � u dans H � faible� dans L�� et pp� Pour tout
A � b �b est tel que si r � b� cos�
Q� � ��� si n est assez grand� An � A� et donc par
hypoth�se� Z A

�

�
�un�

�
r � cos�
Q�

u�n
r�

�
rdr 	 �C

En passant � la limite faible �Z A

�

�
u�r � cos�
Q�

u�

r�

�
rdr 	 �C

Ceci �tant vrai pour tout A�
R�
�

�
�u��r � cos�
Q�u

�

r�

�
rdr 	 �C� Ceci est absurde car

la Hessienne de l��nergie est positive au point Q� �

Proposition ��	� Soit u une onde gomtrique explosant en T � �� d�nergie E�u� 	
E�Q� � 
� Alors u concentre au moins l�nergie E�Q� � � � l�explosion�

Preuve � On �crit tout d�abord �

u�t� r� � Q���t�r� � ��t� ��t�r�

o# E���t� ��� 	 ��
�� D�apr�s l��tude qui pr�c�de� on peut supposer que ��t�jtj � ��
On d�veloppe alors l�expression de l��nergie�

E
jtj
� �u�t�� �

Z jtj

�

�
�Q� � ���t� �z �

��

��Q� � ���r �
sin��Q� � ��

r�

�
�t� ��t�r�rdr

�

Z ��t�jtj

�

�
�Q� � ���

� �
sin��Q� ��

��

�
�t� ���d� �� � ��t�r�

Or �

sin��u� v� �
	



�	� cos�
u� 
v�� �

	� cos 
u cos 
v � sin 
u sin 
v




�
	



�	� cos 
u� �

	



cos 
u�	� cos 
v� �

	



sin�
u� sin�
v�

� sin� u� cos 
u sin� v �
	



sin 
u sin 
v
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Donc �

E
jtj
� �u�t�� �

��t�jtjZ
�

�
Q� �

sin�Q

��

�
�d��

��t�jtjZ
�

�
��� � cos�
Q�

sin� �

��

�
�d�

�


��t�jtjZ
�

�
Q��� �

sin�
Q� sin�
��

���

�
�d�

� I��t� � I��t� � 
I��t�

Estimons donc les termes concern�s � tout d�abord� comme ��t�jtj � � �

I��t� � E�Q���t�jtj� � E�Q�

Pour I��t�� gr�ce � la d�composition modul�e� on a �et que j sin 
xj�
 � j sinxjj cos xj 	
j sinxj� �

jI��t�j �

�����
Z �

��t�jtj

�
Q��� �

sin�
Q� sin�
��

���

�
�d�

�����
	

�Z �

��t�jtj

�
Q�
� �

sin�

��

�
�d�

����

k��t�kH

	
q
E�
��t�jtj�Q���
� � � quand t��

Et en
n� pour I��t�� remarquons tout d�abord� que si 
 est su&samment petit� k��t�kH
l�est aussi �de mani�re uniforme�� et donc que je�t� ��j 	 	 �par exemple�� On en d�duit
alors que j sin�e�t� ���j � �

� j��t� �j� Ainsi �

I��t� �

Z ��t�jtj

�

�
��� � cos�
Q�

��

��

�
�d�

� �
	



C���t�jtj�k��t�k�H

Gr�ce au lemme� Ainsi� lim inft�� I��t� � �� et en sommant les estimations� on obtient �

lim inf
t��

E�u�t�� jtj� � E�Q�

Mais rappelons�nous que t �� E�u�t�� jtj� est d�croissante en t� d�o# l�on d�duit que �

�t 	 �� E�u�t�� jtj� � E�Q�

�
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