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Résumé

Afin de décrire le mouvement des planétes, dés I'antiquité, Ptolémée cherchait & décomposer leur
mouvement en somme de mouvements circulaires. Lorsque ces mouvements ont des périodes avec
des rapports rationnels entre elles, le mouvement est périodique, et la théorie de Fourier permet
d’étudier ces mouvement comme somme de mouvements circulaires. Cepandant, si les périodes sont
quelconques, on obtient des mouvements qui ne sont pas rigoureusement périodiques.

Nous commencerons par étudier cette notion de maniére élémentaire en suivant les étapes propo-
sées par Besicovitch dans [3|. Puis nous généraliserons cette notion en remplagant R par un groupe
topologique quelconque.

Nous montrerons 'existence d’une valeur moyenne pour les fonctions presque-périodiques en uti-
lisant une construction de Von Neumann . Puis nous exposerons une preuve du théoréme de
Peter-Weyl en suivant un article du blog de Terence Tao , pour en déduire la densité des poly-
nomes trigonométriques dans ’espace des fonctions presque périodiques dans le cas de R, en suivant
la méthode de . Enfin nous établirons ’existence pour tout groupe topologique G d’un groupe
compact Go par lequel toute fonction presque périodique sur G peut se factoriser en une application
continue, et nous en donnerons une construction.
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1 Les fonctions uniformément presque périodiques : approche de
Bésichovitch

1.1 Définition

Dans ce paragraphe, (E,|| - ||) désignera un espace vectoriel normé quelconque. Dans la suite, on
s’'intéressera surtout au cas ou E = C.

Définition 1.1 Soit f une fonction continue de R dans E. Un réel T > 0 est une période de f si
Ve e R, f(z) = flx +T).

Soit € > 0, un réel T > 0 est une e-quasi période si :

Ve e R, |[f(z) — fz+T)|| <e

On note E(e, ) Uensemble des e-quasi périodes de f.

Une fonction périodique est une fonction f qui admet une période T' # 0. Une telle fonction admet
alors forcément de nombreuses périodes : ces derniéres forment un sous-groupe fermé de R.

Définition 1.2 Une partie A de R est dite relativement dense (abrégé en r.d) si il existe | > 0 tel
que tout segment I de longueur | a une intersection non vide avec A. Un tel réel | est appelé longueur
d’inclusion de A.

Pour une fonction périodique, ’ensemble des périodes est relativement dense, ce qui motive la défi-
nition suivante.

Définition 1.3 Une fonction réelle continue f : R — E est dite uniformément presque périodique (abrégé
en u.p.p) st pour tout €, l’ensemble E(e, f) des e-quasi périodes est relativement dense.

Cette définition implique quelques propriétés utiles, similaires a celles des fonctions périodiques conti-
nues.

Proposition 1.1 Soit f une fonction u.p.p, alors elle est bornée, et uniformément continue.

Preuve: Soit f une fonction u.p.p : montrons que f est bornée. Puisque E(1, f) est r.d, il existe £ > 0
tel que tout segment de la forme [z — ¢, 2] avec = € R contient une 1-quasi période 7, € E(1, f).

De plus, f étant continue sur le segment [0,¢], elle est bornée et I'on dispose de M > 0 tel que
Ve € [0, 4], ]| f(2)]| < M.

On a donc, pour tout z € R :

If @ < f(x) = fl@ =)l + [ flz - )| < M+1
Car z — 7, € [0,4], et 7,, est une 1-quasi période de f. Donc f est bornée.

Montrons & présent 'uniforme continuité de f. Soit § > 0. On dispose de ¢ longueur d’inclusion de
E(%,f) car [ est u.p.p.

Alors f est continue sur le segment [0,¢ + 1], donc f est uniformément continue sur ce segment. Il
existe donc 1 > 7 > 0 tel que si z,y € [0, + 1] et |z —y| < n alors ||f(z) — f(y)] < g.

Soient x,y € R vérifiant | — y| < n, on trouve 7 € E(g, f) tel que z,y € [r,7 + £+ 1]. On remarque
que

1 (@) = FI < f (@ =7) = fly = + [z = 7) = fF@) + [1F(y) = fly =7l

D’ou ||f(x) — f(y)|]| < d. Ainsi, f est bien uniformément continue sur R.



1.2 Définition par la normalité

Une peut donner une définition topologique des fonctions uniformément périodique, comme le justifie
la proposition suivante.

Notation 1 Soit f : R — E, et T un réel, on note 71 f la fonction qui ¢ © € R associe f(x +T).

Proposition 1.2 Soit f un fonction, f est u.p.p. si et seulement si pour toute suite de réels (hy)nen,
on peut trouver une extractrice ¢ telle que la suite de fonctions Ty f @ @ = f(x + hyn)) converge
uniformément.

On appelle cette propriété équivalente la propriété de normalité. On remarque qu’on peut la reformuler
en la propriété purement topologique suivante (c.f. Sternberg [4]) : f est u.p.p. si et seulement si {7, f, h €
R} est relativement séquentiellement compact dans l'espace des fonctions continues bornées de R dans
FE muni de la norme uniforme.

Preuve: Considérons f une fonction u.p.p, et (h,)nen une suite de réels. Soit € > 0, et [ > 0 une
longueur d’inclusion de E(e, f). Pour chaque n € N, on dispose de 0 < r,, <1 tel que hy,, —r, € E(e, f).
On peut donc trouver une extractrice ¢ et un réel 0 < r < tels que (74(n)) converge vers 7. Alors, a
partir d’un certain rang ng, pour tout z € R, et n,m > ng :

[ f(z+hy) = f(x+hn)|| <26+ || f(z+70) — flx+71m)| < 36

On applique ce procédé avec € = %, pour obtenir une extractrice ¢,, puis on considére ’extractrice
diagonale 1) dont l'expression en n € N est :

P(n) = dpo...0p20¢1(n)

Ainsi pour tout entier n, il existe ng tel que si n > ng, alors pour tout x € R :

3
1f (@ + hyn) = f(@ + hym)) | <~

Donc 73, f converge uniformément.

A présent, si f n’est pas u.p.p, construisons une suite (A, )nen qui ne satisfait pas le second énoncé.

Pour cela, il suffit de trouver (hy),en telle que pour un certain € > 0 et pour toute paire d’entiers
n # m, la différence h,, — h,, n’est pas une e-période. Aucune sous-suite de (75, f)n ne saurait en effet
converger uniformément, car deux termes quelconques de cette suite sont au moins distants de € en norme
uniforme.

Soit donc € > 0 tel que E(e, f) ne soit pas r.d. On construit (hy), par récurrence : on pose hg = 0,
puis on suppose hy, .. ., by, définis. Soit M = maxo<;<n h; et m = ming<;<, h;. Puisque E(e, f) n’est pas
r.d, il existe un intervalle de la forme [a + m,a + M] ot a@ € R ne contenant aucune e-période. Alors on
pose h,+1 = —a. Par conséquent, si 0 < k < n alors hy — hyp41 € [a +m,a + M], et donc ce n’est pas
une e-période. De plus h,,+1 — hy n’est pas non plus une e-période.

La suite (hy,)nen convient donc, et on en déduit que f ne satisfait pas la propriété de normalité. O

1.3 Propriétés de stabilité

Les fonctions uniformément presque périodiques ont des propriétés de stabilité intéressantes : leur
classe est stable par opérations continues et par limite uniforme. Ces résultats peuvent étre montrés en
repartant de la définition initiale, mais nous allons ici les prouver en utilisant la propriété de normalité.

On considére E’ un espace vectoriel normé (qui sera égal R ou C dans la suite).

On suppose également & partir de maintenant que E est de dimension finie.

Proposition 1.3 Soient f1, fo,..., fm des fonctions u.p.p, et F': E™ — E’ une application continue.
Alors x — F(f1(x),..., fm(x)) est u.p.p.

En fait, nous allons montrer le résultat plus général suivant :

Proposition 1.4 Soient (f,)nen des fonctions u.p.p, et F : EN — E' une application continue (pour la
topologie produit de EN).
Alors h: x — F(fo(x), f1(x),...) est u.p.p.



Preuve: Pour i € N, on pose M; = ||filloc. F' est continue sur le compact K = [],.y B(0, M;), ot
B(0, M;) est la boule de centre 0 et de rayon M; dans F (de dimension finie). Donc F' est uniformément
continue sur K, pour la norme N définie par I'expression, si = (z;)nen € RY

Ny = 3 mint )
ieN
qui engendre la topologie produit sur RY.
Nous allons utiliser la propriété de normalité. Soit (hy,,)n,en une suite de réels. On dispose pour tout
entier ¢ d’une extractrice ¢; telle que (Th #i(m) fi en converge.

On considére 'extractrice ¥ donnée pour n € N par I'expression

P(n) = dpo...0p20¢1(n)

Ainsi, toutes les suites (Th o) fl) convergent uniformément pour i € N. Posons g; leurs limites

respectives.

neN
Alors, par le théoréme de convergence dominée appliqué aux séries :

N ((Thy oy f0s Thygy 13-+ ) = (90, 91,---)) = 0

Donc par continuité de F', 7, h converge vers F(g90,91,---)-

On en déduit le résultat suivant :
Proposition 1.5 Si f1 et fo sont deuz fontions u.p.p, alors fi + fo et f1fo le sont également.

Il est possible de montrer ce résultat sans passer par la propriété de normalité, comme cela est fait
dans [3].

Proposition 1.6 Soit (f,)nen une suite de fonctions u.p.p qui converge uniformément vers f. Alors f
est u.p.p.

Preuve: Soit (h;)ien une suite de réels.
Soit i € N, f; étant u.p.p, on dispose d’une extractrice ¢; telle que (’Th 4a(n) fz) converge unifor-
e neN

mément, par la propriété de normalité.
L’extraction diagonale 1 définie comme dans la preuve précédente vérifie alors que (Th o) fi)neN
converge uniformément pour tout i € N.

Les suites (Th o) fi)nEN sont donc de Cauchy. Montrons que 7, f l'est également. Soit € > 0, il
€

existe un entier iy tel que || f;, — f|loc < § ainsi qu'un entier N tel que si n,m > N, alors :

€
2
Ainsi, puisque pour tout entier k : ||7h, fio — Thi flloo = IIfio — flloo, ON Obtient que :

||Th¢i(n)fi0 - Th¢i(m)fi0||00 <

||Th¢i(n)f - Th(bi(m)f”OO <e

On en déduit que 74, f est de Cauchy, d’ou le résultat. O

Nous avons besoin ici que E soit complet, ce qui est le cas car on le suppose de dimension finie.



1.4 Polyndémes trigonométriques

Définition 1.4 On appelle T ’espace des polynémes trigonométriques généralisés, qui est le sous-espace
vectoriel de C(R,C) engendré par les applications de la forme : ey : t — e avec A € R.

Lorsque I'on impose que A soit un multiple d’une période T', on obtient des polynémes trigonomé-
triques au sens classique. Dans ce cas on montre que ’adhérence pour la norme de convergence uniforme
de l'espace qu’ils engendrent est exactement l’espace des fonctions périodiques continues : c’est le théo-
réme de Weierstrass.

Un de nos objectifs sera de montrer une version de ce résultat pour les fonctions presque périodiques.
Nous pouvons déja montrer le résultat suivant :

Proposition 1.7 Les éléments de T, l’adhérence de T pour la norme uniforme, sont des fonctions u.p.p.

Preuve: Les applications ey sont périodiques, donc u.p.p., donc leurs combinaisons linéaires le sont
également (par continuité des sommes finies). Ainsi les fonctions de 7 sont u.p.p..

De plus, I’espace des fonctions u.p.p est stable par limite uniforme, donc toutes les fonctions de T
sont u.p.p. O

La preuve du théoréme suivant sera un des objectifs de la prochaine section :

Théoréme 1.1 Les fonctions uniformément périodiques & valeurs dans C sont exactement les fonctions
qui sont limite uniforme de polyndmes trigonométriques généralisés.

2 Fonctions presque périodiques sur un groupe topologique

L’objectif de cette partie sera de montrer des résultats plus généraux sur les fonctions presque pério-
diques sur un groupe topologique.

2.1 Définition et premiéres propriétés
La notion de fonction presque périodique peut s’étendre & tous les groupes topologiques. Soit G un
groupe topologique et F un espace vectoriel normé de dimension finie.

On utilisera la définition francaise de la compacité : un espace compact est un espace qui satisfait la
propriété de Borel-Lebesgue et qui est séparé. S’il ne satisfait que la propriété de Borel-Lebesgue, il est
dit quasi-compact.

Pour définir la notion de fonction presque périodique sur un groupe G, il suffit de définir ce qu’est
une e-période, et un ensemble relativement dense dans G.

Notation 2 Soit f un fonction de G vers E, et h € G, on pose :

)\hf : (gl,gz) cGxG— f(glhgg)

Définition 2.1 Soit f: G — E et € > 0, un élément h € G est une e-période de f si :

AR = Aeg flloo <€

On note E(e, f) Uensemble des e-périodes de f.
Une partie A de G est dite relativement dense (abrégé en r.d) s’il existe un quasi-compact K tel que
pour tout (g1,92) € G X G :
GgKgpnNA#o

Un tel quasi-compact est appelé compact d’inclusion de A.

On peut donc généraliser la notion de fonction presque périodique comme suit.

Définition 2.2 Une fonction continue de G dans E est dite presque périodique (abrégé en p.p) si pour
tout € > 0, les ensembles E(e, f) des e-périodes de f sont relativement denses dans G.
On note Cp.,(G) Uensemble des fonctions presque périodiques de G vers C.



Proposition 2.1 Soit f un fonction de G vers E et € > 0, alors l’ensemble des e-périodes de f est stable
par inverse et par conjugaison.

De plus, si u,v € E(c, f), alors pour tout h € G, (u,v) € E(2¢, \p.f). En particulier, si f est presque
périodique, alors A f est presque périodique pour tout h € G.

Preuve: Soient g € E(e, f) et g1,92 € G x G, alors :

1/ (9197 92) = f(grg2) |l = [IF ((91)9(97 g2)) — f ((91)(97 " 92)) | <€
donc g=1 € E(e, f).
De plus, soit h € G et g1,92 € G X G alors :

1f(grhgh™"g2) = f(g192)l = IIf ((91R)g(h " g2)) — f ((g1h)(h " g2)) || < €

donc hgh™! € E(e, f). L’ensemble des e-périodes est donc stable par inverse et conjugaison.
Soit h € G, u,v € E(e, ), alors pour tout (g1, g2), (h1, he) € G X G, on calcule :

A,y Anf((g1,92)5 (h1, h2)) — Aeg Anf((91, 92), (R, ha))ll = [|f(g1uavha) — f(g1ahs)|]
= || f((g1)u(avhs)) — f((g1)(av ™ a™ ") (avhs))|| < 2¢

(en posant a = hihgs) puisque u,av~"ta=! € E(e, f).
Ainsi, A\, f est presque périodique car si K est un compact d’inclusion pour E(e, f), alors K x K en
est un pour E(2€, Ap f).
O

Proposition 2.2 Soit f une fonction presque périodique de G dans E, alors Uapplication h — A, f est
continue pour la norme uniforme.
En particulier f est uniformément continue.

Preuve: Soit hg € G, € > 0 et K un compact d’inclusion de E(e, f).

L’application (z,y,2) € G3 — || f(zyz) — f(whoz)| étant continue, on dispose pour tout (gi,g2) €
G x G d’un ouvert U, 4, C G X G contenant (g1, g2) et d’un ouvert V,, 4, C G contenant hg tels que si
(9/17957}7') € Ugl,gz x Vg17927 alors Hf(gihgé) - f(gihogé)H < €. Mais alors :

KxKCcC U Ugy g0
(91,92)EK XK

Par quasi-compacité de K x K, on choisit une partie finie F' C K x K finie telle que :

KxKc |J Ugy.g
(91,92)€F

Soit alors V' = Ny, g,)eF V1,9, (qui est ouvert comme intersection finie d’ouverts), on a pour tout
(91,92) € K x K et pour tout h € V' : || f(g1hg2) — f(g1hog2)|| < €

Soient (g1, 92) € G x G. 1l existe t1,t2 € E(e, f) des e-périodes de f telles que t191 € K et tag2 € K.
Pour i dans V', on a donc :

1f(g1hga) — f(grhog2)|l < 4e+ || f(tigi1htaga) — f(t1g1hotage)| < 5e

Dot || Anf — Ang flloo < € pour tout h € V, donc h — Ap, f est continue pour la norme uniforme.

En particulier, si hg = eg et x,y € G satisfont zy~! € V, alors || f(x)—f(y)|| < 5e : f est uniformément
continue. 0

Proposition 2.3 Une fonction continue de G dans E est presque périodique si et seulement, la famille
{Anflh € G} est séquentiellement relativement compacte pour la convergence uniforme.
Cette propriété s’appelle propriété de normalité. Une telle fonction est dite normale.



Preuve: Soit f une fonction presque périodique, et (a,)nen une suite d’éléments de G.

Soit € > 0, nous allons chercher une extractrice ¢ telle que pour tout n, m € N, ||)\a¢(n)f—)\%(m>f||oo <
€. En effet, si on peut trouver une telle extractrice pour tout € > 0, on dispose en extrayant diagonalement
d’une sous suite de Cauchy de la suite {\,, f }ien, qui converge donc (I’espace des fonctions continues de

G vers E étant complet pour la norme uniforme).

Montrons I'existence d'une telle extractrice. Soit K un compact d’inclusion de E(§, f). Pour tout
n € N, il existe t,, € E(5, f) telle que t,a, € K

Ainsi, par quasi-compacité de K, et par continuité uniforme de h — A, f sur K (assurée par la
proposition [2.2), on dispose d’une extractrice ¢ telle que pour tous n,m € N :

€
H)‘%(n)%(n)f - >‘t¢<n>%<n)fH<>° < 3

Or, pour tout n € N, #,, est une g-période de f donc :

||)\a¢(n)f - >\ad>(71)fHOO <e
Le résultat suit.

A présent soit f une fonction continue sur G qui n’est pas presque périodique, et (a,)nen une suite
d’éléments de G. 11 existe € > 0 tel que E(e, f) ne soit pas relativement dense.

On pose ¢(0) = 0. Supposons avoir défini ¢(0),...,¢(n) (oa n € N) tels que pour tout 0 < i #£ j < n,
a¢(i)a;(1j) n’est pas une e-période de f.

Considérons K = {ay(;)|0 <i < n}. C’est un quasi-compact, donc puisque E(e, f) n’est pas relative-
ment dense, on peut trouver (by,bs) € G x G tel que pour tout 0 < i < n, bfla(b(i)b;l ne soit pas une
e-période de f. On pose alors a,+1 = b1ba, et on vérifie que pour tout 0 < i # j < n+1, aiaj_l n’est
pas une e-période de f. En effet, si 0 < ¢ < n, alors aia;}rl = aibglbl_l est conjugué a bl_lad,(i)b;l qui
n’est pas une e-période, donc ce n’est pas une e-période. De plus an+1a;1 = (aia;j_l)_l, donc ce n’est
pas non plus une e-période.

On dispose done d’une suite (a,)nen, telle que les fonctions {A, f }ien soient deux a deux distantes
d’au moins € en norme uniforme, donc f ne satisfait pas la propriété de normalité. O

On montre de méme que dans le cas de R les résultats suivants, en utilisant la normalité de f :

Proposition 2.4 Soit f une fonction presque périodique de G vers un espace vectoriel de dimension
finie E, alors elle est bornée.

La classe des fonctions presque périodiques de G vers un espace vectoriel de dimension finie E est
stable par opérations continues de E™ — E et par limite uniforme, donc en particulier par addition et
multiplication.

Remarque 1 Si G est un groupe compact, toutes les fonctions continues sont presque périodiques. En
effet, si G est compact le singleton {e} ou e est le neutre de G est relativement dense dans G.

Cette remarque est intéressante si on la combine avec le résultat suivant :

Proposition 2.5 Soient G et H deuzr groupes topologiques, et ¢ : G — H un morphisme continu. Si

f: H— FE est presque périodique, alors f := f o ¢ l'est également.
f
G——F

| 7

H



Preuve: {\,f,h € H} est séquentiellement relativement compact, donc {A¢(g)f,g e G}y c {Mf,he

H} Test aussi. Or ¢ est un morphisme de groupes, donc pour tout g € G, Ay f = /\¢(g)fo (¢ X ¢). On en
déduit que {\;f|g € G} est séquentiellement relativement compacte, puis que f est presque périodique.
O

Si H est compact, alors f est presque périodique dés lors qu’il existe une application continue f telle

que f = f o ¢. Nous allons dans la suite montrer une réciproque de ce résultat :

Théoréme 2.1 Si f est presque périodique d’un groupe topologique G vers un espace vectoriel de di-
mension finie E, alors il existe H un groupe compact, ¢ un morphisme continu de G vers H et f une
application continue de H vers E tels que le diagramme suivant commute :

GHJC-E

|7

On peut de plus trouver un groupe H et un morphisme continu & image dense ¢ : G — H qui
conviennent pour toutes les applications presque péridiques f d’un groupe G donné. Le compactifié de
Bohr est I'un de ces groupes.

2.2 Meétrique adaptée aux fonctions presque périodiques

Nous allons montrer ici le théoréme On se donne une fonction presque périodique f sur G, et on
cherche a construire un groupe compact Hy et un morphisme continu 7y : G — Hy.

Pour cela on munit le groupe G de la semi-distance d ¢ invariante par translation définie par :

de(z,y) = sup  ||f(g1292) — f(91992)ll = [[Aaf — Ay flloo
(91,92)€EGXG

Observons que {z € G, cif (z,eq) = 0} est un sous-groupe normal de G. En effet, si x,y sont dedans,
alors 0 < dy(ry~ ' eq) = dp(z,y) < df(z,eq) +ds(y,eq) = 0, donc xy~" est aussi dedans. Si de plus
z € G vérifie dj(x,eq) = 0, alors pour tout h € G, dy(heh™', eq) = ds(hz,h) = ds(z,eq) = 0, donc
hxh~! est encore dedans.

On considére alors HJ(Z le quotient de G' par le sous-groupe précédent, muni de la métrique induite dy.

Proposition 2.6 La surjection canonique my de G sur HJQ est un morphisme continu.

Preuve: Il suffit de vérifier que 7y est bien continue.

Soient € > 0 et y € G, on pose O, = {ms(z),x € G,Jf(x,y) < ¢}. Alors par la proposition
W;l(oevy) est un ouvert de G.

Or les ouverts O, pour € > 0 et y € G engendrent la topologie de H}), donc 7 est continu. O

Le sous-groupe par lequel on a quotienté G est en réalité le groupe des périodes de f. Ainsi f passe
au quotient, et définit une unique fonction fj : H][Z — E.

Proposition 2.7 L’application fo est uniformément continue de (H}),df) vers F.

Preuve: Soit € > 0. Par définition de Jf, dés que z,y € G sont tels que cff(x,y) < g, alors || A.f —
Ay fllee < €, donc || f(z) — f(y)|| < e. Tout cela passe au quotient, et le résultat suit. O

Ainsi, on dispose d’un complété Hy de H 9. sur lequel I’application fy se prolonge en une application
f cHy — F -
f

G———F

W%



Proposition 2.8 Le groupe Hy est compact.

Preuve: Puisque f est presque périodique, elle est normale. Ainsi, {A,f,h € G} est relativement
séquentiellement compact.

Montrons que HJQ C Hy est séquentiellement relativement compact.

Soit donc (h;)ien une suite d’éléments de G, il existe ¢ une extraction telle que (An,, ;) f)ien converge
pour ||+ |[oc. Cela signifie que pour tout € > 0, il existe n tel que si i, j > n, alors [[An, ., f—An, ;) fllo <&,
donc que dy (s (hy()), Tp(he))) < €. Ainsi, (77 (hyn)))nen est de Cauchy dans Hjoc.

Finalement, Hy est séquentiellement compact, donc compact car c’est un espace métrique. O

On a donc montré le théoreme 2.1 que I'on a méme raffiné en

Théoréme 2.2 Soit f : G — E une fonction presque périodique. Alors il existe Hy un groupe compact
métrisable, Ty : G — Hy un morphisme continu d’image dense, et f : Hy — E une application continue
vérifiant f = fomy.

2.3 Valeur moyenne d’une fonction presque périodique

Un résultat majeur de la théorie des fonctions presque périodiques est ’existence d’une valeur
moyenne, qui permet d’adapter les outils de la transformée de Fourier (voir |3]).

Théoréme 2.3 Soit f une fonction u.p.p (de domaine réel) & valeurs dans E de dimension finie, alors :

1 (T
= d
7| et
converge lorsque T — 400 vers une constante notée M(f), uniformément en a.

L’uniformité de la convergence permet de calculer la valeur moyenne de différentes maniéres, comme
par exemple :

1 1%
T f(x)dx

©lN

Si une fonction & plusieurs variables est uniformément périodique par rapport a la variable z a
domaine réel, on notera M, (f) la valeur moyenne de f lorsque les autres variables sont fixées.

Bésichovitch propose une preuve élémentaire de ce résultat. Nous allons proposer ici une preuve
générale valant pour tous les groupes topologiques, en suivant une approche proposée par John von
Neumann.

Si G est un groupe compact, on dispose d’une mesure appellée mesure de Haar, et la valeur moyenne
d’une fonction f sur ce groupe peut alors étre définie comme l'intégrale de f contre la mesure de Haar.
On va en fait construire la valeur moyenne sur tout groupe, puis en déduire I'existence de la mesure de
Haar sur G.

Notation 3 Soit f un fonction de G vers E, et h € G. On note Thf :x € G+ f(ha) et T"f 12 € G
f(zh) les translatés a gauche et & droite de f.

Théoréme 2.4 Soit f un fonction presque périodique de G dans E un espace vectoriel normé de di-
mension finie. On note &; (resp. £ ), U'adhérence pour la norme uniforme de Conv{r,f|h € G} (resp.
Conv{r" f|h € G}) l’enveloppe convexe des translatés a gauche (resp. & droite) de f.

Les espaces & et &L contiennent une unique fonction constante, dont la valeur en tout point est notée

M(f).

Ce théoréme permet en particulier de définir 'intégrale d’une fonction continue sur un groupe com-
pact. On peut définir la mesure de Haar de cette maniére.



Preuve: Soient c, € & une fonction constante égale & v € F et ¢, € &S une fonction constante
égale & y € E. Supposons que x # y. Soit € > 0 tel que B(x,¢) N B(y,e) = @. 1l existe n,m € N,
Alyeees Qs by by € Goet Ay, Ay piny ooy i € [0,1] tels que D0 N = 1, Z;‘,L:l:uj =191 =
>ty AiTa, [ est & valeurs dans B(,€), et go = Y7, p;7% f est a valeurs dans B(y, €).

Considérons alors :
h= " Nwmlif =Y Ntag2=>_ g
J

1<i<n i
1<5<m

Ainsi, I'image de h est incluse dans l'intersection de l’enveloppe convexe de I'image de g; et de
lenveloppe convexe de I'image de g2, donc h est & valeurs dans B(z, €)NB(y, €) = &, ce qui est impossible.
D’ou x = y.

Ainsi si &f et &Y contiennent une fonction constante, alors c’est la méme. Alors, ni & ni EF ne
contiennent une autre fonction constante si on admet Iexistence de fonctions constantes dans & et &t
ce qui établit 'unicité modulo ’existence.

Montrons qu'’il existe une fonction constante dans &;. L'existence d’une fonction constante dans £/
s’obtient par un raisonnement symétrique.

Il suffit de le montrer dans le cas ou E = R. En effet, si E est un espace vectoriel normé de dimension
finie, on se place dans une base de £, et on montre que l'on trouve une fonction f; dans £¢ dont la
premiére composante est constante. A partir de f; on procéde de méme pour construire une fonction
f2 € &, C & dont les deux premiéres composantes sont constantes. Et ainsi de suite, on construit une
fonction constante dans &;.

Supposons donc que £ = R. Soit h une application de G vers R, on note Osc(h) = sup, ,eq ||h(a) —
h(b)||. Les fonctions de I'espace £ sont équicontinues et équibornées, car les translatées de f ont toutes le
méme module d’équicontinuité. Ainsi par le théoréme d’Ascoli, £f est compact. De plus Osc est continue
pour la norme uniforme, donc on dispose d’une application gy € £ telle que Osc(go) = infpeg, Osc(F).

Montrons que Osc(gg) = 0. Si ce n’est pas le cas, alors soient m = inf gy et M = sup go. On pose

my = M2 ot Ny = 2LEM puis U = ggt([m,ma), et V = g5 ' (| My, M)).

go est limite uniforme de combinaisons convexes de translatés de f, qui sont presque périodiques,
donc est presque périodique.

Soit € = Mgm, et K C G x G un compact d’inclusion de F(e, go).

On trouve n,m >0 et ay,...,an,b1,...,bym € G X G tels que

Kc |Ja'v Kc (J b'v

1<i<n 1<j<m

car U et V sont des ouverts, K est quasi-compact et K C [, alU, K C Uy BV
On définit alors g; € £ par :

1
g1 :CEGXGI—)m Z Ta;go(C) + Z Ty, 90(C)
1<i<n 1<j<m

Soit ¢ € G x G, on dispose d’'une e-période t de gg telle que ct € K.
Il existe donc ¢ et j tels que a;ct € U et bjet € V. Par conséquent, ¢ étant une e-période de go,

Ta; 90(c) < €+ go(aict) < e4+my = M;rm, et de méme, 7, g0(c) > L;‘“,
On en déduit que :
M—-—m M—-—m
m+—-<glc)<M—- ——0on
o) SO S M-ses

Ainsi, Osc(g1) < Osc(go), ce qui contredit la minimalité de Osc(go).
Finalement, Osc(gp) = 0, donc gy est constante. O

Démontrons a présent le théoréme
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Preuve: Soit M la valeur moyenne de f définie dans le théoréme précédent.

Soit € > 0. On dispose de n > 0, de ay, ..., a, € Rainsi que de A\1,...\, € [0,1] tels que Y ;" | A\ =1
et,sig=> i, NiTq, [, pour tout z € R, |[M — g(z)| <e.

On obtient alors, pour tout a € R :

T n T+a; T n a; n THa;
/ g(x+a)dx = Z)‘i/ f(z4a)dz = / f(x—l—a)dx—z )\i/ f(:zc—&—a)dx—i—z )\i/ f(z+a)dz
0 i=1 a; 0 i=1 0 =1 T
Ainsi,
e e 2/ flloo Soiy Nias
Iz [ fetadn =7 [ gt ay) < W umde
Mais
Hl/T(x+ame¢<€
T/ 9 =3
On en déduit que fOT f(xz + a)dx converge uniformément en a vers M. O

Nous allons également montrer des résultats qui seront utiles pour utiliser la valeur moyenne d’une
fonction périodique afin de définir son intégrale :

Proposition 2.9 Soit f un fonction presque périodique de G dans Ry non identiquement nulle. Alors
M(f) > 0.

Preuve: Soient U C G et e > 0 tels que siz € U, f(x) > 2e. Soit K un compact d’inclusion de E(e, f).
Par quasi-compacité de K, on trouve n > 1 et aq,...,a, € G tels que :

KcO@W
i=1

On considére alors

1 n
g:E;Taif'

Soit ¢ € G x G, on dispose d'une e-période t de f telle que ¢t € K.

11 existe donc i tel que a;ct € U. t étant une e-période de f, on en déduit que 74, f(c) > f(a;ct)—e > €.

Ainsi, pour tout ¢ € G, g(c) > <. Donc I'unique fonction constante de £ C £f a une valeur supérieure
ac,dou M(f)> < >0. O

Proposition 2.10 L’application M : C, ,(G, E) — E est une application linéaire.

Preuve: Soient f,g deux fonctions presque périodiques sur G a valeurs dans F, « € Ret ¢ > 0. 1l

existe n >0, A,..., A\, € [0;1] et a,...,a, € G tels que > N =1et |[M(f)— Y0 NiTa; flloo < €
On pose g1 = >, \iTq, g qui est presque périodique. Puisque &, C &;, ona M(g) = M(g1). Il existe

done m > 0, pu1, .., pim € [0;1] et by, ... by, € G tels que Y70 py = Tet [[M(g) — X0 17 glloe < e.
Alors, par convexité de B(M(f),e€), si on pose f1 = > | NiTq, f,ona |[|[M(f)— Z;”:l 1% filloo < e
Mais si on pose

h= Z’\Wﬂgf(f +ag) = Z“ijjfl + O‘Z“J‘Tbjgl:
2,3 J J

alors h € Efyag et [|M(f)+ ad(g) — hlleo < (14 a)e.

Cela donne donc que ||M(f) + aM(g) — M(f + ag)|| < (1 + a)e car M(h) = M(f + ag) et que
I’inégalité précédente vaudra pour toute combinaison linéaire de translatés de h.

Cela valant pour tout € > 0, on a bien M(f + ag) = M(f) + aM(g). O
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Dans la suite, nous aurons besoin de travailler sur 'espace L?(G) ot G est un groupe topologique
compact. On pourrait définir L?(G) comme le complété de I'espace des fonctions de G vers C pour la
norme suivante :

1
_ 2\\ 2
£l = (M(1£]*))
Pour ne pas avoir & démontrer toutes les propriétés classiques sur cet espace, nous allons montrer que
la moyenne que nous venons de définir est I'intégrale par rapport a une mesure de Borel quasi-réguliére

I
Pour cela nous pouvons appliquer le théoréme de Riez-Markov.

Définition 2.3 Une mesure de Borel sur un espace topologique X est une mesure borelienne finie sur
les compacts de X.

Une mesure p est dite quasi-réguliére si :

— pour tout borélien A C X : p(A) = inf{pw(U)|A C U ouvert}

— pour tout ouvert A C X : u(A) = sup{p(K)|K C A compact}

Théoréme 2.5 (Riez-Markov) Soit X un espace topologique localement compact et séparé, et L une
forme linéaire positive de C.(X,R) (fonctions continues a support compact).

Alors il existe une unique mesure de Borel quasi-réguliéere pn sur X qui représente L dans le sens ot
pour tout f € C.(X,R), on a

L) = [ s@)duta)
X
La preuve de ce résultat est détaillée dans [2].

Définition 2.4 Soit G un groupe topologique compact, et soit f : G — E une fonction continue. On
note alors :

/Gf(g)du(g) = M(f)

otU i est la mesure donnée par le théoréme de Riez-Markov, puisque G est compact donc séparé. Cette
mesure s’appelle mesure de Haar du groupe G.

On a également un certain résultat d’unicité de I'intégrale de Haar, que ’on peut formuler ainsi :

Proposition 2.11 Soit G un groupe compact, soit L une forme linéaire sur C(G,R) positive et invariante
par translation & gauche (respectivement & droite). Alors il existe un réel k € Ry tel que pour tout

f€C(G,R) :
L(f) = kM(f)

Preuve: Pour tout x € R on note e, 'application constante égale & 2. On pose k = L(eq).
Soient f € C(G,R) et € > 0. On dispose d’un entier n de ay, ..., a, € G ainsi que de A,..., A, € [0,1]
tels que > ; A; = 1 et pour tout g € G :

n
M(f)—e<Y Ao f < M(f)+e
i=1
Ainsi, par linéarité, invariance a gauche et positivité de L, (M (f)—e€)L(e1) < L(f) < (M(f)+€)L(e1),
et ce pour tout € > 0.
Donc L(f) = L(e1)M(f). On procéde de méme si L est invariante a droite. O

On montre de la méme fagon la proposition suivante sur les fonctions presque périodiques.

Proposition 2.12 Soit G un groupe topologique, soit L une forme linéaire sur Cp,,(G,R) positive et
invariante par translation a gauche (respectivement a droite). Alors il existe un réel k tel que pour tout

f €Cypp(G.R) :
L(f) = kM(f)
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2.4 Quelques résultats sur les représentations de groupes compacts
Nous allons considérer dans la suite des représentations unitaires de groupes compacts.

Définition 2.5 Soit G un groupe topologique. Une représentation unitaire de G est un couple (V,p) ow
V' est un espace hermitien, et p un morphisme continu de G vers U(V') le groupe des opérateurs unitaires
sur'V.

Si V est de dimension finie, la représentation (V, p) est dite de dimension finie.

Une représentation (V,p) est dite réductible s’il existe une décomposition de V de la forme V =
W1 @ Wa avec Wy et Wy deux sous-espaces de V' non nuls.

Une représentation (V, p) est dite irréductible si elle n’est pas réductible.

Si (p,V,) et (x,Vy) sont deuz représentations de G, on dit que f : V, — V, est un morphisme entre
p et x si elle est linéaire et que l'on a pour tout (g,v) € G x 'V, Uidentité x(g)f(v) = f(p(g)v).

Lemme 2.1 (Théoréme de Maschke dans le cas de représentations unitaires) Soit (V,p) une
représentation unitaire du groupe topologique G, supposons qu’il existe W C V un sous-espace G-
invariant. Alors W est G-invariant et (V, p) s’écrit (W, pjw) @(W=, pjwrs).

En particulier, V' est réductible si et seulement s’il admet un sous-espace non trivial et propre stable.

Preuve: W+ est G-invariant, en effet, si u € W+, alors pour tout (g,w) € G x W, on calcule
(p(g9)u, w) = (u, p(¢g~ )w) = 0 puisque W est stable par G. O

Lemme 2.2 (Lemme de Shur) Soient (p,V,) et (x,Vy) deux représentations irréductibles d’un groupe
topologique G, et f : V, = V), un morphisme. Alors soit f =0, soit f est un isomorphisme.

De plus si f est un morphisme de V, dans cette méme représentation, et que V, est de dimension
finie, alors f est égale a M dy, pour un certain A € C.

Preuve: On remarque que le noyeau et I'image de f sont stables sous I’action de G, donc soit ker f =V,
et f =0, soit ker f = {0} et f est injective, puisim f # {0} car f # 0, doncim f =V, et f est surjective.

Si maintenant V, — V,, alors puisque f est p-invariant et que C est algébriquement clos, f admet
une valeur propre A. Or 'espace propre de f associé & A est un sous-espace stable sous I'action de G par
p- Cet espace propre, qui n’est pas nul, doit donc étre égal & V,. D’ou f = Aldy,. (]

Corollaire 2.5.1 Soit p, V une représentation unitaire de G, et U,W deux sous-espaces invariants par
G induisant deux représentations irréductibles de G. Si ces représentations ne sont pas isomorphes, alors
elles sont orthogonales.

Preuve: Considérons m: W — U la restriction & W de la projection orthogonale sur U.

On remarque qu’il s’agit d’'un morphisme de représentations, en effet, si g € G et v € W, on peut
écrire p(g)v = p(g)(v—m(v))+p(g)m(v). Puisque 7w(v) € U qui est stable sous l'action de G, p(g)7(v) € U.
De plus, p(g)(v — 7(v)) € UL puisque (p(g)(v — 7(v)),u) = (v — 7 (v), p(¢g~)u) = 0 pour tout u € U car
U stable par G et v — 7(v) € U+.

Ainsi, on a bien mp(g)v = p(g)m(v). m est donc un morphisme entre deux représentations irréductibles
non isomorphes, et le lemme de Schur conclut. O

Définition 2.6 La représentation réguliére a gauche d’un groupe compact G est la représentation (L?(G), £),
ot £ est définie pour f € C(G,C) par :
£g (f) = Tg_lf

Cette définition est possible, car 'application ainsi définie est une isométrie, donc elle est uniformé-
ment continue, et s’étend au complété L?(G) de C(G,C).
On remarque qu’il s’agit d’une représentation unitaire de G.

Lemme 2.3 Soit G un groupe topologique et (V, p) une représentation unitaire de dimension finie de G.
Alors p est presque périodique de G vers L(V).
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Preuve: Ce résultat découle du fait que U(V') est compact lorsque V' est de dimension finie. En effet,
soit ¢ 'inclusion entre U(V') et L(V'). Alors le diagramme suivant commute :

G—L>rv)
1
uwv)
Ainsi, par le théoréme U(V') étant compact, i est presque périodique donc p est presque pério-
dique. O

2.5 Théoréme de Peter Weyl

Définition 2.7 Soit G un groupe compact, et (p, V') une représentation irréductible unitaire de dimension
finie de G. On définit lespace L*(G), C L*(G) comme lespace engendré par les fonctions de la forme
foww 9 € G = (v,p(g)w), ot v,w € V. On appelle ces fonctions les coefficients de matrices de la
représentation p.

On vérifie bien que les coefficients de matrices de p sont dans L*(G), avec || fpo.wll2 < v/|[v]2]Jw]2-

On remarque que ces espaces sont invariants par translation a gauche, et induisent donc des sous-
représentations de la représentation réguliére. Le théoréme de Peter-Weyl affirme que la représentation
réguliére est la somme de ces sous-représentations :

Théoréme 2.6 (Théoréme de Peter-Weyl, version 1) Soit G un groupe topologique compact. Alors
Uespace L?(G) est l'adhérence de la somme directe orthogonale des L*(G), ot p parcours les classes
d’isomorphismes de représentations irréductibles unitaires de dimension finie de G :

Pour cela on montre le lemme suivant :

Lemme 2.4 Soit (p,V,) une représentation irréductible unitaire de dimension finie de G. Alors toute
sous-représentation de L?(G) isomorphe a (p,V,) est une sous-représentation de L*(G),, que l'on peut
alors décomposer comme somme directe de dimV,, sous-représentations de L*(G) isomorphes a (p,V,).

Preuve: Notons £ : G — U(L*(G)) la représentation réguliére. Soit V une sous-représentation de
£ isomorphe a V,. On dispose donc d’'un opérateur isométrique (comme morphisme de représentations
unitaires) ¢ : V, — L?(G) d’image V tel que, pour tout (g,v) € G x V,, £,.(v) = tp(g)v. De plus ¢ est
borné car V est de dimension finie, et admet donc un adjoint ¢* : L*(G) — V.

Soit alors v € V,,, K € L*(G) et g € G. On calcule :

G

00+ K) (9) = [ d0)ah™ VK 0)au(0) = | 2,10 WK B ()

ot I'on pose K = K(-—1).

Ainsi, «(v) * K € L*(G), pour tout K € L*(G). Si on prend pour K une suite régularisante, on voit
que (L?(G), étant fermé comme espace de dimension finie) +(v) € L?*(G),. Mais 'image de ¢ est V, d’ou
V C L*(G),.

Maintenant, notons n = dim(V,,), et choisissons ei,...,e, une base de V,. Vérifions que L*(G),
est somme directe des espaces L*(G),e; = {fpv,e:»0 € V,} qui sont G-invariants (donc induisent des
sous-représentations de £) isomorphes a (p, V),).
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En effet, si a : V, — L*(G),.; est définie par a(v) : ¢ € G — (v,p(g)e;), alors Loa(v) =
(v, pla=M)p(-)e;) = (p(a)v, p(-)e;) = a(p(a)v). Ainsi a est un morphisme non nul de V, dans L*(G),.,,
donc est un isomorphisme (car ker o est un sous-espace G-invariant et propre de V), qui est irréductible,
donc est réduit & {0}, et que V, a une dimension supérieure a celle de L?(G),,., ). O

Preuve: Soient (p,V,) et (£, V¢) deux représentations unitaires irréductibles de dimension finie de G non
isomorphes. Le lemme précédent donne, conjointement avec le corollaire du lemme de Schur, que L*(G),
et L2(G)§ sont orthogonaux, puisqu’ils se décomposent chacun en somme directe de sous-représentations
telles que toute sous-représentation de I'un est orthogonale aux sous-représentations de ’autre.

On a donc @, L*(G), C L?(G) out la somme est orthogonale. Montrons la réciproque.

Supposons qu'il n’y ait pas égalité : @ o L?(G), étant un sous-espace vectoriel propre fermé de L*(G),
son orthogonal est non nul. Soit donc f une fonction de I'orthogonal non identiquement nulle.

Choisissons pour tout voisinage ouvert U de I'identité, un Ky € L?(G) continu & valeur dans R,
d’intégrale 1, & support contenu dans U et tel que Ky(g~!) = Ky(g). On définit alors I'opérateur
Ty : L*(G) — L*(Q) qui associe & g sa convolée par K. Montrons que pour tout U, Ty est un opérateur
compact auto-adjoint.

— Ty est borné car lipschitzien : si f,g € L?(G), alors pour tout z € G :

[f* Ky (x) —g* Ky(z)| < /G |[f(@h™") = g(ah ™)Ky (h)|du(h) < Ky 2]l f — g2

Et on conclut car || - |2 < || - ||co-
— Ty est auto-adjoint : si f,g € L?(G), on a :

(. Tug) = / / F(@)g@h ) Ko (Rdp(h)dpu(z)
/ / Flyh) o) Ko () dpu(y)dpa(h)

/ / Fah™YY Ky (R g(g)du(y)du(h)
TUf7 >

— Ty est compact. Pour cela, montrons que si f € L?(G) est de norme inférieure a 1, alors Ty f est
continue avec, pour tout z,y € G :

[f+ K(z) = [+ K(y)| < /G |f(h)(Ky (zh™) — Ku(yh™))|du(h)
< [ lallre B = 7y Klla < {72 K — 7 K|og

Ainsi, 'image par Ty de la boule unité est équicontinue et équibornée par un calcul similaire (par
IKu||2), donc est relativement compacte pour la norme infinie, donc est relativement compacte
dans (L2(G), |- [2).

Maintenant, Ty est un opérateur compact auto-adjoint d’un Hilbert dans lui-méme, donc il admet
une base hilbertienne de fonctions propres d’aprés le théoréme spectral. Ses espaces propres sont deux a
deux orthogonaux et G-invariants (car Ty est G-invariant). De plus, tout les espaces propres différents
du noyeau sont de dimension finie (par I’alternative de Fredholm) et se décomposent en somme directe
de sous-représentations irréductibles de dimension finie de la représentation réguliére, donc f leur est
orthogonale. Ainsi, f doit étre dans le noyeau de Ty .

Soit alors € > 0. Par densité de C(G) dans L?(G), on peut choisir f continue telle que ||f — f|l2 < e.

_ 1
Sa projection orthogonale fy sur (@ , L*(G) p) vérifie les mémes hypothéses que f, donc est dans le

noyeau de Ty de la méme facon. On a donc || Ty fll2 = [T f — Tu foll2 < [If — foll2 < If = fll2 < €
donc en choississant une suite régularisante pour Ky, Ty f converge vers f dans L?(G) car elle converge
uniformément (puisque f est continue) et donc || f||2 < e. Ainsi, ||f|l2 < 2.

Cela valant pour tout € > 0, f est nulle : contradiction. O

15



Corollaire 2.6.1 Soit G un groupe topologique compact. Alors soit go € G tel que e # go, il existe une
représentation unitaire irréductible de dimension finie (V,p) de G telle que p(go) # Idy .

Preuve: Supposons que pour toute représentation irréductible unitaire (p, V) de dimension finie de G,
on ait p(g) = Idy.

Il existe f € L?(G) continue telle que f(g) # f(e). Soit donc U tel que || Ty f — flleo < M
(puisque pour une suite régularisante, la convolée converge uniformément vers f qui est continue). Alors

Tuf(9) = Tu f(e)l = 1f(9) = f(e)l = |Tu f(g) — f(9)| = [Tu f(e) — f(e)| >0

Ainsi Ty f sépare g et eq.

Alors, on sait que f ¢ ker Ty, donc on peut supposer que f € (ker TU)l tout en conservant le fait
que Ty f sépare g et eq.

Mais alors, on peut écrire f = Z)\GA\{O} fx, pour A 'ensemble des valeurs propres de Ty. On a
S I3 = |1 f]13 < oo, donc on peut choisir § tel que :

2 _ Tuf(g) —Tuf(e)|
0<|A|<8 vli2
Si on pose fy = Z|>\\>6 f, la somme est finie, donc Ty fo € Qap L?*(G),, et donc par hypothese Ty fo(g) =
Ty fo(e) (en décomposant chaque espace propre en sous-représentations irréductibles). Alors, on remarque

que :
Tv f(g9) —Tu f(e)|

ITv f = Tu follee < [[Kull2llf = foll2 <

2
Ainsi :
Tu folg) — Tu fole)l = |Tu f(9) = Tu f(e)| = |Tu f(g) — Tu folg)| — [Tu f(e) — Tu fole)| > 0
Mais cela est impossible. O

Le théoréme de Peter-Weyl donne également des informations sur les représentations unitaires irré-
ductibles des groupes compacts dans certains cas, comme le montre le corollaire suivant.

Corollaire 2.6.2 Soit G un groupe compact métrique. Alors l’ensemble des classes d’isomorphismes de
repérentations unitaires irréductibles de dimension finie de G est dénombrable.

Preuve: En effet si G est un groupe compact métrique, alors L?(G) est séparable. C’est donc un espace
de Hilbert de dimension au plus dénombrable, et le théoréme de Peter-Weyl permet de conclure. O

Il permet également de décrire les groupes compacts, en précisant les cas abéliens et métriques :

Corollaire 2.6.3 Les groupes compacts sont les sous-groupes fermés de produits de groupes unitaires de
dimension finie.

Les groupes abéliens compacts sont les sous-groupes fermés d’une puissance du tore.

De plus, dans le cas métrisable, les produits considérés plus haut sont au plus dénombrables.

Preuve: Soit G un groupe compact, on note R l’ensemble des classes d’isomorphismes de représen-
tations unitaires irréductibles de dimension finie de G. On définit alors un morphisme continu ¢ de la

fagon suivante : y
5 { G — Go
g = (@) vper

ol on pose

Go= [[ v

(Vip)eR
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Par le corollaire ¢ est injectif, donc ¢ est un isomorphisme bicontinu sur son image car G est
compact, et que éo est séparé.

Si G est abélien, alors les seules représentations unitaires irréductibles de dimension finie de G sont de
dimension 1 (si (V, p) est un représentation unitaire irréductible de dimension finie, la famille (p(g9))gec
commute et est formée d’endomorphismes diagonalisables, donc elle est codiagonalisable, donc les vec-
teurs propres non nuls d’'un de ses endomorphismes engendrent des espaces stables par G de dimension
1, il n’y en a donc qu’un). Ainsi, U(V') est isomorphe bicontinuement au tore pour tout (V, p) € R.

Si G est métrisable, alors le corollaire [2.6.2] montre que R est dénombrable.

Réciproquement, tout sous-groupe fermé d’un produit de groupes unitaires de dimension finie est
compact (par le théoréme de Tychonov). Il est de plus abélien si tout les groupes unitaires sont des tores,
et métrisable si le produit est dénombrable. O

2.6 Théorémes d’approximation uniforme

Théoréme 2.7 (Théoréme de Weierstrass) Soit X un espace compact, et C un sous-espace vectoriel
fermé de C(X,C) stable par produit et conjugaison complexe, et qui sépare les points de x , i.e tel que
pour tout x,y € F il existe f € C tel que f(x) # f(y).

Alors C = C(X,C).

On en déduit une version plus faible du théoréme de Peter-Weyl :

Théoréme 2.8 (Théoréme de Peter-Weyl, version 2) Soit G un groupe topologique compact. Alors
lespace engendré par les coefficients de matrice des représentations unitaires de dimension finie de G
est dense dans C(G,C), pour la norme uniforme.

Preuve: Appelons C cet espace. Il sépare les points de G par le corollaire De plus, si (V, p) est
une représentation unitaire de G dont f est un coefficient de matrice, alors (V) en est une également
et f est un coefficient de matrice de cette nouvelle représentation.

De méme, si f1 et fo sont des coeflicients de matrice des représentations (Vi, p1) et (Va, pa) respecti-
vement, alors f1 X fs est un coefficient de matrice de la représentation (V3 @ Va, p1 ® p2).

Ainsi par le théoréme de Weierstrass, ’adhérence de C pour la norme uniforme est égal a C(G,C). O

Lemme 2.5 Soit (V,p) une représentation unitaire irréductible de G de dimension finie, et soit T un
élément de L(V'). Alors pour h € G :

/Gp(g)Tp(g)*du(g) = mfv

Preuve: En effet, le membre de gauche est bien un endomorphisme p-équivariant, car si h € G :

/p(g)Tp(g)*du(g)p(h):/
G

G G

p(g)Tp(h‘lg)*du(g)=/Gp(hg)Tp(9)*du(g)=p(h) p(9)Tp(g)*du(g)
m

Ainsi le menbre de doite est un multiple de Iidentité. Or Tr( [, p(9)Tp(g)*du(g) = Tr(T), donc on
a bien I'égalité souhaitée. O

Le théoréme de Peter Weyl nous donne également des informations sur ’espace engendré par les
caractéres des représentations unitaires de dimension finie.

Définition 2.8 On appelle caractére d’une représentation (V,p) de G Uapplication x : g € G —

Tr(p(g))-
Une fonction f d’un groupe G wvers un ensemble Y est dite centrale si pour tout g,h € G, on a

flghg™") = f(h).

Théoréme 2.9 (Théoréme de Peter-Weyl, version 3) Soit G un groupe topologique compact. Alors
lespace engendré par les caractéres des représentations unitaires de dimension finie de G est dense dans
Despace des fonctions centrales de C(G,C), pour la norme uniforme.
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Preuve: Soit f une fonction centrale continue de G vers C. On sait que f peut étre approchée uniformeé-
ment pas des combinaisons linéaires de coefficients de matrice des représentations unitaires de dimension
finie de G.

Or pour tout h € G :

/G f(ghg™V)dulg) = £()

Mais si fy est un coefficient de matrice de la représentation (V, p) de la forme fy : g € G — {p(g)u,v)
avec u,v € V. Alors par linéarité de I'intégrale :

/ folghg™)dpu(g) = / (o(@)p(Molg™ Y, v)du(g) = ( / p(g9)p(h)p(g Yudu(g), v)
G G

G
Ainsi, le lemme avec Papplication linéaire p(h) donne :

- Tr(p(h))
hg~H)d =——"
| fotahg (o) = G 0
Donc h — |, ol (ghg~—1)du(g) peut étre uniformément approchée par des caractéres de représentations
unitaires de dimension finie de G, d’otu le résultat. O

3 Application & I’étude des fonctions presque périodiques

3.1 Le théoréme d’approximation de Bohr

Les théorémes de la section précédente peuvent s’appliquer aux fonctions presque périodiques.

Théoréme 3.1 Soit G un groupe topologique. Alors l’espace engendré par les coefficients de matrice des
représentations unitaires de dimension finie de G est dense dans l’espace des fonctions presque périodiques
de G dans C, pour la norme uniforme.

Preuve: Soit f une fonction presque périodique de G' dans C, et soit H le groupe topologique compact
défini dans la section sur lequel on dispose d’une application f : Hy — Cet d'un morphisme 7y : G —
Hy tels que f oms = f. Par la version 2 du théréme de Peter-Weyl, f peut étre uniformément approchée
par des combinaisons linéaires de coefficients de matrice de représentations unitaires de dimension finie
de Hf.

Soit (V, p) une telle représentation de Hy, dont un des coefficients de matrice est M. Alors (V, pomy)
est une représentation unitaire de dimension finie de G, dont un des coeflicients de matrice est M o 7y.
Ainsi f peut étre uniformément approchée par des combinaisons linéaires de coefficents de matrice de
représentations unitaires de dimension finie de G.

De plus, on remarque que tout coefficient de matrice d’une représentation unitaire de dimension finie
(V,p) de G est presque périodique puisque p lest et que u € U(V) — (v, uw) est continue pour tout
v,we V. O

On obtient également une version particuliére pour les fonctions presque périodiques centrales.
Théoréme 3.2 Soit G un groupe topologique. Alors l’espace engendré par les caractéres des représenta-

tions unitaires de dimension finie de G est dense dans ’espace des fonctions presque périodiques centrales
de G dans C, pour la norme uniforme.

18



Preuve: Soit f une fonction presque périodique de G dans C, et soit Hy le groupe topologique compact
défini dans la section sur lequel on dispose d’une application f : Hy — C et d’un morphisme
my: G — Hy tels que fomy = f.

Puisque f est centrale et que 7;(G) est dense dans Hy, le fermé {h € H|Vg € H;f(hgh™") = f(g)}
contenant 7;({h € G|Vg € Gf(hgh™') = f(g9)}) = 7;(G) est égal a Hy, d’ott on déduit que f est
également centrale.

Par la version 3 du théréme de Peter-Weyl, f peut étre uniformément approchée par des combinaisons
linéaires de caractéres de représentations unitaires de dimension finie de Hy.

Soit (V, p) une telle représentation, de caractére x = Tr(p). Alors (V, poms) est une représentation
unitaire de dimension finie de G, de caractére x’ = x o7, donc f peut étre uniformément approchée par

des combinaisons linéaires de caractéres de représentations unitaires de dimension finie de G.

De plus, les caractéres d’une représentation unitaire de dimension finie de G sont des fonctions
centrales presque périodiques (comme dans la preuve précédente). O

3.2 Factorisation des fonctions presque périodiques

Pour obtenir des résultats de factorisation des fonctions presque périodiques agréables, nous allons
utiliser le théoréme suivant :

Définition 3.1 Un espace topologique X est dit normal si pour tous Fy, Fy fermés disjoints il existe des
ouverts disjoints Uy, Uy tels que Uy D Fy et Uy D Fb.

Si X est compact (quasi-compact et séparé), alors il est normal.

Théoréme 3.3 (Tietze-Urysohn) Soit X un espace normal, et E un espace vectoriel de dimension
finie. Soit A un fermé de X et f : A — E un application continue. Alors f se prolonge en une application
continue sur X.

Le théoréme est énoncé usuellement dans le cas ot ¥ = R, mais quitte a considérer les dim E fonctions
coordonnées de f, on se raméne a ce cas.

Théoréme 3.4 Soit G un groupe topologique. Les fonctions presque périodiques de G vers un espace
vectoriel de dimension finie E sont exactement les fonctions f qui peuvent s’écrire sous la forme :
f=Fod¢, ou:

" { G = Typer, UV)
g = (p(9)v.per;

F: J] vv)—E
(Vip)ER

avec Ry un ensemble au plus dénombrable de représentants de classes d’isomorphisme de représentations
unitaires irréductibles de dimension finie de G, et F' est une application continue.

Preuve: Soit 7 : G — Hj la compactification de G suivant f définie dans la section @ Toute
représentation de Hy induit une représentation de G' via 7. On prend donc Ry l'ensemble des classes
d’isomorphismes de représentations unitaires irréductibles de dimension finie de Hy. Cet ensemble est
dénombrable car Hy est métrique, par la proposition m

Le morphisme ¢y : Hy — IIyer, U(V) est continu par propriété universelle de la topologie produit
et parce que toutes les représentations de Hy considérées sont continues car unitaires, et injectif par le
corolllaire Or Hy est compacte et HVERf U(V) est séparé, donc ¢y est un homéomorphisme sur
son image.

On observe aussi que ¢ = ¢y o m par construction. Soit alors fo : Hy — E telle que f = foom. On
definit Fy : ¢(G) — E par Fo(é(g)) = f(g) = fo(r(g)) sig € G.

On remarque que ¢¢(Hy) est complet car compact, et que ¢(G) est dense dans ¢(Hy) car 7 est
d’image dense dans Hy, donc ¢¢(Hy) est un complété de ¢(G). Il est de plus métrisable puisque Hy lest.
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On se trouve dans la situation décrite par le diagramme commutatif suivant :

G ! E

T fo /4,‘\
/|

MTyer, UV) ™

Fy est uniformément continue & valeurs dans E complet (car de dimension finie), donc s’étend en
Fy : ¢y(Hy) — E continue. En effet, pour tout € > 0, il existe un ouvert U de Hy tel que pour tout
z,y € Hy tels que zy~t € U, ||fo(x) — fo(y)|| < € (par uniforme continuité de fo sur le compact Hy). Si
donc V = ¢4(U) N ¢(G), qui est un ouvert de ¢(G), alors pour tout z,y € G tels que ¢p(z)p(y)~' € V,
|Eo(6(2)) = Fo(ow)ll = | folm(@)) — folr)l < e.

De plus, ¢(Hy) est compact, donc par le théoréme de Tietze—Urysohn on construit F: U(V) —» E
continue prolongeant Fy sur ¢(G) C ¢¢(Hy), et respectant donc F o ¢ = f.

Respectivement, on sait que [JU(V) est compact comme produit d’espaces compacts, donc f est
presque périodique si elle s’écrit sous cette forme. O

Appliquons ce résultat aux groupes topologiques abéliens.

Théoréme 3.5 Soit G un groupe topologique abélien. Les fonctions presque périodiques de G vers un
espace vectoriel de dimension finie E sont exactement les fonctions qui peuvent s’écrire sous la forme :
Fodg¢, ou:

o: G — T4
g = (xX(9))xea
F:T*" S E

avec A un ensemble au plus dénombrable de caractéres de G, et F' est une application continue.

Preuve: Il suffit d’appliquer le théoréme Les représentations unitaires irréductibles de dimension
finie des groupes abéliens sont toutes de dimension 1, puisqu’une famille de matrices diagonalisables (car
unitaires ici) qui commutent est co-diagonalisable, donc se décompose en droites stables.

Ainsi les groupes U(V') sont tous isomorphes a T. O

Remarque 2 Si G =R, alors ce théoréeme affirme que les fonctions presque périodiques sont celles qui
s’écrivent sous la forme :

f:t’—)F()\Qt,Alt,...)
avec F : RY — E wune fonction continue (pour la topologie produit), 1-périodique en chacun de ses
parameétres, et (An)n € RY une suite de nombres réels quelconques.
3.3 Un compactifié universel

Définition 3.2 Soit G un groupe topologique, soit Rg un ensemble de représentants des classes d’équi-
valences de représentations irréductibles unitaires de dimension finie (V, p) de G. Alors soient :

Go= [] v

(Vip)ERG
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Ly = (@) vpere
On définit Gy comme l'adhérence de ¢(G) dans Go.

Remarque 3 Si G est abélien, alors Gy est un sous-groupe fermé d’un groupe de la forme T, avec E
un ensemble (a priori indénombrable).

Le groupe Gy posséde la propriété universelle suivante :

Proposition 3.1 Soit G un groupe topologique et Gy son compactifié de Bohr, alors pour tout groupe
compact K et pour tout morphisme continu ¥ : G — K, il existe un unique morphisme continu 7 : Go —
H tel que mo ¢ = 1.

GLK

| A

Go

Preuve: On considére le groupe compact K et le morphisme continu ¢ : G — K. On définit H comme
I’adhérence de I'image de G par ¢ dans K. Il s’agit donc d’'un groupe compact. Les représentations
unitaires irréductibles de dimension finie de H donnent des représentations unitaires irréductibles de
dimension finie de G via 1, c’est a dire que Ry 0¥ C R¢, puisque ¥(G) est dense dans H. On dispose
alors du morphisme continu :

i:xe H— (p(m))(v,p)G'RH S H U(V) = I;[()
(Vip)ERH

qui est une injection car les représentations unitaires irréductibles de dimension finie de H séparent les
éléments de H par le corolaire[2.6.1] De plus ¢’est un homéomorphisme sur son image car H est compact.
On peut donc identifier H avec son image i(H ) := Hy. On dispose alors du morphisme canonique suivant,
induit par l'inclusion Ry oy C Rg :

=~ [ vov—= ] v
(V’p)GRG (pr)eRH
On a 7(Gy) C Hy car mo ¢ = io. En effet, m(¢(G)) = i(¢(G)) C i(H) = Hp, donc en passant a
ladhérence, Hy étant fermé : m(Go) C Hp.

Soit j I'injection de H dans K. Le morphisme j oi~*

o 7 convient donc.

GLHC—_>K

Go —— H,
De plus, si 7 : Gg — K est un morphisme continu tel que ¢ = 7 o ¢, alors les valeurs de 7 sur ¢(G)
sont imposées par ’hypothése mo ¢ = 1. Or ¢(G) est dense dans Gy par définition, donc il n’existe qu'un
unique morphisme continu 7 satisfaisant. O

Remarque 4 Cette propriété universelle caractérise Go a isomorphisme bicontinu prés. En effet, si un
groupe Gy satisfait la méme propriété pour un morphisme ¢’ : G — G4, alors le morphisme 7 entre Gy
et G obtenu pour (H,vy) = (G1,¢') est un isomorphisme bicontinu. On appelle donc compactification
de Bohr de G tout couple (¢, K) vérifiant cette propriété universelle ot ¢ : G — K est un morphisme
continu et K est un groupe compact.
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Le groupe compact Gy permet de factoriser toutes les fonctions presque périodiques sur G, comme
le montre la proposition suivante, et donc de ramener ’étude des fonctions presque périodiques sur un
groupe quelconque a ’étude des fonctions continues sur un compact.

Théoréme 3.6 Soit G un groupe topologique et (¢, Go) une compactification de Bohr de G. Les fonctions
presque périodiques sur G sont les fonctions qui s’écrivent f = fo ¢ ou f est une application continue
de Gy vers E un espace vectoriel de dimension finie.

De plus, lapplication continue f est unique.

Preuve: La proposition donne I'existence d’une application fy : Hy — E telle que foony = f.
Or on dispose par la proposition précédente d’'un morphisme 7 : Go — H tel que 7y = 7o ¢. Ainsi
Iapplication f = fy o m convient.

G ! E

Tf
AN
Go —— Hy

De plus, une telle fonction f : Gy — E est déterminée sur ¢(G) par la relation fod=Ff, et ¢ étant
a image dense, et f continue, f est uniquement déterminée, donc il en existe au plus une. O

Avec ce résultat (et modulo le théoréme de Tietze-Urysohn , on démontre un énoncé similaire
a celui du théoréme mais cette fois-ci, le produit par lequel on factorise est indépendant de f, et
contient donc potentiellement une quantité indénombrable de facteurs, puisque le groupe Gy n’est pas
forcément métrique.

Théoréme 3.7 Soit G un groupe topologique. Il existe un ensemble R de représentant de classes d’iso-
morphisme de représentations unitaires irréductibles de dimension finie de G satisfaisant la propriété
suivante :

Les fonctions presque périodiques de G vers un espace vectoriel de dimension finie E sont ezactement
les fonctions f qui peuvent s’écrire sous la forme : f = F o ¢, ou :

¢;{ G = Tlyyer UV)

g =  (p(9)wveer

F: [ vv)—E
(Vip)ER

avec F' une application continue.
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