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1 Le probléme de la percolation fractale

Le modele de la percolation fractale a été construit par Mandelbrot [1], dans ’objectif
de créer par récurrence un ensemble fractal aléatoire inspiré des ensembles de Cantor. Dans
Pensemble de ce mémoire, nous suivons l'article [2] de Chayes, Chayes et Durrett.

1.1 Définition

On considére le carré Ag = [0, 1]? et un entier N. On note pour n € N,1 <4,7 < N" :

i—1 1 —1 3
Bij = [N” ’Nn] x []N" ]\jf”]
On a ainsi itéré n fois un processus de découpage du carré N fois selon ’axe horizontal et
N fois selon I'axe vertical, B}, est le morceau restant dans la i-éme colonne et la j-iéme
ligne.
On va maintenant choisir de conserver, a chaque étape de découpage, chaque carré
avec une probabilité p € [0,1]. Formellement, cela revient & choisir une suite de variables

aléatoires iid (e7';)(; jn)ens suivant une loi de Bernoulli de parameétre p. On définit la suite
d’ensembles :

1’7]7”

— n+1
Apt1 = An N J By
1<, j<Nntl

5’("%1:1

¥
Les ensembles A,, forment une suite décroissante de compacts d’intersection Ao,. Cet en-
semble peut étre défini en dimension quelconque, mais on se concentre ici sur la dimension
2. Les figures 1 & 4 présentent quelques exemples de A,, avec N = 2, n = 9 pour différentes

valeurs de p.

1.2 Problémes soulevés et énoncé des résultats

Aprés avoir réalisé cette construction, différents problémes de la forme "pour quelle
valeur de p tel événement est-il réalisé avec probabilité non nulle 7" se posent. Les événe-
ments en question ont clairement une probabilité croissante en p donc pour chacun d’eux,
il existe un point critique de la forme

sup{p € [0, 1]|P(A) = 0}.

Le probléeme est & chaque fois d’obtenir un maximum d’informations sur ce point critique.
Résumons les problémes de cette forme traités dans ce mémoire :
e Pour quelles valeurs de p ’ensemble résiduel est-il non vide 7 On démontrera la pro-

priété 4 dans la partie 3.1, qui énonce que le point critique associé vaut précisément
1
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e Pour quelles valeurs de p l’ensemble A, admet-il une composante connexe non
1

réduite & un point 7 La propriété 6 de la partie 3.2 minore le point critique par TN
cette minoration est cependant non optimale.

e On dit que Ay est traversable de gauche & droite, ou qu’il y a percolation dans
Aso lorsqu’il existe un point de Ao N {0} x [0,1] et un point de A N {1} x [0, 1]
connectés dans A... Le théoréme 2 de la partie 4.1 permet d’établir que le point
critique est non trivial ie strictement inférieur & 1. Le théoréme 3 permet de montrer
que le point critique associé a ’existence de composantes connexes non triviales est
le méme que celui associé a la percolation. En ce point la probabilité de percolation
est discontinue (theoréme 4) et strictement positive.

e Recouvrons maintenant le plan de copies indépendantes de Ao,. On s’intéresse a la
percolation dans le plan, c’est & dire a ’existence d’une composante connexe non
bornée de R? dans l’ensemble résultant d’une infinité d’étapes de découpages. On
verra dans le théoréme 5 partie 5.2 que le point critique associé a la percolation
dans le plan est le méme que celui associé a la percolation dans un carré.

2 Préliminaires : outils probabilistes

Dans ce premier chapitre, nous allons introduire deux outils probabilistes qui nous
seront utiles par la suite : le processus de Galton-Watson, ainsi que I'inégalité FKG dans
le cas fini.

2.1 Le processus de Galton-Watson

Soit X une variable aléatoire & valeurs entiéres supportée par un espace de probabilité
(Q, A, P), non constante égale a 1 p.s.

Définition 1. On considére les
(Xn,k) (n,k)en

une suite de variables indépendantes de méme loi que X. On définit ensuite le processus :

Zo =1,
Zn,

Zn+1 = ZXn-l—l,k-
k=1

L’interprétation de ce processus est la suivante : le temps est discrétisé, a chaque gé-

nération, chaque individu est remplacé par un nombre aléatoire de descendants, toujours
selon la méme loi. X, ;, est le nombre de descendants du k + 1-iéme individu de la n-iéme
génération, pourvu qu’il existe.
On note dans la suite ® : t — E [tX] la fonction génératrice de X et ®,, celle de Z,,. ®
admet un point fixe en 1. De plus, comme X n’est pas constante égale & 1 ps, ¢ # Id donc
ses points fixes sont isolés (c’est une somme de série entiére) : on note £ son plus petit point
fixe dans [0, 1]. Le calcul des dérivées montre que ® est strictement croissante et convexe
sur [0, 1].



Résultats classiques
Propriété 1. Pour n e N,®,,.1 = &, 0 ®.

Démonstration. Soit t € R, on a :

00 ‘ 00
(I)n+1(t) [tzk 1 Xnt1, k} =K Z 1Zn:jtzi:1 Xnt1k | — ZE
i=0

J=0

Par indépendance, on a donc :

J 00 J
Dy (t ZE 12,] H [tXek] =3P (2, = 5) [ E Y]
j=0 k=1 j=0
D’ou enfin :

B (t ZP B(t) = D ((1)).

Propriété 2. On a les trois égalités suivantes :

IP’(lim ano) =P (3n,Z, =0) = lim P(Z, =0) =¢.

n—oo n—oo

Démonstration. ) { lim Z, = 0} est bien un événement : on peut ’écrire

N UNizl<e

e€Q} NeENn>N

et l'existence de la deuxiéme limite est assurée par la monotonie de la suite consi-
dérée.

e La premiére égalité est une égalité d’événements : & w € Q fixé, si Z,(w) n_>—+>00 0,
elle stationne en 0 car c’est une suite d’entiers. Réciproquement, si elle atteint 0,
elle y stationne par définition du processus.

e Pour tout n € N, {Z,, = 0} C {Z,,11 = 0} donc par convergence monotone on a
bien la deuxiéme égalité.

e Notons [ = lim P(Z, =0) on a bien que [ = lim ®,(0) est un point fixe de ®. De

n—oo n—oo

plus 0 < ¢ donc par croissance de @,

P (0) < Pn(€) =¢

Le passage a la limite donne :
I<¢,

d’o1l finalement par minimalité de £ :

lim P(Z, =0) = £.

n—o0



Propriété 3. On note m = E[X]| = ®'(1). Deux cas se présentent :

1. Sim <1, £ =1 donc presque sirement :
neNZ,=0

ie la population s’éteint presque sirement en temps fini.

2. Sim > 1, ® admet un point five strictement plus petit que 1 : la population survit
avec une probabilité strictement positive.

Démonstration. Pour le cas m < 1, on exploite la convexité de @ : la courbe de ® est au
dessus de sa tangente en 1. Si la tangente en 1 est au dessus de y = x, ie si m < 1, alors 1
est le seul point fixe.

Sim > 1 comme ®(0) > 0,® admet un point fixe dans [0, 1].

Pour compléter ceci dans le cas m = 1, on raffine : ® est soit strictement convexe soit
affine (c’est une série entiére a coefficients positifs). Si @ est affine et m = 1 alors ps X =1,
on a exclu ce cas d’emblée. Sinon, la stricte convexité de ® permet d’affirmer que dans le
cas ol m = 1, elle est strictement au dessus de la droite y = = sur [0, 1], ce qui conclut :
le plus petit point fixe est 1. O

2.2 L’inégalité FKG

L’inégalité FKG est un outil fondamental en percolation. Elle a été d’abord démontrée
dans le cas particulier d'un univers de la forme {0, 1}? avec j fini par Harris dans [3], puis
élargie dans [4]. Pour I’énoncer, nous aurons d’abord besoin de quelques définitions.

L’inégalité Dans toute cette section, nous nous plagons sur ’espace de probabilité
(Q,P(R2),P), ou Q = {0,1}’, J est un ensemble fini, muni de la mesure produit de |J| lois
de Bernoulli de méme paramétre p. Ainsi, le modeéle considéré est adapté au concept de
percolation avec un nombre fini de sites.

Définition 2. On munit Q de l'ordre partiel suivant : si w,w’ € Q
w< eVie{l,.. |J|}w <.

Soit A € P(Q). On dit que A est croissant si pour tous w,w’, (w € A,w' > w) = w' € A.
De plus, soit X une variable aléatoire supportée par (Q, P(Q),P) et a valeurs dans R. On
dit que X est croissante lorsque wi < wo = X (w1) < X(w2).

Ces définitions en main, nous pouvons maintenant énoncer I'inégalité FKG.

Théoréme 1. (Inégalité FKG)
Soient X et Y deux variables aléatoires supportées par (2, P(Q),P) et a valeurs dans R.
On suppose que X,Y sont croissantes. Alors on a :

[E[XY] > E[X]E[Y] |




Démonstration. ® On commence par le démontrer dans le cas ol 'ordre sur  est total.
Dans ce cas, on peut considérer 'application suivante :

F:(w,)eQx 0 (X(w)— X(W))(Y(w) —Y(w))

ot 'ensemble produit est muni de la probabilité produit. Du fait des croissances respectives
de X et Y, cette application est & valeurs dans RT. Ainsi, en intégrant contre la mesure
produit on obtient :

0 < AXQF(w,w')d(P®P)(w7w')

B /m (X(@)Y (w) - X @)Y (&) = X(@)Y (@) + X ()Y () d (P& P) (w,w)
= 2E(XY) - 2E(X)E(Y)

en utilisant le théoréme de Fubini-Tonelli pour intégrer contre la mesure produit. D’ot1 le
résultat lorsque 'ordre est total.

e Démontrons maintenant le théoréme dans le cas général. Notons O = {0,1}, et
démontrons que deux variables aléatoires supportées par 2, = O" vérifient I'inégalité
annoncée. Pour ce faire on procéde par récurrence : l'initialisation reléve de la preuve
précédemment effectué puisque O est totalement ordonné.

Supposons le résultat démontré au rang n—1. Soient X, Y croissantes et supportées par {2,,.
Introduisons E[X |wy,] I'espérance conditionnelle de X par rapport a la n-iéme coordonnée
d’un événement w € §2,, a savoir la variable aléatoire définie par :

E[X|wy] = 1X(w1,...,wn)d(IP>® o QP) (wi, ..., wp—1)
On—
Alors par croissance de U'intégrale, E[X |wy] est toujours croissante, et d’apres le théoréme
de Fubini on a la propriété suivante : E[E[X|w,]] = E[X].
Soit maintenant w, fixée et X la variable aléatoire supportée par 2,1 et définie par

X(wi,y.ooywp—1) = X(wi,...,wy). Alors X est toujours croissante. D’aprés 'hypothese de
récurrence on a :

Or, E[X] = E[X|w,]. Donc
E[XY|w,] = E[XY] > E[X]|E[Y] = E[X |w,]|E[Y |wy].
Enfin, il suffit de passer cette inégalité aux espérances pour obtenir

E[XY] > E[E[X |wn]E[Y [wn]] > EE[X|w,]JE[E]Y |w,]] = E[X]E[Y].

ou l'inégalité du milieu est justifiee par le fait que E[X|w,]| et E[Y|w,] sont croissantes
et supportées par O qui est totalement ordonné, donc vérifient I'inégalité de corrélation.
D’ou l'inégalité FKG dans le cas o 'univers est un produit fini d’ensembles totalement
ordonnés. O



Remarque 1. On dispose d’un analogue de l'inégalité FKG lorsque les événements X et
Y sont tous deuzx décroissants (resp. l'un est croissant et lautre est décroissant). En effet,
dans ce cas on a E[XY] > E[X]E[Y] (resp. E[XY] < E[X]E[Y]).

Un corollaire utile : le "square root trick" L’inégalité FKG va nous étre utile dans
notre probléme sous la forme plus simple suivante : Si A et B sont deux événements
croissants, alors on a P(A N B) > P(A)P(B). Pour le voir, il suffit d’appliquer 'inégalité
FKG aux variables aléatoires indicatrices de nos deux événements, elles aussi croissantes.

Corollaire 1. (Le "square root trick”) Soient A1 et Ay deuxr événements croissants. Soit
A = Ay U Asg, et supposons qu’on a P(Ay) = P(As). Alors on a

P(A;) >1— (1 - P(A))z.
Démonstration. Cette majoration s’établit grace aux inégalités suivantes :

(1-P(A1))* = P(Af)?

= P(A7)P(A3)
< P(A7NA35)
= 1-P(A)
puisque le complémentaire d’un événement croissant est décroissant. O

3 Premiers résultats

On commence par démontrer quelques résultats concernant la forme de 'ensemble A
en fonction de la valeur du paramétre p.

3.1 A, est-il vide?

On note

Qo = {Aoo 7& Q)}

Propriété 4. . On a ’équivalence suivante :

1
IP(QO)>0<:>p>W.

Démonstration. Fixons n € N. Soit Z, le nombre de ij contenus dans A,. Z, suit un
processus de Galton-Watson oil chaque individu (un carré de taille ﬁ) donne naissance
a un nombre de descendants (carrés de taille ﬁ) suivant une binomiale de paramétres
(N2,p). En conséquence, l'espérance de la loi de reproduction du processus de Galton-
Watson est N2p et on a extinction presque sdre si et seulement si p < ﬁ

Si l'on a extinction en temps fini, A,, est vide pour n assez grand donc A, = (). Si I'on n’a
pas extinction en temps fini, A, est une intersection décroissante de compacts non vides,

elle est donc non vide. O



De plus dans ce cas, la propriété 3 donne que P () est la plus grande solution de
I’équation d’inconnue x :

(1—p)+p(l—2)N =1-u

3.2 Premiéres propriétés de connexité
Propriété 5. Soit x n'étant pas un nombre N-adique (a; ¢ {%,m,n € N}), alors

P(Amn{x}x[o,l]:@):o@pg%.

1
En particulier, dés que p < N les plus grandes composantes connezes de Ao, sont des

points.

Démonstration. On note S = {z} x [0,1]. A 'étape n, les carrés B}'; qui intersectent S

le découpent en N™ segments verticaux S} = {z} x [ %V;f, ﬁ} On note Z,, le nombre

de segments S inclus dans A,. Le n + 1-iéme découpage sépare chaque 57 de A, en N
segments, chacun restant dans A, 11 ssi 'unique carré qui le contient y reste, c¢’est & dire
avec probablité p. Ainsi Z, suit un Galton-Watson, chaque individu ayant en moyenne Np
descendants. On conclut de méme que précédemment. O

La proposition suivante permet ensuite d’affiner la borne obtenue sur p pour que les
composantes connexes de A, soient des points.

Propriété 6. Sip < ﬁ, alors presque sdrement, les composantes connexes de A sont
des points

Démonstration. Soit x un nombre N-adique. On dit que le segment ST = []N;nl, ﬁ} x {z}
est manquant si I'un des deux carrés adjacents du n-iéme découpage l'est. Soit Z,, le nombre
de segments non manquants & 1’étape n, a partir d’un certain rang, Z, suit un processus
de Galton-Watson de moyenne p?N. Donc, si p < Tlﬁ’ presque strement, en temps fini,

tous les S}"‘ sont manquants.
Soit w € €2 et n tels que les 7 solent tous manquants. Alors on a un chemin C

traversant [0,1]% verticalement, vérifiant

CNAy C {x,]\‘zn,l SjSN”} =:D.
Ce chemin peut étre choisi arbitrairement proche de = x [0,1]. On a presque sfirement
qu’en un nombre fini k d’étapes supplémentaires D N A, = 0 car D est fini. Ainsi
presque stirement il existe en temps fini des chemins reliant le haut du carré au bas du
carré arbitrairement proches de S dans A.

De méme, on peut avec probabilité 1 construire un chemin reliant la gauche & la droite
du carré arbitrairement proche d’un segment N-adique horizontal qui est dans AS en
temps fini.



Soit maintenant € > 0 et des N-adiques 0 = ag,...,ag =1 telsque VO <i<d—1,e <
air1 — a; < 2. Presque sirement, il existe des chemins Cy, ..., Cy traversant [0,1]% de
haut en bas et Cy, ..., C’ traversant [0, 1]? de gauche a droite, dans AS_, tels que

YO0 <1< d,d(C’Z,{al} X [O, 1]) <

Wl m

et
V0 <i <d,d(Cl[0,1] x {a;}) < g

Le quadrillage engendré par les C; et les C] permet d’assurer que deux points de la méme
composante connexes de A, ont des abscisses différant au plus de (2 + %)5 = ag, de
méme pour les ordonnées. Ainsi leur distance est majorée par v/2ae. Le diamétre de toute
composante connexe est inférieur a ce méme majorant.

Bref : Pour tout £ > 0, les composantes connexes de Ay, ont p.s un diamétre inférieur
a €. En prenant une suite £, — 0 on conclut sans probléme : presque strement toutes les
composantes connexes de Ay, ont un diamétre nul : ce sont des points. O

4 Traversée horizontale

4.1 Existence d’un point critique

Soit & € Ag, on note Cy,(z) la composante connexe de A,, contenant x. Si x ¢ A,, par
convention Cp(z) = (. On note

By = {z € Ay, Cp(z) N {0} x [0,1] # 0, Cu(z) N {1} x [0,1] % 0}.

Ainsi, B, représente ’ensemble des points de A, qui sont reliés aux deux segments verti-
caux {0} x [0,1] et {1} x [0,1] dans A,,. On définit également :

+oo
By = ﬂ Bna
n=0
Ql = {BOO ?é (D}a
pe(N) = inf{p, P (1) > 0}.
Pour n € NU {oo}, on dira que A,, est traversable si B,, est non vide.

Théoréme 2. Pour N > 2,p.(N) < 1.

Démonstration. On note pour cette démonstration S = {0} x [0, 1] Traitons le cas N > 3 :
On souhaite démontrer que
Jp < 1,P(wy) > 0.

La preuve dans ce cas se décompose en trois étapes :
e On montrera dans un premier temps que si pour tout n € N, B,, # () alors By, # 0.
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e On démontrera ensuite que si, & chaque étape on ne retire d’'un n-carré qu’au plus
N? —1 (n + 1)-carrés, alors A, est traversable, et ce pour tout n.
e Enfin on démontrera qu’il existe p < 1 tel que ceci arrive avec une probabilité
strictement positive.
Démontrons donc ces trois résultats successivement :
e Montrons dans un premier temps que

Vn €N, B, #0 = By # 0.

On va pour cela démontrer que les B, sont fermés donc compacts, leur décroissance
impliquera le résultat. Il suffit donc de montrer qu’an fixé : {x € A,,, Cp(x) NS # O}
est fermé. Fixons n et considérons une suite (x,) & valeurs dans A, telle que pour
tout p, Cp(xp) NS # 0, on suppose que (xp) converge vers x dans A,. On a alors,
pour tout p l'existence d’un point y, de SN A, tel que x, et y, sont dans la méme
composante connexe. Quitte & extraire, y, converge vers y dans S N A,. Vue la
structure de A, NS (c’est une union finie d’intervalles), & partir d’'un certain rang
Yp et y sont dans le méme B} donc sont connectés. On a donc & partir d’un certain
rang z, € Cp(yp) = Cr(y), or les composantes connexes sont des fermés de A,, donc
x € Cp(y). Ainsi x est connecté a S dans A, donc z € {z € A,,,C,(2) NS # 0}.
On a ainsi démontré que B,, était fermé.

e On veut maintenant démontrer que si chaque carré pére engendre au moins N? — 1
carré fils, alors Vn < ng, B, # (), ce qui se voit bien sur un dessin.
Soit un événement w € () telle que I’hypothése soit vérifiée et démontrons par
récurrence que tous les By (w) sont non vides. Dans la suite on notera B, = By (w).
By = Ag est trivialement non vide.
Pour I'héréditeé, supposons qu’a un rang n fixé, B, est non vide. Chaque B}’ N An
est clairement connexe donc si Bf‘j N B,, # () alors Bi"j C B,. 1l existe donc une suite
de carrés Bj; tous dans By, dont le premier vérifie ¢ = 1, le dernier i = N, et dont
deux carrés consécutifs partagent tous une aréte.
A i et j fixés, les sous carrés de taille ﬁ inclus dans Bj} sont les

(Br}—i;l) i/, 3" )E[N(i—1)+1;N(i—1)+N|x[N(j—1)+1;N(j—1)+N]>»
73 )@ JDEN =)+ LN =1+ NIXIN (= D4+ LN (= 1)+ ]

au plus un d’entre eux est dans A§ ; (par I'hypothése). Cela permet d’assurer

que BN Ajn41 reste connexe, et d’autre part que si By et B;}j, sont deux carrés

consécutifs de la suite considérée précédemment, Bj: N Bj, N Apy1 # 0 car au

plus 2 des NV segments de taille de leur aréte commune sont dans A,

n+1
et N > 3. Ainsi Bi: N B;}j, N An+]1vreste connexe et non vide. L’intersection I de
la suite considérée précédemment avec A,.1 reste un connexe non vide de A,
contenant un point sur le segment {0} x [0, 1] et un sur le segment {1} x [0, 1]. Donc
0#1C Bny

e On souhaite donc maintenant démontrer que cette hypothése est raisonnable, ie
qu’elle arrive avec probabilité positive pour un p < 1. Pour cela on appelle "bonne"
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une issue telle que A; contient au moins N2 —1 des B}] On appelle "(trés)™ bonne"
une issue telle que A; contient au moins N? — 1 (trés)”~! bons carrés.

On appelle 6,, la probabilité d’avoir une (trés)” bonne issue ie soit de garder N2
carrés dont N2 —1 ou N2 sont (trés)”~! bons, soit de garder N? — 1 carrés qui sont
tous (trés)” ! bons. On a donc :

Opis = p~ (952 + N2V (1 — Hn)) + N2V (1 -yl
en considérant que , ,
0y = p"" + N*p" (1 —p).

On note
o) = pV* (V' + N2V 1 — )+ NV - p)at
de sorte qu’en posant 6_1 = 1, on ait :
Ym > 0,0, = ™ (1).

Par définition des événements "étre une (trés)” bonne issue", 6, est décroissante
minorée donc converge vers un point fixe de ¢. Ce point fixe se trouve étre le plus
grand des points fixes de ¢ sur [0, 1] par le méme argument qu’a la propriété 3.
Posons pour alléger o = pN2 et 8= NQpNQ*I(l — p), de sorte que :

2

o(x) = (N2oz + B) N (N? — Dazx

On veut montrer que ¢ admet un point fixe strictement positif, pour cela, on va se
contenter de montrer que ¢(1 —¢) > 1 — & pour un ¢ bien choisi, car il est clair que
¢(x) < x lorsque x est suffisamment proche de 0.

Les DL classiques donnent que pour £ > 0 suffisamment petit ( ¢ < NI_3 exac-
tement), on a :

1—e)™1 > 1-(N2-1)

N2(N% -1
(1—5)N2 < 1—N25—|—(2)52
D’otu lorsque € < m:
NAN?-1)
p(1—¢) > (NQa—i—ﬂ)(l—(N2—1)5)—(N2—1)a(1—N25+f5)
N2 N2_1 2
> a—i—B—(NQ—l)ﬁa—Maz.

2
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1
Si l’onadeplusg<m:
N2 N2_12
¢(1—£)2a—(2)52.

1
On veut donc trouver € < NI_1 tel que :

N2(N?2-1) ,
— ¢ —e+1—-a<0.

1 1

L’étude de ce trindbme montre qu’il admet un minimum en < ,
4 N2NZ-12 S NZ-1

ce minimum est négatif lorsque

[ -
v (- )

ce qui conclut a ’existence d’un point fixe strictement positif pour ¢.

Finalement, on a ainsi lim#, > 0, ce qui montre qu’avec probabilité strictement
positive, on a une issue (trés)” bonne pour tout m.

Si w est un (trés)™ bon événement pour tout m alors Ag contient au moins N2 — 1
Bilj qui sont (trés)™ bons pour tout m. Notons A (w) I'union de ces carrés. On note

As(w) 'union des Bi2j7 inclus dans A; (w), qui sont (trés)™ bons pour tout m : chaque
B;j' de A;(w) en contient au moins N2 — 1. La suite des Ag, A1(w), Ay (w), ... ainsi
construite est une suite déterministe qui vérifie elle I’hypothése du 2, donc également
sa conclusion. Comme Ay (w) C Aso(w), Aso(w) est traversable.

On a ainsi conclu dans les cas N > 3.

Reste a traiter le cas NV = 2 : on procéde par couplage avec le cas N = 4. L’idée est
de construire un processus de percolation fractale (Ay,) pour N =4 et p €]p.(4), 1] et un
processus (A,) pour N = 2 et p €]0, 1] bien choisi tel que Vn € N, A4, C Ag,. Alors, tout
carré présent a ’étape n dans le cas N = 4 est présent a 1’étape 2n dans le cas N = 2.
Dés qu’il y a percolation avec probabilité strictement positive dans le cas N = 4, il y aura
percolation avec probabilité strictement positive dans le cas N = 2. Par ailleurs, si ’'on
sait coupler A; avec Ay, on saura établir ce couplage pour tout n.

Si I'on arrive & coupler les quatre carrés du quart supérieur droit de A; avec celui de
Ay, on pourra coupler A; avec Ay car les quarts sont choisis indépendamment dans A; et
dans Ay. On s’intéresse donc aux 4 carrés de coté i situés dans le coin supérieur droit. Le
processus normal pour déterminer le statut"vide" ou "plein" de ces carrés consiste dans le
cas N = 4 a tirer 4 Bernoulli iid de paramétre p, définissant chacun 1’état d’un des carrés,
dans le cas N = 2 & tirer 5 Bernoulli iid de paramétre p, la premiére déterminant si le
quart en question est vide ou plein, et si il est plein, les 4 suivantes déterminent séparément
I’état de chacun des 4 carrés. Plutot que de fonctionner ainsi, on choisit un fonctionnement
différent mais qui est équivalent du point de vue des lois : on a deux variables X et X a
valeurs dans {0, ...,4} qui détermineront le nombre de carrés pleins dans le coin supérieur
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gauche, puis 5 variables uniformes (Ui)ie{07_._74} & valeurs dans {1, ceey (11)} qui déterminent
la disposition des carrés pleins parmi les 4 emplacements disponibles : le coin supérieur
gauche de 1212 est déterminé par Uy et celui de Ay par Ux. On peut choisir les U; de sorte
que si ¢ < j, pour tout événement w, les carrés pleins de U; sont pleins dans U;. Des lors
si on arrive a coupler X et X de sorte que X < X, on aura réussi.

1l est clair que X suit une loi binomiale de paramétres (4,p), laloi de X est en revanche
moins simple, mais ce n’est pas grave. Pour avoir X > X, il suffit d’avoir

Fo=1F3 < Fx = F,4

ou Fy désigne la fonction de répartition de la variable aléatoire Y. Or, X et X suivent des

lois & valeurs de {0,...,4}. Ainsi, Fy et Fy sont deux fonctions croissantes et constantes

par morceaux sur les intervalles [k, k + 1], pour k£ € {0,...,3}. Pour obtenir la condition

désirée avec une valeur de p non triviale, il est donc suffisant de choisir une valeur de p

différente de 1 pour laquelle F»(3) < F4(0). Or, on a F4(0) = (1—p)* > 0, et F»(3) — 0,
P

donc une telle valeur existe bien.

Pour achever le couplage, il suffit de se donner V' une variable aléatoire suivant une loi
uniforme sur [0, 1], et de définir X = F4_1(V) pour p. < p < 1 (par ce qui précede) et X =
Fg_l(V) pour p choisi comme précédemment. Alors dans ce cas, tous les carrés conservés
dans Ao (cas N = 4) le sont également pour A, (cas N = 2). Donc p.(2) < p < 1, ce qui
achéve la preuve du théoréme. O

4.2 Etude de la transition de phase

Le théoréme 2 montre ainsi que la probabilité critique p. est non triviale : il y a donc un
phénomeéne de transition de phase, ce qui donne son intérét mathématique au modéle
étudié. Le but de ce qui suit est d’étudier de maniére plus fine cette transition : que se
passe-t-il juste avant, juste aprés et au point critique ?

Nous allons voir que la transition de phase est plus violente que dans le modéle de perco-
lation "classique" sur Z2, comme le montre le théoréme suivant.

Théoréme 3. Sip est choisi de sorte que P(As contient une composante connexe non
réduite a un point) > 0, alors on a p > p..

Ainsi, ce théoréme montre que ’on passe directement d’un modéle oul les composantes
connexes sont des points & un ensemble qui posséde un chemin traversant de gauche a
droite avec probabilité strictement positive!

Pour démontrer le théoréme 3, nous nous reposerons sur le lemme essentiel suivant :

Lemme 1. Considérons le réseau 72, ot 'on place dans chaque carré [k, k + 1] x [4,7 + 1]
une copie indépendante des A, et appelons lensemble obtenu A’ . Notons alors Qg j

Uévénement : "il existe une traversée horizontale de ALy’ = Al N[0, K] x [0,J]”. Alors
on a implication suivante :

P(QLQ) >0= P(Qljl) > 0.
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Démonstration du lemme 1. On fait la preuve pour le cas N > 3 (on traitera le cas N = 2
a part a la fin de cette preuve). La preuve de ce lemme requiert quelques définitions et
dessins. On commence par désigner par ST un carré de la premiére colonne de A,li’z, par
S% un carré de la i-éme colonne de A};Q, pour ¢ € {1, e ,N"‘l}, par 17" un carré de la
j-iéme colonne de AL pour j € {(N —1)N™L ,Nm}, et enfin par 75" un carré de la
derniére colonne de Arl;?.
On définit également 'événement suivant : C(S7, 82, T, Ti") = {AL? contient une

composante connexe, qui contient elle-méme un chemin C qui traverse horizontalement
ALZ et tel que le début de C connecte la face gauche de ST a la face droite de S5 en
restant dans les ¢ premiéres colonnes de ALZ et tel que la fin de C relie la face gauche de
T7™ avec la face droite de T5" tout en restant dans les N™—j+1 derniéres colonnes de ALZY.
Cet, événement est visible sur la figure 5.

a0 | )
‘3—'1
N A
;o
N e
/ /
e A
ol T
5:_.:"‘.-'_'/

FIGURE 5 — L’événement C(ST, Sy, 17", 15")

Etant donné que P(€;2) > 0, on obtient que pour tous m,n € N on peut trouver

T, Sy, T, T35 tels que P(C(ST, S%, 17", T5")) > 0. Supposons que ST et S5 ne sont pas

situés sur la méme ligne, et que de méme 77" et 15" ne sont pas situés sur la méme ligne.

Alors la figure 6 montre comment construire une traversée horizontale de ’ensemble AN?.

D’aprés 'inégalité FKG, cette traversée advient donc avec une probabilité strictement

positive. En outre cette traversée réalise évidemment une traversée de ’ensemble ANN.
On obtient donc que P(2y,n) > 0, ce qui permet d’arriver au résultat attendu :

P(Ql,l) Z P(Ql,l et V1 S ’L,j S N2€an = 1) = P(QLl’Vl S Z,] S NQ,E% = 1)pN2 = pN2]P)<QN,N)
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.

FI1GURE 6 — La construction pour N = 3

Pour tous n,m, on peut trouver des ST, Sy, 17", T3" avec P(C(ST, S5, 17", T5")) > 0.
Reste a prouver que 'on peut effectivement supposer qu’il existe n € N tel que ST et 5%
ne sont pas situés sur la méme ligne, et m tel que 77" et T3 ne sont pas situés sur la méme
ligne.

Pour commencer on montre qu’il existe n € N, tel que pour tout m € N, il existe
T, T3 tels qu’avec probabilité non nulle C(ST, Sy, 11", T5") est réalisé et ST et Sy ne
sont pas situés sur la méme ligne. Par ’absurde, si ce n’est pas le cas, alors pour tout n,
avec probabilité P(€; ») il existe une des N™ lignes de la colonne [0, 3] x [0, 2] telle que le
chemin horizontal traverse chaque carré de cette ligne. Ainsi, il existe une ligne L de carrés
de bords N~" de la colonne [0, 4] x [0, 2] telle que

P("les carrés de L sont tous pleins') >
( p )2 S

P(Q1,2>.

D’autre part, on peut aisément avoir la majoration :

P(la premiére ligne a ses N™~! premiers carrés ouverts ) < PV
Ainsi, on obtient
n—1
P(ng)an < QpN

ce qui est absurde pour n suffisamment grand (on a supposé n > 3).

Puis, ceci étant prouvé, on sait qu’il existe ng € N tel que pour tout m € N, avec
probabilité non nulle C(S7°, 55°, T1", T5") est réalisé et S7° et S5° ne sont pas situés sur
la méme ligne. On se place donc sur cet événement, et le méme raisonnement sur m nous
démontre qu’il existe mo € N tel qu’avec probabilité non nulle, C(S7°, S5°, 77", T5™) est
réalisé, ST et S5° ne sont pas situés sur la méme ligne et 77" et 75 ne sont pas situés
sur la méme ligne
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Enfin, le cas N = 2 se traite exactement de la méme maniére, a la précaution preés
qu’on doit considérer des n,m > 2 (afin que la premiére et la derniére colonne soient bien
séparées par au moins une autre colonne). O

Passons maintenant a la démonstration du théoréme 3.

Preuve du théoréme 3. Supposons que p est choisi de sorte que A, contient une compo-

sante connexe non réduite & un point avec probabilité strictement positive, et notons C' une

de ces composantes connexes. Notons p; : R?> — R la projection sur I’axe des abscisses et

de méme po la projection sur 'axe des ordonnées. Si A désigne la mesure de Lebesgue sur

R, alors soit on a A(p1(C)) > 0, soit on a A(p2(C)) > 0, puisque C' est supposée connexe

et non réduite & un point. Dans le premier cas, on peut trouver n € N et une colonne K,
1

de largeur 5 tels que C traverse horizontalement K,. Dans le second cas, on trouvera

une ligne L,, traversée verticalement par C'. Dans la suite on se restreindra au premier cas
™

(le systéme est invariant par rotation de 7). Notons Sy,...,Syn les carrés de K, dans
Pordre, et on considére un chemin v : [0,1] — C'N K, qui commence dans le bord gauche
de K, et finit dans son bord droit. On note v* = ([0, 1]). Deux cas peuvent se présenter,
ils sont représentés sur la figure 7 :
o [l existe au moins trois carrés S;, Sit1,9;+2 de K, tels que v* N S;, v* N Siyq,
YN SH_Q 75 0.

e Il existe au plus 2 carrés S; et Sji1 tels que on ait v* N.S; # 0 et v* N .Sj11 # 0.

\

FIGURE 7 — Les deux possibilités

Dans la mesure ot ces deux possibilités recouvrent I’événement " A, contient une com-
posante connexe non triviale", lui méme de probabilité positive strictement, un de ces deux
cas admet une probabilité strictement positive.

Si le premier cas admet une probabilité non nulle, alors avec probabilité non nulle A,
traverse S;4+1 N Ay verticalement. Ainsi, toujours avec probabilité non nulle il existe un
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carré de taille 1\}" traversé par As. Or si P(€Q;1) = 0, alors pour tout i, la probabilité de

traverser S;, ie p"P(£21,1) (par changement d’échelle) est nulle. Donc

P(3i, Ay traverse S;) < ZIP’(AOO traverse S;) = 0.
i

Ainsi nécessairement P(£21.1) > 0.

Si le second cas est de probabilité non nulle, A, traverse horizontalement un groupe
de deux carrés consécutifs avec probabilité strictement positive ce qui est impossible si
P(Q2) = 0, par des arguments semblables & ceux du cas précédents. Donc P(£2; 2) > 0,
et le lemme précédent s’applique : on obtient encore une fois P(€2;1) > 0, ce qui achéve la
démonstration. O

Une autre question intéressante & se poser est la suivante : y a-t-il percolation au point
critique avec probabilité strictement positive? Ce probléme est une question primordiale
en théorie de la percolation. Par exemple il est connu dans le modéle "standard" sur Z?2
qu’il n’y a pas percolation au point critique, mais la méme question sur Z3 n’a a ce jour
pas été résolue. Dans notre modéle, la situation est différente : le théoréme suivant affirme
qu’il y a percolation avec une probabilité strictement positive a pc.

Théoréme 4. La fonction 0 : p € [0,1] — Pp(1,1) est discontinue en p.. En fait, 6(p.) >
0.

Démonstration. On va commencer par démontrer que la fonction 6 est continue & droite.
Tout d’abord, on montre que 6 est semi-continue supérieurement, ie que pour tout o €
[0, 1], Pensemble {p € [0, 1],6(p) < a} est ouvert. En effet, si 'on note

O, :p € [0,1] — P(Q},), alors on a la convergence simple 6, T> 0 en décroissant. Or,
’ n—0o00

les fonctions 6,, sont toutes continues (en fait elles sont polynomiales), donc en particulier
elles sont semi-continues supérieurement. Puis :

{p€0,1,0(p) < a} = {p € [0,1], inf 6. (p) < a} = U {pel0,1,0u(p) < a}
neN

qui est un ouvert comme union d’ouverts.

Mais 6 est une fonction croissante (un argument classique de couplage le montre). Or,
il est clair qu’une fonction croissante semi-continue supérieurement est continue & droite.
Donc 6 est continue & droite.

Cette remarque montre que la discontinuité de 6 est équivalente a la stricte positivité
de 0(p.). Passons maintenant a la démonstration de ce point. Par le lemme 1, il suffit
de démontrer que P, (12) > 0. Par la suite, pour simplifier les notations, on notera
7(p) = Pp(Q12). Soit p > 0, et supposons que ;o soit réalisé. Alors pour tout entier

j € {l,...,N}, 'un des deux événements suivants est réalisé (comme dans la preuve du
théoréme 3) :
e ) = "Aprés une division, un des 2N carrés S; de la j-iéme colonne de [0, 1] X

[0,2] N AL, est traversé verticalement".
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e F5 = "Aprés une division, un des 2N — 1 rectangles S; U S;11 de la j-iéme colonne
de [0,1] x [0,2] N AL est traversé horizontalement".
Mais alors on obtient

7(p) < P(E1 U )N < (P(Ey) + P(E2))" .

Or, en notant V(S;) (resp H(S;)) I’événement "S; est traversé verticalement" (resp hori-
zontalement), on a

P(E1) < 2NP(V(S;))
= 2Npb(p)
et
P(E;) < ZP(H(&‘ U Sit1))
< (2N = 1)(P*7(p) + 2p(1 — p)8(p))
= (2N = 1)p*7(p) + (4N — 2)p(1 — p)8(p)
< (2N — 1)7(p) 4+ (4N — 2)pb(p).

T(p)¥ < (2N —1)p?*r(p) + (6N — 2)pi(p)
< (2N —=1)7(p) + (6N —2)0(p)
< (8N —3)r(p),

ou la derniére ligne est justifiée par le fait que 7 > 6.
Ainsi, si 7(p) > 0, alors on obtient

Tp) 2 <8N1— 3>NN_1 '

Donc 7 est discontinue. Comme 7 est également continue & droite (c’est sensiblement la
méme preuve), on obtient 7(p.) > 0, donc 6(p.) > 0, ce qui achéve la preuve. O

5 Percolation dans R?

On s’intéresse a nouveau au plan recouvert de copies indépendantes de A, le but étant
d’étudier la probabilité de percolation dans ce cas. On souhaite démontrer que la probabilité
critique d’existence d’une composante connexe non bornée est égale & p.. Deux lemmes
notés (a’) et (b’) sont essentiels a la démonstration de ce théoréme, on les démontrera dans
un premier temps. Pour cela, la stratégie va étre d’adapter des résultats de percolation par
sites & notre modéle de percolation fractale.
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5.1 Enoncé et preuves des lemmes en percolation par sites

On se place donc dans le modéle connu de la percolation par sites, ou chaque site est
ouvert avec une probabilité p et fermé avec un probabilité 1 — p, indépendamment des
autres : on notera pg s la probabilité qu’il y ait un chemin traversant horizontalement le
rectangle {1,..., K} x {1,...,J}.

Propriété 7. On a les inégalités suivantes :

(A)Soient k,L € N. Si pr.1, > 1 —¢, alors ppr.r, > 1 — hy(e), on hi(e) —0> 0 indépen-
e—

damment de L.

1
(B) Si par,L > 1 — 2—56(% 0.99), alors pory, ok-1yy, > 1 — %exp(—Qk_l),

Pour ce faire on commence par le lemme suivant (qui est 'initialisation pour k = % de
Iinégalité (A)).

: ‘inégalité >(1—/T=pro)
Lemme 2. On a l'inégalité psL g, > (1 1—-pL1)

Démonstration. (Lemme)

On se place dans le rectangle R = [0, 3£] x [0, L]. Si s est un chemin traversant [0, L] x [0, L]
de gauche & droite et orienté dans ce sens et supposé sans cycles, on définit les ensembles
suivants, visibles sur la figure 8.

2 P"E\iuq}ﬁ .)

FIGURE 8 — Les différents ensembles considérés

e s, est la portion de s située entre la derniére fois ou s croise la droite {%} x [0, L]
et {L} x [0, L].
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e s, est le symétrique de s, par rapport a la droite {L} x [0, L].
e B(s) est I'ensemble des points de [0, L]2 situés strictement sous les arétes de s.
o A(s,Us,,) est ensemble des points de [%, %] x [0, L] situés strictement au dessus
des arétes de s, U s;. .
On définit également les événements suivants :
e F, = {s est le chemin ouvert le plus bas reliant {0} x [0, L]a{L} x [0, L]}.
e F, = {1l existe un chemin s reliant [%, %] x {L} et s, dans A(s, U spr) \ B(5)
et vérifiant : V1 < i < k, s, € s ou s, est ouvert}.
o F! = {Il existe un chemin ouvert reliant [%,2E] x {L} a s, dans A(s, Us,)}
o« G = U EsN F,
s chemin tel que le premier point de s, est d’ordonnée inférieure & %
e H = {Il existe un chemin ouvert reliant {%} x [0,L] a {%} x [0, L]
dont le premier point a une ordonnée supérieure a %}
Ces définitions en main, on peut attaquer la preuve du lemme. Observons que si G N H
est réalisé, il existe un chemin traversant de gauche & droite dans R, comme le montre la

figure 9 :

FIGURE 9 — 1l existe un chemin traversant : on suit les chemins noir, puis vert et rouge

Il suffit donc de démontrer que

P(GQH) > (1— wl—pL,L)g.

Comme G et H sont des événements croissants, d’aprés l'inégalité FKG, on a
P(GN H) <P(G)P(H). On estime séparément ces deux termes.

21



L 3L
Si A = {1l existe un chemin horizontal traversant dans[g, 7] x [0,L]}, Ay = H et

Ay = {1l existe un chemin ouvert traversant dans[Z, 2£] x [0, L] dont 1'ordonnée

du premier point est inférieure a %}, le square root trick assure que

P(H)>1—-\/1-pr1

Pour estimer P(G), on écrit P(G) = ZIP’ E,NFy) ZIP’ P(F,|Es).

Or, Fs et Eg sont indépendants (c’est 1’1nteret de s etre mis dans le contexte de la perco-
lation par sites) : en effet, Fy ne dépend que des points de (A(s, U s,.) \ B(s)) U s tandis
que Ej dépend des points de B(s).

De plus, si F! est réalise, Fy est réalisé, comme le montrent les deux dessins de la figure
10 :

e "1
) ou
C/S\- A C l —a? =
b diredrament f5 e ’5‘-‘6““
m ae)& 2n wonkour nu\t
BLs) "e-‘a K;uwv\
vart

FI1GURE 10 — Les deux possibilités qui réalisent F

Ces deux observations nous permettent d’affirmer que P(Fs|E,) = P(F5) > P(FY).

Une application du square root trick avec les événements Ay = F, Ay = {Il existe un

3L

5 2] x {L} & sy, dans A(s, U sp)} (on a bien P(A;) = P(Ag) car s,
est le symétrique de s,) nous donne

Fé)Zl—\/1—P(A1UA2)21—\/1—pL7L.

chemin reliant [

car I[D(Al U 42) > PL.L-
Enfin, soit Es = {s est le plus haut chemin reliant {0} x [0,L] & {L} x [0, L]}.
Alors
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et

U B (U U E, | = {1l existe un chemin traversant de I’abscisse 0 a I’abscisseL}.

y(s)<% y(s)>%

En appliquant encore une fois le square root trick, on obtient :

Z P(Es) > P U Es| >1—-\/1-prL.
y(s)<

s tqy(s)<L

o[t~

Finalement en combinant ces trois inégalités on obtient bien

P(GNH)>P(GPH) > (1—+/1-pr1)?
D’ou le lemme. O

Lemme 3. Pourk>1, on a:

1= prr. < 3(1 = pet1yr/2,L)-

Démonstration. Siles (A;)1<i<3 sont trois événements, on a :

i (UAg) <3 P 4.
(k+1)L

Disons que A; et Ay sont les événements de traversée horizontale des blocs [0, ~52=]x [0, L]

(k+1)L (k—1)f (k+1)L

et =5, L] x[0, L], et A3 est I'’événement de traversée verticale du bloc [*—5*=, *=—5=] x
[0, L].

II est clair sur le dessin 11 que [J AY contient "il n’y a pas de traversée horizontale de
[0,kL] x [0, L].

On a donc en particulier

1—prrp <P (U Af) <Y P(A)) < 2(1 = puynyzjen) + 1= prn < 3(1 = penyr/aL)-
La derniere inégalité vient de la décroissance de pyr, 1 par rapport a k. O

Une récurrence dont I'initialisation est assurée par le lemme 1 et ’hérédité par le lemme
2 permet alors de démontrer la propriété A.
Pour démontrer la propriété B, on démontre successivement deux controles :

Lemme 4.
1= par.r <51 —por.1)-

Démonstration. La preuve de ce lemme est identique & celle du lemme précédent en consi-
dérant les chemins du dessin 12. O
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Qf.-i\L (1)L
T z

L
FIGURE 11 — La construction d’un chemin
o S
0 L 2L 3L L14
FIGURE 12 — La construction permettant d’estimer p4r, 1.
Lemme 5.

paror > 1— (1 — parp)?

Démonstration. Si il y a une traversée horizontale de [0,4L] x [0, L] ou une traversée
horizontale de [0,4L] x [L,2L], alors il y a une traversée horizontale de [0,4L] x [0,2L].
Comme les traversées de [0,4L] x [0, L] et de [0,4L] x [L,2L] sont indépendantes car les
ensembles d’arétes concernées sont disjoints, I'inégalité est établie. O

Rappelons et démontrons maintenant 'inégalité (B) :

- 1
Siparr >1— 55 alors

1
parp k-1, 21— % exp(—2"71).

Démonstration. On commence par combiner les lemmes 3 et 4 pour avoir :

parar > 1 —25(1 — par. )%
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Soit x tel que par,, =1 — 5z. On suppose x < 1, alors d’aprés la formule précédente

2
X

>1——.

PAL2L = 25

Une récurrence en appliquant cette formule pour L' = 2L permet d’aboutir & la formule :

1
parp k-1, 21— % exp(2° ! log()).

Pour z < % ie por, L, >1— 21%, on obtient bien (B). O

5.2 Retour a la percolation fractale

On considére le plan, ou chaque carré de coté 1 et de sommets & coordonnées entiéres
est une copie indépendante du carré étudié dans les chapitres précédents. On note A, les
points conservés aprés n découpages et AL =) Aj,. On note de plus Q7 ; I'événement "il
existe une traversée horizontale de ([0, K| x [0, J]) N A],. Notre objectif est de démontrer
le théoréme suivant :

Théoréme 5. Sip > p. alors p.s. AL a une unique composante connezxe non bornée.
Pour cela nous utilisons deux lemmes analogues aux lemmes (A) et (B).

Propriété 8. (a’) Si P(QU} ;) > 1 — ¢, alors P, ;) > 1 — gr(e) on gr(e) - 0
) J e—
indépendamment de L et de n.

(b)) SiP(Q} ) >1— o alors P( >1— 5 exp(—2F71).

b )
250 ok [, 2k=1],

Démonstration. Les lemmes se démontrent de maniére analogue & A et B. En effet, les
arguments de "square root trick" ainsi que les arguments géométriques sur les intersections
de chemins, et que les arguments calculatoires se transposent. Les seuls arguments qui ne
tiennent pas de fagon claire en percolation fractale sont les arguments d’indépendance.
Voyons les point par point.
e Le premier argument d’indépendance est dans la preuve du lemme 1. On utilise que
E et Fs sont indépendants, car ils concernent des sites disjoints, pour affirmer que
P(Fs|Es) = P(Fs). Comme F! C Fj, on a alors P(Fs|Es) > P(F!). En percolation
fractale Es et Fs ne sont pas indépendants car il se peut que des mémes carrés
agissent & la fois sur des points en-dessous et au dessus de s. Cependant on n’a
besoin que de l'inégalité P(Fg|Es) > P(F) qui elle est vraie. En effet, soit s un
chemin (ie une suite de carrés adjacents de coté ~ ) traversant [0, L]? de gauche a

N™
droite. Les carrés se répartissent en trois groupes, visibles sur le dessin 13 :

— Certains, de la forme [521, <] % [?V;ml, ﬁ} sont entiérement inclus dans A(s)
et leur eg’} est indépendant de E, on les appelle "non-conditionnés".

— Certains sont strictement en dessous de s et leur E% est indépendant de Fj

— D’autres coupent s. Sur Fg, on a s C A, donc ces carrés la sont pleins, ce qui

favorise Fj
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FIGURE 13 — En gris, le chemin s, en blanc les carrés dont le €;; = 0 nécessairement. Les
carrés non conditionnés sont notés "NC".

Ainsi, supposons que s soit le plus bas chemin traversant [0, L]? de gauche & droite

(ie on se place dans la distribution de probabilité conditionnelle par rapport & Fy),

?’ﬂ x {L} et s, dans A(s, U s,,) \ B(s).

La probabilité que s’ soit composé uniquement de carrés de s U A, est augmentée
si I’on suppose Fs. Ainsi, on a bien I'inégalité voulue.

e Le deuxiéme argument d’indépendance est dans la preuve du lemme 4 : celui ci tient
toujours en percolation fractale car il concerne des carrés élémentaires disjoints donc
par hypothése indépendants.

Cela permet d’adapter directement les démonstrations de (A) et (B) au cas fractal pour
démontrer (a’) et (b’). O

L
et soit s/ un chemin vertical reliant [2,

Remarque 2. L’article [2] démontre des résultats analogues de (a’) et (b’) pour le cas
symétrigue ou ['on percole avec tres faible probabilité, qui sont utilisés par les auteurs pour
établir les théorémes 3 et 4 de ce mémoire :

(a) SiP(Q} ) < e, alors P(Q}; ;) < hi(e) ot hy(e) — 0 indépendamment de L et
' ' e—
de n.

(b) SiP(Q} ) < 5=, alors P(Q", 280, 2K L) < L exp(—2F~1).

Cependant, les preuves présentées sont trés synthétiques et ['argument de "décroissance des
événements considérés” nous a paru erroné : par exemple avec les notations précédentes F
n’est pas croissant. La démonstration présentée plus haut des théorémes 3 et 4 wtilise donc
une autre méthode, issue d’un autre article [5].

Revenons donc au théoréme 5 et démontrons le :
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Démonstration. On se place & p = p.. Par (a’) il existe une borne 7 uniforme en n et en
L, telle que si P(2} ;) > n alors P(Q25; ;) > 0.99, ce pour tout n. Or pour L assez grand,
cette borne est dépassée : en effet, en faisant un changement d’échelle (dézoomage par un
facteur N™), la loi conditionnelle de A7, sachant que pour tout k& < m, 5% =1 est égale
a la loi aprés dézoomage :

ALN™E (A VR < myel = 1),
Ainsi P(QRm ym) = P(QTTVE < m, el = 1).
Soit € > 0 et m tel que

P(QT) — P(Q) < eP(Q)) < eP(Q).
Alors P() )
1
> >1—c.
POQ) = 1+e- " ©

On a donc par croissance, pour tout € > 0, pour m assez grand, pour tout n :

P(Q|Vk < m,ef; = 1) > P(Q|Q7") =

P(QRrm ym) = P(QYT"|\VE < m,ef; = 1) > P(0|VE <m,ef; =1) > 1—¢.

Ceci permet de justifier le choix de L tel que pour tout n, IP’(QSLL) > 0.99.
On adopte les notations suivantes :

Byj_1=1[0,27L] x [0,2/7'L),
Byj = [0,27L] x [0,27%1 L],
A3;_; = "Tl'y a une traversée de gauche & droite de Byj—; dans AN
Ay; ="l y a une traversée de haut en bas de Byj dans A;,".

Un dessin permet de voir que si tous les A7 arrivent, alors il y a un chemin infini dans Al
D’apres (b’), on a

P((A5 1)) < 5 exp (-277).

1 ,
P ((A3;)") < gz e (=27).
Par les mémes arguments de compacité qu’au théoréme 1, on peut passer a la limite en n :

P ((A551)7) < 55 exp (-271).

P ((A%)) < oz e (~27).

Sommons :

2 Covi—1 1
PLLOAE ) =255 S mi-c?) =09
k>1



D’ou finalement, avec probabilité supérieure & %, il existe une composante connexe non
bornée. Par ailleurs, 'existence d’une composante non bornée ne dépend d’aucune partie
finie des (e7;) (ot les 4, j sont pris de sorte & indexer tous les carrés de taille + du plan),
c’est un élément de la tribu queue. Par la loi du 0-1 de Kolmogorov, on a alors que p.s il
existe une composante connexe non bornée.

On souhaite montrer que s’il existe une composante non bornée, presque sirement elle

est unique. Pour cela on considére les rectangles :
Vi = 28,3 2% x [-3 - 2%, +3 - 2¥]

et
Hy =[-3-2%3.2% x [2%,3- 2]

pour k € Z. Si I'y, est ’événement correspondant a la traversée verticale de Vi, et —Vj
ainsi qu’a celle horizontale de Hy, et—Hj,, I';, implique ’existence d’un anneau autour de 0
composés de point de module entre 2F et 3.2%. On souhaite montrer que pour p telle que
P(Qy) > 0, P(limsupT'y) = 1. On sait que toute composante connexe non bornée de A/
intersecte tous les anneaux & partir d’un certain rang. Si on a deux composantes connexes
non bornées, elles intersectent donc nécessairement un méme anneau, donc sont reliées, il
v a contradiction.

On va démontrer que P(T'y) — 1, ce qui prouvera que P(limsupT'y) = 1. On a :

1 —P(Ty) <4(1 = P(Qp.9x 9.01))-

Donc
P(Ty) >1—4(1—-P(Q31/,1/))
avec L' = 2Ft1_ et le lemme 3 donne que quelquesoit la valeur de L’ :
1 —=P(Q3r,1) < 3(1 = P(Qarr 1))
D’ou :
1-P(T%) <12(1— P(92k+272k+1)).
Enfin :

P(Ty) >1—12(1 — P(92k+272k+1)).

On a vu au début de la démonstration qu’a partir d’un certain rang ko : P(Qgk+2 gk+1) >
0.99 et des lors :

12
P(Ty)>1-— 2—5exp(—2k_k°_1) — 1

ce qui permet de conclure.
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