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Introduction

L’objectif de cet exposé est de présenter une démonstration d’une estimation asymptotique du nombre des
entiers n < z qui sont y-friables, i.e. dont tous les facteurs premiers sont inférieurs & y. On montrera ce
résultat par la méthode des équations fonctionnelles développée par Hildebrand. Les estimations de la densité
des entiers friables sont trés utiles dans de multiples problémes de théorie des nombres, ce qui explique que
ce sujet ait été I'objet de nombreux articles. En effet, on peut décomposer tout entier n de fagon unique de la
maniére suivante : n = a.b, avec a ayant tous ses facteurs premiers inférieurs a y, et b ayant tous ses facteurs
premiers strictement supérieurs & y. Ainsi, on peut connaitre certaines propriétés asymptotiques des entiers
en étudiant leur "partie friable" a, et en maitrisant la partie b, par le théoréme des nombres premiers par
exemple.

Pour démontrer ces résultats, on va d’abord énoncer et démontrer le théoréme des nombres premiers, en
présentant quelques outils importants de la théorie analytique des nombres, puis on présentera la preuve de
Hildebrand sur la densité des entiers friables.

Dans tout I'exposé, la lettre p désigne un nombre premier, et pour tout nombre complexe s, on notera o
(resp. 7) la partie réelle (resp. imaginaire) de s, i.e. : s = 0 + i7.

1 Théoréme des nombres premiers

1.1 La fonction ( de Riemann
1.1.1 Définition et prolongement
Définition 1.1. Pour tout s € C,Re(s) > 1, on note

=1 1
&= = =Il7==

n=1

Théoréme 1.1. La fonction { admet un unique prolongement méromorphe sur C, dont le seul pole est 1,
d’ordre 1 et de résidu 1.
En outre, ce prolongement vérifie l’équation fonctionnelle suivante : pour tout s € C\ {1},

¢(s) = 2°7°tsin (g) ¢(1—ys)

Preuve. On remarque d’abord, en intégrant par parties, que pour Re(s) > 1,

Ct—1t
C(s)zsil—s/l ts+[1]dt

Cela permet de définir un prolongement analytique de ¢ sur {z € C: Re(z) > 0,z # 1}.
On définit ensuite

I'(s) ::/ e " dx
0

pour s € C, Re(s) > 0.

Alors, on remarque que I'(s+ 1) = sT'(s), ce qui permet de définir un prolongement analytique de I" a C\Z~,
de la fagon suivante :

T'(s+mn)

L) =651, GrnoD

avec Re(s+n) > 0.
Soit alors s € C,Re(s) >0et n>1,

S e & 2
r (—) :/ 3 te %dy = wgns/ yzle™ Yy
2
0 0



en posant y = ——5.

Si Re(s) > 1, on somme 'égalité précédente, et on obtient

Donc par convergence monotone,

avec h(y) = Y00 e~y

Posons maintenant, pour u > 0, f,(x) := e~™=° Alors la formule sommatoire de Poisson s’écrit
> fulm) =3 fulm)
nez ne”Z

avec

* —2imx |
0= [ ey = S

On en déduit donc

Wy > 0, h G) _ \/52_ L ih()

1 e’} o)
/ ygflh(y)dy = / x 371 (l> dx / 51 \/_ d +/ P h(z)dz
0 1 T 1 1

en posant x = %

Finalement, on a montré que

Donc

et par conséquent

()T (%) = 5(8—1_ D +/100 h(z) (fc%*l +x*5¥1) d

Donc en remarquant que h(x) = O(e~™"), la fonction

est analytique sur C\ {0, 1}, et invariante par s — 1 — s.
Cela définit donc un prolongement analytique de ¢ sur C\ {1}, par la formule suivante

o (57 = o (3)

avec ((0) = —
Or

M|

Et on dispose de la formule de duplication de Legendre

ror (s+ 3 ) = VA2 res)
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Donc

Donc —1gaip .
C(s) = w512 (1 ;18) Sln(ﬂs)<(1 )

sin(m%2)

D’ow, pour tout s € C\ {1},
C(s) = 2°7° Lsin (%S) ¢(1—1s)

Finalement, le prolongement de ( ainsi construit est méromorphe sur C, et son seul pole est 1, d’ordre 1 et
de résidu 1. O

1.1.2 Quelques propriétés
Notation Désormais, Z désigne I’ensemble des zéros non triviaux de (, i.e. ’ensemble des zéros de ¢ qui ne
sont pas de la forme —2n,n € N*.

On va maintenant relier la fonction ¢ a certaines propriétés des nombres premiers. Pour cela, on a besoin de
la fonction de Von Mangoldt.

Définition 1.2. On définit la fonction arithmétique de Von Mangoldt, notée A :
pour tout n € N,  A(n) :=logp sin est une puissance du nombre premier p, A(n) := 0 sinon.
Remarque. On constate immédiatemment que

Vn € N,logn = ZA(d)
d|n

On a alors la proposition "cruciale" suivante, qui relie ¢ a A.

Proposition 1.1. Pour tout s € C, si Re(s) > 1, alors

Preuve. Par convergence uniforme sur tout compact des séries considérées, on peut dériver terme a terme.
Alors, par la remarque précédente,

() ==Y B =3 LY A@)
n=1 n=1 d|n
Donc
g(s):—;/\(d); @ = (kzlk—> (; CP) =—(( ); ég)
D’ou le résultat. [l

Pour poursuivre la preuve, on montre d’abord un résultat classique d’analyse complexe.

Lemme 1.1. (Lemme de la partie réelle) Soit F' une fonction holomorphe sur un voisinage du disque
de centre 0 et de rayon R, telle que F'(0) = 0. Si A := max|y—r Re(F(s)), alors

sup (R—T ‘F(")(O)D <24

n>1 n:
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et

2Ar
v F(s)| <
0<r <R, lr?‘zfﬂ (S)|*R—r

Preuve du lemme. On écrit F(s) = > 7, a,s™, valable pour |s| < R.

Pour tout n € N, on note a,, = |a,| . Alors Re (F(Re™)) = 3> |a,| R™ cos(nf+6,,), série uniformément
convergente pour 0 < 0 < 27.

Or F est holomorphe au voisinage du disque de centre 0 et de rayon R, et F'(0) = 0, donc

0% ReF (Re®)dd = 0. Donc pour tout n € N,

27
7 lan| R" = / (1 + cos(nf + 6,,))ReF(Re')dh < 2w A
0

D’ou le résultat. Le second point est une conséquence immédiate du premier. O

Définition 1.3. On définit la fonction &, entiére sur C, par

S

£(s) == s(s — )2l (5) ¢(s)

Théoréme 1.2. (Formule du produit de Hadamard) I existe des constantes réelles a,b telles que

&(s) = e“SH(l—f)eZ, Vs e C

pEZ P

= ORI (CHERS

pEZ P

T
=
Va)
N
Il

Remarque. On peut montrer que la constante b vaut b = log2m — 1 — 2.

Preuve. D’abord, on admet le résultat suivant (voir [4]), qui provient essentiellement de la formule de

Jensen sur les zéros d’une fonction holomorphe : si N(R) :=#{p € Z:0 < Im(p) < R}, alors pour R > 2
N(R+1)— N(R) = O(log R) (1)

Gréce a ce résultat, on constate que

1 R 1
v < 2/ AN =0 S Llos(2k) | = o)
Smp<R ol ot 0<k<R

ce qui assure la convergence du produit infini dans ’énoncé. On peut donc bien définir
S s
P(s) := H (1 - —) er
peEZ P
P est une fonction entiére ayant les mémes zéros que &, et P(0) = £(0) = 1. Donc on peut définir une fonction

holomorphe F(s) := log (153((‘?)) telle que F'(0) = 0.

Mountrons alors qu'il existe une suite (R,,) de réels positifs tendant vers oo telle que :

0y _ 2
oA Re(F(Rpe®)) = Op—oo(Rplog™(Ry))

On va choisir R,, de sorte que Vn, min,cz(|R, — |p||) > ﬁ, oit C est une constante strictement positive
indépendante de n.



Pour C suffisamment grand, le résultat de répartition globale des zéros (voir (1)) assure que
#{peZ:n<|p| <n+2} <[Clogn]

pour tout n € N.

Et par le "principe des tiroirs", il existe 0 < k,, < [C'logn] tel que I'intervalle réel |n + [Cﬁgg R [?Jkﬁ;i]
ne contient aucun |p|. On pose alors R, :=n + [ékﬂg;lb]v et par construction, cette suite vérifie les propriétés

énoncées précédemment, & savoir que :
pour tout n > 2, R, € [n,n+ 2] et min,ez(| R, — |p||) > m.

Alors, si |s| = Ry,
(1 - f) er
p

grace aux inégalités suivantes :

Ry
2
ol

> Z &‘F Z (2 +log (2CRy, log Ry,)) + Z

lp|< B Bn <|p|<2R, lp|>2R,,

log|P(s)] = log
P

log|(1—2)e*| > —|z] si |z] >2

1
log|(1 —z)e*| > —2+log|l -z si§§|z|<2

1
I si|z] < =

log (1 — 2)e?| :

v

— |z
Alors, grace au résultat de répartition des zéros (1), on obtient
log |P(s)| = O(Rx(log Ry)?)

En outre, log |£(s)] = O(R,(log Ry,)), donc

= O(R,(log R,,)?)

log 3
P

Ce qui assure que

0y _ 2
oA Re(F(Rpe®)) = Op—oo(Rplog™(Ry))

Donc par le lemme de la partie réelle (lemme 1.1.), on en déduit que

pour tout n, max
|s|<En

F
(S)‘ S C/logQ Rn
S

Or la fonction s +— @ est entiére, donc le théoréeme de Liouville assure qu’elle est constante. Donc F' est
une fonction linéaire, d’ou le résultat. O

1.1.3 Zéros de la fonction ¢

La formule de Hadamard (théoréme 1.2.) permet d’exprimer ¢ en fonction de ses zéros. Il parait donc naturel
de s’intéresser a la répartition des zéros de la fonction (.

Lemme 1.2. [] existe une constante ¢ > 0 telle que ¢ ne posséde aucun zéro dans la région du plan compleze

définie par o > 1 — m,

Preuve du lemme. On va utiliser le sous-lemme suivant :
Lemme 1.3. (de la Vallée Poussin) Soit (an)nen une suite positive.
Si F(s) =327 | %o converge absolument pour Re(s) > o, alors

n=1 ns

pour tout o > ag, 3F (o) + 4Re(F(o + i1)) + Re(F (o + 2iT)) > 0
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Preuve du lemme. 1l suffit de poser f(6) := 344 cos + cos(26), pour 6 € R. En effet, on remarque alors
que
an f(rlogn)

g

[M]8

3F(0) + 4Re(F (0 + it)) + Re(F (o + 2ir)) =

n=1

et f(0) =2(1 +cosh)? > 0.

D’ou le résultat. 0
On va maintenant pouvoir montrer le lemme 1.2. sur les zéros.

Par la formule du produit de Hadamard (théoréme 1.2.), on sait que

(0 =gt (1) T (1-2)

peZ
Donc on a : /(1 )
¢'(s) 1 IM(5s+1 (1 1 )
2=t + - (=+
¢(s) s—1 2@(3s+1) pze:z p S—p
Or

I'z) <« x 1
F(m)_;n(n—l—x) Tz

) ()

pEZ

Donc pour o > 1

Re (—iéjf) < b+ Re (ﬁ) +7+§Re<%_1|_1

Or,sip € Zet o> 1, alors Re(p) et Re(s — p) sont positifs (car les zéros non triviaux de ¢ sont de partie
réelle comprise entre 0 et 1), donc finalement

—Re (C'(S)> = O(log|r|) pour |7| > 2

¢(s)
Soit alors p = a4 i3 un zéro de {. On a alors, en tenant compte de la contribution de p,
, .
4%(%%{%§)g0@gmw—g_a
Alors, par le lemme de de la Vallée Poussin (lemme 1.3.), on obtient
%+ 00) + 0(log|8)) - —— >0
o—1 oc—«

Donc il existe ¢; > 0 telle que

3 4
- > —ci1log|0]
c—1 o—«
11 suffit alors de prendre o := 1 + m et ¢ := 7k, pour obtenir
c
l—a>———
log |3]
ce qui est bien le résultat souhaité. [l
Lemme 1.4. Il existe une constante ¢ > 0 telle que pour tout |7| > 3,0 > 1 — WC\TI’
¢'(s)
= O(log|r])
¢(s)

Preuve du lemme. On peut supposer 7 > 0. Par le lemme de répartition des zéros (lemme 1.2.), il existe

O<e< % telle que, si p = B + iy est un zéro non trivial de (, alors § < 1 — m.

Montrons que min ez Re (% + Sip) >0,pourT>4,0>1-— 104gcT.
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= Sifs—p| > 51l

on pose 0 := 2% > 1. Et on remarque que

11 1 62 1 3
§Re<—+ >— 2<6—+J—[3>>72<J——>>0
pos=r) s—pl \ 4 |s =l 4
= Sils—pl < 5lnl,

alors |7 — 7| < 3(]v] + 1), donc |y| < 27 +2.
On en déduit que g <1 — 8 1 — de

m < < o, d’ou le résultat souhaité.

Or () log T —F(l 1)
_C/S _ 1 /58-1— _ l 1
(s) b+s—1+2F(%8+1) ,;(ers—p)
et
I'(z) x 1
I(x) 7;n(n+m)_’y_5
Donc (s) ) ) ) )
s
%e<‘<<s)>S‘“%e(ﬁ)*”%e(%l)‘Z%e(fs—p)

pEZ
Donc avec le résultat que 'on vient de démontrer,

—Re (g(f))) < Klog|r|

uniformément sur I’ensemble considéré.
On se place désormais dans le cas |7| > 5,0 > 1 —

4c
log 77

et on pose sg := 1+ 1027 + iT.

4c
log 7/ *

_c
log| 7|’
alors sg +w =0’ +i7’, avec 7' > 4det o' > 1 —

Donc en appliquant ce qui précéde, la fonction G(w) := % — %

du lemme de la partie réelle (lemme 1.1.). On en déduit donc que

On remarque que si |w| <

vérifie sur |w| <

104;7 les hypothéses

d(s) ¢’ (s0)
<4KlogT+3
50 ST o)
Enfin,
¢(s0)| -~ _A(n) _ logT
-— < = = =
‘ OOIE n; s = o+ 0(1) = Olog7)
ce qui termine la démonstration. O

1.2 Formule de Perron

Le dernier outil technique dont on aura besoin est la formule de Perron.

Théoréme 1.3. (Formule de Perron) Soit (ap)nen une suite de nombres complexes. On pose

F(s):=>0"an,n™*%, et on suppose que la série est absolument convergente pour Re(s) > oy.

Notons A*(z) := >

Alors, pour k > max(0,0q), en orientant k + iR du bas vers le haut,

n<xan—|—%am avec a; =0 six ¢ N.

1
A*(x) = — r S5 1d
(x) 2t )i (s)xz®s™"ds

Preuve. On prouve d’abord le lemme technique suivant :

Lemme 1.5. Onpose h(z) :=1siz>1, h(l):=3, h(z):=0s0<z<1.

_8-



Alors, pour tous k,T,T' > 0,

" 1 1
S T ; 1
o7 |log 7] <T+T’) sz
K
T+k

IA

Preuve du lemme.

—sixz>1:
pour k assez grand, le rectangle orienté Ry de sommets x — i¢T’, k + 1T,k — k + 1T,k — k — 3T’ contient 0.
Alors, par théoréme des résidus,

1
— %57 ds =1 = h(x)
2im J g,
On écrit Ry, comme somme des quatre segments orientés v1,va, Vs, V4, avec 1 := [k — ¢T’, k + T, orienté

de k — iT" vers k + 4T, vo := [k + T,k — k + 4T, orienté de k + iT vers k — k + T,
v3:=|k —k+iT,k —k —iT'], orienté de k —k +iT vers Kk — k —iT' et y4 := [k — k — iT', k — iT’], orienté
de k — k — 1T vers k — ¢T".

Alors
1 x" 1 " 1 zrh /
%57 ds| < ———, / 2’57 ds| < ————, / s ds| < (T+T
[m T |log x| e T’ |log z| v k—k )
Or ‘
1 T s _—1 1 s _—1 s _—1 s _—1
h(z) — — x®sThds| = — x®s  ds+ | s ds+ | x’sTds
2Z7T k—iT"! 27'(' Yo s 4
Donc
1 [T " 11 1k
h(z) — — SgTlds| < ———— [ =4+ — — T+T
() 2i7r/,i,iT/xS ~ 27 |log x| <T+T'>+27Tk—li( +T)

et on fait tendre &k vers I'infini pour avoir le résultat.
— le cas 0 < = < 1 est symétrique.

—siz=1":
On a T
1 ror 1 T
— s 'ds = = arctan (—)
2Z'IT k—iT v KR
et

T ; T /°° dt < 2
— —arctan [ — | = —_—
2 K z 14+t~ 14

Preuve de la formule de Perron.
K > 0g, donc F(s) est absolument convergente pour $e(s) = . Donc par Fubini,

Bl

d’oul le résultat.

1 k41T 1 o0 k41T N8
— F(s)z®s 'ds = — Z an/ (—) s tds
2 k—iT"! 2T el w—iT’ n

Alors, via la premiére partie du lemme 1.5.; si € R\N,

1T (1 1 o= |an] A It
— F(s)z®s~lds — A* ()| < 2 (2 + = ay)) (—)‘
2im /,HT, (s)a7s™ds — A™(2)) < o7 (T * T’) nz::l ne |08 \0

Alors il suffit de faire tendre T" et T” vers l'infini pour obtenir le résultat.
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Dans le cas « € N, il suffit de remplacer le terme "log (f)fl" par ”T‘LJ;:J O
Corollaire 1.1. (Formules de Perron effectives) Soit (a,)nen une suite de nombres complexes. On pose
F(s) := > 0" ayn™%, et on suppose que la série est absolument convergente pour Re(s) > og. Notons

A(x) =3, <, an.

1. si k> max(0,00), T > 1, 2 > 1, alors

1 roHil s —1 K - [
Az) = %/,{,n F(s)x®s™"ds+ O <x Z e (1+T‘log (%)‘)) @

n=1

2. on suppose qu’il existe o > 0 tel que
= > lan|nT7 =0 (m) pour o > 0.
— 4l existe B fonction croissante telle que ¥n, |a,| < B(n).
Alors pour tout x > 1, T >2, o<o0y, K:=o0g —a—l—@,

Kk+1T

1 logz® = B(2 log T
Z apn~* = 5 ) F(s4w)z¥w ldw + O <x”0" Ong + ;Ux) <1 +x O? >) (3)

n<z

Preuve.

1. Montrons d’abord que pour s > 0 fixé, uniformément en y > 0,7 > 0,

1 k+1T L y/{
- S¢— — -4 4
055 [ %) =) ®

2 Jyir
— si T'|logy| > 1, ce résultat provient directement du lemme précédent (lemme 1.5.).

— sinon :
k+iT r+iT kil
/ y¥slds = y”/ s lds + y”/ (y'™ —1)s tds
K K K

—iT —iT —iT

en écrivant 7 := Sm(s).

Or
k+1T ) T

/ (y'" —1)s"'ds = O ( / |7 logyl s~ ch) = O(T [logy|) = O(1)
K 0

—iT
et par le lemme 1.5.,

1 K+iT
h(z) — —/ s tds| = O (z™)

2 T

d’ou le résultat souhaité (4).
On applique alors le résultat (4) pour y := £, et on somme sur n > 1, aprés multiplication par a,. On

obtient
. |an|
(S )

an
n ns

1 K+iT
Az) — —/ F(s)xz®s™1ds

27 Jyir

ce qui est exactement le résultat voulu.

2. On applique le résultat que 'on vient de montrer a la série F(u) => n~" pour s fixé. Alors

Kk+1T

~ 1 ~ _ — |an|
Alz) = — F(u)z"vtdu+ O | z~
=gt [ Feta o2 3 e
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—sinég [%,23:}, alors

|an| _ O(|an|)
AT oe @)~ \ T

K |an| _ (x”o"(logx)a>
YL SErhe@) O\ T

n¢[%,2x]
— si § <n < 2x, alors on note N l'entier le plus proche de x, et n = NN + h.
Alors %l = O(|10g (n)|), donc

donc

|an] B B(2x) 1
Zrnn-i-s 1+T|1Og( )|)*O o Z 1_,_Th

z
3 n<

Enfin, on a les majorations suivantes :

Donc

w7 [l (7))

n

Finalement, en regroupant les deux majorations concernant les deux parties de la somme, on obtient

bien que
It logz®  B(2 log T
Zann’s = F(s4w)r*w ldw + O(m”og% + (22) <1+x o8 )>
o 2T k—iT T x° T

1.3 Enoncé et preuve du théoréme

Avec les résultats précédents, on est désormais capable de démontrer le théoréme des nombres premiers.
Définition 1.4. Pour tout x € R, on définit V(x) =3 . An) et 7(x) := #{p < x}

Historiquement, La Vallée-Poussin et Hadamard ont montré en 1896 que 7 (z)
résultat.

5.5 On va préciser ce
ogzx

Définition 1.5. On appelle logarithme intégrale, et on note li, la fonction définie pour x > 1, par

Todt

li = —
i(@) 5 logt

Théoréme 1.4. (Théoréme des nombres premiers) Il existe une constante ¢ > 0 telle que

U(z) = z+0 (xe*CVlog“’) (5)
n(r) = li(x)+0O (a:e_CV logx) (6)
Preuve. Montrons le résultat (5).
On applique d’abord la seconde formule de Perron effective (corollaire 1.1. (3)), avec a,, := A(n), F(s) = — CC ((SS))

¢(s) S A(n)

(sachant que —%5 =>_,7; 55 pour Re(s) > 1), en remarquant que [A(n)| < logn et

Ezozl ATE?) =0 (ﬁ) (ce qui revient & prendre o = 1 dans la formule de Perron).

- 11 -



Par conséquent, pour x > 2 et T' > 2, en posant k := 1 + @,

1) xlogT
\I/(a:)——% - C(S)xs ds—l—O(logx(l—l— T ))

Alors, par le lemme 1.2. sur la répartition des zéros, il existe ¢y > 0 telle que s = 1 est la seule singularité de
y P P ) q g
CC((SS)) s~1 dans le rectangle |7| < T, 1- —2- <o <k.

logT —
Le théoréme des résidus assure donc
1 k+iT -1 1 /
R C(S)xss_ldszx——_/ C(S)xss_lds
2im J—ir C(8) 2im )5, C(s)

ou 7o est le "reste du rectangle précédent", a savoir la ligne brisée xk —iT,1 — lngOT -, 1— lngOT +iT, k41T
On notera désormais 71, v2 et 3 les trois segments "orientés" formant ~yg.

Or, par le résultat de majoration (lemme 1.4.) montré plus haut, on sait que sur o, CI((SS)) = O(logT). Donc,

pour j =1 ou 3,
!
C (S)xssflds _ O <£L'10gT>

) T
et ,
/ CC((:)) s tds =0 (a:efcollvog% log2 T)
Y2

11 suffit alors de prendre T' = eV 1°8% pour obtenir

CC/((;)) s s =0 (xefc‘/m)
Yo

pour tout 0 < ¢ < 4/cg, ce qui permet de conclure la preuve du point (5).
Pour le point (6), il suffit de faire une sommation d’Abel, i.e. une intégration par parties : en effet, si
S(x) :== Y ,<, logp, on remarque que S(z) = O(x) et U(x) = > * S(zw), donc on en déduit que

n=1
S(x) = ¥(z) + O(y/x), et par le résultat précédent (5), S(z) = = + n(z), avec n(z) = O (xe_CVl"g’”>. Or
m(x) = f; (fosg(tt), donc 7(x) = ; lggtt + f; ‘fgg(;tt), donc en intégrant par parties :

m(z) = li(z) + () + /“’ nt) dt+C'

log log?t

ou C’ est une constante indépendante de z. Alors, avec la majoration de 7, on conclut que
m(z) =li(z) + O (me’CVlogm). O

Dans la suite de 'exposé, on admettra le résultat plus précis suivant (voir les travaux de Vinogradov et
Korobov sur la région sans zéros, en 1958) :

Théoréme 1.5. Pour tout € > 0, il existe une constante ce > 0 telle que
U(r) = x40 (m exp (—c6 (logx)%fe))

li(z) 4+ Oc (x exp (—Ce (log “’)%_6) )

=
8

S~—"
I

2 Entiers friables

2.1 Introduction

Pour tout n € N, on notera Py (n) le plus grand facteur premier de n.

_12-



Définition 2.1. Pour z,y € R", on note ¥(z,y) le nombre d’entiers naturels inférieurs a x, dont tous les
facteurs premiers sont inférieurs a y, i.e. U(x,y) :=#{n e N*:n <z, Py(n) <y}.

L’objectif de cette partie est de parvenir a une estimation asymptotique assez précise de ¥(z,y), a l'aide
d’une fonction réguliére connue. Pour cela, on aura besoin plusieurs fois de I’équation fonctionnelle suivante,
que 'on appellera égalité fondamentale.

Proposition 2.1. (Egalité fondamentale) Pour tout z,y > 1,

“U(ty) x
v logz = [ ——2dt U=, y]1
(z,y)logz /1 . +pg<:r oY ) logp

p<y

Preuve. Posons S(z,y) =), ., Py (n)<y log n. Calculons cette quantité de deux maniéres différentes. On
a d’abord o B

Sy = Y [ Dlogp|=> logp| > 1

n<x p|n pm<x n<x
Py (n)<y Py (n)<y
P in
D’ou
x
S(zy)= Y \If<p—my> log p
P

m <y

D’autre part, si d¥(¢,y) désigne la mesure de Stieljes associée a la fonction ¥(.,y), on a :

* Wt
S() = [ Tog)dw () = log(r)¥(r.y) - [ XEDar
1 1
en intégrant par parties.
Finalement, en comparant les deux expressions de S(x,y), on obtient le résultat. O

On introduit aussi la fonction de Dickman, qui interviendra dans les principaux résultats.

Définition 2.2. La fonction de Dickman est la solution continue sur Rt du systéme suivant

plu) = 1 st0<u<l1
—up'(u) = plu—1) siu>1

Remarque. Il y a plus de cinquante ans, Dickman a montré que pour tout u > 0,

) \I/(J), xl/u)
Jim = =)
C’est ce résultat que 'on cherche a préciser.
2.2 Lemmes techniques
Lemme 2.1. La fonction p satisfait
plu) =1—logu pour 1 <u <2 (7)
u
up(u) = / p(t)dt pour v > 1 (8)
u—1
0<p(u) <1 pouru>0 (9)

- 13-



p(u) est strictement décroissante pour u > 1 (10)
—p'(u)/p(u) < log(ulog®u) pour u > e* (11)
p(u —1)/p(u) = O((ulog?(u +1))t) pouru>1et0<t<u (12)

Preuve du lemme. Par la définition de p pour 0 <u <1 on a, pour 1 < u < 2,

p(u)zp(l)—l-/lup/(t)dt:p(l)—/lu p(tt_l)dtzl—/f%dtzl—logu

ce qui prouve (7).
La relation (8) vient du fait que les deux membres ont la méme dérivée p(u) — p(u — 1) et que 1'égalité est
vraie pour u=1.
Les propriétés (9) et (10) sont des conséquences de (8) et de ce que p(u) =1 pour 0 < u < 1.
Prouvons (11) : Soit f la dérivée logarithmique de 1/p(u) :
f - ) plu=1)

= pour u > 1
p(u)  up(u)

Par (9), f(u) > 0 pour u > 1, et par (8) on a

uz/uul%dtz/ﬂulexp</tuf(s)ds) dt pour u > 2

Montrons que f est strictement croissante : pour 1 < u < 2, par (7) on a

_plu=1) !
fu) = up(u)  u(l —logu)

qui est strictement croissant pour 1 < u < 2.
Siu> 2,

77 = ey vew (- [ ses) = ([ e ([ sws)a)e (= [ siome)
/u:exp (— /ut_lf(s)ds> dt = /01 exp (- /::Htf(s)ds> dt

En dérivant des deux cotés on a

R

Comme f est continue et est strictement croissante pour 1 < u < 2, il s’ensuit que f'(u) > 0 pour 2 < u < 2+4
avec § > 0.

Donc f est strictement croissante pour 1 < u < 2 + §. Par induction, on conclut que f est strictement
croissante pour u > 1.

On a donc maintenant, pour u > 2,

u= /u: exp </tu f(S)ds) dt > /u: exp((u—1)f(u—1))dt = %

La fonction ¢(z) = (e* — 1)/x étant croissante pour z > 0 et puisque ¢(log((u — 1)log®(u — 1))) > u pour
u > 64, on a

f(u—1) <log((u—1)log*(u — 1)) dés que u — 1 > ¢*

ce qui prouve (11). Enfin, pour u > e*et 0 <t <u—e* ona

P(;L(;)t) = exp (/u: f(S)ds) < exp (/u: log (s log? s)ds) < exp (/u: log(ulog? u)ds) = (ulog? u)t

S 14 -



Donc comme pour 0 < u < e*, p(u) est encadré par deux constantes strictement positives, p(u — t)/p(u) est
dominé par (ulog?(u + 1))t, ce qui achéve la preuve. O

Lemme 2.2. Poury>15etl <u< /Y,
U
/ p(u—t)y~tdt =0 (M)
0 logy

Preuve du lemme. Par 'assertion (12) du lemme 2.1. et comme 1 < u </, on a

ﬁ /Ou plu—tyy~'dt = O </0” (%)t dt)

[ (Het ) o (%)dt

On définit
A logQ(\/@ +1)
On a alors e
VY v_
/ Al dt 4 -1
0 10g Ay

Donc on a bien

VY 1
Atdt =0
0 Y logy

ce qui prouve le lemme. O
Lemme 2.3. Poury>1.5et1<u<y'/?,

>, (u - k’gpm) — 0 (p(u))

m
p<y<p”<y" p

Preuve du lemme. On peut prendre gy > 1.5 et supposer y > yo car pour y et u bornés c’est clair. Par
Passertion (12) du lemme 2.1., on a

_bg_pm)

1 Z 1ogpp (u— logpm> _0 Z logp P (u Tog y

m T
plu)logy = _ . P logy ey Sy P 108 Y p(u)

logp™
1 Plu— T3 1 e
=0 Z p_m% =0 Z W(ulogQ(u—k 1))115;;:/

p<y<p”<y" p<y<p™<y" p

1 1
=0 Z pm(l—oz) =0 Z Im

p<y<pm<y" p<y<p™
ou ) 2 1/
o log(ulog®(u + 1)) < 1 n log(log=(y*/* + 1))
logy 4 logy



Donc pour yo suffisamment grand, on a o < 1/3, et

1 1 1 1
> pria) = > pm/g,SZ ET D p2m/3

p<y<p™

donc
1 B 1 1 B “1/2 “1/3) _ 1
> o= — 9 Z§+ZW *O(y ty )*0 Togy
p<y<p™ <Y VY<p
ce qui prouve le lemme. (I

Lemme 2.4. Pour tout € > 0 on a uniformément pour y > 1.5, u>1et0<0<1

I I m “ .
)3 "ipp(u— oEp )—<1ogy> | pt0rde+ 0, (pfa)(1 + wiog?u+ 1) expl~(log)**~)
P <yf p ogy u—0

Remarque. l'exposant 3/5 du terme d’erreur vient directement du théoréme des nombres premiers.

Preuve du lemme. Soit S le membre gauche de la formule ci-dessus.
Pour tout € > 0,y > 0, on note L.(y) := exp (— (log x)%fﬁ). On définit
1
mit) = 3 logp =1+ OulLe(y)
pm <yt

par le théoréme des nombres premiers (théoréme 1.5.) .

¢ t ¢ t d —t
5= [ totu=0) (X Gozminoy) = m@ou—0) = [ mie)y' S~ otu =)

& (m(t)y*)

par intégration par parties (ou sommation d’Abel). En remplacant l’estimation de m dans S, ona S = M+ R,
avec

0 0
M = plu—6)— / V(o — 1))t = plu—0) + / (o (1 — ) + (log y)plu — 1))t

plu) + (logy) / p(t)dt

u—0

et
0
R= 0. (p(u —0)Lc(y’) + /0 P’ (u—t) + (log y)p(u — t)ILe(yt)dt>

Il suffit donc de montrer que R est dominé par le terme d’erreur de ’énoncé du lemme 2.4..
Soit U = log(ulog®(u + 1)) et V = logy. Il faut montrer

R=0. (p(u)(l +exp(U — V3/5*5)))

En utilisant les points (11) et (12) du lemme 2.1., on a

plu—0) = O(p(u)exp(U))
plu—t) = O(p(u)exp(tU))
pllu—t) = O(Up(u)exp(tU))
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Donc

R= 0. <p(u) exp(0U — (OV)>/5) + p(u)(U 4+ V) /0 exp(tU — (tV)3/5_€)dt>
0

Le premier terme est de ’ordre voulu. De plus, si U < %V‘B/E”E, et en supposant € borné, on a

IN

plu)(U +V) /O exp(tU — (V)Y < p(u)(U + V) /O exp (_%(ﬂ/)w—e) it

o) [ (—%t%*) dt = 0(p(u))

qui est aussi de ’ordre voulu.
Dans le cas U > %V3/5_E, on a

1 1 1 3/5—¢ 1/2
/ exp(tU — (tV)*/5=¢)dt §/ exp | tU — (—V) dt—l—/ exp(tU)dt
0 1/2 2 0

3 ([ (o @VZ:T) e [ O(U (o (0= (3v) ) 5e))
< 0(% <exp <U— <%V) ) +exp (U— Gv) )))

ce qui termine la preuve. O

+V

Il
S
A/~
g

exp(U — V?’/E’QE))

2.3 Premier résultat

logz
logy*

Ce premier théoréme donne une estimation de ¥(z,y) en fonction de p(u), ot u désigne

Théoréme 2.1. Pour tout € > 0, on a l’estimation suivante

U(z,a%) = zp(u) (1 +0. (M))

log x

uniformément pour x > 3,1 < u < logz
(loglog z)3 ¢

Remarque. L’exposant % vient en fait du terme d’erreur dans le théoréme des nombres premiers. On peut
la remplacer par toute constante ¢ > 1 telle que le théoréme des nombres premiers est vérifié avec un terme

d’erreur en O (exp (—(log x)%))
Preuve. On définit les quantités suivantes

V(y",y)

vootw)

Aly,u) =

Et pour u > %, on pose
A(y,u) == sup [A(y,u)|

%Su/gu

qui est le terme que ’on cherche & maitriser, et

A (y,u) = sup |A(y,u’)]
0<u'<u
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Montrons que A*(y,u) = O, (10g(u+1)>, uniformément pour y > 2, 1 < wu < M.(y), ot Mc(y) désigne

logy

|~ ‘/\

exp ((1og y)%_€>, ce qui implique immédiatement le théoréme (en prenant y = z).

Pour montrer ce résultat, on se limite d’abord au cas % < u < 2, puis on étend par récurrence cette premiére
estimation au domaine souhaité grace a I’égalité fondamentale (proposition 2.1.); qui permet de se ramener
a u petit.
-si0<u<1:

alors U(y*,y) = [y*], car y* < y. En outre, p(u) = 1 donc A(y,u) = bl 1.

Donc |A(y,u)| <

y~*, donc il existe C. > 0 tel que

N =
<
—
o
(05}
—
<
S~—

Donc on a montré le résultat pour y > 3 5, % <wu<l.
—sil<u<?2:
alors, par le lemme 2.1., on a p(u) =1 — logu.
Et U(y“,y) =#{keN: 1 <k<y*}—#{keN:y <k <y“ Ip>uy,plk} ie.:

On pose alors ay (y,u) i= [ 4] /[y"], et Sy i= ey Oply, ).
donc en posant U(z,y) :== >, <, z_lﬂ on obtient

i
On remarque que ]—1) — L <ay(y,u) < 11)1 g
y

Uly,y*) =y~ "“(n(y") = 7(y)) < Syou < 717U (4, 4).
Or, en intégrant par parties, on obtient

U(a:,y)zw—@—i—/y@dt

Yy T t2
et le théoréme des nombres premiers (théoréme 1.4) assure que
7(z) = li(x) + O(x exp (—cy/logx))

ol ¢ est une constante positive. On en déduit que U (y, y*) = logu+ O( Toe y) ety “(m(y*)—m(y)) = O(@).
Par conséquent, via ’encadrement précédent, on obtient

Yy, y) =y" (1 ~logut 0 (@)) ) (1 o (lo;y»

<u<2

On a donc montré le résultat sur y > % %

— Cas général : u > 2 :
Afin de se ramener aux cas précédents, on utilise l'identité fondamentale (proposition 2.1.) sur la fonction

U : pour xz,y > 1,
(t
\Il(x,y)logm:/ 3)) —22dt + Z ( )logp
1 p<a

p<y

Onﬁxeyzgetuzg.
On a alors :

Y U t, u
‘P(y“,y)log(y“):/ LAGH > ‘I’<§—my> log p
1

t p’HL <yu.
p<y

On divise par p(u)y* log(y*) :
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u

1 Y logt logt
o0 i [ (1) (4 21)
(9,u) pwy log(y") J; ' \logy logy

1 log p < log p™ ) ( < log p™ > )

+ E U — 1+A(y,u—

p(u)log(y*) . p™ ’ logy logy
p<y

Or, par le lemme 2.1.(8), si a(u) := up(u) f 1 p(t)dt, alors 1 — a(u) = = L

Et vt € [1, 4], ‘ (y }::g;)\ <A , et Vp™ <y, ‘A (y,u— %)‘ < A**(:L/,U)~
Donc on obtient

1 v logt 1 log p logp™
Ay,u)] < (1+A"(y,u —/ ( >dt+7 u—
Al < +a"0) | Zoregm 2 sy ) soae . 2= P\ Togy

y<p" <y
p<y
+ Z ngp(u— o8P )(1+A(y,u— oep ))—1
p(u)log(y*) <= p™ log y logy
Donc
Ay, w)] < (1 +A(y,u)) (Ri(y,u) + Ra(y,u))
1 logp log p™
T | o) og(y™) 2 p(u_ logy )~ *®
P <y
1 log p ( 1ogpm>
TR [N S— o(u- ~ (1 - afu)
1 u m 1
plu)log(y”) 2=, P 0gy
1 logp log p™
ST
1 u m 1
pu)log(y™) o p 0gy
1 1 logp log p™
+ A*<y,u——>7t Z p<u—
2 p(u)log(yq)ﬁqjmgy pm logy
avec
1 V' [logt
Ri(y,u) := —/ p( )dt
1) p(u)y“log(y*) Ji logy
1 logp log p™
Blv) = e ogtum) 2. p(u_ logy
y<p"<y"
p<y
Si on pose également
1 logp log p™
R = e 2 (4 ) o
P <Y
Raly.u) : > R (u- RN (1 afw)
Al u) =S et ™ - —(1-
plu)logly”) -2 P logy
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Il reste alors
A(y,w)| < (1+A(y,u)) (Ri(y,u) + Ra(y,u)) + Rs(y,u) + Ra(y,u)
. 1 logp < logpm)
+ A*(y,u)———— U —
0 0 > =5

1 m 1
(u)log . p ogy
1 1 logp logp™
+ A*<y,u——>7 E p<u—
2 1 w m 1
plu)log(y") <= P ogy

D’ou

+ Ay, walu) + A7 (y "y %) (1 - a(u))

Or Ry(y,u) = #(u) fou p(u — s)y~%ds aprés changement de variables, et le lemme 2.2. donne donc

Ri(y,u) =0 (uligy>, uniformément pour y > %, 1<u< /.

De méme, par le lemme 2.3., on a Ra(y,u) = O(

@) uniformément pour y > %, 1<u< y%.

Or on remarque que pour y suffisamment grand, v < M.(y) entraine u < y%, donc on a bien
Ri(y,u) = O(
€

lemme 2.4. avec 6 = % et quitte & remplacer € par 5, on obtient

1 1 1 m 1
o o °§,f’p(u__§>§p ):a<u>+o(ub )
1Y gy N p gy gy

@ , uniformément pour y > %, u < M(y), pour i = 1,2. En outre, en utilisant le

ie. Rs(y,u) = O(uligy), uniformément pour y > %, 1 <u< MJ(y).

De la méme fagon (avec 6 = 1), R4(y,u) = O(m)
Enfin, A**(y,u) < 14+ A*(y,u) si u > %, donc finalement :

, uniformément pour y > %, 1 <u< MJ(y).

(14 A™(y, ) (Ra(y, u) + Ra(y, u) + Rs(y, u) + Ra(y,u)) = O (1 oty U)>

ulogy

uniformément sur ’ensemble souhaité.
Et on constate que la quantité (% — a(u)) (A*(y, u) — A* (y, u— %)) est positive car
a(u) < m L2 p(t)dt = 1, et a y fixé, la fonction A*(y,.) est croissante. On en déduit

% (A*(y,u) + A <yu - %)) > a(u)A(y,u) + (1 — a(u)) A" (y“ - %)

Ayl < 5 (A*<y,u> N <y,u_ %)) Lo (M)

ulogy

Donc

uniformément pour y > %,
On prend désormais u > 2 et u —
A*(y,.) est croissante, donc

2 u'logy
implique
1 1 1+ A*(y,u)
I < _ —_ = ’
|[A(y,u')| < > (A (y,u) + A (yvu 2>)+ < ulogy



et cette inégalité est claire si % <u <u-— % Donc
1 1 14+ A*(y,u)
A* < - | A* A* — - — w7
(y,u) < 5 ( (y,u) + (yu 2>>+0( oz y

et donc on obtient le résultat suivant, qui permet bien de raisonner par récurrence :

A <8 (- 1)+ o(FEE )

2 ulogy
uniformément pour y > %, 2 <u < M.(y). Une récurrence immeédiate assure que

A () < A () + 0 (1241 + A%

pour un ug € [%, 2}.
On s’est donc bien ramené au cas u petit.
Les deux premiéres étapes de la preuve donnent A*(y, ug) = O( @), indépendamment de u, et donc

A*(y.u) = O (%(1 i A*(y,u»)

uniformément sur ’ensemble souhaité, i.e.

A*(y,u) = O (M)

logy

2.4 Deuxiéme résultat

1
\I/(x,xu

— ) ), sur un domaine plus vaste que

Ce deuxiéme résultat donne quant a lui une estimation de log (

dans le premier.

Théoréme 2.2. Pour tout € > 0, on a l’estimation suivante
\g (x, xu) 5
log | ———=% | > log(p(u)) + O (u exp (—(log u)3_e))

uniformément pour x > 1,u > 1.

Conséquence uniformément pour 1 < u < (1 —¢) 1olgofgozzv
v (x, x%) .
log — | = log(p(u)) (1 + O, (exp (—(log u)gfe)))

Preuve. La preuve est analogue a celle du théoréme précédent : 'idée consiste toujours a se ramener au
cas u petit a aide de ’égalité fondamentale (proposition 2.1.).
On définit pour y > 3,u > 0, c(y, u) := \I;S,,yp(f)),

que

et c*(y,u) := info<y <y |e(y, v')]. Il suffit alors de montrer

¢*(y,u) = exp (Oc (uLe(u)))

uniformément pour x > 1,u > 1.
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Via l'identité fondamentale (proposition 2.1.), on écrit

yu) = 1 /y“p<logt)c< 1ogt>dt
’ p(u)y*log(y*) Ji logy "logy

1 1 ] log p™
n S inp(u— og p"" )c<y7u_ og p )

p(u)log(y”) i=. p logy logy

p<y
Dot 1 1 1 1
ogp ogp™ ogp™
o s 5 b (e ()
®,u) p(u)log(y*) p;y pm logy logy

et donc, avec les notations de la preuve précédente,
* X 1
(1) > () = Raly )" () + (1= o) = Ral))e” (3= 5 )

En outre, (¢* (y,u— 1) — ¢*(y,u)) (3 — a(u)) > 0, donc

Or, par le lemme 2.4., pour i = 3,4,

1 ulog®(u+1
Ri(y,u) = O, pulos et )y )
ulogy ulogy

et donc
R’i (y7 U’) = Oe (R(G, Y, U’))

avec

R(e,y,u) = + log*(u)Le(y)

ulogy
On obtient donc

1 1
2 5 (¢ (=) +€)) (14 OtB(e )
On prend désormais u >3 5 etu— % <u <u
Alors ) .
ctyit) 2 5 (¢ (w3 ) + ) (14 OulRlerp)

et ce résultat est clair si 0 < u' < u — % On en déduit donc

) = 5 (¢ (= 3) + 000 0+ OBy )

i.e.

() 2 ¢ (= 3 ) (14 OulRlep. )

uniformément pour y,u > % C’est ce résultat qui permet de démontrer le théoréme par réurrence, en se
ramenant a de petites valeurs de wu.
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On prend maintenant 0 < € < %, 3

2
Yy >y, V3 <u<y, OR(e,y,u)))
que

u < y2, avec y > %o, ol yo est suffisamment grand pour que

. Alors par récurrence et grice au résultat précédent, on montre

* * § n
c (y7u) 2 & (y,’U,Q) exXp OE R(65y7u_ 5)
0<n<2u—1

avec 1 <ug < % Donc

. . logu 1 e
¢ (g u) > ¢ (3, ug) exp (oe <@ + ulogh(u) exp (— (5 1ogu) )))
1 %726
¢*(y,u) > c*(y, uo) exp <Oe (u exp <— <§ logU> )))

ce qui est bien le résultat souhaité pour y > yo,1 < u < y?, puisque cly,v') =1+ O(m) pour
1< <2,

Dans le cas u > y? ou 3 <y < yo, on a y“p(u) = O(1), puisque p(u) < ﬁ par le lemme 2.1.(8). Donc le
résultat reste valable. [l

2.5 Troisiéme résultat

Ce troisiéme théoréme donne un résultat plus original sur la fonction ¥, en estimant son accroissement.

Théoréme 2.3. Pour tout € > 0, on a l’estimation suivante

logz
1 log (1+ 2
W (o) - = 2o (252 (140, tog (1+ 155
z z" \logy logy

-

1< z<yis.

Sl

uniformément pour x > 3, logxz > logy > (loglog x)nge

Y

Reformulation uniformément pour xz > 3, logxz > logy > (1oglogx)%+€, y;/”n

log x
logy’

IN

h < x, si u désigne

alors

V(@ + h,y) = ¥(z,y) = hp(u) (1 + 0 <%)>

Remarque. La condition z < y% semble difficile a élargir, puisqu’elle repose sur la forme la plus précise du
théoréme des nombres premiers de Hoheisel, que ’on admettra dans cette preuve.

Preuve. La méthode est la méme que précédemment. On définit pour y > 1, wu > %, 0<h< %,

Yy y) —V(y“ (1 —h),y)
hy*p(u)

Ah(yvu) = -1

et
Aj(y,u) == sup [Ap(y,u)|

%Su’gu
Il suffit alors de montrer que

Ay, u) = O. <M)

logy
pour y > %, % <u< M(y), y= <h<s3,ou M (y) désigne exp ((log y)%*). En effet, pour en déduire

Jetzi=4 —1.

>

le théoréme, il suffit de poser = := y*(1 —
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— si % <u<l:
alors
Uy y) =¥ (L= h)y) =#{neN:y"(1-h) <n<y"}=hy"+ 0Q1)
On a donc bien le résultat souhaité dés que h et y vérifient les conditions

3

yz 3, 5 <u< M) Yy <h<

N =
N —

puisque l'on a bien Aj (y,u) = O(1).
—sil<u<2:

dans ce cas, W(y",y) = V(y“(1 = h),y) = D ui—nycn<ys L = 2oyu(1—n)<pm<ye y<p<ys 1-
D’ou

Uy, y) = Wy (L= h),y) = hy" + O(1) = Y S

m<y YV ’y“(71”*h) <p<L“'

—m

ol a V b désigne max(a,b), i.e

iyty) - VA= Ry =kt O = 3 <7T <£>_W<yvy“(1—h)>>

m<yu 1

Uy y) = (1 —h)y) = hy"+001)— <7r <%) . (y“(l - h)))

m
m<y 1 (1—h)

B )

y*~H(1—h)<m<yu~t

Alors, avec le théoréme des nombres premiers de Hoheisel, que 'on admet ici (on peut le démontrer par
des méthodes de crible), on a le résultat suivant :
1
log x

Yy, y) = (y“(1 — h),y) = hy" + O(1)

m(x+y) —n(x) = 4 <1+

~logx
pour 1z <y<uz.

D’ou, par choix de h et vy,

hy*

. : IR ("
Z (1 —h)log (£-(1 — h)) 1+O<10g(%(1—h))>+0 Z mlg(m>

m<yu—1(1—h) m yu=1(1—h)<m<yu~1

donc

Yy y) —¥(y"“(1 - h),y)

hy" + 01~ Y #(W) (1 "o (1;1;))

m<yu—1

0 Z L

g (D)

_|_

Si d [t] est la mesure de Stieljes associée a la fonction partie entiére, on remarque que
u—1

Y d [
Y m@ ) e

mgyufl



En intégrant par parties,

u—1 vt [t (10g (ﬁ) - l)
Z 1“’_[?_41}_1_'_/ Qtutdt
L mlos(5) y gy wlogy L log? ()

Donc

u—1

S () o)
mlog(%)i 1 tlog (%) logy ) & logy

m<yu—1

On en déduit alors

U(y*,y) — U(y“(1 —h),y) = hy" (1 —logu+ O (@)) + 0(1)

i.e.

1
Uy, y) —U(y“(1—h = hy" 1+0
") = 0= ) = o) (140 (o))
d’oit le résultat pour 1 < u < 2.
cas général :
On utilise & nouveau 'identité fondamentale (proposition 2.1.).

u

(T(y",y) = ¥(y“(1 - h),y))log(y") — ¥(y"“ (L — h),y)log(l — h) = /y Yty 4

w(i—n) U
y y*“(1—h
3 () o () e
p™ <y*
p<y

Or

u

- /y l(q/(y“(1—h),y)—\11(t,y))dt

" U (t
/ Yty g o U(y*(1 — h),y)log(l — h) :
y u(1—h)

u(1—h) t

car (., y) est croissante. Donc

u

Y 1
< / = hp(u)y® (1 + | An(y, w)]) dt
y“(1—h)

y* i
/ Mclt—l—\I/(y“(l—h),y)log(l —h)
y“(1—h)

i.e.

U U (t
/ Mdt—k\ll(y“(l—h),y)log(l—h)
yu(1—h)

< hp(w)y® (14 |An(y,u)|) log (ﬁ)

< Chp(uy* (1+ Af(y,w))
ou C' est une constante. Et pour u > %, h >y iz,
y<p <y
p<y

u

1 ™A 1 h
< (14 Aj(y,u)hy® Z p (u — ﬂ) oep + Z (pim + 1) log p

. logy / p™ .
y<p’HL§y’U/—§ y'llr— E <<Z)7” Syu
pPy Py
. u logp™\ logp w, L
< (1+ ALy, u)hy Z plu——— ) ——+hy"y™
ey logy ) p™
p<y
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On en déduit que

1 logp™ logp™ \ logp
1+A = — 1+ A — —
+ Aalyu) p(u)logy“pZ (+ " (yu ))p<u

logy logy / p™
g
p<y

1+ A% (y,u 1 logp™\ logp
o ul(igfy : p(u) 2 p<u_ ogy ) pm T
y<p <y
p<y

sur ’ensemble souhaité.
On en déduit donc

1., 1., 1 14+ A (y,u)
< = - -3 Y PV
|An(y )| < 5AG(yu) + 547 (yu 2) + O ( wlogy

pour u > %
On en déduit pour u > 2,

) 1., 1., 1 14+ A (y,u)
< Z — - = P
|AF (y,u)] < 2Ah(y,u)+ 2Ah (yu 2) + O, ( wlogy

Alors, par une récurrence, il existe uy dans I'intervalle [%, 2} tel que

log(u +1) 1+logu
AT < A¥ =) =0,
|AL (Y, u)| < ARy, uo) + Oe ( og 0) oz

et cela assure le résultat annoncé.
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