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Introduction

Une famille de graphes expanseurs est une famille de graphes vérifiant asymp-
totiquement de bonnes propriétés de connexité, au sens exposé dans le para-
graphe 1.1. Une de leurs applications éventuelles est l'organisation de réseaux
en informatique.

On peut démontrer 'existence de telles familles par un argument de dénom-
brement (cf. [2], page 5).

Cet exposé présente, en suivant [1], une construction explicite d’une famille
de graphes expanseurs. Cette question a été résolue successivement a ’aide
de la propriété (T) de Kazhdan par Margulis (cf. [3]), puis grace a I’étude de
formes modulaires (cf. [4] et [5]) et enfin par les méthodes élémentaires présentées
dans [1], que nous exposons.

1 Graphes

Soit G un graphe fini, et A sa matrice d’adjacence, telle que A;; soit le nombre
d’arétes reliant les sommets ¢ et j. Dans toute la suite, on ne considérera que
des graphes k-réguliers, i.e. tels que chaque sommet soit 'extrémité de k arétes.
De plus, les vecteurs sur lesquels la matrice agit seront représentés comme des
fonctions de ’ensemble V' des sommets dans C. Posons donc £2(V) = {f:V —
C}, muni du produit scalaire hermitien usuel.

1.1 Graphes expanseurs

La matrice d’adjacence A est symétrique. Notons pg > 1 = « -+ = tp—1 Ses
valeurs propres, ol n est le nombre de sommets du graphe.

Proposition 1: Si G est un graphe k-régulier & n sommets, alors
(i) po="k;
(i) || <ksil<i<n-—1;

(iii) po est de multiplicité 1 si, et seulement si, G est connexe.

Soit V' I’ensemble des sommets de G, et E ’ensemble de ses arétes. Si FF C V),

on notera OF le sous-ensemble de F composé des arétes ayant une extrémité
dans F et lautre dans V' \ F.

Définition: La systole de G est
9(G) = longueur du plus court circuit dans G,
ou 'on appelle circuit tout lacet non trivial.
Proposition 2: Soit G un graphe k-régulier fini, et V ’ensemble de ses som-

mets. Si k > 3, on a
9(G) <2+ 2log;, ,|V|.

Démonstration : Soit vy I'un des sommets de G, et B la boule de centre vg et
de rayon r = |(g(G) — 1)/2] (la « distance » entre deux sommets de G étant



la longueur du plus court chemin les reliant). Par définition de g(G), B est une
boule (en particulier connexe) qui ne comporte pas de cycle. Il s’agit donc en
fait de la boule de rayon r de l’arbre k-régulier, dont on calcule facilement le
cardinal :
(k—1)" -1

k—2
En écrivant que log,_;|V| > log;,_,|B|, on obtient g(G) < 2+ 2log,_,|V|. O

|B|=1+k

Définition: La constante isopérimétrique de G est

N 0F|
Me) = mf{minﬂm, V)

:FCV,O<|F|<+oo}.

Définition : Soit (Xm)m>1 une famille de graphes connexes k-réguliers telle que
|Vin| — +00 quand m — +o0. La famille (X,,),,~, est une famille d’ezpanseurs
sl existe € > 0 tel que h(X,,) > € pour tout m > 1.

Théoréme 3: Soit G = (V,E) un graphe fini, connexe, k-régulier et sans
boucles. On a alors

k—
2

ShG) < V2k(k — pa).

Démonstration : Fixons arbitrairement une orientation de G. Si f € ¢*(V), on
définit df € (%(E) par df(e) = f(e™) — f(e™), ot e~ et e™ sont respectivement
lorigine et 'extrémité de e. On note d* : £2(E) — ¢2(V), adjoint de d pour les
produits scalaires hermitiens, et A = d*d. On calcule alors que A = k-1d —A. Si
fe KQ(V) est orthogonale aux fonctions constantes, i.e. au premier sous-espace
propre, on obtient, en décomposant dans une base de vecteurs propres

ldf11” = (AL1F) = (k= )1
Soit maintenant F' C V. On définit alors fr par

[ [V—-F| sizeF;
fF(x){ —|F| sizéF.

Dés lors, fr est orthogonale aux fonctions constantes, et comme
2
el = F[[V\F[V]
2 2
ldfell™ = [VITIOF|
on obtient, d’aprés I'inégalité précédente que

oF| v\ F|
— 2= (k—pu .
7 = k)T

Enfin, par symétrie, on peut supposer que |F| < |V|/2, si bien que |[0F|/|F| >
(k — p1)/2, et donc h(G) = (k — p1)/2.



Pour démontrer la seconde inégalité, étant donné une fonction f positive, on

définit )
By =>_|f(e")" = fe)].

eck

2

Notons alors 3, > f,—1 > -+ > 1 > (o les valeurs de f, posons L; = {x €
V:f(z) = pi}pour 0 <i<ret fleh) = Bi ., fe7) = Bi__. On a alors les
égalités suivantes :

By =Y _If(eh)* — fle)

ecE

2

e+

= D B8

e€E \ k=i _+1

= ZH@ €E i <k <iwr +1}(B? - Br1?)
k=1

= 0Lk (B® = Br-1?)
k=1

De plus, l'inégalité de Cauchy-Schwarz appliquée deux fois donne

By = >_|f(e") + fle)] - f(eF) = fle7)| < V2KI|£l|df .

ecE

Soit maintenant une fonction f telle que [supp(f)| = |{z € V : f(z) # 0}] <
[V]/2. On a alors By > h(X)||f||°. En effet, une transformation d’Abel donne
les inégalités suivantes :

By > h(X) Y _|Lil(8:% = Bi1?)
=1

= h(X) <|Lr|5r2 + Z(|Lz| - |Li+1|)ﬁi2>

i=1

= h(X)|£II”

Enfin, soit g une fonction associée a la valeur propre k — p; de A, et f =
max(g,0). Quitte & changer g en —g, on peut supposer que |supp(f)| < |V|/2
(cependant, f est non nulle, car g est orthogonale & la fonction constante égale
a 1). On a les inégalités

REXIFIP < By < V2| fIl]1df .

Reste a calculer ||df]|. On a, si g(x) >0

(Af)(@) =kf(x) = Awyf(y) = kg(@) = Y Awyg(y)

yev 9(y)>0
<kg(x) =Y Awyg(y) = (Ag)(x) = (k — m)g(x).
yeVv



Dot il vient ||df||> < (k — p1)|f||%, si bien que I'encadrement de By donne

h(X) < /2K (k — ). O

Pour montrer qu’une famille de graphes est une famille d’expanseurs, nous
étudierons donc le comportement asymptotique du trou spectral k — 1.

1.2 Graphes de Cayley

Soit G un groupe et S une partie finie non-vide et symétrique (i.e. telle que
S =571 deG.

Définition: Le graphe de Cayley G(G,S) est le graphe dont les sommets sont
les éléments de G et dont ’ensemble des arétes est

E={{z,y}:2,yc G;Is€ S:y=us}.

On a maintenant quelques propriétés élémentaires.

Proposition 4: Soit G(G, S) un graphe de Cayley. Posons k = |S|. On a alors
(i) G(G,S) est un graphe k-régulier, sur les sommets duquel ses automor-
phismes agissent transitivement ;
(ii) G(G,S) est connexe si, et seulement si, S engendre G.

2 Sommes de deux carrés

Par la suite, r;(n) désignera le nombre de décompositions de n en somme de
k carrés de nombres entiers relatifs.

Proposition 5: Un entier n € N g’écrit comme somme de deux carrés (i.e.
ro(n) > 0) si, et seulement si, pour tout nombre premier p congru a 3 modulo 4,
la p-valuation de n est paire.

De fagon plus générale, on a la proposition suivante sur les irréductibles de
Z]i].

Proposition 6 : Un nombre w € Z][i] est irréductible si, et seulement s'il vérifie
I'une des trois propriétés suivantes :
(i) N(m)=2;
(ii) N(m) = p, ou p est premier, avec p = 1 (mod.4) ;
(iii) ™ = eq, ou ¢ est inversible et q premier, avec ¢ = 3 (mod. 4).
On notera d;(n) le nombre de diviseurs de n congrus & ¢ modulo 4, et d(n)
le nombre de diviseurs de n.
Le théoréme suivant est da a Legendre.

Théoréme 7: Sin € N*, ry(n) = 4(d1(n) — dz(n)).

Démonstration : Soit n > 0. Posons §(n) = di(n) — d3(n). Dans un premier
temps, on suppose n impair et on le décompose en n = km, avec

a
k= H pr"™  pp, premier et p, = 1 (mod. 4),
h=1



b
m = H ¢;*" g; premier et ¢; = 3 (mod. 4).
j=1

Il vient alors §(n) = d(k)d(m). Or ¢ est donné par

d(m) =

0 si au moins 'un des s; est impair;
1 si m est un carré.
En effet, posons m’ = m/q1®!. Supposons que s; soit impair. On a alors

81+1
2

d1 (m) = d1 (m') +

Si, en revanche, m est un carré,

dy (m) = (%1 + 1) di(m') + S-da(m)

S, (5L :

ds(m) = S () + (5 + 1) ds(m),
si bien que d(m) = §(m'), et comme 6(1) =1, 6(m) = 1.
On obtient donc que

~f d(k) sim estun carré
8(n) = { 0 sinon

Revenons maintenant au cas général. On écrit n = 2N, avec N = km comme
précédemment. On a alors d(n) = §(INV). Si m n’est pas un carré, le théoréme
est vrai d’aprés la proposition 5. Sinon, cette proposition donne que r2(n) > 0.
Dans ce cas, décomposons n en facteurs premiers dans Z[i] (rappelons que Z[]
est factoriel) :

a b
n= 0"+ [ mprae [
h=1 j=1

ou 7y, est un irréductible tel que N(mp) = pp. Comptons le nombre de factori-
sations de n sous la forme n = (A + iB)(A — iB) en utilisant le fait que Z est
factoriel. Si n = (A +iB)(A — iB), on a nécessairement

a b .
A+iB=c(l+i) [[rerme [[af
h=1 j=1

a b 5
A—iB=¢(1+1) H TR H a
h=1 j=1
ou ¢ et ¢’ sont des inversibles et ¢, + up = 7, pour 1 < h < a. Le nombre de
choix possibles de A+ iB est donc le nombre de choix de ¢ et des ;. On a donc
finalement "
AT 0n +1) = 4d(k) = 46(N) = 46(n).

h=1



Lemme 8: Pour tout € > 0,

Démonstration : Si n = [[,_, p;* ot les p; sont des nombres premiers distincts
et les v; sont non nuls, alors :

et, comme Vz > 0,log(z + 1) < \/z,
k
log d(n) < > iz Vi
logn = Y°F | vilogp

Puis, en utilisant l'inégalité de Schwartz,

k
log d(n) - DO/ _ L
1 S 5 < —
°En 1 (yk, valep)  VIE2Xi VRiToED:

Soit A > 0, si

V1og2 Zle Vi log p; A
k

alors en particulier la moyenne des /Iog p; est majorée et comme les p; sont des
nombres premiers tous différents, il existe K € N qui ne dépend que de A tel
que k < K ; de méme il existe P et v ne dépendant que de A tels que tous les
pi soient majorés par P et tous les v; par v. On en déduit que n < PX¥ donc
log,, d(n) tend vers 0 quand n tend vers l'infini. Ceci achéve la démonstration. O

Corollaire 9: Pour tout € > 0,

3 Représentations de groupes

On présente ici des rappels de théorie des représentations.

Définition: Soit G un groupe. Une représentation de G est une paire (mw, V),
ot V est un espace vectoriel complexe et 7 un morphisme de G dans GL(V).
Le degré de (m, V') est la dimension de V.



Nous ne considérerons par la suite que des représentations de degré fini.

Définition: Soit (7, V') une représentation d’un groupe G. Un sous-espace W
de V est stable par = si, pour tout g € G, w(g)W = W.

Si W est un sous-espace de V stable par m, on dit que (7|w, W) est une
sous-représentation de V. Les sous-espaces 0 et V de V sont trivialement stables
par 7.

Définition: Une représentation (m, V') est irréductible si elle n’admet pas de
sous-espace stable non-trivial.

Définition: Soient (m, V') et (p, W) deux représentations de G. Un morphisme
de représentations de 7 vers p est une application linéaire T': V' — W telle que,
pour tout g € G, le diagramme suivant commute :

VL)W

7r(g)l lp(g)
v L w
L’espace vectoriel des morphismes de 7 vers p sera noté Homeg(w, p). Deux re-

présentations sont équivalentes s’il existe un isomorphisme de I'une vers 'autre.
On démontre facilement le lemme suivant.

Lemme 11: Soient (7,V) et (p, W) deux représentations irréductibles de G
(de degré fini). Alors,

1 si7 et p sont équivalentes;

dim Hom(r, p) = { 0 sinon.

On définit naturellement la somme directe et le produit tensoriel de deux re-
présentations. De plus, si (7, V') est une représentation, on note V* = Hom(V, C)
Pespace dual de V' et on définit la représentation duale de (7, V'), notée (7%, V*)
par

(7*(9)f)(x) = f(r(g™")z) (9eGzeV.feV).

Soient maintenant (m,V) et (p, W) deux représentations de G. Considérons
la représentation (o, Hom(V w)) deﬁme par

=p(g)T

o(g)T m(g™Y) (9 € G, T € Hom(V,W)).

Proposition 12 : La représentation o est équivalente a la représentation p&m*.

Démonstration: Si f € V* et w € W, on définit 6,, € Hom(V, W) par
bus(v) = f0w (v EV).

L’application (w, f) + 6, ¢ est bilinéaire, et induit donc B : W @ V* —
Hom(V,W). Clairement, B est surjective. Par dimension, B est un isomor-
phisme. On a alors, pour g € G, w € Wet f € V*,

0(9)0w,r = Op(g)w,m (g5 = Blp(g)w @ 7" (9) [).



Ainsi, B € Hom(p ® 7*,0) et B est un isomorphisme. O

Proposition 13 : Soit (7, V') une représentation d’un groupe fini G. Alors,
(i) il existe un produit scalaire hermitien sur V invariant sous action de G ;
(ii) tout sous-espace W invariant par m admet un supplémentaire invariant ;

(iii) si V # 0, 7 est équivalente & une somme directe de représentations irré-
ductibles de G.

Démonstration : Soit (+|-) un produit scalaire hermitien sur V. On définit

(vifv2) = Y (x(g)vrlm(g)va)  (v1,v2 € V).

geG

Le produit scalaire (-|-) convient. Le point (i) est démontré, et les deux autres
en découlent. 0

Si (7, V') une représentation d'un groupe G, on note V¢ I’ensemble des points
fixes sous ’action de G.

Proposition 14 : Soit (7, V') une représentation d’un groupe fini G. On définit
P, = ‘—Cl;‘ > gec ™(g). Alors,
(i) Py est un idempotent de End V' ;
(ii) pour tout g € G, w(g9)Pr = Prm(g) = Pr;
(iii) Im P, = VY
(iv) ﬁ > gec Trm(g) = dim VE.

Démonstration :
(i) Le résultat résulte de la transitivité de la translation dans le groupe.
(ii) On démontre ce point de la méme fagon que le précédent.
(iii) Comme P, est un idempotent, Im P, = {v € V' : P;(v) = v} et d’apreés le

point précédent,
Im P, = VE,

(iv) La trace d’un idempotent est égale a son rang, d’ou le résultat. (]

Définition: Soit (m, V) une représentation de G. Le caractére de m est la
fonction . : G — C: g — Tra(g).

Proposition 15: Soient (7, V') et (p, W) deux représentations de G. Alors,
(i) Xx-(9) = xx(9~"), pour tout g € G;
(ii) Xrdp = Xn + Xp s

(iil) Xr@p = XnxXp i

(iv) si w et p sont équivalentes, x~ = X,-

Démonstration :

10



(i) Si B est une base de V et B* sa base duale, la matrice de 7*(g) dans la
base B* est la transposée de celle de m(g~!) dans la base B.

(ii) Ce point est évident.
(iii) Si (7(9)ik)1<shm € (P(9)j1)1<;1<n SONE les matrices de 7(g) et p(g) dans

les bases B et C respectivement, alors (m(g)itp(g)ji) est la matrice de
7m(g) ® p(g) dans la base B® C. On a donc

Xnap(9) = 3 Y m(9)iinl9)ss = (Z 7r(g)n) > P9)ii | = xx(9)x0(9):

(iv) Soit T € Hom(m,p) inversible. On a alors x,(9) = Tr(T'w(g)T~")
Tr(7(9)) = x=(9)-

ol

Lemme 16: Soit (w, V) une représentation d’un groupe fini G. Alors,
(i) x=(1) =dimV;
(i) xx(9) = X=(g97"), pour tout g € G ;

(iii) xx(g)

Xx(hgh™1), pour tous g, h € G.

Démonstration :
(i) C’est évident.

(ii) D’apres la proposition 13, il existe un produit scalaire (-|-) invariant par 7.

Dés lors, si (e, .. ., ey,) est une base orthonormée pour ce produit scalaire,
on a :
n n n
Xr(g7h) = (m(g Meler) =Y (eilm(g)er) = > (wlg)eiles) = xx(9)
i=1 i=1 i=1
(iii) Ce point résulte des propriétés de la trace. O

Définissons maintenant le produit scalaire de deux fonctions f1, fo : G — C par

ilf)e = ﬁ S A0

geaG

Théoréme 17: Soient (m,V) et (p, W) deux représentations d’un groupe fini
G. Alors, (x,|xr)c = dimHom(, p).

11



Démonstration : Calculons ce produit scalaire :

(Xolxx)a Xpl
P |G| Z P

geaG

|G| Z Xp(9)x=(g g ) (d’apres le lemme 16)
geG

Z Xp(9) X ( (d’aprés la proposition 15)
geG

IGI

|G| Z Xp@m=( (d’apreés la proposition 15)
geG

|G| Z Tr(p® 7*)(g)
geG
=dim (W ® V*)G (d’aprés la proposition 14)

D’aprés la proposition 12, la représentation p ® 7* est équivalente & la représen-
tation o sur Hom(V, W) définie par

o(g)(T) = p(g)Tw(g~") (T € Hom(V,W),g € G).

Ainsi, T € Hom(V, W) est un point fixe de G si, et seulement si, T' € Hom(, p).
On a donc

dim (W ® V) = dim Hom(V, W)€ = dim Hom(, p).

Cela démontre le théoréme. O
Ce théoréme admet quelques corollaires :

Proposition 18: Soit (7, V) une représentation d’un groupe fini G, et (p, W)
une représentation irréductible fixée. Le nombre de représentations équivalentes
a p dans une décomposition de w en somme de représentations irréductibles est

égal & (Xx|X,)-

Proposition 19: Soit (7, V) une représentation d’un groupe fini G, supposée
non nulle. La représentation m est irréductible si, et seulement si, {Xr|xx) = 1.

Proposition 20: Soit (p1,W1),..., (pn, Wh) la liste des représentations irré-
ductibles du groupe fini G. Notons n; = dim W; le degré de p;. On a alors

h
|Gl =i nf

Démonstration : Soit £2(G) I'espace vectoriel des fonctions sur G a valeurs dans
C. On note (\g, £2(G)) la représentation définie par (Ag(g)f)(x) = f(g~ ). En
considérant la base (d,) . de ¢%(G), on obtient que Y, = |G|d1. On a donc

(Xag Xpi)a el Z|G|51 )Tr pi(g) = Trpi(1) = ns.
geG

Ainsi, x5, = Z?:l niXp,- En évaluant cette égalité en I'identité, on obtient le
résultat attendu. O

12



Soit X un ensemble fini et G un groupe fini agissant sur X. On note ¢?(X)

l'espace vectoriel des fonctions sur X & valeurs dans C. On note (Ax, ¢?(X))

la représentation définie par (Ax(g)f)(z) = f(g~'x). Soit A% la restriction au

sous-espace de co-dimension 1

Wo{fee2(X);Zf(x)o}.

zeX

Proposition 21: Si G agit de fagon 2-transitive sur X, alors \% est une repré-
sentation irréductible de G.

Démonstration : Par 2-transitivité, I’action de G sur X? a 2 orbites, la diagonale
A et son complémentaire X2\ A. Comme les léments de (2(X2)” sont les
fonctions constantes sur les orbites de GG, on a
. G
2 = dim £%(X?)

1
= @ Z Xay2(9) (d’apres la proposition 14).
geG

De plus, I'isomorphisme (par dimension et surjectivité) £2(X)®¢2(X) — (2(X?) :
f1 ® fa — fifo est un morphisme entre les représentations Ax ® Ax et Axz.
Elles sont donc équivalentes, d’oit xx ., = X3, - Ainsi,

1
2= > @)= Coxlox)e
geqG

car il est clair que xx, est & valeurs réelles. De plus, la représentation Ax se
décompose en somme directe de A% et de la représentation de degré 1 sur les
fonctions constantes sur X. On a donc x, = X + 1. Si l'on injecte cela dans
I’égalité précédente, on obtient

1 =2(1|xxg )G + (xao, [Xa9, )G

D’oil, nécessairement, <X>\§( |X)\())(>G =1 et A} est irréductible. O

4 Etude de PSLy(F,)

4.1 Propriétés du groupe PSL;(K)

Ce paragraphe a pour objet de montrer quelques propriétés de PSLy(K), quand
K est un corps commutatif quelconque.

Proposition 22: PSL;(K) < PGL2(K).
Démonstration : Si 'on note S le sous-groupe de K* composé des carrés, on a

PSLy(K) = ker(det), ou det : PGLy(K) — K*/S est le morphisme induit par
det : GL2(K) — K*. 0

13



En particulier, cela implique que tout changement de repére projectif de P! (K)
laisse PSLy(K) invariant. Par la suite, on utilisera ce résultat de fagon implicite.

Lemme 23: Soit K un corps, et a; et as deux points de PI(K). Si H est un
sous-groupe de PSLy(K) contenant tous les éléments de PSLy(K) ayant a; ou
as pour unique point fixe, alors H = PSLa(K).

Démonstration: A un changement de repére projectif prés, on peut supposer
que a1 = 0 et ay = oco.

Soit <Z Z) € PSLy(K).

. 1 <=1\ /1 0 1 41 a -1 a b
SIC#O’HB(O 1 )(c 1) (O 1)_(0 d )_(c d)'

+b b

d d

Si ¢ = 0 alors d # 0 et dans ce cas, d’aprés la ligne précédente, (a

€ H
a b\ _ f(a+b b 1 0
donc (c d)< d d) (_1 1)EH. O

Théoréme 24: Si K est un corps de cardinal 4 ou au moins égal a 6%, alors
PSLy(K) est simple.

Démonstration : Il suffit de montrer que tout sous-groupe distingué H de SL2(K)
non contenu dans {£Id} est égal & SL2(K) tout entier.
Soit A € H \ {£1d} et v € K? tel que (v, Av) soit une base de K2.

. -1
Dans cette base, A s’écrit (1) o ) car det A =1.

Comme K = F4 ou |K| > 6, il existe un élément 3 de K* tel que 3* # 1. Comme
H < SLy(K),

B 0N (B0 (67 aB2-D) _
w2 (g ph) A (G g )a- (% ) -

puis, pour p € K :

1 £\t 1 e 1
ﬁ4_1 —1 ﬁ4_1 _ ,U/
w2 (o 1) oo )0 1)

(060 -0

Le lemme 23 permet de conclure. O

Et ensuite :

Proposition 25: Si K est un corps commutatif, tout élément de PSLy(K) a
un centralisateur abélien.

TCela se montre d’une facon similaire pour Fs, mais ce résultat n’interviendra pas dans la
suite.
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Démonstration : Tout d’abord, remarquons que tout polynéme du second degré

sur K se scinde sur K, cloture algébrique de K*. Soit donc A un élément de

PSL»(K). Dans P*(K), A a alors un ou deux points fixes. Dans les deux cas, on

peut supposer que A fixe co.

— Si A n’a que co comme point fixe, alors tous les éléments de son centralisateur
dans PSLy(K) ont oo comme point fixe. Ainsi, A est une translation de K C
P!(K) et son centralisateur dans PSLy(K) est composé d’applications affines
de K. On en déduit facilement, que le centralisateur de A dans PSLy(K) est
le groupe des translations de K, qui est abélien. On conclut immédiatement
car le centralisateur de A dans PSLy(K) est un sous-groupe du centralisateur
de A dans PSLy(K).

— Si A a un deuxiéme point fixe, on peut supposer, & changement de repére
projectif prés, que c’est 0 et par conséquent que A est une homothétie de
K C P}(K). Si un élément du centralisateur de A dans P!(K) échangeait 0 et
o0, ce serait une inversion de centre 0, qui ne commuterait pas avec A. Donc
les éléments du centralisateur de A dans P!(K) ont 0 et co comme points fixes
et ce sont les homothéties de P'(K) de déterminant 1 (i.e. celles de rapport
carré) qui forment un groupe abélien. O

4.2 Propriétés du groupe PSLy(F,)

Dans ce paragraphe, on étudiera en particulier des propriétés des sous-
groupes de PSL3(F,), quand ¢ est un nombre premier.

Lemme 26: Siq est premier, et g € PSLy(F,), les assertions suivantes sont
équivalentes :

i) g est d’ordre ¢ ;
ii) g admet un unique point fixe;

iii) dans un certain repére projectif, g est une translation de F, C P'(F,).

Démonstration :

i) = ii) L’application g agit comme une permutation d’ordre premier ¢ sur
P!(F,). Les orbites de cette permutation sont donc de longueur g ou 1.
Comme g # 1, g a une orbite de longueur ¢ et une orbite de longueur 1,
ce qui montre le résultat.

ii) = iii) A un changement de repére prés, le point fixe de g est co. Ainsi, g
agit alors sur F, C P*(F,) comme une application affine non constante et
sans point fixe, c’est-a-dire une translation.

iii) = i) C’est évident. O
Lemme 27: Si G est un groupe fini et si le centralisateur de tout élément
hors du centre Z de G est abélien, alors l'intersection de deux sous-groupes de

G abéliens maximaux distincts est Z.

Démonstration : Notons que tout sous-groupe abélien maximal de GG contient

ISiK = F4 ol g est une puissance d’un nombre premier, on peut remplacer K par Foz.

15



Z.Si J et K sont des sous-groupes abéliens maximaux et J N K # Z et si
g€ (JNK)\ Z, J et K sont tous deux inclus dans le centralisateur de g qui
est par hypothése abélien. Par maximalité, J et K sont égaux au centralisateur
de g donc J = K. O

Lemme 28: Si q est un nombre premier impair et H un sous-groupe de
PSLy(F,) tel que ¢ { |H| alors tout sous-groupe abélien maximal de H est
d’indice au plus 2 dans son normalisateur.

Démonstration : Soit J un sous-groupe abélien maximal de H.

On peut bien str supposer que H est non trivial et que A € J n’est pas I'identité.
Comme pour la proposition 25, on regarde A comme élément de PSLy(FF,2).
Dans Fg2, A admet alors un ou deux points fixes. On suppose que A fixe oo.
Si A avait un seul point fixe, ce serait une translation de Fg C Pl(qu) et ¢
diviserait l'ordre de A, ce qui contredirait ¢ { |H]|.

Donc A a un second point fixe, qui peut étre envoyé par changement de repére
projectif sur 0. Dés lors, A est une homothétie de F,2 C P'(F,2). Comme J
est abélien, tous ses éléments fixent {0, co}. Les éléments inversant 0 et co sont
des inversions qui ne commutent donc pas avec A. J ne contient donc que des
homothéties de Fp2 C P*(F,2).

Pour tout élément B du normalisateur de J, AB{0,00} = BB~1AB{0,00} =
B{0,00} car B"'AB € J et donc B({0,00}) C {0,00} puis par cardinalité,
B{0,00} = {0,00}. L’application canonique de Ng(J) dans &({0,00}) admet
alors clairement J pour noyau (car J est abélien maximal), ce qui achéve la
démonstration. O

Définition: Un groupe G est dit métabélien s’il admet un sous-groupe dis-
tingué H tel que H et G/H soient abéliens. En particulier, un tel groupe est
résoluble.

Proposition 29: Soit G un groupe. Les trois assertions suivantes sont équiva-
lentes :

i) G est métabélien;
ii) Le groupe dérivé de G est abélien ;
iii) Ya,b,c,d € G, [[a,b], [c,d]] = 11. O

Théoréme 30 : Si g est premier, les sous-groupes stricts de PSLo(F,) possédant
strictement plus de 60 éléments sont métabéliens®.

Démonstration : Soit H un sous groupe strict de PSLy(F,) possédant strictement

plus de 60 éléments.

Distinguons deux cas :

— Si g | |H|, alors H contient au moins un sous-groupe d’ordre ¢. Supposons
par l'absurde qu’il en contienne plus d’un. Dans ce cas, d’aprés le lemme 26,

Hz,y] = ayz~ly~?

tEn reéalité, les seuls sous-groupes stricts de PSLq (Fq) non métabéliens sont Sy et Us.
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il existerait a; et as dans PSLo(Fy) tels que H contienne tous les éléments
ayant pour unique point fixe a; ou ag, si bien que H serait PSLy(F,) d’aprés
le lemme 23.

Soit alors Hy I'unique sous-groupe d’ordre ¢ de H. A changement de repére
projectif prés, Hy est le groupe des translations de P!(F,) et a oo pour point
fixe. Comme Hj est distingué dans H, H fixe aussi co et H est alors contenu
dans le groupe des applications affines de F, C P!(F,), qui est métabélien (son
groupe dérivé est I’ensemble des translations de F,). Donc H est métabélien.
Si ¢ 1 |H| alors, par cardinalité, ¢ > 7 et en particulier, ¢ est impair. Soit
h = |H|. Soient C1, ..., C; les classes de conjugaison des sous-groupes abéliens
maximaux de H égaux & leurs normalisateurs et Csiq,...,Cs4t celles des
sous-groupes abéliens maximaux de H d’indice 2 dans leurs normalisateurs
(d’apres le lemme 28, ce sont les seuls cas possibles). Soit enfin g; le cardinal
commun des éléments de C;.

Tout A € H différent de I'identité est contenu dans exactement un sous-groupe
abélien maximal d’aprés la proposition 25 et le lemme 27 et par conséquent,

s+t

H=1+>_ > (J]-1).

i=1JeC;

Puis, en remarquant que si H agit sur C; par conjugaison, J € C; a pour orbite
C; et pour stabilisateur N (J) et par conséquent que V.J € Cy, |H| = |C;||N(J)]

iZ' -3 sz 'J'*l
|H| |H| |C||N
i=1JeC; =1 JeC;
s+t s s+t
_ |J|—1 _ 1 gi —1 gi—1
*Zzwn TR 2l
i=1JeC; i=1 i=s+1

Donc,
1< 1 1 & 1 1 s t
1== 1— =) 4= - =) >=4+242
h+;( 9i)+2-;< gi) h+2+4

Il y a alors 5 possibilités :
1) Sis=1ett=0, H est abélien, d’ou le résultat.

2) Si s=1ett =1, on peut écrire la relation précédente comme ceci :

1y 1+1 1
_h 2 2
D’ou :
2 2 1
1+-=—+—
h g1 92
Commegl<h ge = 2et alors—<— Donc 2 < g1 < 3. Si g1 = 3, alors

g < g% et go = 2 puis h = 12, ce qui contredit h > 60. Donc g; = 2.

Alors, comme gy = %, H admet un sous-groupe abélien d’indice 2, ce
qui montre le résultat.
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3) Sis=0ett=1,larelation devient :

1_14_11 1
ho 2 g1

Ceci contredit le fait que h > 60.
4) Sis=0et ¢t =2, alors :
1 1 1 1
l=—+-(1-—+1—-—
h g1 g2

Ceci contredit le fait que g1 < h et go < h.
5) Sis=0ett =23, il vient que :

Ou encore :
2 1 1 1
+—+
h g1 92 g3
Si on suppose que g1 < g2 < g3, on obtient tout de suite que g; = 2
puis2 < gy <4.Sige=2,93 = % et H contient un sous-groupe abélien

d’indice 2.

Si go = 3, % + % = g%, ce qui est impossible puisque h > 60 (% < g% <
1,2 _ l)

6 60 5

= g%’ ce qui est aussi impossible puisque h > 60
1
(Z<g—3<z+@<§).

Cela conclut la preuve. O

4.3 Représentations de PSLy(F,)

Soit ¢ > 7t un nombre premier. Démontrons le théoréme suivant.

Théoréme 31: Le degré de toute représentation non triviale de PSLy(F,) est
au moins %.

Notons B le groupe des transformations affines de Fg, i.e. des z — az + b
pour a € F et b € F,. On consideére, comme dans la partie 3 (page 13), la
représentation A\p, de B et sa sous-représentation )\]PQQ sur

Wo=qf€l(F): Y f(z)=0
z€F,
Lemme 32 : La représentation )\]%q est irréductible, de degré q — 1.

Démonstration : D’aprés la proposition 21, il suffit de montrer que B agit de

TLe théoréme est vrai dans le cas ¢ = 5, mais il utilise le résultat de la proposition 24 pour
F5, que ’on ne démontre pas, car on s’intéressera au comportement asymptotique, quand p
est fixé et ¢ devient grand.
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fagon 2-transitive sur F,. Cela revient & montrer qu’il existe une droite affine
reliant deux points quelconques de Fg, ce qui est évident. (I

Soit maintenant By le stabilisateur de co dans PSLy(FFy), c’est-a-dire le sous-
groupe de B composé des z — az+b ol a est un carré (non nul). Ainsi, By est un
sous-groupe d’indice 2 de B. Soit « le morphisme de groupe (z — az + b) — a.

La proposition suivante dresse la liste des représentations irréductibles de
By.

Proposition 33 : Le groupe By admet # représentations irréductibles, répar-
ties en :
qg—1

— 45~ morphismes de By dans C*, factorisables par o ;
— 2 représentations py et p_ de degré %1_

Démonstration : Le groupe des carrés de F, étant un groupe abélien, ses repré-
sentations irréductibles sont nécessairement de degré 1 (en utilisant I’existence
de valeurs propres sur C). D’aprés la proposition 20, il y en a exactement q%l.
Comme « est surjective, on obtient, en les composant & droite par «, % re-
présentations distinctes irréductibles de By dans C*.

Soit w = e2™/4. On définit, pour tout ¢ € F,
ec:Fg—C:n—w™.

Les (e.) sont orthogonaux au sens du produit scalaire sur ¢2(F,), et en forment
donc une base. De plus, les (e.) pour ¢ € Fy forment une base de Wy, et I’on
note W, et W_ les sous-espaces de W engendrés respectivement par les (e.)
pour c carré, et les (e.) pour ¢ non carré. On vérifie facilement que W, et W_
sont, stables sous ’action de By. Ces deux espaces sont de dimension q%l. On
pose donc p4 et p_ les restrictions de )\%q|30 aWiet W_.

Si g € B\ By, Ag, (9) échange W et W_. On en déduit que

Xps(9) + xp_(g) sig € By;
XAf?q(g){ Op+() p-(9) sinon.

Comme, d’apreés le lemme 32, )\%q est irréductible, on calcule que

1= <XA8LI |X)\2q >B = %(<Xﬂ+ |Xp+>Bo + 2Re<Xﬂ+ |Xp7>Bo + <Xp7 |Xp7>Bo)~
Or le théoreme 17 assure que les nombres (X, |Xp, ) Bos (Xps [ Xp_ ) Bo €6 (Xp_|Xp_)Bo
sont des entiers positifs, avec (x,, [X,.)B, et (Xp_|Xp_)B, > 0. On a donc fi-
nalement (X, [Xo,)Bo = (Xp_|Xp_)Bo = 1 €t (Xp,|Xp_)B, = 0. Cela conclut la
démonstration car la formule des degrés, établie dans la proposition 20, montre
que l'on a ainsi trouvé toutes les représentations de By. O

Enfin, soit m une représentation non triviale de PSLo(IF,) de degré n. D’aprés
la proposition 13, sa restriction & By se décompose en somme de représentations
irréductibles de By. De plus, comme ¢ > 7, PSLy(F,) est simple, par la propo-
sition 24. La représentation 7|p, doit donc étre fidéle. Or la liste établie dans le
lemme 33 montre que toutes les représentations de degré 1 sont triviales sur le
groupe dérivé de By, car elles sont factorisables par «. L’une au moins des deux

19



représentations irréductibles de By de degré % doit donc apparaitre dans la

décomposition de 7|p,, si bien que n > q%l. Cela conclut la démonstration du
théoréme 31.

5 Quaternions

5.1 Deéfinition des quaternions

Définition: Soit A un anneau. L’algébre des quaternions sur A, notée H(A),
est le A-module libre engendré par les quatre éléments 1, i, j et k, que l'on
munit de la structure d’algébre définie par :

(i) 1 est le neutre pour la multiplication ;

(i) % = j2 =k? = —1;

(ii) 9 = —ji =k, jk = —kj =1, ki = —ik = j.
On constate que la conjugaison n’est pas un automorphisme. En revanche, la
norme, définie par N(q) = ¢g, est multiplicative, ie. on a N(q1g2) = N(q1)N(q2).

Proposition 34 : Soit A un anneau dans lequel 4 n’est pas un diviseur de zéro.
S’il existe z,y € A tels que x®> + y> + 1 = 0, alors H(A) est isomorphe a une
sous-algébre de My(A).

Démonstration : Posons

(3 0= )= (0 ) ()

Ainsi, les propriétés (i), (ii) et (iii) de la définition précédente sont veérifiées.
Reste & démontrer que le module est libre, i.e. que 1, i, j et k sont linéairement
indépendantes. Cela revient & vérifier que le déterminant suivant est non nul
dans le corps des fractions de A :

1 T 0 Y
0 ) 1 X _ 2 2\
0 —y -1 z|— 4z +y°) = 4.

1 —x 0 —y

or on a justement supposé que 4 n’était pas un diviseur de zéro. Cela démontre
I'injection attendue. O

Notons que dans le cas ou l'injection est possible, la norme d’un quaternion
est égale au déterminant de la matrice associée.

Proposition 35: Soit ¢ une puissance d’un nombre premier impair. Alors il
existe x,y € F, tels que 22 +y2+1=0.

Démonstration : On note qu’il y a (¢ + 1)/2 carrés dans F,. Dés lors, les deux

ensembles
Ay ={2?+1:2eF,}et A ={—y*:ycF,}
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ne sont pas disjoints, d’ou le résultat. (I

Nous utiliserons les quaternions sur ’anneau Z/nZ. Nous aurons donc besoin
de la propriété suivante.

Proposition 36 : Soit n un entier impair. Il existe z,y € N tels que 2% +y%+1 =
0 (mod. n). En particulier, H(Z/nZ) est isomorphe a I'algébre My(Z/nZ).

Démonstration : D’aprés le théoréme des restes chinois, on peut se ramener au
cas ol n = p%, avec p premier et o € N*. Procédons par récurrence sur a.

Si a = 1, la proposition précédente permet de conclure.

Supposons « > 1. Par hypothése de récurrence, il existe x,y € N tels que
22 + 9%+ 1 =0 (mod. p®~!). Quitte & échanger x et y, on peut supposer que
x # 0 (mod.p). Si I'on note Q(X) = X2 + 4% + 1, on a le développement, de
Taylor :

Q+ ™) = Q) + W@/ (@) + L3 ().

Le dernier terme est nécessairement entier et divisible par p®, si bien que Q(z +
ApeH) = Q(x) + Ap® Q' (z) (mod. p®). Ainsi, on cherche X tel que

Q(z) + \p* Q' (z) = 0 (mod. p®)

Q(z)
pafl
Comme on a supposé z #Z 0 (mod.p), et comme p est impair, Q'(z) est in-
versible. On a ainsi trouvé un A qui convienne, et il existe donc x tel que
Q(z) =0 (mod. p®), ce qui était le résultat attendu.
Enfin, on sait que dans ces conditions, H(Z/nZ) s’injecte dans Ms(Z/nZ). Ces
deux algébres, ayant méme cardinal, sont isomorphes. O

+AQ'(z) =0 (mod. p)

Proposition 37: Tout quaternion o € H(Z) non inversible est produit de
quaternions irréductibles.

Démonstration : Soit « € H(Z). Démontrons le résultat par récurrence sur N («).
Si N(a) =1, « est inversible. Si maintenant «a n’est pas irréductible, soit 5 et
non inversibles tels que o = 7. Par hypothése de récurrence, comme N(f) et
N (~) sont strictement inférieurs & N(a), on conclut que [ et 7 se décomposent
en produit d’irréductibles, et donc « aussi. (I

Il n’y a pas unicité de cette factorisation.

5.2 Sommes de quatre carrés

Soit p un nombre premier. On s’intéresse a 'équation a3 + a? + a3 + a3 = p,
avec ag, aj,az,as € Z. D’apreés le théoréme suivant, démontré par Jacobi, elle
posséde 8(p + 1) solutions.

Théoréme 38: Soit n un entier impair positif. Alors, le nombre de solutions
de a% + a? + a3 + a2 = n, avec ag, a1, as,a3 € Z, est SZd‘n d.
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Dans le cas des sommes de deux carrés, on utilise la factorialité de Z[i] pour
obtenir que le nombre de décomposition d’un entier n strictement positif en
somme de deux carrés (d’entiers relatifs) est égal & 4(di(n) — ds(n)), ou d;(n)
est le nombre de diviseurs de n congrus & ¢ modulo 4. L’anneau H(Z) n’étant
pas factoriel ; pour démontrer le théoréme 38, on introduit un nouvel anneau.

Définition: On appelle anneau des quaternions d’Hurwitz ’ensemble

f(z) = H(Z) U <W 4 H(Z)).

Proposition 39: Les quaternions d’Hurwitz forment un anneau, qui est eu-
clidien (a gauche comme & droite).

Démonstration : On vérifie facilement que cet ensemble est un anneau. Mon-
trons qu’il est euclidien. Si 21, zo € H(Z), il s’agit de montrer que la distance de
q= 212" (ou 22’1,21) au réseau des points entiers ou demi-entiers de R* est
strictement inférieure & 1. Or la distance de ¢ au réseau des points entiers de
R* est toujours inférieure & 1, et I’égalité n’est vérifiée que si ¢ est demi-entier.
Cela démontre que la distance de g au réseau des points entiers ou demi-entiers
de R* est strictement inférieure & 1. Ainsi, H(Z) est euclidien & gauche comme
a droite. O

On cherche le nombre de factorisations de n sous la forme n = 2%, avec
z € H(Z). Il y a deux fois plus de telles factorisations dans H(Z). En effet,

supposons que n = 2z, avec z € H(Z) \ H(Z). Si 'on note o = W et

W on est dans 'un des deux cas suivants :

z =
az € H(Z) si, et seulement si, a—b—c—d=0 (mod.4);
@z € H(Z) si, et seulement si, a+b+c+d=0 (mod.4).

Cela résulte du fait que a, b, c et d sont impairs. Comme « est inversible, on a
une bijection entre les solutions dans H(Z) et celles dans H(Z) \ H(Z). 1l s’agit

donc de montrer qu’il y a 163, d telles factorisations dans H(Z).

Cela revient & compter les idéaux & droite de norme n?

idéal I d’un anneau A est définie comme suit.

, ol la norme d’un

Proposition 40: Si I est un idéal d’un anneau A, la norme de I est N(I) =
|A/I|. Dans le cas de H(Z), qui est principal a droite, si I = (z) = zH(Z), on a

Démonstration : HTH(Z) est un Z-module libre de dimension 4 dont une base est
(o, 1, j, k). Pour calculer la norme de l'idéal I, on utilise les résultats sur les
modules sur les anneaux principaux. On a donc

N(I) = det(x — zx).
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Ce déterminant est le méme que celui de 'application z — zz sur H(R), car une
base de H(Z) en est une de H(R), si bien que ’on peut calculer ce déterminant
dans la base (1,4, 7, k). Ainsi, si z = a+ib+ jc + kd,

a —-b —c¢ —d
b —d

NIy =| 9 T =@ e d) = N
d —c b a

O

On notera J,, ’ensemble des idéaux a droite de norme n?. Comme il y a 16
inversibles dans H(Z) (I’ensemble des éléments de norme 1, & savoir 1, i, j, k,
a, ia, ja, ka et leurs opposés), il y a 16 fois plus d’éléments de norme n que
d’idéaux dans J,. Montrons donc que |J,| = }_;,, d. Dans la suite, les idéaux
considérés seront toujours des idéaux & droite.

Clairement, la norme des idéaux est invariante par passage au quotient, et
comme les idéaux de H(Z) contenant n sont en bijection avec ceux de H(Z)/(n),
on est ramené au cas des idéaux de H(Z)/(n) = H(Z/nZ) = H(Z/nZ), cette
égalité découlant du fait que 2 est inversible dans Z/nZ. Finalement, d’aprés
la proposition 36, il s’agit de dénombrer les idéaux de Mz(Z/nZ) de norme n?,
donc les idéaux de Mo (Z) contenant nId et de norme n?.

La proposition suivante donne une caractérisation des idéaux & droite de

My(Z).

Proposition 41: Les idéaux a droite de M3(Z) sont en bijection avec les
réseaux de 7Z?, par l'application qui, & un idéal I de Ms(Z), associe le réseau

Im(I)={M(z): M € I,z € Z*}
oii (1, e3) est la base canonique de Z2. De plus, on a alors que N (I) = vol(Im(I))?.

Démonstration : Cette application est bien surjective, car I'application R —
{M € M5(Z) : Im(M) C R} en est clairement une réciproque a droite. Reste
a montrer Uinjectivité. Soit I un idéal de M2(Z), et M € Ms(Z) telle que
Im(M) C Im(I). Par définition, il existe A, B € T tels que A(e1) = M(e1) et
B(ez) = M(e2). Dés lors, on a

10 0 0
wea(l D)en(l Ver
Ainsi, on a montré que M € I < Im(M) C Im(I), d’ou l'injectivité.
Enfin, comme M5 (Z) s’identifie a (22)2, et comme, d’apreés le raisonnement pré-
cédent, cette identification envoie I sur Im(1)?, M(Z)/I s’identifie a (Z2/ Im(I)) 2
si bien que N(I) = vol(Im([))?. 0

D’aprés cette caractérisation, on doit dénombrer les réseaux de Z? de volume
n et qui contiennent (n,0) et (0,n). Mais si les vecteurs « et § engendrent un
réseau R de volume n, en multipliant la matrice (« ) par la transposée de sa
comatrice, on obtient que (n,0) et (0,n) sont dans R.
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Proposition 42: Dans Z2, le nombre de réseaux de volume n est de d.

Démonstration : Soit R un réseau de Z? de volume n, et a = (a1, az) et 3 =
(61, 02) deux vecteurs engendrant R. Soit d = a3 A 81, et u,v € Z tels que
ua +vf =d. On a alors :

ar G\ (u —pi/d\ _(d 0O
as [ v ay/d ] \x n/d
La seconde matrice est inversible, si bien que tout réseau R est engendré par

une matrice de la forme
d 0
x n/d

ol x € Z. Mais, quitte a effectuer une division euclidienne, on peut supposer
que z € [0,n/d — 1], auquel cas il est clair que les réseaux définis sont deux-
a-deux distincts. Ainsi,ilya}_,, n/d =3}, d réseaux de volume n dans z2.0

Ceci conclut la démonstration du théoréme 38.

5.3 Quaternions irréductibles

Utilisons les quaternions d’Hurwitz introduits précédemment pour caracté-
riser les quaternions irréductibles.

Définition: Un quaternion z € H(Z) est dit pair si la somme de ses coefficients
I’est, et impair sinon.

Notons que le produit de deux quaternions impairs est impair, le produit de
deux quaternions pairs est pair, celui d’un pair et d’un impair est pair.

On note toujours a = W € H(Z). Remarquons que si z € H(Z), z et
aza ont la méme parité. En effet, la conjugaison par a opére une permutation
circulaire de 7, j et k.

Lemme 43 : Soit z € H(Z) un quaternion. On a alors les équivalences suivantes :

z est pair & az € H(Z) < az € H(Z)

La proposition suivante est une caractérisation utile des quaternions irréduc-
tibles.

Proposition 44 : § € H(Z) est irréductible si, et seulement si, N (J) est premier
dans Z. _

Démonstration : Montrons d’abord le résultat sur H(Z).

Soit donc = € ]?]I(Z), tel que N(xz) = pb, avec p premier et b non inversible.
Montrons que x n’est pas irréductible. Comme f[-v]I(Z) est principal & gauche,
il existe O tel que (a,p) = (B). Comme tous les éléments de (a,p) ont leur
norme divisible par p, 8 n’est pas inversible. Il existe ¢ tel que p = 3¢, et l'on a
alors p? = N(B)N(q)- Si q est inversible, p divise z, et le résultat est démontré.
Sinon, on a nécessairement N(3) = N(q) = p. Il existe donc k tel que o = Sk,
N(B) =p et N(k) =b. Ainsi, z n’est pas irréductible.
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Traitons maintenant le cas de H(Z). Soit € H(Z), dont la norme n’est pas
premiére dans Z. On a montré que dans ce cas, = se factorise sur ﬂ(Z) en deux
quaternions non inversibles : x = ab. Quitte & modifier a, on peut supposer que
b € H(Z). Alors, si a € H(Z), la preuve est terminée. Sinon, aa € H(Z) ou
@a € H(Z). Supposons par exemple que aa € H(Z). On a alors z = «a(@a)b.
Comme z € H(Z), d’aprés le lemme précédent, @a ou b sont pairs. Comme
a ¢ H(Z), aa est impair et b est pair. On a donc z = (a@)(ab). On a vu que
H(Z) est stable par conjugaison par «, si bien que a@ € H(Z), et d’aprés le
lemme précédent, ab € H(Z). Ainsi, x n’est pas irréductible sur H(Z). O

5.4 Groupe libre sur une famille de quaternions

Considérons les 8(p + 1) solutions de I’équation a3 + a? + a3 + a3 = p, avec
aop, a1, a9, a3 € Z et p premier. En réduisant 1’équation modulo 4, il vient que si
a = ag + a1+ asj + ask est solution on a :

— si p=1 (mod.4), I'un des a; est impair et les autres sont pairs ;

— si p=3 (mod.4), 'un des a; est pair et les autres sont impairs.

En tout cas, notons a cet élément distingué. Parmi les 8 éléments associés a a,
on en distingue un qui admette |a?| pour partie réelle. Il est unique si ag # 0,
mais ’on doit choisir arbitrairement I’'un des deux possibles si p = 3 (mod. 4) et
apg = 0.

Notons S, I’ensemble de ces p + 1 solutions distinguées. Si o = ag + a1% +
azj + ask € Sp, @ € S, si, et seulement si, ag > 0. Ainsi, on écrit S, sous la
forme

Sp = {al,a_l, e, O, O, B, - ,ﬁt}

ou les «; ont une partie réelle strictement positive, tandis que celle des 3; est
nulle. Remarquons que si p =1 (mod. 4), les §; sont absents.

Définition: Un mot réduit sur S, est un mot sur ’alphabet S, ne contenant
aucun facteur de la forme o;a;, @ ou 52

On note alors G = (1,...,Ze,y1,---,Y¢ | i =y; * : 1 <i < t). Remarquons
que le graphe de Cayley associé a cette présentation du groupe G est 'arbre
(2s + t)-régulier, c’est-a-dire (p + 1)-régulier.

Considérons alors le monoide

N ={acH(Z):a=1(mod.2) ou a =i+j+k(mod.2),3k € N, N(a) = p~}.

On définit sur A’ la relation d’équivalence ~ telle que o ~ § < (Ja,b €
N)(p*a = £p°8).

Théoréme 45: Le groupe G est isomorphe & A = A/ ~, et Q(A,g;) est un
arbre (p + 1)-régulier.

Ce théoréme découle du résultat suivant :
Lemme 46: Soit k € N et a € H(Z) tels que N(a) = p*. Alors, a admet une

unique factorisation de la forme o = ep”w,y,, ou € est un inversible de H(Z) et
Wy, un mot réduit sur S, de longueur m, avec k = 2r +m.
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Démonstration : Soit o € H(Z) tel que N(a) = p*. D’aprés la proposition 37,
« s’écrit comme produit d’irréductibles, i.e. a = §7...9d,. De plus, la proposi-
tion 44 entraine que, pour tout ¢ € {1,...,n}, N(§;) = p et que n = k. De ce
fait, il existe €; et y; € S, tels que 6; = €;7;.

Les quaternions ne commutent pas. Cependant, il est clair que, pour tout v € .S,
et tout ¢ inversible, il existe 4/ € S, et ¢’ inversible tels que ve = ¢’+'. On peut
donc factoriser o en o = €7, ..., avec toujours € inversible et v; € S,. On
réduit alors le mot 71 ...k, ce qui fait apparaitre un terme p”.

Cela montre ’existence de la factorisation attendue.

Pour établir 'unicité de cette factorisation, montrons qu’il y a autant de qua-
ternions de norme p* que de factorisations possibles. On calcule facilement que
le nombre de mots réduits de longueur m est

0;
1.

\VARI

1 si m
(p+Dpmt si m

On en déduit que le nombre d’expressions de la forme ep”w,,, avec € inversible,
Wy, un mot réduit de longueur m et 2r +m =k, est

kg
2
81+ Z(p + 1)ph—2r-t si k est pair;
r=0
k=1
2
8 Z(p +1)phr-t si k est impair.
r=0

En simplifiant ces expressions, on obtient que le nombre de telles expressions

est 8 (p kptll_ 1) quel que soit k. Enfin, le théoréme 38 assure que le nombre de

quaternions de norme pk est

k+171

k
i p
8;]0 8(7_1 >

L’unicité est ainsi démontrée. O

L’existence de la factorisation, énoncée dans le lemme, assure que G(A, :9;) est
connexe. S'il existait un circuit dans ce graphe, le mot réduit associé contredirait
l'unicité de la factorisation de p™. Ainsi, G(A, S,) est un arbre, I'isomorphisme
entre G et A est évident et le théoréme 45 est démontré.

6 Construction des graphes Y,

Soit ¢ un nombre premier distinct de p. Nous allons définir les graphes Y, 4
comme quotients de I'arbre (p+1)-régulier, qui est le graphe de Cayley G(A, 5;,),
ol :9; est ’ensemble des classes des éléments de S, pour la relation ~. Ces
quotients seront induits par une réduction des quaternions modulo q.
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6.1 Définitions

Soit 7, : H(Z) — H(F,) la surjection canonique. Clairement, 7, : A" — H(IF,)
induit un morphisme II, : A — H(F,)*/Z,, ot Z, = {a € H(F,) : « = @}. En
termes matriciels (cf. proposition 36), I, est un morphisme de groupes de A
dans PGLy(Fy).

Notons A(g) son noyau et posons Sy, ; = Hq(g;).
Lemme 47 : Si q est assez grand (q > 2,/p suffit), on a |S, 4| = [S,| =p + 1.

Démonstration : Supposons que ¢ > 2,/p, et montrons que cette majoration est
suffisante. Soient o = ag + ia1 + jas + kasg et 8 = by + iby + jbs + kb3 deux
éléments de S, distincts. Comme N (o) = N(8) = p, pour tout j € {0,1,2,3},
a;,bj € [—\/D, \/Pl, si bien que 74() # 74(8). Notons 7 la projection de H(F,)"
dans H(F,)" /Z,. Supposons que 1’on ait 7 o 7,(a) = 70 7,(3). Il existerait alors
A € F tel que 7y(a) = A7y(). En prenant la norme, on obtient que p = A2p,
d’ou A = —1. Mais comme, par hypothése, ag, by > 0, on a en fait ag = by = 0,
et donc § = @. Ceci est impossible par construction de .S,. O

On supposera par la suite cette condition remplie. On peut alors définir les
Ypg:

Yp.q = G(A/A(9), Sp.q)
En tant que quotient d’un arbre, Y}, ; est connexe et, d’aprés le lemme 47,
Y,.q est (p+ 1)-régulier. Pour établir des propriétés spectrales de la famille Y, 4,

il faut identifier le sous-groupe A/A(g) de PGL2(F,).
On utilisera implicitement la commutativité du diagramme suivant.

S, c N —— H(F,) =—— GL2(F,)

l l l

Sy C A — H(F,) /2, ——

Lemme 48:
Alg)={aecA:a=a (mod.q)}

Démonstration : Cela résulte du fait que p et ¢ sont des nombres premiers dis-
tincts. O

La systole du graphe Y}, , est liée & la longueur minimale des relations défi-
nissant le quotient A/A(q). La minoration établie dans la proposition suivante
permettra d’établir que certains éléments du quotient sont non triviaux.

Proposition 49 : On a la minoration g(Y ) > 2log, q. Si de plus (%) =1,
on a méme g(Y, ) > 4log, ¢ —log, 4.

Démonstration : Soit g = g(Y,q), et zo,...,Tg-1,24 = o les sommets d’un

cycle de longueur g. Par transitivité, on peut supposer que xg = x4 = 1. Soient
alors t1,...,t5 € Spq tels que z; = t;z;_1 pour 1 < ¢ < g, et soit ; 'unique
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antécédent de ¢; par II;. Onnote a =71 ..., € A/, et a = ap+ a1+ azj + ask.
Dés lors, o est un mot réduit sur Sp, car sinon, & € A ne serait pas réduit
(en tant que chemin du graphe), ce qui contredirait sa minimalité. De ce fait,
d’aprés le théoréme 45, o 4 1 dans A'.

Cela entraine que I’'un des nombres a1, a2, a3 au moins est non nul. De plus, par
construction, @ € A(g). D’aprés le lemme 48, les nombres a1, as, asz sont donc
divisibles par ¢, si bien que

p? =N(a) = ¢*.

En prenant le logarithme, on obtient le résultat.

Si maintenant (%) = —1, comme p?Y = aZ (mod. q), on a

()~ -

Ainsi, g est pair. Notons donc g = 2h. En particulier,

p*" = a? (mod. ¢?).
Comme p n’est pas divisible par ¢, on en déduit que ’on a

p" = +ay (mod. ¢?).
De plus, comme a2 < p9, |ag| < p*. Dés lors, si 'on suppose p" < ¢*/2, on
a nécessairement p" = Fag, et donc p¢ = N(a) = a2. Cela implique que

a1 = az = az = 0, ce qui est impossible car o ¢ 1. Ainsi, on a l'inégalité
p" > ¢%/2, ce qui donne le résultat en prenant le logarithme. O

La proposition 2, associée & la proposition précédente, permet de déduire le
résultat suivant.

Proposition 50: Si p > 3, on a l'inégalité

|YpaQ| 2

hSEES

Si de plus (%) = —1, on a méme

2
q
[Yp,ql > %

Théoréme 51: Supposons que p > 3. Si ¢ > p®, on peut identifier A/A(q) :

q

PGLy(F,) si (g):q.

AJA(q) = PSLQ(FQ) si (g) —1;

Démonstration : Notons d’abord que dans le premier cas, on a S, ¢ C PSLa(F,),
tandis que dans le deuxiéme, S, C PGLy(F,) \ PSLao(F,). En effet, si A €
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GL2(F,), [A] € PSLy(F,) si, et seulement si, det(A) est un carré dans F,. Or si
a € Sy, etsi Ae GL2(F,) est la matrice associée, p = N(«) = det(A4).

Ainsi, si 'on note H,, = PSLs(Fq) N (A/A(q)), il suffit dans tous les cas de
montrer que Hy, ; = PSLy(F,). D’aprés le théoréme 30, il suffit de montrer que
|Hp 4| > 60 et que H, , n’est pas métabélien.

Comme ¢ > p® et p > 3, on a, d’aprés la proposition 50

A/A(q)] = % > 120,

d’ou |Hp, 4| > 60.
Reste & montrer que Hp ; n’est pas métabélien, ce qui revient, d’apres la pro-

position 29, & trouver g1, g2, g3, g4 € Hp, 4 tels que [[g1, g2], [¢3, g4]] # 1.

- Si (5) = 1, 50it g1 = g3 € Spq» 92 € Spg \ {97} €t g1 € Spg \ {91195 }-
Alors, [[g1, 2], [93, 94]] est un mot réduit de longueur 16 sur Sy, 4. Or on a vu

(cf. proposition 49) que g(Y) 4) = 2log, ¢ > 16. Ainsi, [[g1, g2],[93, 94]] # 1.

- Si (%) = —1, les éléments de S, , ne sont pas dans H, ,, mais le produit

de deux d’entre eux y est. Soit donc hy € S, ha € Sp 4 \ {hE'} et hs €
Sp.a\{AE!, hE'}. On pose alors gy = hihs, g2 = hahs, g3 = hihs et g1 = hsho.
On vérifie ensuite que [[g1, g2], [g3, g4]] est un mot réduit de longueur 24 sur
Sp.q- Or on sait que dans ce cas, g(Y,,) > 4log,q — log,4 > 24. Ainsi,

[[gla 92]7 [935 94]] 7& 1.
Cela conclut la démonstration du théoréme. 0

6.2 Estimations spectrales

Le but de ce paragraphe est de minorer asymptotiquement le trou spectral
des graphes Y, 4, ce qui donnera en particulier le fait que ces graphes sont
expanseurs.

Dans un premier temps, on considére que l'on se trouve dans un graphe
simple k-régulier X non orienté quelconque.

Définition: Dans un graphe, on dira qu’un chemin est réduit s’il ne passe
jamais deux fois de suite par la méme aréte.

On notera Fy(a,b) 'ensemble des chemins réduits de longueur ¢ de a & b et
Ay la matrice formée des cardinaux des Fy(a,b). Notons que A; est la matrice
d’adjacence du graphe X.

Définition: Le mi®™® polynome de seconde espéce de Tchebychev est le poly-
noéme U, vérifiant

V8 € C,Up,(cost) = M
sin @
Proposition 52: Les polynémes de seconde espéce de Tchebychev existent et
vérifient :
- UO = 1,‘
- U1 = 2X,‘
- Vm = ]., Um+1 = 2XUm —Um-1-
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Démonstration : C’est évident. O

Lemme 53: Les matrices Ay vérifient la relation de récurrence suivante :

V=1, A1 = A1Ar— (kK — ]14751) Ap_q.

Démonstration : A1 Ay est la matrice des nombres de chemins de longueur ¢ + 1
qui sauf peut-étre au tout début ne passent pas deux fois de suite par la méme
aréte.

(k — Lgs1) Ag—1 est la matrice des nombres de chemins de longueur ¢+1 passant
deux fois par la méme aréte au début puis qui ne passent plus jamais deux fois
de suite par la méme aréte (on choisit un chemin de longueur ¢ — 1 puis un voisin
du sommet de départ différent du second sommet atteint par le chemin choisi).
Ceci achéve la démonstration. O

Théoréme 54: Pour tout m entier naturel, on a I’égalité suivante :

m Al
> A =(k=1)%U, <7> :
0 2k —1

Démonstration : Procédons par récurrence sur m :
— Sim =0, c’est évident.
- Sim >0,

Z Ap—or = Z (A1 Ap—2e—1 — (k — 1m—2€#2)Am—2€—2)+Am_2[%]-

o< 0<e< 1

Or, par hypothése de récurrence,

Ay
Ay Z Amop1 = A1(k—1)2 5 Up (7) — Loy As
0<i<m -1 2Vk -1
et,
> (k= Lmora)Am 2o = (k—1)%T, <L>+1 Id
i m—20#2)Am—20—2 m—2 2\/kT1 2|m .

Donc finalement,

s A " A
Aoy = Ay(k— 1)U, [ —2 ) — (k= 1)%U,, o [—2
2 An-ze=A(kb-1) l(zm) (k=1 2(2@

’2"( it (as) e ()

(i)

N\:



O
Si le graphe X a n sommets et si (1;)ocj<n—1 désigne la suite de ses valeurs
propres, on a :
Corollaire 55: Formule de la trace :

n—1

_ 3 -
> > Az = (k=1) U (m/ﬁ)

zeEX 0Sr<y j=

Démonstration : C’est le passage a la trace de I’égalité du théoréme précédent
(ceci est évident car la matrice d’adjacence de X est symétrique donc diagona-
lisable). O

Revenons au cas du graphe Y, ;. C’est un graphe de Caley donc ses automor-
phismes agissent transitivement sur ses sommets (le passage d’un sommet g; a
un sommet g, se fait par le morphisme de multiplication & gauche par g2g; 1).
Si I'on note pour simplifier Fy = Fy(z,z) et fi = |Fy| = A¢(z, ), la formule de
la trace devient donc :

Lemme 56: Sim est un entier naturel,

Sq(m) =2 Z fm—2’r

0<r<

Démonstration : Tout d’abord, pour tout £ € N, on a une bijection ¢ de Fy dans
Pensemble des éléments de A(g) s’écrivant comme mots réduits de longueur ¢
sur :9;. En effet, si on a un circuit réduit de longueur ¢ dans Y}, 4, on lui associe
naturellement un mot réduit w de longueur ¢ sur S;. Cette application est bien
str injective. Comme c’est un circuit, IT,(w) = 1 et w € A(q) ; réciproquement
il clair que tout mot réduit de longueur ¢ sur :5'; qui est dans A(g) forme un
circuit de longueur ¢ sans retour en arriére.

Les éléments de S,(m) sont exactement ceux de A(q) qui s’écrivent +p‘aw,, o
ol Wy, _2¢ est un mot réduit de longueur m — 2¢ sur 5; (voir lemmes 46 et 48)
d’ou le résultat. O

Lemme 57: Toute valeur propre i de Y, , de module strictement inférieur a

p+ 1 a une multiplicité supérieure a %.

Démonstration : Notons G le sous-groupe de PGL4(F,;) engendré par S, 4, c’est-
a-dire PSLy(F,) si p est un carré modulo ¢ et PGL2(F,) sinon.
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Notons, pour g € PSLa(Fy), 74 : G — G la multiplication & gauche par g.
PSLy(F,) agit linéairement & gauche sur ¢?(G) par l'application suivante :
(9,f) — forvg-1. Comme Y, , est un graphe de Cayley de G, sa matrice agit
naturellement sur ¢?(G) et son action commute avec action de PSLy(F,). Si V,,
est le sous-espace propre de Y, , associé & u, V), est alors invariant par I’action
de PSLy(F,) donc PSLy(Fy) agit sur V,.

Si cette action était triviale, c’est-a-dire si V(g, f) € PSLa(Fy) x Vy,, foyg-—1 = f,
les éléments de V), seraient constants sur PSLy(F,) et sur G \ PSLa(F,). Soit f
non nulle dans V,,,  dans G ol f ne s’annule pas :

Wi =@ = > flsisew)
(51752)6512)&

: 2
puis, comme V(s1,82) € Sy

P2 f(x) = |Sp g f (@) = (p + 1) f ().

Comme f(x) #0, |u| =p+ 1 ce qui est absurde.

Finalement, I’action de PSLy(FF,) sur V, est non trivial; comme toute repré-
sentation non triviale de PSLy(F,) est de dimension supérieure & % (voir le

PO . 1
théoréme 31), dimV,, > 45-=. O

S189 € PSLQ(FQ),

Lemme 58 : Pour tout € > 0 et quand m est pair,

m(1l+e) 2 (14-2¢)
p p:z
sq(m) =0 < 7 + . ) .

Démonstration : s,(m) est le nombre de solutions entiéres de % + ¢*(23 + 23 +
ai) =p™. N . N

Cette équation implique ¢ | (xl — pT) (xl —i—p?) donc x1 = £p? [¢?] (car ¢ ne
peut pas diviser les deux facteurs en méme temps) ce qui nous donne au plus
2 (p; + 1) choix pour z7.

. . m_g? . . .
Il s’agit maintenant de former Z 7 L comme somme de trois carrés, ce qui nous

N
donne (d’aprés le corollaire 10) O <(p—) ’ > possibilités.

q2
Ceci finit la preuve. O

Proposition 59: Si U, désigne le m-iéme polynéme de Tchebychev,
i) Vx € R,U,,(coshz) = sinh(mtl)e .

sinh z

i) V2 € R, Up(— cosha) = (—1)msinkimile .

sinh z

iii) si m est pair, Vx € R, Uy, (z) > —(m + 1).

Démonstration :
i) Soit x € R :
sin(m + 1)iz  sinh(m + 1)z

U (coshz) = Up,(cosix) = o = -

32



ii) Soit z € R :

Upn (— coshz) = Uy, (cos(m + ix)) = sin(m + 1)(7 + ix)

sin(m + ix)

sinh(m + 1)z

= (-ym—/— T
(=1) sinh x

iii) Soit z € R :
Si z € [—1,1], notons = cosf; on a alors
sin(m + 1)6
Un(®) sng > M+

Sinon, les résultats précédents nous indiquent, comme m est pair que si
sinh(m+1
) = arccosh |z|, Up,(x) = W > 0.
O

Théoréme 60: Pour tout € € |0, £], quand q tend vers I'infini, toute valeur
propre p de Y, , de module différent de p + 1 vérifie :

u| < p3FE 4 pie.

Cela implique en particulier, comme les Y, , sont connexes, qu’ils forment une
famille de graphes expanseurs.

Démonstration : Grace au lemme 56, la formule de la trace devient :

n—1
m Hj
P2 Un (—)

Désormais, on supposera que m est pair.

Si pq est une valeur propre de Y, ; de plus grand module différent de p+ 1 (en
lql .

AV

sq(m) =

S

particulier, |uq| > 2,/p), notons 1), = arccosh d’aprés le lemme 57 et la

proposition 59, on a alors :

2 mq— 1sinh 1
Sq(m) 2 _piq sin (m+ )wq

—2p% 1).
n 2 sinh v, p*(m+1)

Puis par le lemme 58,

g — 1 sinh(m + 1)3, pmizte)  pme
=0 | ———— 1
2n sinh ¢, q3 + q +(m+1)

ce qui implique, comme n < ¢, que

g — 1sinh(m + 1)%,
2 sinh 1)

-0 <pm(%+€) +q2pms) +q3(m+ 1)

Choisissons maintenant pour m le plus grand entier pair tel que p? < ¢3, c’est-
a~dire m = 2 [3 log,, q] ; on a alors :

q—1

sinh(m + 1)1y = O (¢*7%9)
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car sinh, < coshypy <p+1.

Supposons maintenant par ’absurde qu’il existe une suite strictement croissante
(¢;)jen d’entiers naturels telle que pour tout j € N, |ug,| > pete 4 pie Clest-
a-dire, pour tout j € N, 1hg, > (5 + ¢) logp.

Comme m tend vers l'infini en méme temps que j, pour tout j assez grand,

e(m+1)'¢’qj 6(714’6 Ing ‘Ij)wq]' eGIng ‘ijq]'

> >
3 3 3P

61
q; — 1 3+6e— =L
72 =0 <qj 1“’)

donc quand j devient grand, 1y, < (% + 5) log p ce qui contredit ’hypothése
faite ci-dessus. O

sinh(m + 1)1, >

Cela donne alors :
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