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INTRODUCTION AU DOMAINE DE RECHERCHE
CHAOS MULTIPLICATIF GAUSSIEN

Yichao HUANG
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Octobre 2013

Résumé

La théorie du chaos multiplicatif gaussien a été introduite rigoureusement par J.P. Kahane
en 1985. Aprés son succés pour la modélisation stochastique de la turbulence en 3d, elle
s’est avérée importante aujourd’hui dans beaucoup de domaines variés tels que la gravité
quantique de Liouville ou encore la finance. Dans cette courte introduction, nous essayons de
donner un point de vue intuitif a la construction du chaos multiplicatif gaussien, en passant
par le modéle discret dit des cascades de Mandelbrot qui est & 1’origine de cette théorie.

Organisation du manuscript :

— Section 1 : Introduction : modéle des cascades de Mandelbrot
— Section 2 : Chaos multiplicatif gaussien : construction

— Section 3 : Chaos multiplicatif gaussien : théoréme principaux
— Section 4 : Chaos multiplicatif gaussien : cas critique

— Section 5 : Chaos multiplicatif gaussien : la suite



1 Introduction : modéle des cascades de Mandelbrot

Dans cette section, une “nouvelle” variable aléatoire désigne une variable aléatoire indépendante
de toutes les autres variables aléatoires qui sont déja présentes. Cette section est rédigée de fagcon
libre et informelle, le but étant de donner quelques intuitions et motivations pour la construction
du chaos multiplicatif gaussien.

Rappelons la construction de Lévy du mouvement brownien (en dimension 1) en suivant [1].
L’image que donne cette construction est celle d’'un segment élastique, que 'on déforme sous
I’action additive d’une famille de variables aléatoires gaussiennes d’espérance 0 indépendantes.
e On part du segment (0,0)—(1,0).

FIGURE 1 — Un segment

ex On change le segment (0,0)—(1,0) en (0,0)—(1,£) avec £ une variable gaussienne standard *.

e On regarde les demi-segments (0,0)—(1/2,£/2) et (1/2,£/2)—(1,£).

e Pour chaque segment, on prend une nouvelle variable gaussienne standard & (resp. &) et on le
change en (0,0)-(1/22,€0/2% + £/22)~(1/2./2) (vesp. (1/2./2)(3/22,61/22 + 3¢/2)~(1,€)).

e Et ainsi de suite. La régle a la n-iéme étape de la construction : on voit un segment affine de
longueur 1/2", on va tirer son point au milieu & une distance verticale £, /2""! par rapport a sa
position initiale, avec £, une nouvelle variable gaussienne standard.

RNy

FIGURE 2 — Les trois premiéres étapes (pour un pont brownien)

L’objet que ’on obtient a la limite quand n tend vers 'infini est le mouvement brownien standard
sur lintervalle [0, 1].
Rappelons une définition propre du mouvement brownien standard :

Définition 1.1 (Mouvement brownien standard). Un mouvement brownien standard (By)i>o est
un processus gaussien centré de covariance K(s,t) = min(s,t).

En particulier, il s’agit d’un processus gaussien.

Rappelons maintenant la construction de Mandelbrot du modéle des cascades multiplicatives (en
dimension 1) en suivant Particle [2].

L’image que donne cette construction est celle d’un pavé (divisible) élastique, que ’on déforme
sous 'action multiplicative d’une famille de variables aléatoires d’espérance 1 indépendantes.
Fixons W une variable aléatoire d’espérance 1.

e On part du segment (0,1)—(1,1) et on regarde le pavé en-dessous de lui.

e On regarde les demi-segments (0,1)—(1/2,1) et (1/2,1)—(1,1).

e Pour chaque segment, on prend une nouvelle variable Wy (resp. Wi) ayant la méme loi que W

1. Si en revanche on impose £ = 0, alors on obtiendra un pont brownien de (0,0) a (1,0).



FIGURE 3 — Un pavé

et on le change en (0,Wy)—(1/2,Wy) (resp. (1/2,W7)—(1,W7)).

e Bt ainsi de suite. La régle a la n-iéme étape de la construction : on voit un segment horizontal de
longueur 1/2", on va le diviser en deux segment horizontaux de longueur 1/2""1 et pour chaque
segment, on choisit une nouvelle variable aléatoire ayant la méme loi que W et on multiplie la
hauteur du segment par cette nouvelle variable aléatoire.

FIGURE 4 — Les trois premiéres divisions (simulation avec U([3, 3]))

On note Y;, la masse totale (i.e. le volume) aprés la n-iéme étape et Y, la masse totale a l'infini.
Remarquons que Y,, forme une martingale et Y, est la limite faible des Y,,. Cette martingale
n’étant pas uniformément intégrable, il se peut que la limite Y, soit dégénérée.

Bien stir, dans la construction précédente, on peut diviser chaque intervalle en ¢ parties égales au
lieu de 2.

Concernant ce modéle des cascades, on a le théoréme suivant (voir [2] pour une preuve) :

Théoréme 1.1 (Critéres de dégénérescence). Les assertions suivantes sont équivalentes :
a) ElYso]=1;

b) E[Y] >0;

¢) EWhhW] <lIne.

Ce modéle devient particuliérement intéressant quand la variable multiplicatrice W est gaussienne,
i.e. de la forme exp(¢ — E[¢€2]/2), avec € une variable gaussienne centrée réduite. On verra dans
la suite la construction du chaos multiplicatif gaussien, qui en est un modéle analogue dans le
continu.



2 Chaos multiplicatif gaussien : construction

Cette section ainsi que celle qui suit sont basées sur l'article [3].
On introduit maintenant le chaos multiplicatif gaussien, qui est la version continue d’un cas
particulier du modéle précédent. On se place dans R? avec d € N*.

[Un peu de fausses intuitions. . .
S’inspirant de la construction des cascades multiplicatives avec W gaussienne, le chaos
multiplicatif gaussien en un point x sera alors “défini” comme

_E[¢Z]
2

+00 2 =
E[¢2] > én
Q(gj‘) — H egniT = en=1
n=1

avec (&, )nen+ une suite de variables gaussiennes centrées indépendantes.
Donc si 'on définit X = Z:ﬁ n, on a envie de définir @ par
E[X?]

Q(x) = eX_ 2
Malheureusement cette définition n’est pas rigoureuse. Par exemple si 'on prend pour
chaque &, une gaussienne centrées réduites, X sera de variance infinie. ..
11 va falloir en effet définir une distribution (au sens de Schwartz) plutdot qu’une
fonction.

Cette fois-ci on fait une construction plus directe et plus générale sans passer par la division
des pavés. Tout comme le mouvement brownien est défini comme un processus gaussien, on va
regarder un processus gaussien indexé par l’espace R?. Dans la littérature on 'appelle plutot
champ gaussien, car la géométrie de 1’espace sous-jacent (ici R?) joue souvent un réle dans
I’étude de notre processus. Le but maintenant est de construire un objet qui est ’exponentielle
(renormalisée) de ce champ gaussien, comme annoncé antérieurement.

Prenons donc un champ gaussien X défini sur R%. Le but est de donner un sens a 'objet suivant :

E[X (2)?]
A»—)/ex(w)* 2 dx
A

pour tout borélien A borné de R, Si I’on arrive & construire proprement un tel objet, on dispose
alors d’une mesure de Radon positive sur R%. Bien stir si 'on remplace dz par une mesure de
Radon quelconque, alors on définit une action sur l’espace des mesures de Radon positives sur R¢.
Dans la suite de cette section, on suppose que le noyau de covariance ¢ de X (rappelons que ¢ est
définie par q(z,y) = E[X (2) X (y)], et qu’il est symétrique positif) s’écrit comme la somme d’une
suite de noyaux gaussiens positifs continus ¢ = an Pn-

On prend alors une suite de champs gaussiens X; indépendants, chaque X; ayant p; comme noyau
de covariance. En vue d’étudier Z:z X, on introduit la somme partielle Y3, =" | X} et on
regarde, pour chaque borélien A borné,

k
ka):/emw—wdx:/ HeX"(x)_wdx
A An:l

Par indépendance des X,,, ceci est une martingale! En plus elle est positive, donc elle converge
p.s. vers une limite que I'on note Q(A). On appelle @ 'opérateur chaos multiplicatif gaussien
(qui agit sur I'espace des mesures de Radon positives sur R?, les calculs précédents se généralisent
facilement & une mesure de Radon positive quelconque).

On laisse aux lecteurs le soin de vérifier que ceci nous définit bien une mesure de Radon aléatoire.
Résumons :



Définition 2.1 (Opérateur du chaos multiplicatif gaussien). Soit o une mesure de Radon positive

sur RY. X un champ gaussien de noyau de covariance q, et X,, une suite de champs gaussiens de
. . .. . +oo

noyau de covariance py respectif (positif, continu) telle que g =3 "~ pp.

Alors lopérateur du chaos multiplicatif gaussien Q agit sur o par

ot = [ T[0-50rtn

avec A borélien borné quelconque.

Attention toutefois que pour 'instant, cette définition du chaos multiplicatif gaussien dépend de
la suite de décomposition p,, choisie. On verra dans la suite un théoréme d’unicité qui enlévera
cette malheureuse liaison.

3 Chaos multiplicatif gaussien : théorémes principaux

Le premier théoréme justifie la construction du chaos multiplicatif gaussien : sa définition ne
dépend pas de la décomposition choisie. Le second théoréme important est un phénoméne de
transition de phases pour une certaine classe intéressante du chaos multiplicatif gaussien, tout
comme dans le cas discret.

Théoréme 3.1 (Unicité). L’opérateur du chaos multiplicatif gaussien @ ne dépend pas du choix
de la suite de noyaux p,. Plus précisément, si Q) est I’ opemteur associé a la décomposition p,, et
Q' celui associé & la décomposition pl, avec Z:ﬁ Dp = Zn 1 Pn = q, alors Q et Q' sont égaux
en lot.

Voici quelques idées clés de la démonstration de ce théoréme.
Rappelons d’abord le théoréme de De la Vallée Poussin qui permet de détecter 1'uniforme
intégrabilité d’'une martingale par le biais d’une fonction convexe F :

Lemme 3.2 (Théoréme de De la Vallée Poussin). Soit (M,), une martingale. Elle est uniformé-
ment intégrable ssi il existe une fonction convexe F : Ry — Ry et un a fixé positif tels que
1) w) — 400 quand T — +00;
2) F(/\x) < A*F(z) pour tout A > 0;
3) supE[F|M,]|] < +o0.
n

On dispose ensuite de I'inégalité de convexité de Kahane pour les processus gaussiens, qui nous
permet de comparer (via une fonction convexe F') deux chaos multiplicatifs gaussiens dont les
champs gaussiens sous-jacents ont des noyaux de covariance uniformément proches.

Lemme 3.3 (Inégalité de convexité de Kahane). Soient (X;)icr et (Y;)icr deux familles finies
de variables aléatoires réelles gaussiennes. On suppose que Vi,j € I, E[X;X;] < E[Y;Y;]. Soit
F: Ry — R une fonction convexe avec croissance au plus polynomiale a Uinfini. Alors

o, > 0.ELF(Y pexp(X; — SELX2))] < BF(Y prexp(Y; — SE[Y2)]
i€l iel

Les sommes partielles de p,, et de p/, sont trés proche uniformément & l'infini : ¢’est assuré par le
théoréme de Dini. Alors on peut comparer les chaos associés & 'aide de I'inégalité de Kahane,
via une fonction convexe F'. Les chaos sont en effet comparables & un facteur multiplicatif prés



(toujours via la fonction convexe F'). Mais alors par le théoréme de De la Vallée Poussin, si I'un
est uniformément intégrable, Pautre le sera aussi par la 3) du théoréme. Les détails et le reste de
la preuve sont laissés aux lecteurs (ils sont dans les références).

Dans la suite de cette section on se place dans le cas ol le champ X est stationnaire défini sur R?,
de fonction de covariance g(x) = —y%log |z| + O(1), ot z désigne la distance entre deux points
(par stationnarité). On observe alors un phénoméne de transition de phases lorsque le parameétre
~ se rapproche de v/2d.

Théoréme 3.4 (Transition de phases). o désigne la mesure de Lebesgue sur R?.

Soit @ le chaos multiplicatif gaussien associé a q.

~ Si~% < 2d, alors o est fortement non-dégénérée pour Q : E[Qo(A)] = A pour tout borélien A ;
~ Si % > 2d, alors o est dégénérée pour Q : E[Qo(A)] = 0 pour tout borélien A.

Ce théoréme se démontre & partir du théoréme dans le cas discret (théoréme 1.1) en utilisant des
techniques d’approximation (’idée étant d’approximer un intervalle par un ensemble auto-similaire
construit a la Cantor, puis d’utiliser le théoréme dans le cas discret sur ’arbre naturellement
associé a cette construction). Les détails se trouvent dans article [3].

4 Chaos multiplicatif gaussien : cas critique

On dit un mot sur le comportement au voisinage du point critique du chaos multiplicatif gaussien.
Cette section est basée sur 'article [4].

On se place toujours dans le cas ot I'espace ambient est R? (ou un sous-domaine de RY), avec X
un champ de noyau de covariance K(s,t) = —log|s —t| + O(1). Le noyau de covariance pour yX
sera alors K7(s,t) = —y2log|s — t| + O(1).

On compte parmi les exemples du champ gaussien log-corrélé le trés étudié champ libre gaussien
(gaussian free field en anglais) ou encore le champ libre gaussien massif (massive gaussian free
field en anglais).

Remarquons tout de suite que le cas sur-critique est facile a étudier car on sait d’aprés le théoréme
de Kahane (théoréme 3.4) que la mesure limite est dégénérée dans ce cas.

Pour étudier le chaos multiplicatif gaussien dans le cas sous-critique, on introduit la martingale
dérivée, obtenue en dérivant formellement par rapport au paramétre -y :

M;(A) = —%[M?(A)h:ﬁ = [/A(vE[Xt(x)Z] - Xt(x))BVXt(x)*gm[Xt(“")Q]dﬂvh:@

ou X; est un champ gaussien stationnaire de noyau

K (z) = /16 k(um>du

u

(avec k un noyau gaussien, k£(0) = 1) de sorte que lim; o Ki(z) = K ().

[Par exemple, pour le champ libre gaussien massif de masse m,

+o00 1 212 +o00
K(2) = Go(e) = /0 e = / o (1) o,

u

2
avec ky,(2) = 3 0+°° s ~3dv.]

Concernant M/, on a le théoréme suivant :



Théoréme 4.1 (Théoréme DRSV). Supposons que k est & support compact. Alors quand t tend
vers linfini, M| converge p.s. vers une limite non triviale que l’'on note M'. En plus, M’ est &
support plein et sans atome.

Les hypotheéses telles que la stationnarité sur X et la compacité du support sur k peut-étre
relaxées, a conditions d’avoir une décroissance rapide du noyau de covariance K.

Différentes preuves sont proposées, basées sur la méthode dite du cut-off : on exploite le caractére
log-corrélé du champ et on distingue le phénomeéne de courte corrélation avec celui a longue
portée. La preuve étant technique, les lecteurs intéressés par les détails techniques sont invités a
consulter les références.

5 Chaos multiplicatif gaussien : la suite

On en trouve déja dans la littérature beaucoup de généralisations et d’applications de la théorie
du chaos multiplicatif gaussien. Les lecteurs intéressés peuvent consulter [5].

Le chaos multiplicatif gaussien est aussi parmi les candidats pour la limite continue de surfaces
aléatoires discrétes 2.

A vous d’écrire la suite des aventures dans le monde du chaos multiplicatif gaussien !
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2. On rappelle que le mouvement brownien est limite continue d’une marche aléatoire simple symétrique.
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1 Introduction

1.1 Un trés bref historique du chaos multiplicatif gaussien

La théorie du chaos multiplicatif gaussien a été introduite par J.P. Kahane dans
les années 80 dans [11], motivée par la modélisation statistique de 1’énergie de
dissipation dans 1’étude de la turbulence [17|. Cette théorie a été révisée et étudiée
récemment et s’est avérée aujourd’hui importante dans beaucoup de domaines va-
riés, par exemple en finance ou encore en physique (gravité quantique de Liouville et
formule de KPZ, [8], [7], voir [6] pour plus de discussions), turbulence en dimension
3 (voir [24] pour plus de références). L’article [22] fournit une liste impressionnante
d’applications directes de la théorie, y compris une collection de généralisations de
cette théorie qui est en plein développement.

Comme fil conducteur de cette présentation, nous avons choisi de présenter briéve-
ment son intervention (dans un contexte historique) dans I’étude de la turbulence.
On veut comprendre le transfert d’énergie dans un écoulement turbulent, par une
voie statistique. Une propriété classique est le processus dit cascade d’énergie : un
grand tourbillon peut étre divisé en tourbillons plus petits, permettant un transfert
d’énergie des grandes échelles vers les petites échelles.

Un objet important dans la compréhension du transfert d’énergie est la dissipation
locale que I'on note € (qui a chaque région A associe une énergie €(A)). En 1941,
Kolmogorov proposa une étude statistique de cette quantité, appelée théorie K41.
Sous quelques hypothéses convenables (par exemple si le nombre de Reynolds est
suffisamment grand), il postula que la dissipation locale d’énergie devrait étre :
1) spatialement homogeéne : la loi de € est invariante par translations spatiale ;

2) statistiquement isotrope : la loi de € est invariante par rotations;

3) autosimilaire : il existe a > 0 tel que pour tout A > 0, on a €(AA) = A%(A) en
loi.

Une conséquence de ces critéres est la linéarité du spectre de loi puissance :

El[e(B(0,r))?] = Cré@

ou £ est une fonction linéaire en q.

Cette théorie féconde d'un point de vue mathématique fut toutefois contestée par
Landau, en raison de la non-linéarité du spectre de loi puissance observée dans les
études expérimentales relevant un phénomene plus général dit d’intermittence. En
1962, Kolmogorov et Obukhov révisérent la théorie et formulérent la théorie KO62,
dans laquelle la troisiéme hypotheése fut remplacée par :

3) log-normalité : la variable ¢(A) est log-normale, i.e. “In ¢(A) suit une loi normale” ;
4) non-linéarité du spectre de loi puissance.

L’objet de la construction du chaos multiplicatif gaussien a été, entre autres,
de donner un objet (probabiliste) satisfaisant les critéres de la théorie KOG62.



Mais depuis, de bonnes propriétés manifestées par le chaos multiplicatif gaussien
(multifractalité, autosimilarité etc.) ont fait de lui un modéle important dans des
domaines trés variés.

1.2 Un petit apercu du chaos multiplicatif gaussien

L’objet principal dans la théorie du chaos multiplicatif gaussien est le suivant :

A / exp(X (z) — %]E[X(x)z])dx
A

ot A est un borélien (dans R? par exemple) et X un champ gaussien centré (défini
sur R? par exemple).
Nous essayons d’expliquer maintenant de fagon informelle, sans trop entrer dans
les détails, pourquoi cette définition est intéressante.
C’est une “exponentielle renormalisée” d’un champ gaussien (i.e. en chaque point
c’est 'exponentielle renormalisée d’une variable aléatoire gaussienne, avec une
certaine structure de covariance entre les gaussiennes). Pourquoi est-il naturel
d’étudier cet objet pour la modélisation de 1’énergie de dissipation ?
Pour cela, réfléchissons un peu comment on peut modéliser de fagon agréable le
“transfert d’énergie des grandes échelles vers les petites échelles”. Une solution
élégante a été proposée par Mandelbrot dans [17], ou l'on a étudié un modéle dit
des cascades. Pour une présentation heuristique, on se place maintenant dans le
demi-plan supérieur.
— Prenons le segment (0,1) — (1,1) et regardons 'aire de la région en-dessous de ce
segment. Méditons un peu et imaginons pendant quelques minutes que ¢a représente
un bloc d’énergie dans une grande échelle;

FIGURE 1 — Un pavé

— Divisons le segment en deux parties, (0,1)—(3,1) et (3,1)— (1, 1). Numérotons-les
en binaire, disons la partie 0 et la partie 1. Nous voudrions maintenant changer un
peu l'aire sous chaque petit segment : on multiplie indépendamment la hauteur de
chaque partie par une variable aléatoire normalisée, i.e. d’espérance 1 (pour des
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raisons de conservation d’énergie). Notons alors W, W; deux variables aléatoires
indépendantes et identiquement distribuées (selon la loi d'un W disons), et chan-
geons les petits segments en (0, W) — (3, Wo) et (3, W1) — (1, W;). Contentons de
dire pendant quelques minutes que ¢a représente le transfert d’énergie d’une grande
échelle vers une petite échelle;

— Et comme il n’y a visiblement aucune difficulté a continuer cette démarche, on
la fait une fois de plus. Regardons les quatre petits segments (0, Wy) — (2%, Wo),
(%,Wo) - (%,Wg), (%,Wl) — (2% -+ %,Wl), (2% + %,Wl) — (1,W1), numeérotés
respectivement 00, 01, 10, 11. Prenons quatre variables aléatoires Wyo, Wo1, Wi,
Wi, ayant la méme loi que W, indépendantes entre elles et indépendantes de W,
Wy. Multiplions la hauteur de chaque partie par la variable aléatoire associée de

facon évidente, et on obtient quatre rectangles, chacun ayant pour base 2% et pour
hauteur W, W.,, ;

FIGURE 2 — Les trois premicres divisions (simulation avec U([3, 3]))

— Et on continue, mais dans la téte. Et ce jusqu’a linfini. A la fin, il n’y aura
probablement plus de rectangle, mais des segments (un peu comme le mouvement
brownien selon la construction de Lévy, a la fin on ne voit plus de segments en
zigzag). Intuitivement, si I'on choisit un point = uniformément au hasard dans
Iintervalle [0, 1[, presque stirement !, la hauteur au-dessus de x devrait étre sous la
forme d’un produit infini de copies indépendantes de W. Mais alors le théoréme
central limite classique nous dit que, en prenant le logarithme, c’est une gaussienne
(quoique de variance infinie, on en discutera proprement dans la suite).

Maintenant si 'on prend un borélien A et on s’intéresse a 1’énergie de A, on fait
une intégrale, qui nous donne la forme de I'expression au début de la discussion. Il
s’avere que c’est une bonne définition en passant par une intégrale, car on a du
mal & manipuler une gaussienne de variance infinie comme une fonction classique,
mais comme distribution (donc on s’intéresse & sa valeur moyenne), il n’y a plus de

1. 11 va falloir avoir beaucoup de chance pour que 'on tombe sur un nombre dont le déve-
loppement en base 2 est fini, car c’est un ensemble dénombrable donc de mesure de Lebesgue
nulle.



souci au niveau théorique.

Reste, par exemple, & imposer des conditions sur la loi de W. Ceci revient, si nous
oublions un instant I'intuition au-dessus et gardons juste en esprit le formalisme
“I’exponentielle d’'un champ gaussien”, a imposer des structures de covariances sur
le champ gaussien X sous-jacent. Un bon choix de la fonction de covariance nous
ménera & un objet qui répond a la théorie KO62, on verra cela rigoureusement
dans la section qui suit.

1.3 Organisation du manuscript

e Section 2 : nous rappelons la théorie de Kahane en 1985, en particulier la
construction du chaos multiplicatif gaussien comme la limite d’'une martingale ;

e Section 3 : nous suivons de prés 'article de Duplantier, Rhodes, Scheffield et
Vargas [6] sur la construction de la martinagle dérivée dans le cas critique;

e Section 4 : nous fournissons les calculs pour la construction de la martingale
dérivée dans le cas d’'un champ libre gaussien massif dans le cas critique;

e Section 5 : nous rassemblons quelques résultats en probabilités qui nous sont
utiles.
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de ce travail.
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2 La théorie de Kahane

Dans un premier temps, nous rappelons la construction du chaos multiplicatif
gaussien, en nous appuyant sur le texte original de Kahane [11] ainsi que les surveys
[24], [22]. Ce qui suit dans cette section est trés largement inspiré de [21].

Remarque 2.1. Avertissement

Dans la suite, certaines conditions que [’on exige sur le noyau pour construire le
chaos multiplicatif gaussien pour étre affaiblies (et en pratique c’est important de
pouvoir les relazer), voir [24].

2.1 Construction de I'opérateur du chaos multiplicatif

Dans cette section on va donner la construction d’un modeéle qui répond aux critéres
de la théorie KO62. Le but est de construire une sorte de “I’exponentielle d'un
champ gaussien” vu I’hypothése de log-normalité imposée par la théorie KOG62.
Informellement, ’objet mathématique que 1'on veut construire devrait ressembler a

A / exp(X, — %E[Xﬁ])dx
A

ot A désigne un borélien de R? et X un processus gaussien réel centré (stationnaire)
sur R?. Ceci est une “mesure aléatoire” sur I’ensemble des boréliens de R,

On se refére a la section 5 pour les définitions et les terminologies sur le champ
gaussien. Souvent dans la pratique, le champ X posséde en plus le caractére
log-corrélé, a savoir que son noyau de covariance fx(s,t) se comporte comme
In ﬁ +O(1) quand |s —t| — 0. Un exemple célébre du champ gaussien log-corrélé
est le champ libre gaussien (massif) que 1'on traite dans la section 4. Dans ce cas,
on manipule plutot les distributions (au sens de Schwartz) que les fonctions au

sens classique.

2.1.1 Deéfinitions

On se place dans R? avec d > 1. M, désignera l'espace des mesures de Radon
positives sur RY.

Définition 2.1. Poids aléatoire

Soit p une fonction réelle de type positif continue sur R? et X un processus gaussien
réel centré stationnaire associé a p.

Le poids aléatoire P associé au processus X est défini par

P(r) = exp(X. ~ JE[XZ)) = exp(X, — 5p(0)



et l'action de P sur M, est définie par

Vo € M., Po(dx) = P(x)o(dx)

2.1.2 Fonction de type sigma-positif

On se donne une suite (p,)neny de fonctions réelles positives? de type positif et
continues sur R?. On se donne ensuite une suite de processus gaussiens station-
naires indépendants (X™),cn associés & (pp)nen. On pose

Qn(m) = Zpl(l')

comme la somme partielle des p,,, et
Y'(z) =) X'(x)
i=1

la somme partielle des X™.
Remarquons que ¢, et Y™ sont associés. Le poids Q" associé a Y™ n’est autre que
le produit partiel des poids P! x --- x P,

On pose
q= an
n=1

Définition 2.2. Fonction de type sigma-positif
Une telle fonction q est dite de type sigma-positif. On dira également que q est un
noyau de type sigma-positif.

Remarque 2.2. Sur le spectre puissance de l’opérateur

On explique maintenant pourquoi I’on a voulu prendre une suite de fonctions de
type-positif au liew d’une seule.

Prenons une fonction p de type positif continu et un processus gaussien stationnaire
associé X . On définit ['opérateur P qui agit sur l’espace M des mesures de Radon
positives sur R? :

Vo € M, VA € B(RY), Po(dz) = P(x) - o(dx)

Ceci nous définit bien une sorte d’exponentielle du mouvement brownien dans R2.
Mais pour appliquer cela a notre probléme de modélisation de [’énergie de dissipation
locale, cette méthode n’est pas assez €laborée : on va se retrouver devant un spectre

2. Ceci n’est pas nécessaire, mais simplifiera les calculs de cette section, voir [22].



de loi puissance linéaire.
Voici un calcul du spectre puissance dans un cas simple. Pour d =1, a > 0 et t
tendant vers 0 : .

E[(Pol0, )] = t* exp(5(a® — a)p(0))
car pour tout o > 0, E[(P(x))*] = exp(3(a?
de loi puissance est linéaire dans ce cas.

— a)p(0)). On constate que le spectre

2.1.3 Martingale des poids partiels

Maintenant on va définir un opérateur limite associé a q.
Remarquons que pour tout borélien A de R?, la suite (Q"c(A)), est une martingale

positive par rapport a la filtration JF,, engendrée par les variables {X*: k < n,u €
R4} -

E[Q 0 (A)|Fyoy] = / Q" () E[P" (2)]o(dx) = Q"o (4)

par indépendance des X* et le fait que le poids est normalisé.
En se rappelant qu’une martingale positive converge p.s., on peut alors définir un
opérateur limite.

Définition 2.3. Opérateur du chaos multiplicatif gaussien
L opérateur limite QQ, qui a chaque o € M associe la limite de la suite Q"o notée
Qo, est appelé lopérateur du chaos multiplicatif associé au noyau q.

Remarque 2.3. Unicité de la constuction
On verra dans la suite que cette définition ne dépend pas de la décomposition choisie.
La définition est donc bien posée.

En récapulatif, 'opérateur du chaos multiplicatif gaussien est donc construit comme
la limite d’'une martingale positve. Naturellement, on veut savoir un peu plus sur
la dégénérescence de cette limite. Ceci est I'un des objets d’étude du reste de cette
section.

On donne tout de suite quelques conséquences élémentaires de cette construction.

Proposition 2.1. Propriétés élémentaires

Voici quelques conséquences immédiates de la construction de ['opérateur du chaos
multiplicatif gaussien :

1) - ElQo(A)] < o(A). Ceci résulte du lemme de Fatou.

2) - La probabilité que la mesure Qo(A) soit nulle vaut 0 ou 1. Ceci est une
conséquence de la loi du 0 — 1 de Kolmogorov : on constate que pour A borélien
quelconque, ’évenement Q(A) = 0 est un événement dans la tribu a l'infini.

3) - Si o est la mesure de Lebesgue, la mesure aléatoire Qo associée est soil
identiquement nulle, soit & support plein, i.e. R? tout entier. C’est une conséquence
de 'tnvariance par translation du champ X.



2.2 Théorémes principaux
2.2.1 Unicité de la construction

Théoréme 2.2. Unicité de la construction
L’opérateur limite Q ne dépend pas de la décomposition (i.e. la suite p,) choisie.
Autrement dit, si [’on a deux décompositions d’un méme noyau :

+00 400
q(z) = Zpi(x) = Zpé(fv)

et l'on note Q (resp. Q') Uopérateur du chaos multiplicatif associé a la décomposition
p (resp. p'), alors Q et Q' sont égaux en loi.

Démonstration. On montre ce théoréme en plusieurs étapes :

— Chaque mesure o se décompose en deux mesures de Radon, I'une est dégénérée et
I’autre fortement non dégénérée.

— En utilisant le fait que les suites sont “proches” a la limite, on controle la différence
des opérateurs limites a l'aide de I'inégalité de convexité de Kahane (voir théoréme
5.4) et le théoréme de De la Vallée Poussin (voir théoréme 5.1), on montre que les
mesures ont les mémes mesures dégénérées (resp. fortement non-dégénérées).

— Enfin, encore en utilisant 'inégalité de convexité de Kahane, on montre que pour
tout borélien A, Qo(A) et Q'o(A) ont la méme loi. Ceci s’étend facilement a une
famille de boréliens.

Voici la preuve.

e Etape 1) : Décomposition de la mesure o.
Etant donnée une mesure de Radon o positive, on définit

00(A) = E[Qo(A)],01(A) = a(A) — a0(A)

de sorte que (Q"a¢(A)), soit une martingale qui converge dans £ (car oo(A) =

E[Qoo(A))).

Enoncons ceci sous forme de lemme pour fixer les notations.

Lemme 2.3. Etant donné un opérateur du chaos multiplicatif gaussien Q, toute
mesure o € M, peut-étre décomposée en une somme de deux mesure oy, 01 € M,
telles que pour tout A borélien de R? :

- E[Quo(A)] = 0(A)

- E[Qo(4)] = 0.

Autrement dit,

—(Q"00(A))nen est une martingale réguliére ;

— @ est dégénérée en o;.



On dit aussi que oy (resp. o1) est la partie fortement non-dégénérée (resp. dégénérée)
deo.

e Etape 2) : Q et @ ont les mémes mesures fortement non-dégénérées (resp.
dégénérées).

Montrons d’abord que @ et @' ont les mémes mesures fortement non-dégénérées :
Remarquons que par positivité des suites p,, et p/,, les sommes partielles sont proches
uniformément a l'infini sur tout compact. Ceci est une conséquence du théoréme de
Dini : si K est un compact de R? et N € N, alors la partie négative ((¢, — ¢iy)_)n
décroit et converge vers 0 car la suite (¢, — ¢y )n converge en décroissant vers ¢ — ¢ly,
et d’apres le théoréme de Dini, cette convergence est uniforme sur K.

On a donc pour € > 0 fixé,

In(7) < gu(z) +€ (1)

sur K pour n assez grand.

On a alors, grace a I'inégalité de convexité de Kahane (théoréme 5.4) et (1), pour
toute fonction F' convexe avec croissance au plus polynomiale a I'infini, tout A C K
borélien et toute Y variable aléatoire gaussienne centrée réduite indépendante de

Q@n
a2—a €
E[F(Qyo(A))] < E[F(Quo(A)e’™ 9 = E[F(Quo(4)le 3 (2)
Supposons maintenant que @,0(A) soit uniformément intégrable et montrons que
Q. 0(A) l'est aussi. D’aprés le théoréme de De la Vallée Poussin (théoréme 5.1), il
existe une fonction F' qui est en particulier convexe et une constante positive «
telle que F'(Az) < A*F(x). Combinant cela avec (2), on obtient

a)e

a?—
sup E[F|Q[] < SHPE[F|Qn|]e(T < 400

Et d’apreés le théoréme de De la Vallée Poussin, la martingale (Q,0(A)), est aussi
uniformément intégrable.
On vient de montrer :

Lemme 2.4. ) et Q' ont les mémes mesures fortement non-dégénérées.

Montrons maintenant que @ et () ont les mémes mesures dégénérées.

Supposons par I’absurde qu’il existe une mesure o dégénérée pour () et non dégénérée
pour '. D’aprés le lemme de décomposition de mesure 2.3 appliqué a @', on peut
décomposer o en somme de deux mesure o et o avec gy fortement non-dégénérée
pour Q' et oy dégénérée pour (Q'. Alors d’aprés le lemme précédent, o est aussi
fortement non-dégénérée pour ), mais Qoo < Qo = 0, contradiction.

On vient de montrer :

Lemme 2.5. ) et Q' ont les mémes mesures dégénérées.



e Etape 3) : Qo et Qo sont égaux en loi.

On revient sur 1'équation (2). De fagon heuristique, il s’agit de faire tendre € vers 0
pour que la premiére inégalité dans (2) devienne une égalité, puis se débarrasser de
la fonction convexe F' pour conclure. Voici maintenant les détails pour un borélien
A par souci de simplicité, mais cette preuve se généralise facilement.

En vue de se débarrasser de la fonction convexe F', on va prendre une fonction F
qui est en plus lipschizienne. D’aprés une version de I'inégalité de convexité de
Kahane (théoréme 5.7), on a :

E[F(Qo(A)] = lim 1 E[F(Quo(4)

Combinant ceci avec (2) donne

27(1

VN, E[F(Qyo(A)] < E[F(Qo(A))e"= ¢
En passant a la limite lorsque N tend vers oo et € vers 0, on a :
E[F(Q'o(A))] < E[F(Qo(A))]

En inversant les roles de @ et () on obtient une inégalité dans I'autre sens. Comme
les combinaisons linéaires de toutes les fonctions convexes et lipschiziennes en-
gendrent toutes les fonctions réguliéres & support compact, on vient de montrer :

Lemme 2.6. Egalité en loi
Pour tout borélien A, Qo(A) et Q' c(A) sont égauz en loi.

La preuve s’étend facilement a une famille de boréliens, on conclut que Qo et Q'c
ont la méme loi. O]

2.2.2 Critére de non-dégénéréscence

On se limitera dans la suite au cas ol ¢ est la mesure de Lebesgue sur R, et on
suppose que ¢ est de la forme v log, ﬁ + g(x) ou g est une fonction continue

bornée sur R?.

Ce théoréme suivant di a Kahane [11] est I'un des premiers théorémes importants
de la théorie. Une facon de comprendre I’énoncé est de le voir comme un phénomene
de transition de phase.

Théoréme 2.7. Sur la dégénérescence du chaos multiplicatif gaussien
On constate ’existence d’un point critique pour la dégénérescence du chaos multi-
plicatif gaussien :

~ Siy >2d, le chaos multiplicatif est dégénéreé ;

~ Siy < V2d, le chaos multiplicatif est fortement non-dégénéré sur la mesure de
Lebesgue.
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Remarque 2.4. La preuve originale de Kahane en 1985 suppose que q est un
noyau de type sigma-positif. Dans la pratique, ’hypothése de sigma-positivité est
délicate a vérifier a chaque fois. Cette généralisation a été traitée par Robert et
Vargas dans [24].

On démontera ce théoréme dans la section qui suit.

2.3 Quelques propriétés
2.3.1 Existence des moments positifs

Théoréme 2.8. Existence des moments positifs
Dans le cas 7* < 2d, on a E[Q(K)?] < oo ssi y* < 2.

On montre maintenant les théorémes 2.7 et 2.8 en suivant Uarticle [11]. On montrera
d’abord les résultats analogues dans un cas “discret” selon [12|. On y constate une
intuition issue de la théorie de la turbulence, celle du transfert (ou de division)
d’énergie de grandes échelles vers les petites échelles que 1'on a esquissée au tout
début du manuscript.

Démonstration. Schéma de la preuve :

On introduit d’abord le modéle des cascades multiplicatives de Mandelbrot, ensuite
on énonce un lemme analogue aux théorémes précédents dans ce cadre. Puis des
techniques d’approximation nous donneront les théorémes.

e “Cas discret” :

Rappelons la construction du modéle des cascades de Mandelbrot.

Prenons un pavé, disons U'intervalle [0, 1. Prenons un entier ¢ plus grand ou égal a 2.
On divise successivement le pavé en c,c?,--- ,c",--- pavés semblables, en divisant
chaque pavé de la n-iéme génération en ¢ pavés égaux. Par exemple, on pourrait
penser & un arbre de Cayley ou bien a I’écriture c-adique d’un réel appartenant a
[0, 1].

Définition 2.4. Intervalles c-adiques
On se donne un entier ¢ plus grand ou égal a 2. On note

LGt dor- - dn) = D dke™, > ke ¢
k=1 k=1

les intervalles c-adiques (de lintervalle [0,1]), oun = 1,2,--- désigne la “génération”
et jp =0,1,--- ;¢ —1 le (jx + 1)-iéme descendant de la k-iéme génération.
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Maintenant on introduit des mesures aléatoires liées a cette division. Prenons la
mesure de Lebesgue vy sur le pavé initial. A chaque fois que 'on divise un pavé
de la n-iéme génération en c petits pavés égaux, on construit la mesure v, sur
ces ¢ pavés indépendamment de sorte que la densité de v, par rapport a v, soit
donnée par la valeur d’un élément d’une suite de variables aléatoires i.i.d. positives
d’espérances 1. Formellement :

Définition 2.5. Mesures aléatoires sur les pavés

On se donne une variable aléatorre W positive d’espérance 1. On désigne par
W (j1,J2, -+ ,Jn) une suite de variables aléatoires indépendantes, chacune ayant la
méme distribution que W.

On définit alors v, la mesure sur [0, 1] dont la densité par rapport a la mesure de
Lebesgue sur lintervalle I(j1, jo, - , jn) est

W(]l)W(jMJQ) e W(jlaj% e 7]71)

Remarquons qu’alors v, est une martingale positive, donc converge p.s. vers une
limite que l'on note v. C’est v que 'on veut étudier dans la suite. On commence
par sa masse totale.

Notons

Yo=llwll=cm Y WEIW(Gd) - Wi ja - dn)
jl7j2"" ’jn

la masse de la mesure aléatoire v,,. C’est une martingale positive donc converge p.s.
vers une variable aléatoire Y, telle que E[Y,] < 1. Remarquons aussi que Yy, est
la masse totale de v au sens de la topologie faible.

Lemme 2.9. Equation fonctionnelle de cascades
Par Fubini (ou par construction méme), les variables Y, vérifient une équation
récurrente :

Vo= Y WOYa()

Rappelons que les variables aléatoires W (j) et Y,—1(j) sont mutuellement indépen-
dantes, et les Y,_1(j) ont la méme distribution que Y,_;.
Alors Yy est solution de [’équation fonctionnelle suivante :

Z=cty Wiz, 3)

ot les variables aléatoires W et Z; sont mutuellement indépendantes, les W; ayant
la méme distribution que W et les Z; la méme distribution que Z.
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Le lemme suivant donne un critére d’existence de solutions pour cette équation
fonctionnelle. Il donne aussi une condition nécessaire et suflisante d’existence de
moment pour Y.

Lemme 2.10. Analogues discrets

On a les résultats suivants :

e 1) Sur la non-dégénérescence :

Les assertions suivantes sont équivalentes :

a) ElYo]=1;

b) E[Ys] >0;

c) Une solutzon 7 existe avec E[Z] =1 ;

d) EWInW] <Inec.

o 2) Sur ezistence des moments :

Soit h > 1. Supposons que P[W = 1] # 1. On a E[Y] < 400 ssi E[W"] < !

Démonstration. Avant de faire la preuve, introduisons une fonction convexe associée
aWw:

¢(h) = log E[W"] - (h — 1)
(ot log, = = £) telle que ¢(1) = 0 et ¢, (1) = E[W log, W] — 1.
Notons D =1 — E[W log, W] l'opposé de cette valeur de dérivée, ainsi que oy (s'il
existe) autre point d’annulation de la fonction ¢.

e Pour 1) :
Visiblement a) implique b) et b) implique c).
Supposons alors ¢). Soit alors Z une solution de (3). Par récurrence sur n, il existe

une suite de v.a. indépendantes W (jy, ja, - - , jn) (comme dans la définition 2.5)
ayant la méme distribution que W et une suite de v.a. Z(ji,j2, -+ ,Jn) ayant
chacune la méme distribution que Z, indépendantes des W (iy, s, - , i) lorsque

k < n, telles que, pour tout n :

Z W)W (G, da) - W (i das =+ 5 Gu) Z (1, Jos =+ 5 Gn)

1, 7.777,

Alors 'espérance conditionelle de Z par rapport a la tribu engendrée par les
W(j1, -, k) (k <n)estY, dans la définition 2.5. Il en découle que la martingale
Y,, est uniformément intégrable et que Z = Y, p.s. (et donc Z > 0 p.s.).

On vient de montrer que ¢) implique a). Donc a), b), et ¢) sont équivalentes.
Supposons encore ¢) et montrons que ceci implique d). Partant de (3), on a par
I'inégalité de Minkowski, pour 0 < h < 1 :

)_l

E[c"Z"] < Z = E[W"|E[Z"]
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avec 0 < E[Z"] < 1. La fonction ¢(h) est par conséquent positive sur [0, 1], donc
D >0.
On doit améliorer cette estimation pour avoir d). Voici quelques lemmes élémen-
taires :

Lemme 2.11. Amélioration de l'inégalité de Minkowsk:
(x+y) <ah+hysiz>y>0et0<h<]l.

Ceci est une conséquence du théoréme des accroissements finis.
Lemme 2.12. Soient X une variable aléatoire positive intégrable et X' une copie
indépendante de X. Il existe alors un nombre ex > 0 tel que

E[X"1ix>x)] > exE[X"]

pour 0 < h <1.

E[X"11x/5 x]
E[X"]
positive sur le compact [0, 1].
Toujours par sous-additivité de x — z" pour h € [0, 1], on a, partant de (3), presque

stirement,

C’est parce que est une fonction continue positive de h strictement

c—1
ARSI A
§=0
Le premier des deux lemmes précédents nous dit que si W12, > WyZ, alors
c—1
Mz < WWYZy+ Y W2

j=1

donc

—_

E[ch 7" < E[V[/thJ’F] — (1 = WEWIZE L w20 5w 20))

J

I
<)

et alors le second des deux lemmes précédents nous apprend que
E[c"Z" < EWME[Z"] — (1 — h)ew ,E[W"E[Z"]
et donc, en divisant par E[Z"] et en prenant les logarithmes,

(1- Z)Gwz)

>0

valable pour h € [0, 1].
On en déduit que D > 0 en prenant les dérivées. Ceci nous montre que ¢) implique

d).

14



Il ne reste qu’a montrer, par exemple d) implique b) pour terminer cette premiére
partie de la preuve.
Voici une autre amélioration de 'inégalité de Minkowski :

Lemme 2.13. Amélioration de }{ inégalité de Minkowski bis
(x+y)h > 2" +y" —2(1 = h)(zy)2 pour x >0,y >0 et hg < h <1 (avec, par
exemple, hg =1 — ‘/?3)

Comme corollaire, on a

Qx> 3 ) —2(1 = h) Y (waxy)?

i<j
pour z; >0 (j=1,2,---,¢c)ethy <h<1.

Le corollaire s’obtient par récurrence en utilisant la sous-additivité de la fonction
h
x+— x2 pour 0 < h < 1. En effet :

(Z z;)" > xf + (Z ;)"

Montrons alors le lemme. Ceci est encore un exercice sur les fonctlons élémentaires.
On pose f(t) = e + e ™ — (¢! 4 ¢*)". En divisant par (zy)? de chaque cotés, on
voit qu’il suffit de montrer que sup, f; < 2(1 — h) quand h < 1 est assez proche de
1. 11 est facile de voir que f(¢) a un minimum local en ¢t = 0 et tend vers 0 quand

t — 400. Aux points t # 0 ou f’ s’annule, f(t) = 2%
On s’intéresse alors a la fonction g(e) = e — e~ — e(e! — e7*). Il suffit de montrer

que g(e) < 0 quand € est proche de 0. En dérivant on voit que quand € < \/?57
g(€) < 0. D’ou le lemme.
Appliquons le corollaire du lemme précédent avec x4 = W,;X; ot W; = W(j) et

X; =Y,_1(j) a '’équation

"w\:-

Zx] )2 >Z:c —2(1—-nh Z(:clxj)%

7>1

c—1
= Ci1 Z Wij (4)
7=0

onY =Y,.
On obtient
h
th>ZWhXh—2 (1—h ZW W X} X?
7=0 i<j
et en prenant les espérances et en revenant aux notation initiales :

E[Y,"] > A MEWPEY ] — ¢ P (e — 1)(1 — h)(E[W2])(E[Y,2,])?

n
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Or, on a E[Y,"] <E[Y, ] par 'inégalité de Jensen, donc

E[Y, (™71 < 7 (e = 1)(1 = h)(E[Y,2,])?

et en faisant tendre h vers 1, on obtient

Dlnec < (¢ — 1)(]E[Yn%—lb2
Par uniforme intégrabilité de Ja famille des Y, (car E[Y,] = 1), on a E[Y:] =
1
hm E[YnQ]
n—oo

1
Ainsi, E[Y2] # 0. Ceci entraine bien b) et on a terminé la premiére partie de la
preuve.

e Pour 2) :
Supposons d’abord D'existence d'une solution Z a 'équation (3) telle que E[Z"] <

400 pour A > 1 donné.
Sous I'hypothése P[W = 1] # 1, on a

—

&zt = (W2,

J

I
o

ou l'inégalité est stricte sur un événement de probabilité non nulle. Sur cet événe-
ment, on a

I'E[Z" > E(WME[Z"]
soit E[Wh] < "1,
Réciproquement, supposons que E[IW"] < ¢~ (i.e. ¢(h) < 0) et soit k Dentier tel
que k < h <k + 1. Alors on a, pour z; > 0,

h_ h
(w1t @t +a) < (afT + T =gl
Reprenons la formule (4). On obtient :

IE[Y"] < cBWME[X"] + (F*! — o) E[WHE[X*]
d’ot1, en utilisant E[Y;"] > E[V" |] (par Jensen) et en divisant par c" :
E[Y,](1 - ¢ "E[W")) < E[WE[Y]

—C

car ¢ o <c

En faisant tendre n vers I'infini, on voit que si E[Y*] < +o00 alors E[Y"] < +cc.
Donc pour 1 < h < 2, c’est gagné.

Maintenant supposons que h > 2.

Par convexité, ¢(h) < 0 entraine ¢(I) < 0 pour tout (entier) [ < h. Donc E[Y 1] <
+00 implique E[Y] < 400 pour tout [ = 2,--- , k. Ceci termine la preuve. n
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En voici une application dans un cas intéressant pour nous.
Prenons T = {1,2,...,c}" avec ¢ € N* muni de la distance c-adique

d(S, t) — C—d. sup{ NeN:-VE<N,my (t)=mk(s)}

(ts) < e
U Si dZSt t, S S Cin
pn(t7 8) 7 { 0 si dZSt(t, S) > Cind

On remarque alors que le poids p,(t) est p.s. constant sur chacun des ¢” cylindres
prescrits par ses n-premiéres coordonnées : on note dorénavant I,,(¢) celui parmi
ces cylindres contenant ¢, les valeurs de p,(t) sur les cylindres disjoints sont
indépendantes. On définit alors le noyau

l
an t S nd(t S)

Inc

ainsi que l'opérateur () associé.
Choisissons comme mesure o la mesure équidistribuée sur 7', i.e. telle que o (I, (t)) =
¢~ ". Le lemme précédent donne alors dans ce cas :

Lemme 2.14. Cas de l’arbre

Un tel opérateur () est dégénéré en o si u > 21Inc, et fortement non-dégénéré en o
siu<2lne.

De plus, E[Q(o(T))"] < +oo ssi uh < 2Inc.

C’est cette version du lemme que 'on va utiliser dans la suite.

e “Cas continu”
Revenons & notre chaos multiplicatif gaussien. Rappelons que 1’on se place toujours
dans le cas d'un noyau de la forme uln™ 2o + O(1) avec u = A\ et t,s € R,

On prend d’abord un ensemble totalement discontinu K dans R? contruit de facon
analogue a ’ensemble de Cantor :

— On prend une suite décroissante de compacts emboités (K, ),en telle que chaque
K,, admette exactement ¢ composantes connexes, chacune ayant un diameétre plus
petit que d,,, et les distances mutuelles sont plus grandes que 9,,.

— Chaque composante de K, contient exactement ¢ composantes de K, 1.

— K est défini comme l'intersection des K.

On suppose de plus que (lorsque n — +o0 pour d,)

d, < ¢5,0, > ¢ em (5)

Soit ¢ la mesure qui donne la masse ¢™" a chaque composante de K,,.
On a, dans ce cas :
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F1GURE 3 — Construction de la suite K,, a la Cantor

Lemme 2.15. Cas cascades

L’opérateur du chaos multiplicatif gaussien Q) est dégénéré sur o si u > 2« et
fortement non dégénéré si u < 2.

On a en plus E[Qo(K)"| < 400 ssi uh < 2a.

Preuve du lemme :

La preuve est une réécriture du cas discret expliqué plus haut.

Supposer d’abord que d,11 > Ac™™ avec A > 0 une constante (par exemple si K est
réunion de ¢ portions qui lui sont semblables dans le méme rapport ¢~ construites
par auto-similarité).

Choisissons un tel compact noté K¢. On peut alors identifier le compact 71" précédent
avec K¢, en transportant les cylindres prescrits par les n premiéres coordonnées
sur les composantes de K,,. Or on peut comparer la distance ultra-métrique sur
I’arbre T avec la distance euclidienne sur K :

Ad(L,8))" < |t = s| < (d(t,2))"

Remarquons que o est invariante par cette identification (car o(I,(t) = ¢™")). Le
noyau ¢(t, s) vérifie, via cette identification :

u

q(t,s) = In|t —s|+ O(1)

alne
et la conclusion dans ce cas en découle a cause de 'application dans le cas discret
plus haut.

Maintenant dans le cas général, avec la condition 5, on voit que K s’obtient a partir
de K, par contraction, mais aussi que K, s’obtient a partir de K par contraction
locale. Ceci suffit pour établir le résultat énoncé.

Arrivant a la fin de la démonstration de ce lemme, on est en mesure de démontrer
nos théorémes. L’idée est de construire un ensemble de Cantor K proche de son
“intervalle” de départ (au sens de la mesure) K.

Sans perte de généralité, on prend Ky C [0, 1[? et m la mesure de Lebesgue sur K.
Prenons ¢ = 2¢. On construit les K,, comme précédemment, de sorte que chacune
de ses ¢" composantes soit homothétique & Ky dans le rapport p, = rire-- -7y,
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avec 1, €]0, %[ Si chaque 7, est suffisamment proche de % (mais pas trop pour que
I'on ait toujours (5)), le compact K a pour mesure de Lebesgue arbitrairement
proche de m, donc par le lemme précédent, on a obtenu le théoréme. ]

2.3.2 Non-linéarité du spectre puissance

Théoréme 2.16. Caractére multifractal
Pour tout p > 0 tel que ) admette un moment d’ordre p, il existe une constante
D, > 0 telle que, quand t — 0,

E[Q(tA)*] — D,t*@

ot A est un ouvert borné non vide et pour tout p € R, £(p) = (d + g)p — 772102.

Démonstration. On peut supposer A est inclus dans [0, 1]4.
Pour 0 <t < 1, on note @ le chaos associé au noyau q(-/t). Remarquons que
Q' (tA) = t’Q(A) en loi.

On veut comparer les deux chaos @ et Q. Définissons

ge = sup|g(r) — g(r/t)|

Ir|<t

et remarquons que pour tout |r| < ¢,

1
q(r) 2 q(r/t) + 7’ log = — g1
Soit p > 1. Gréace a 'inégalité de convexité de Kahane (théoréme 5.4), on a
E[Q(tA)’] > E[(eV1or o =20 e 20l (1.4) )

ol Y suit une loi normale centrée réduite indépendante de Q. On a alors

(0% -p)(v? log %—gt) p2—pgt
2

E[Q(tA)] > E[Q(A)P|te— = = E[Q(A)p]té(p)ef(
En utilisant le fait que g; — 0 quand t — 0, on a alors, quand ¢ — 0,
E[Q(tA)’] > E[Q(A)]1*®

Avec la méme méthode mais en remplagant g; par —g;, on peut montrer une inégalité
du méme type dans l'autre sens. D’ot le résultat pour p > 1.

Le cas p < 1 se démontre en suivant exactement les mémes idées. On remarque
que comme = — zP est cette fois-ci concave, les inégalités changent de signes mais
le résultat reste valable. O]
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3 Etude du cas critique

Dans la suite de ce mémoire, on se place dans le cas suivant : o est la mesure de
Lebesgue sur RY, et on considére, ¥y > 0,

M (dz) = Tim M;(d) = lim @¥X0-SEXP] g
t—o0 t—o0

avec X un processus gaussien centré stationnaire défini sur (un domaine ouvert de)
R? avec X; une suite de champs gaussiens approximant X (au sens ou le noyau de
covariance K de X et limite des noyaux K; de X, voir la section précédente pour
la définition du chaos multiplicatif gaussien).

On a vu dans la section précédente que le point v = V/2d est un point critique (au
sens ot I'on y constate un phénomeéne de transition de phases) pour un noyau de la
forme 4*log, ﬁ + g(x) ol g est une fonction continue bornée sur R%. 11 est souvent
tres intéressant d’étudier ce qui se passe lorsque 'on passe de I'un c6té a 'autre du
point critique, mais dans notre cas, la situation se simplifie car on sait déja :

Théoréme 3.1. Rappel sur le cas de dégénérescence de la mesure limite
Pour v > 2d, p.s. tlim th(dx) =0.
— 00

En revanche pour v < 2d, la mesure limite M7 est p.s. non-triviale.

Dans Darticle récent [6], Duplantier, Rhodes, Scheffield et Vargas ont réussi a
contruire une théorie analogue a la théorie de Kahane dans le cas sous-critique. Ils
se sont intéressés & la martingale dérivée “en faisant la différentielle par rapport au
parameétre 7 :

M'(A) = —%[MV(A)]WZM = /A (VE[X (2)*] - X (fb‘))e”X(z)’éE[X‘I)Q]dx]Vzm

Remarquons que cette martingale n’est pas a priori positive, ’existence méme de
la limite n’est pas évidente en soi.

Un exemple d’application spétaculaire a été larticle [7], dans lequel les mémes
auteurs, en étudiant les moments de cette martingale dérivée, ont réussi a établir
la formule de Knizhnik-Polyakov-Zamolodchikov (KPZ) au point critique.

Le but de cette section est de rappeler la construction de la martingale dérivée
pour la chaos multiplicatif gaussien au point critique de I'article [6]. Il est & noter
qu’il y a de fortes connections avec le processus du branchement, malheureusement
on ne traite pas cela spécifiquement dans ce rapport.

3.1 Construction de la martingale dérivée

On pose formellement la définition de la martingale dérivée :
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Définition 3.1. Martingale dérivée du chaos multiplicatif gaussien
Au voisinage du point critique v = v/2d, on introduit la martingale dérivée

M](dz) = (V2dE[X,(2)?] — X, (x))eY2Xe@—dEX(2)?) gy

Dans [6], on se propose d’étudier une classe particuliére de processus gaussiens cen-
trés stationnaires a accroissements indépendants ((X;(z))zer )i>0 dont les fonctions
de covariance sont de la forme :

" k(uz)

du

K(x) = E[X,(0)X,(x)] = / e

avec k un noyau de covariance de classe C! & support compact satisfaisant k(0) = 1.
Remarquons tout de suite que sous ces conditions, en chaque point x, le processus
X;(z) est un mouvement brownien réel standard.

Dans [6], le résultat suivant a été démontré :

Théoréme 3.2. Convergence de la martingale dérivée

Pour tout ouvert borné A € R%, la martingale (M](A))i>o converge p.s. vers une
variable aléatoire p.s. strictement positive que l’on notera M'(A). En plus cette
mesure limite est a support plein et sans atome.

Avant de faire la preuve, discutons un peu sur le noyau K et expliquons ainsi la
méthode principale utilisée dans [6] dite de cut-off.

Le fait de pouvoir écrire le noyau K sous forme d’intégrale par rapport au temps
nous dit immédiatement que le processus X est & accroissements indépendants, i.e.
le processus (X¢(z)—Xs(2))s>s est indépendant de ((X, (7)) erd)u<s. En plus, quand
on impose la condition d’étre a support compact a k, on observe un phénomeéne
de décorrélation quand le temps ¢ évolue, a savoir, pour s < t, les processus
(Xip(w) — Xs(w))wea et (Xi(z) — Xs(x))zep sont indépendants dés que dist(A, B) >
e~ %. Cette propriété nous apporte une information précieuse sur le comportement
de notre processus, a savoir le fait de pouvoir trouver un moment de cut-off pour un
couple de points (x,w), c’est & dire un moment so(z,w) au-deld duquel I’évolution
au point w ne dépend plus de I’évolution au point x. Ceci nous permet ainsi d’écrire
le processus (Xs(w))s,<s<¢ comme

Xs(w) = Xy (w) + Wiy,

ou W est un mouvement brownien stardard indépendant du processus (X(x))o<s<t
et du processus (Xs(w))o<s<so-

On va donc exploiter cette propriété et prouver ce théoréme dans ce qui suit. Il est
a noter que I’hypothése d’étre a support compact sur k£ n’est pas essentielle et peut
étre affaiblie, ce qui est I'objet de la section 4.
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3.2 Preuve du théoréme 3.2

On présente maintenant la preuve originale de [6].

Stratégie de la preuve :

La martingale dérivée n’est pas positive, on ne peut pas dire directement qu’elle
converge vers une limite (aléatoire) positive. On définit, pour F; = o{X,(x); s <
t,x € R}, A € R? borélien et ¢, 8 > 0, les variables aléatoires :

Z) = [ (VB = Xife) + )1 g PN

2 = [ (V0= X)) sy PR
ott 7% est un (F;);-temps d’arrét défini pour tout x € A par
™ =inf{u > 0, X,(z) — V2du > 3}

Remarquons tout de suite que Dintégrant dans I'expression de Z/ (A) est positif.
Ces variables aléatoires servent a controler les parties négatives de l'intégrant dans
la définition de la martingale dérivée M’ en le coupant au niveau (3. Le but est de
démontrer que Z”(A) qui est positive converge (en t) vers une variable aléatoire
ZP(A) qui converge (en () vers la limite (en t) de M/(A). La preuve se fait en
passant par Zf (A) : en effet, on montre que

~ La différence entre Z(A) et Z/(A) converge p.s. vers 0 quand t — +00;

~ ZP(A) et M!(A) sont identiques pour 3 assez grand.

Entrons maintenant dans les détails de la preuve.

e Quelques vérifications et lemmes préparatoires :

On montre d’abord que (Z/(A));o est une F-martingale continue positive. Elle
converge donc p.s. vers une variable aléatoire positive que 1’on note Z7(A).
Rappelons que (X;(x);>0 est un mouvmement brownien standard. Par le théoréme
de Girsanov, on peut éliminer la partie v/2dt (la partie drift) :

E[(V2t — Xi(x) + B)Lpasgye’ O X — B(-X,(x) + 81100
ou 7 est un (F;);-temps d’arrét défini par
7 =1inf{u > 0, X, (z) > 5}
Il suffit de montrer que

Lemme 3.3.

E[(=Xi(2) + O)Lirsiy | 5] = E[(=Xs(2) + B) 1]
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Par la propriété de Markov (faible) du mouvement brownien, on a, en notant W
un mouvement brownien standard indépendant de X,

E[(—Xi(2) + 8)1>n | F]
=E[(-Xi(z) + 5)1{ sup, Xu(w)smfs]

= E[(—Xs(z) = Wis( )+5)1{ Xl »<pr 1y up Xe()+Wins(o ()<} F]
ue s u€e|s,t
= E[(—Xs(2) + B)1{r>s)]

en appliquant le théoréme d’arrét & W (et la filtration associée) en considérant le
temps d’arrét 7 = inf{W;_; > 8 — X (w)}.

e Sur uniforme intégrabilité de la martingale Z/'(A) :

Sans perte de généralité, on fait quelques hypothéses qui simplient les calculs :
On suppose que le support de k est dans B(0,1) et A C B(0, 2) (car tout compact
admet un recouvrement par des boules de rayon %)

On suppose aussi que ©.VEk(z) < 0. Cette derniére condition est vraie au moins
sur un voisinage de 0 par le caratére défini positif du noyau k. Quitte a reduire la
taille de A, on suppose que ceci est vrai sur tout ouvert A.

Ecrivons pour tout z € RY,

xX)— t(x 2
fP(x) = (V2dt — X,(2) + B)1 oo e 20X @ — X @)

de sorte que Z;(A) = [, fl(x)dx
On définit ensuite une nouvelle mesure de probabilité sur B(A) @ F; :

1
|43
et notons O(-|G) (resp. O(+|y)) 'espérance conditionnelle par rapport a G sous-

o-algebre de B(A) ® F; (resp. la o-algebre engendree par la variable aléatoire
B(A) ® F-mesurable y) de sorte que dO(-|z) = /o’ft (x)dP

Rappelons que (voir le rappel 5.2) sous O/ (-|z), la loi du processus (X, (x) — v/2ds —
B)s<t est la méme que celle de (—fs)s<; avec (fs)s<¢ un processus de Bessel en
dimension 3 issu de f.

Pour montrer I'uniforme intégrabilité de (Z’(A));, on souhaite établir :

Aoy = 1P (z)dxdP

lim limsup E[Z] (A)l{zf(A)>5}] =0

d—=+00 400

Or, comme

E[Z{(A)1 Bl A6} (2] (A) > 6)

{z7 (A >5}}
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il suffit de montrer que

lim limsup ©F(Z(A) > §) =0

09400 {400

Afin d’utiliser la propriété du cut-off, on écrit, en découpant A en B(z,e™") et son
complémentaire :

B( 78 _ 1 B( 8 e
O/Z(4) > 0) = o [ ©1(Z(4) > dlayd
N N N o (X))o )
-0 [ 0eNZ () > bl (X))

<+ [ OHONZHA) > 3z, (X,(2))sss, B)[x)da

|A] Ja
1 5
<e+ A 070/ (Z)(B(z,e™)) > 5]35, (Xo(2))s<t, B)|2)da
A
1 5
+ W N @tﬁ(gtﬂ(ZtB(B(my €_t)C) > §|x, (Xs(x))sgt’ B)|x>dm
=€+ 21 —+ 22

ou B est un événement de probabilité au moins 1 — e (qui nous servira pour controler
les chemins du processus de Bessel ) que 'on choisit grace au lemme de Motoo,
voir 5.3 :

B (Wi >0, ﬁ < B < RO+ VI 1))

avec R assez grand.
Pour formaliser notre intuition sur le cut-off, on énonce un lemme de projection
qui nous donne la loi conditionnelle de (X;(w))s<; sachant celle de (X(z))s<t-

Lemme 3.4. Un lemme de projection
Pour tout couple w # x et pour t, (Xs(w))s<¢ s’écrit comme :

X, (w) = PP 4 23"

en loi, ot
~ PP = — [ gy (w) Xy (2)du + WXS(:U) est o{(Xs(x))s<t }-mesurable avec
o 82Ku(x—w) .
Gew(U) = =5
— (Z2")s<t un processus gaussien centré indépendant de o{(Xs(x))s<t} dont la
structure de covariance est donnée par
min(s,s’) K .
QGow(s,s') =E[Z3YZ2"] = min(s, ') — / (#)%u
0 u
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On vérifie par un calcul de covariance la validité de cette décomposition.
Maintenant on explique comment controler >, et 3.

o Pour %, :

Rappelons que 1'on a défini sg = In —— T Iinstant de cut-off : ¢’est I'instant a partir
duquel I'évolution de (X, (w) — X, (w))sogsgt devient indépendante du processus
(Xs())o<s<s. On écrit done, sous OF, le processus (X,(w))s,<s<¢ comme

Xs(w) = Xgo(w) + Wi,

ou W est un mouvement brownien stardard indépendant du processus (X(x))o<s<t
et du processus (Xs(w))o<s<so-
On a donc par le théoréme d’arrét (voir le lemme 3.3) :

O/ (7 (w)|z, (Xo(x))ozs<t)

1 vV —ds
N BEKV?CZSO—X () + B sy (xutw—vaimaye” o T, (X (2))ogezd]
u€[0,s0)]

En utilisant le lemme de projection 3.4, on a :

O/ (f (w)|z, (Xs(2))o<s<t)

1 /. T, w TWwy e
= EEKV 2dso — PR — 235" + B)1 qup (prvszev—vadu<s)© 2P 42007700 | (X () Jo<occ]
u€[0,sq]

1 X, W x,w
< —E[((V2dsg — PZ® — ZZ% + B)? + 1)eV2UPG 20" =050 |3 (X (2))p<sei]

_ _(( /2d(80 . q:p,w(30750>) . Psyg,w +ﬁ) +q:pw(50750) + 1) \/7Pg0 d(s0—qz,w(50,%0))

La quantité g, .,(so, So) s’avere petite. En effet,

_ 0 OK(x,w)
qu(Sm SO) = S0 /0 (T> du

[ 0K, (z,w) .,
/0 1—( 5 ) du

=/| <1—k<y“"“’>2>§dy

z—w| ‘Qf - ’UJ|
<C
ot C ne dépend que du noyau k (C'= sup % convient par exemple). Dans

z€B(0,1)
I’avant derniére ligne on a utilisé un changement de variables y = e 7.
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Ceci nous dit que la partie g, (S0, So) n’intervient pas dans les majorations qui
suivent.

On utilise ensuite la représentation en processus de Bessel 3, en utilisant le fait
que l'on est sur ’événement B. On note

v — - / " o (0)(Xu(2) — V2du — B)du

= P = V2dK,,(z — w) + B(k(e” (z — w)) = k(z —w))
= Psa;,w — @SO + 01,71,](80)

avec 0, ,, une fonction bornée indépendamment de z,w,t, A car k est bornée.
On a donc

O/ (f/(w)|z, (Xs(x))ozs<t, B)

1 v -

< 5(((Bran(s0) = YE)2 4 g (S0, So) + 1)eY24¥i0 " +ds0+dan w(s0.50) =V 2d0ru(30))|
1 T, w

<550 - Vi")? o+ C)ev 2 oty

ou C ne dépend pas de z,w,t, A.

La suite de la preuve est technique : sauter pour l'instant quelques calculs et
expliquons un peu les idées. Le fait que 'on est sur 1’événement B (rappelons qu’il
est de mesure presque pleine pour un paramétre R assez grand) nous permet de
controler le processus Y 7" :

1 1 In \xiwl
—Cgr(1+ 4/In In(1+ In ) S Y2 < —Cp : (6)

|z — w| |z — w| - ln(2+lnm)2
ou Cr ne dépend que du paramétre R et du noyau k. On obtient :

O (7 ()|, (X.())ocac. B) € ~—— G(ln —
t t ) S <s<t; = ﬁ|x—w]d

n
|z — w

ou
N

Gly) = (1 + VyI(l 1 g))e e

avec la constante C' éventuellement modifiée.
Finalement en rassemblant toutes les estimations, on obtient, en notant V, le
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volume de la boule d’unité de R :

<
E2—|A|<s//“ mx—ww ¢(in |x—w|>dxd“’
Ay

e—t ﬁ’f’ d

2V e¢
= G (u)du
08 Jo

Or G est intégrable, ce dernier converge vers 0 quand § — +o0o uniformément par
rapport a t.
— Il reste & expliquer I’équation (6).
Rappelons que

IA

—G(In ) =1y

Yot == /0' goaw() = 3 (@ = w)ie"Ok(e"(z — ) (V2du + § = X, (x))du

1
:/ yﬂ.w(y%)(@mLJrﬂ—Xm v (x))dy
|

z—w| ‘l‘ - U)’ |.Z' - ’LU‘ o=l

Or rappelons aussi que sur B on a :

Vi
Yu > 0, R B — Xu(x) + V2du < R(1 4 /uln(2 + u))

Combinons les deux derniéres équations, on obtient (rappelons aussi ’hypothése

x.Vk(z) <0):

o ! r—w r—w
Ve ZR/| AL ><1+\/1n

z—w| |$ - w’ |£L’ - w|

1 _ _ In —2—
Y:g’wSR/ T —w Vk(y x w> Vo el
|

y|x—w| \x—w| In(2 +In 25)?2

In(1 + In

))dy

|x — w| |z — w

et

dy

z—w|

Ceci donne (6).

o Pour i :
Les calculs pour ¥; sont quasiment identiques que pour X,. En effet, on n’a plus
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besoin de couper le processus & un instant sq, et les calculs restent valables car la
quantité ¢, ., (t,t) est bornée indépendamment de ¢. Intuitivement, c’est parce que
dans la boule B(z,e™"), les processus (X (w))o<s<t et (Xs(x))o<s<: sont proches,
donc la partie “orthogonale” a la projection devrait étre petite.

Les lecteurs impatients peuvent donc survoler les calculs pour »; que 'on explicite
maintenant dans les quelques lignes qui suivent.

En utilisant la projection 3.4, on a :

O/ (f (w)|z, (X(2))o<s<t)

1 T, w T, w
- EE[(\/Zdt B s | VRPETZT) g (X ()

{ sup (PPY+25" —v/2du)<p}€ 0<s<t]

u€(0,t]

1 T, W T,w i 5=

< %E[((\/th — PP — ZPY 4 B)? 4 1)eV2URTIET g (X (1) )ocod]
1 T, w

= 55 (V2 = () = PP B o gt £) 4 D)0 00

La quantité g, ., (t,t) s’avére d’étre petite. En effet,

qu(t’t) =t — /;(M>2du

ou

t 0K, (z,w) .,

— 1— —_—
/0 ( 5 )du

! T —w 1
< 1—k(y—))=d
< [a—kui=ay
<C

ou C ne dépend que du noyau k.

Ceci montre que la partie ¢, (%, t) n’intervient pas dans les majorations qui suivent.
On utilise ensuite la représentation en processus de Bessel 3, en utilisant le fait
que 'on est sur I’événement B. On note, pour s <t

Ve == [ gl (Xa(o) = V2du = )

= P™ — V2K (z — w) + B(k(e*(z — w)) — k(z — w))
= P2 — V24t + 0,,,,(s)

avec 0, ,, une fonction bornée indépendamment de z,w, s,t, A.
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On a donc

07 (1 (w)|z, (Xs(2))o<s<t B)
1

< %(((Qx’w@) . th’w) +wa<t t) + 1) V2AY Y dt4-dg,w (t,t) — \ﬁezw(t))|
1 x,w
S 26((0 Yx w) + C)@myt +dt+C|B

ou C' ne dépend pas de z,w, s, t, A.
Le fait que I'on est sur I’événement B (rappelons qu’il est de mesure presque pleine
pour un paramétre R assez grand) nous permet de controler le processus Y;""

— Cr(1++/tln(1+1¢)) <Y,"" < —ORL (7)

(2 + )2

ou Cgr ne dépend que du paramétre R et du noyau k. On a :

O; (ff (w)|z, (X,(x))ocs<r, B) < —G(t)e™

ol
(1++yln(l+y)) 1n<2+y)2

avec la constante C' éventuellement modifiée.
Finalement en rassemblant toutes les estimations, on obtient :

Y < —— / / —G e drdw
' |A|5 B(z,e~t

SMG()

Or G est bornée, ce dernier converge vers 0 quand § — 400 uniformément par
rapport a t.

e Identification des limites de martingales ZP(A) et M/(A) -
On passe par la variable aléatoire Ztﬁ (A). Rappelons sa définition :

~ e
ZA = /< dt = Xi())1 5y e? K@~ g
D’abord remarquons que Z! (A) et Z(A) ont p.s. la méme limite car
1Z](A) - Z}(A)| = B / 1,55V 2XU@ X 4 < BALYP(A)
A
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et ce dernier converge vers 0 p.s. quand t — 400 a cause du théoréme de Kahane
sur la dégénérescence de la mesure limite, voir le rappel 3.1.

11 reste donc a identifier Z(A) et M/(A) pour § assez grand. Pour ceci on utilise
un résultat sur le supremum d’un champ gaussien log-corrélé, rappelé dans la partie
suivante, qui implique notamment :

sup (sup Xy () — v2dt) < 400

t€R+ T€EA

presque slirement.
En découle alors )
vt, M{(A) = Z;'(A)

pour (8 assez grand.
On conclut donc par la positivité de la martingale Z”(A) et les raisonnements plus
hauts que p.s. (M/(dx));<o converge en loi vers une mesure aléatoire positive.

Remarque 3.1. En exploitant cette preuve, on arrive ¢ montrer (voir [6] pour
plus de détails) que la mesure limite est a support plein et sans atome. On utilise
notamment le fait que la mesure limite M’ est solution a une classe d’équations
dite x-équations étudiées dans [2].

3.3 Sur le supremum d’un champ gaussien log-corrélé

Dans cette sous-section on démontre un résultat simple sur le supremum d’un
champ gaussien log-corrélé. Il est a souligner que beaucoup de résultats plus forts
et plus précis, notamment de type convergence en loi, ont été démontrés trés
récemment (voir [3] pour le cas du champ libre gaussien discret, [6] pour une liste
de conjectures, et [16] pour la réponse apportée a une de ces conjectures).

On rappelle ici, pour finir la preuve, un résultat relativement simple démontré dans
6] :

Théoréme 3.5. Sur le maximum d’un champ gaussien log-corrélé

Soit k un noyau de classe C* avec k(0) =1 et [-lipschitzien en 0 avec | > 0. Soit
X le champ gaussien associé au noyau k défini précédemment. Alors pour tout
a € [0, %[ et tout ouvert borné A C RY, on a p.s. :

a
sup(sup X;(z) — vV2dt + —In(t + 1)) < +o0
up(oup Xi{w) = V2di + 75 (4 1)

En particulier,
sup (sup X;(z) — vV2dt) < +o0

t€R+ z€EA
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Remarquons d’abord qu’un noyau k de classe C! & support compact est clairement
lipschitzien en 0, donc le théoréme est valable dans le cas présent.

Démonstration. Cette preuve est basée sur la constuction du cone.

e Rappels sur la construction de la cascade multiplicative log-normale de Mandelbrot
(voir aussi la preuve du théoréme 2.7) :
On considére arbre T'= ({0, 1}¥)Y" muni d’'une distance ultra-métrique

vs’t c T’ diSt(S, t) — 2—d. sup{ NeEN:VE< N, (t)=mp(s)}

ou 7 (t) désigne la k-iéme composante de ¢, avec la convention que le supremum
vaut 0 si l’ensemble est vide.

On définit ensuite une suite ((Y,,())ier)n de processus gaussiens centrés deux a
deux indépendants, définis sur 7', de noyau p,, défini par

[ wsi dist(t,s) < 27
Vs,t € T,pu(t, s) = { 0 si dist(t,s) > 27"

Remarquons qu’alors ce noyau est constant sur chacun des 29" cylindres prescrits
selon les n premiéres coordonnées. On note dans la suite 7,,(¢) le cylindre contenant
t.

On définit ensuite

VteT, X,(t) = zn:Yk(t)

n
de noyau ¢, = > p.
k=1

On rappelle aussi que I'arbre T' = ({0, 1}%)Y" peut étre plongé naturellement dans la
cube [0, 1], en itérant la division d'une cube en 2% cubes plus petites. Par exemple,
quand d = 1, ceci n’est autre que l'écriture dyadique de U'intervalle [0, 1[. Dans la
suite on écrit indifféeremment Y;,(t) (ou X, (t)) pour t € T ou t € [0,1[* en utilisant
cette identification.

e Rappels sur la construction du cone :

En suivant les rappels dans [6], on esquisse rapidement la construction du cone.
La construction du coéne est une fagon agréable d’avoir des mesures gaussiennes
aléatoires sur 'espace (RxR,, B(RxR,)), “spatialement” indépendantes. Le but est
donc d’avoir une famille de variables aléatoires gaussiennes (u(A), A € B(R x R, ))
telle que :

1) Pour tout ensemble mesurable A € B(R x R, ), 1(A) est une variable gaussienne
ayant pour fonction caractéristique :

q2

E[eir(4)] — ¢~ 5T
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ou la mesure (déterministe) I' est donnée par
1

['(dz, dy) = —dxdy
Y

2) Pour toute suite d’ensembles mesurables (A,), deux & deux disjoints dans
B(R x R, ), les mesures (1(A,)), sont deux a deux indépendantes et

M(U A,) = Z 1(An)

presque slirement.
On définit ensuite un processus gaussien stationnaire (w;(x)),er par, pour 0 < 1 < 1,

wi(z) = p(Al(z))

ot A;(z) est la région {(u,y) e R xR : I <y<1, -4 <z—u<

N

).

A

FIGURE 4 — Un coéne

Le noyau de covariance du processus w; est donc

K(z) = /1[ %du

u

de sorte que w,.—+ ait la méme loi que Xj;.
Maintenant on est en mesure d’énoncer un lemme de décomposition comme consé-
quence de la construction du céne :

Lemme 3.6. Un lemme de décomposition
v 141

On fize n € N et on consideére les intervalles I;, = (57, 57 [ On a la décomposition

suivante pour tout Xsma(x) avec s € [n,n+1] et x € I;,, :

Xsan(x) = Xi,n + Y’S’L’n(‘r)
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qui vérifie :
— 1l existe une constante C' > 0 indépendante de n telle que

1
E[Xi,an,n] = nln2 — (]_ — Q_n)
st =7 et ' .
— = ]
E[XinXjn] > E| n(2—n)Xn(2—n)] -C

SUTF ]
— Pour tout i, le processus (Y;’”(x))xe[n’nﬂ]’xehm est continu et indépendant de X, ,, ;
— Pour tout 1,7, tout s,s' € n,n+ 1] et x € I;,,, ' € L,

E[Y)"(2)Y"(2")] > 0
— Pour tout 1,7, tout s € [n,n+ 1] et x € I, ,,
B[Y" (2)X;.] > 0

Montrons ce lemme.

Prenons i € N tel que 0 <4 < 2" — 1. On décompose A,-s(z) en deux parties :

— Une partie commune a tous les cones du type As—s(x) pour s € [n,n + 1] et
x € [Ln .

Ain= () [) Aes(2)

s€[n,n+1] z€l;n

41
:{(uay)ERXR?SQ_nSySL_g_FZ; <

Y 7
<Z L2
us g+t

On lui associe le processus X, = p(Ain).
— La partie complémentaire

R (@) = Ay-s(z) — Ain

)

On lui associe le processus Y""(z) = u(R%"™(x)).
On vérifie aisément par des calculs élémentaires que 1’on obtient bien le lemme a
I’aide de cette décomposition géométrique.

e La preuve :

Il suffit de faire le cas ou k(x) = (1 — %')Jr En effet, comme k est lipschzien en 0,
|z|

il est plus grand que (1 — 7)., pour un certain L. Mais alors en utilisant le lemme

de Slepian (lemme 5.6), on sait que

Plsup(sup X;(z —@t%—ilnt—kl < 400
sup(sup X (x) o it 1) < o
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FIGURE 5 — Décomposition d'un céne

croit si I'on remplace (1 — %)Jr par k.

Dans la suite pour simplifier la présentation, on fait la preuve dans le cas d =1 et
k() = (1 - |al)-.

Soient Z une variable aléatoire gaussienne standard indépendante du processus
(Xsma(2))s et (Z;)o<icon—1 une suite de variables aléatoires gaussiennes stan-
dards indépendantes. On se donne ensuite une suite de processus indépendants
<—1,n

Y[ (%))sennt1)zer,, qui ont les mémes lois que (}/Z’n(t))se[n,n+1]’x€]i7n.

Par I'inégalité de convexité de Kahane (théoréme 5.7), on a :

1 .
P[ sup sup  sup (X;, +14/1— — +CZ + Y "(2) —V2nIn2) > 1
0<i<27—1 se[n,n+1] 2€L 2n

<P[ sup sup  sup <Y”(2%) +V(CZ, —i—?ln(x) —V2n1n2) > 7]

0<i<2"—1 s€[n,n+1] z€1Lin

En effet :
—Pouri=j,x,2' €I, et 5,5 € [n,n+1]:

1 . 1 .
E[(Xin + (/1= 5+ CZ+ YI"(@) (X +4/1 = o + CZ + V(&)

= nln2+C +E[Y)"(2)Y,"(a')]

= El(X. (5, + VOZi+ V() (Kl + VOZi4 Vil )]
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~Pouri#j,xel,, 2 cljets s enn+l]:

/ 1 , / 1 ,
E[(Xin+4/1— o +CZ+Y"(2)(Xin+1/1— o +CZ+Y,"(a)]

> E[XinXj,+1— 2% +C]
> E[X, (5 Xa( )
= E[(Xn(Qin +VCZ; + ?i’”(x))(fn(% +VCZ;+ Y3 ()]

Maintenant on se donne 5 > 1 et r < 1 tels que fr < 1 et (% —a)pr > 1. Alors :

P[ sup sup  sup (\/_X( )+\/_Z +\/_Ym( )—2nln2+aln(n+1)) > 1]

0<i<2n—1 xe[n n—‘,—l] IEIZ n

=P[ sup (\/_X ( )+V2C’Z +2 sup ?i’n(:v)—2nln2+a1n(n+1))21]
0<i<2n—1 s€[n,n+1],z€l; 5
2" —1 im
< (TL + 1)aﬂr —,BTE Z B( Fn( LYV2C7Z; +\/§Supse[n nt1],zel; , ¥s (x)—2nln2))r]

1,Mm

=0
2n 1 |
= (n+ 17 BRI o VIR VI b o V2 @)= 2nn2) e
on 1 _ .
< (TL + 1)a57"e_5TE[(E[Z eﬁ(\/ﬁn(W)+mi+ﬁsups€[n,n+1],re]i’n Y, (m)f2n1n2)lyn]>r]
i=0
i on_1 |
= (n+1)""e""Ele BV2OZiAV2bscnn i)ty Ve ( ]TE[(Z eA(V2Xn(gir)—2nin2)yr)
i=0
9n 1 _
< Cgr(n+ 1)“5’"E[(Z eﬁ(x/ﬁn(zin)ﬂmnz))r]
i=0

Cj,r
= pG-a)fro()

Ou la premiére inégalité résulte de I'inégalité de Markov, la deuxiéme de I'inégalité
de Jensen et la derniére résulte d’'un théoréme démontré dans le contexte du
processus du branchement (voir le théoréme 5.14).

Expliquons un peu la derniére inégalité :

Considérons 'arbre binaire correspondant a ’écriture dyadique des nombres Q—n, ie.
écrivons
7 u €k
on Lk
k=1



avec e, € {0,1}. L’identification 2% — e1,...,e, nous dit que 'on peut voir
i

57 comme un individu dans la n-iéme génération si arbre binaire est étiquetteé
convenablement. Dans I’avant derniére ligne du calcul précédent on peut remplacer

chaque X, (57) par > Yi(>_ 5) car rappelons que le noyau de Y} est constant
k=1 =1
sur chaque intervalle [, ’;—kl[ Si 'on attache a chaque aréte de I'arbre la variable
aléatoire 2In2 — Y, (z) ot ¢ (resp. x) est la génération (resp. coordonnée) du fils
de l'aréte, on peut alors utiliser le résultat 5.14 (la constante 2In2 sert aussi a
renormaliser pour avoir ’hypothése 3 dans 1’énoncé de ce théoréme).

Il ne reste qu’a évoquer le lemme de Borel-Cantelli pour conclure. O
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4 Un petit résultat

Dans cette section nous tenterons de montrer rigoureusement une affirmation dans
[7] (voir aussi [23] pour une autre formulation).

Liouville measure at criticality in dimension 2...

On peut obtenir des résultats analogues a ceux énoncés dans la section
précédante sur la martingale dérivée du chaos multiplicatif gaussien
au point critique dans le cas du champ libre gaussien, en modifiant
légérement la preuve dans [6].

Nous rappelons la définition d’un champ libre gaussien (massif) dans les sections
5.3.3, 5.3.4. Néanmoins discutons un peu de fagon qualitative ce qui change dans
cette nouvelle situation.

Remarque 4.1. Remarques préliminaires

Soulignons ici ce qui change par rapport a la section précédente :

1) On constate que le champ libre gaussien n’est pas stationnaire ;

2) On constate que le champ libre gaussien est corrélé a toute distance (i.e. le noyau
k n’est pas a support compact).

En dépit du manque de décorrélation a grande échelle qui est un élément fondamental
dans la preuve de la section précédente, on constate que la fonction de corrélation
décroit tres vite (exponentiellement), ce qui suggére que ’on pourrait éventuellement
controler les corrélations a grande distance.

Ici nous répondons a cette question dans le cas du champ libre gaussien massif.
Nous attaquons ce probléme en utilisant, & nouveau, la méthode du cut-off. Le
phénomeéne n’est pas trés différent de celui dans la section précédente, cependant il
faut étre judicieux sur le choix du cut-off qui est au coeur de cette méthode.

4.1 Enoncé du théoréme dans le cas du champ libre gaussien
massif
On considére le champ libre gaussien massif X de masse m sur R2.

On considére une approximation du champ X : prenons ((X())egr2)e>0 une famille
de processus gaussiens centrés stationnaires ayant pour fonction de covariance

.
K.(n) = EX(0)X(0)] = [ P2,
1 u
avec ki (2) = 3 [ e~ v 1?3 dv (voir la section 5.3.2 pour les rappels sur la fonction

de Green massive). Dans la suite on va fixer un m et laisser I'indice.
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On considére ensuite la martingale dérivée de fagon analogue que dans la section 3
(mais avec un changement de varibles pour le paramétre du temps) :

1 1
M'(dz) = (2In = — X, (z))e2Xc@=2n gy
€

et on énonce le méme résultat

Théoréme 4.1. Convergence de la martingale dérivée, cas du champ libre
gaussien massif

Pour tout ouvert borné A € R?, la martingale (M!(A))c>o converge p.s. vers une
variable aléatoire p.s. strictement positive que 'on notera M'(A).

Remarque 4.2. Sur l'unicité de la construction
On souligne encore une fois qu’il n’y a pas encore de choix canonique pour construire
cet objet, et ['unicité de la construction n’est pas encore démontrée.

4.2 Discussion sur le cut-off

On a vu que dans [6], le noyau k& que 1'on a choisi pour faire les calculs était a
support compact. Ici dans le cas du massif, on ne se retrouve pas devant exactement
la méme situation : le noyau k,, n’est plus a support compact, mais il admet
une décroissance exponentielle & I'infini, ce qui suggére que, quitte & proposer un
nouveau cut-off, les résultats du [6] devront restés valides dans le cas du champ
libre gaussien massif.

Cependant, sur le choix du cut-off, il faudrait étre judicieux : si on coupe bruta-
lement le noyau k,, du champ libre gaussien massif (par exemple en considérant
Ml{uzl}), on ne peut pas transposer directement les méthodes du [6]. En
effet, il faudrait plutot considérer le noyau k (ou k,,) comme une fonction a plusieurs
variables, par exemple de uz, uw et de u, voir la remarque 2.2 dans [13] pour plus
de discussions.

S’inpirant des techniques employées dans l’article [23|, on propose un nouveau
cut-off en considérant Ml{ulmfw\ >1}. Le point a remarquer ici, c’est que les
processus ne sont pas complétement décorrélés a grande distance, en revanche la
fonction de corrélation devient “presque” constante & partir d’'une certaine distance.
Le role joué par le théoréme d’arrét dans [6] sera donc remplacé par cette propriété,
qui permet elle aussi de ramener les calculs a grandes distances & une échelle
constante.

Le théoréme suivant, analogue a celui présenté dans la section 3, & été démontré
dans [23].

Théoréme 4.2. Convergence de la martingale dérivée dans le cas de
l’étude sur le mouvement brownien de Liouville critique

38



On se donnet > 0, x,z € R?, 8> 0 et on définit
1 1
B — 2X(#+By)—2In 1
fP(z) = (2lnE — Xe(z+ Bu))1 5 (z+Bu)—2In ¢

On s’intéresse a la martingale

! 1 . 1 !
FP(x,t) :/ (2In~ — X(B)) 1,0 <6}62Xe<3u>21nedu:/ F2(BY)du
0 B 0

€

avec BE un mouvement brownien plan issu de x et pour chaque u € [0,t], 77 le
(Fe)e-temps d’arrét défini par 77 = sup{r <1, X,(z) — 2In L > g}.

Alors pour v € R? ett > 0 fizés, p.s. (par rapport a B* ), la martingale (FP<(z,t))es0
est uniformément intégrable.

Rappelons I'idée géniale de la preuve de ce résultat dans article [23] : on décompose

le champ en somme de trois mouvements browniens indépendents, avec une partie

“commune” qui encode la corrélation. Formellement, si I'on écrit
1 _
hi(s) = hao(s) =In— — K (x — w), h(s) = Ky(x — w)

s
et si on définit ensuite

Pyt = Bfln(s)?Psw’z = Big(s)’ Zs = By
avec B!, B%, B trois mouvements browniens standards indépendents, on a
(Xs(2), Xs(w))ozs<1 = (P + Zs, P + Zs)o<s<a

en loi. Il s’avére que I'on peut montrer une convergence dans £* de la martingale
(FP€(x,t))es0, et en plus, ce qui compte vraiment dans les majorations, c’est la
partie commune dans la décomposition.

X(x)~ ~ ~~ ~ X(w)
N
prw A puwe

FIGURE 6 — Décomposition en trois mouvements browniens indépendants

Les grandes lignes de cette premiére partie de la preuve seront exactement les
mémes que dans [23]. De fagon heuristique, un petit calcul & la main nous montre
que la partie commune devient “presque” constante une fois la distance entre z et
w dépasse €. Donc on peut utiliser les mémes méthodes de majorations, quitte a

changer quelques constantes et la mesure?.

3. Dans [23], il s’agit d’intégrer par rapport a la mesure d’occupation, mais la preuve est
quasi-identique, si ce n’est pas plus simple, si I'on travaille avec la mesure de Lebesgue.
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4.3 Preuve du théoréme 4.1

Démonstration. On montre d’abord 1'uniforme intégrabilité de la martingale Z°(A).
Notons

1 1
B _ 2X(2)—2In i
fo(z) = (2lnz - X6(2>>1{7_Zﬁ<6}€ ()=2In ¢

avec 77 =sup{r <1, X,(z) —2In > g}.
1

Pour A un ouvert borné (disons inclus dans B(0, 5)) on définit :

Z8(4) = / £2(2)dz

la martingale qui nous intéresse (on a déja démontré que c’est une martingale dans
la section précédente, voir le paragraphe 3.2).

On va montrer une convergence dans £? de cette martingale.

On va représenter le champ X, a ’aide de plusieurs mouvements browniens indé-
pendents comme 'on a expliqué précédemment :

On définit d’abord

c k — min(g, m2ay) [ _
ko= [ [P M),
1 1

u U
et
1 1
<k — e k —
K;)ff(x — /IU) = / Ml{u‘x7w|>l}du = / Mdu
1 U B min(%,ﬁlwl) Uu

Rappelons alors que K = K + K°/f Soulignons que les K et K°// ne sont
pas des noyaux gaussiens.
On définit ensuite

hi(s) = ho(s) = ln% — Ky(z — W), hew(s) = K2 — w), hop(s) = K (z — w)

puis
T 1 w,r __ D2 cut __ pcut off _ poff
Ps _Bh1(s)’Ps _Bhg(s)’Zs _thut(s)7Zs _Bhoff(s)

avec B!, B2, Bt B°ff quatre mouvements browniens standards indépendents.
On remarque que

(Xs(2), Xs(w))ozscr = (PP + Z58% + 22, P2* + Z8 + Z9T ) gc it

en loi.
Notons aussi Z = Z + Z°// en cohérence avec les notations de [23].
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FIGURE 7 — Décomposition en quatre mouvements browniens indépendants

En vue d’utiliser le cut-off que 'on propose, on découpe l'espace de la fagon
suivante :

B(22(47] = [ [ X1 £ w)dwds
-1/ BN )+ /[ BN )

=3l +32

avec C(x,€) = A — B(x,¢€) pourvu que B(z,€) C A.

Discutons un peu sur le comportement du champ X, a l'intérieur de chaque région.
— Pour la partie 3!, on devrait observer une trés forte corrélation, qui se traduit par
le fait que dans la décomposition, la partie commune domine les autres. Heuristi-
quement, le processus X (w) est donc trés proche de X (z) dans cette région.

— Pour la partie X2, la fonction de corrélation est “presque” constante. Heuristique-
ment, que ’on soit a l'infini ou & une distance ¢, la partie commune se comporte a
peu pres de la méme fagon. On verra que ce qui joue vraiment dans les majorations
c’est cette partie commune.

On entre maintenant dans les détails du calcul.

Tout d’abord, rappelons une conséquence du théoréeme d’arrét qui permet de ra-
mener les calculs a grande échelle & une échelle constante égale a |z — w| déja
démontrée dans [6] (voir aussi 3.3).

Lemme 4.3. Pour v # w € R? et 3 constante, on a

ELf2 () 2 (w)] = Blf e ool () L ooy (@)

Dans notre cadre on ne peut pas appliquer directement ce théoréme d’arrét a cause
de la partie Z°//. Cependant ce n’est pas un grand souci car la partie Z°// est a
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variance finie. En effet :

Ksoff(l,_w):/ k(u(z —w))

1 u

+oo _
< / k(u(xu w)) ]—{u|xfw\21}du
1

+oo k
:/ ( >1{u>1}du
|

z—w| U

+o0
< / k() b
1 Uu

< 400

0 |=

L{uje—w|>1}du

Maintenant on commence les calculs en suivant exactement les mémes idées que

dans [23].

e Pour 3! :
Par le théoréeme de Girsanov,

w,T 1
= / / )EX[(ﬁ - Pe T Ze +21In Z)l{sul’re[e,l] P,ZU’I+ZT72ln%§B}

1 T, W w, T
W 2PE Y447 42P 7 —41n L
— P —Z.+2In- )1{SupT€€1]P vy 7,2 1<p)C <|dwdz

/ / 9 B Pw - )l{suPre[e,l] Pt 4+ 7,.<p8}

(B = P2 = Z)Vupyeyo oy PP+, <y Z T duydy

On définit
grY = B — min PPV

s€le,1]
Observons que pour w € B(w,€), supep 1) h1(8), SuDyeeq) ha(s) < ¢ pour une
constante ¢ > 0 qui ne dépend que du noyau k. En effet, comme k est [-lipschitzien
en 0, on a, pour tout s € [¢,1] et w € B(z,¢),

hi(s) = ha(s) = ln1 —/1

S

_ (71 k(u(z —w))
/1 " du

1
5 lul|x —
S/Mdu
1 u

1
s

k(u(z — w))

u

du

@ =
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Il s’ensuit que :

rele,1]

% <C / / EX[(1 + (Z.)%)eXZt2Remwl(52w — Z)1¢ o z,<powy]dwda
A J B(z,e€)

On définit une nouvelle mesure de probabilité sur F, :

T,w 1 W T,w
PB’ 7 (dZ) = I[-Ez[l{dz}(ﬂe7 - Z€(m)>1{511pse[e,1] Zs(x)<BE} /367 ]

T,w
Be

Rappelons que sous cette nouvelle mesure de probabilité, le processus (85" —
Zs)e<s<1 @ la méme loi que (Br,(z—w))e<s<1, 01 (Bu)u est un processus de Bessel en
dimension 3 issu de 52" (voir 5.2). On a donc :

<0 / /B< e R e

<c [ [ BB (B (L (B oo P R dds
A J B(z,e€)

On souligne maintenant une propriété du champ libre gaussien massif (et aussi
du champ libre gaussien si I'on n’est pas prés du bord) que 'on peut facilement
retrouver par le caractére lipschizien du noyau k : il existe une constante uniforme
¢ ne dépendant que du noyau k telle que pour tout w € B(x,¢€),

1 1
In-—c< K(r—w)<Iln-
€ €

On calcule maintenant la partie E***[(1 + (Bx. (y—uw))?)e 2 Kea-w].

La loi d'un processus de Bessel en dimension 3 est donné par le carré de la norme
d’un mouvement brownien en dimension 3 (voir 5.2). On se donne donc trois
mouvements browniens standards unidimensionnels indépendants M, M? et M3,
et on a:

EX (1 + (B (awy)?)e 2 eew)]
w402 4w dUdUd'lU

_ / (14 (u— ﬁf’w)2 40?4 w2>6—\/(u—ﬁf‘w)2+v2+w26— IR (7 —w) _
RS 2rK (r —w))?2

< C(l + (ﬁw,w)Q)eﬁe’ (1 + u? + 02 + w2)e—\/m€— QI(t(zjw) dudvdw K
¢ 3
R? 2r K. (z — w))3
T, w +oo _i 2d
<O+ e [ e
0 (ln E>2

On trouve

o 1
B2 [(1 4 (B o) P)emee] < O(1+ (57)%)e”™ H(In )
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avec

qui vérifie

pour tout a > 0.
Finalement

1 1
»! < CH(ln—)e2/ / dwdz < C|A|(In=)"2
€ B(z,e €
qui tend vers 0 quand € — 0.
On a utilisé le fait que EX[C5%% (14 (5%%)2)235< "] est finie et ce indépendamment
de xz,w (voir 5.12).
e Pour X2 :

Remarquons d’abord, par définition méme du cut-off, comme € < |z —w| dans cette

région, on a Z = Z‘C:B“tw| et rappelons aussi que la partie Z°// est & variance finie.

Par le théoréme de Girsanov,

= /A/ EX[(ﬁ - P —Z +2In— )1{supre[€ 1 P+ Z—21n 1<}

6 wa Z +2In= )1{SupT661]P vz 21n1<,3}€ 2PFY 4 4Z 2P " —41n L ]dwdx

// ﬁ Pt —Z )1{supre[€,1]Pﬁ“’”+ZrS,3}
C(z,€)

e T L (L

On définit maintenant a®/f = sup |Z°//], alors

s€le,1]
22 Zcut + of f Pw,:p)l oz
€ « ¢ { sup Zeut+PY " <Btacff}
C(z, e) r€le1]
cut T, W 2zcut  492In —— 42a0°ff
B Z + Oé P )1{ sup Zcut_;,_]Dz w<ﬁ+aoff}€ | —w] o —w] ]dwdw
rele,1]

//C( G Z\walerO‘ Pf;’”w')l{ sup  Zgut+ PP <ptacl T}
336

refle—wl,1]

27cut 21 200ff
(B = Zgtu + o =P 10 ap  zeuiprv<piactne 15 w2 20 gy
re(lz—wl,1]

par le théoréme d’arrét quand l'on a déja utilisé dans un autre contexte, voir 3.3 (le
point c’est que la partie P ne bouge pas entre |x — w| et € donc tout est constant a
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part Zt).

Ce qui suit est exactement le méme raisonnement que dans [23|, on remplace
simplement %% par 8% + a®//. A la fin la constante ne sera plus la méme, mais
comme tout est a variance finie, elle reste finie.

On définit donc % = B 4+ a°/f — Hmin| ]Pj”w de fagon analogue.
s€||lz—w|,1

Observons que pour w € C(,€), SUDse(jz—w|,1] P1(8), SUDse(z—w| 1) P2(s) < ¢ pour
une constante ¢ > 0 qui ne dépend que du noyau k (donc a fortiori pour hey
aussi). En effet, comme k est [-lipschitzien en 0, on a, pour tout s € [|x — w|, 1] et
w e C(x,¢),

u

_ 1 —k(u(z —w))
/1 " du

S/ilu]:z:—w|du
1 u

<1 = |z — w)
<l

hi(s) = ha(s) = ln1 - /ls Mdu

Il s’ensuit que :

ZE S CAA( )EX[<1+(ZCxutw|>2>€2Zz—w|+2K:):—w($U/')</B£E,w_ZCxUtw|)]_{ sup ZﬁutSBz,w}}dde‘

rel|lz—wl,1]

On définit une nouvelle mesure de probabilité sur o((Z")sefjz—w|,1]) :

W 1 cut T cu T
PP (dz) = WEZ [L0azy (65 = Z52 ) (2) L fsupy oy 22w )< g0y |57

Rappelons que sous cette nouvelle mesure de probabilité, le processus (%" —
Z&) jp—w|<s<1 & la méme loi que (Bk,(z—w))jz—w|<s<1, Ol (Byu)u €st un processus de
Bessel en dimension 3 issu de 5" (voir 5.2). On a donc :

Y <C / / EX =Y RS [(1 + (%Y — ﬁle_w,@_w))Q)
A JC(x,€)

2B%W -2 o F2K g (z—w)+2a0T f
e BK|1-7w\(’“ w) ( ) ]]dwdm

< C/A /C(I’e) EX [6gc,wE6,m,w[(1 + (ﬁm,w)2>625%w(1 4 (BKlI,w‘(a:—w)y)

-2 o—w) T2Kz—w(z—w)+2a°/
¢ PR ) (rmw)t2a |Jdwdzx
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On souligne maintenant une propriété du champ libre gaussien massif (et aussi
du champ libre gaussien si ’on n’est pas prés du bord) que 1'on peut facilement
retrouver par le caractére lipschizien du noyau k : il existe une constante uniforme
¢ ne dépendant que du noyau k telle que pour tout w € C(zx,¢€),

1
|z — w

In —c< Kyl —w) <In

|z — w]
En faisant les mémes calculs que pour la partie 3!, on trouve

1
|z — w

B2 (1 (Bryow) e 1] < O (57)2)e” " H(In ———)

Finalement

xr— w)
sup X2 < C’// il 2‘ dwdx < +00
€€]0,1] B(z,1) |37 — w|

On a utilisé le fait que EX[C5%% (14 (57%)2)2e3" ¢20”/'] est finie indépendamment
de z,w (voir 5.12).

En conclusion, on a donc démontré la convergence en £? de notre martingale.

e Le reste de la preuve est identique que dans la section précédente.

En effet, comme le noyau k,, pour le champ libre gaussien massif est [-lipschitzien
en 0, le résultat sur le maximum d’un champ libre gaussien log-corrélé (théoréme
3.5) reste valable. En suivant exactement le méme raisonnement que dans la section
précédente, on conclut que la martingale dérivée M’ peut étre construite d’aprés
cette méthode, et qu’elle est p.s. strictement positive. O

Remarque 4.3. Remarquons que cette preuve marche aussi pour les cut-offs qui
vérifient les deuxr conditions suivantes :

~ Noyau k localement lipschitzien : A partir d’un certain €, la fonction de
covariance K. est plus grand que

Ir]

ke(r) = A @du

‘ u

avec k(u) = (1 — ‘;') o,1(|u]) quand e tend vers 0.
~ Variance finie : La partie “off” Z°/1 est & variance finie.

En plus, on n’a pas besoin que k soit un noyau gaussien pour avoir la décomposition
en quatre mouvements browniens.

Il en résulte que la méme preuve marche aussi pour un champ libre gaussien (on
s’intéresse a une partie intérieure du champ, de distance au moins § du bord). En

effet, le comportement du noyau pP(t;x,y) quand t tend vers linfini est “presque”
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le méme que le noyau d’un champ libre gaussien massif. On peut alors récupérer les
deux propriétés précédentes dans le cas d’un champ libre gaussien défini a l'intérieur
d’un domaine D borné dans le plan, ce qui nous permet de construire de la méme
facon la martingale dérivée dans le cas critique.

Reste a savoir si toutes les constructions de la martingale dérivée donne la méme
limite (en loi). Ceci est encore conjectural.
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5 Quelques rappels de probabilités

5.1 Quelques théorémes sur les martingales et les mouve-
ments browniens

On rassemble ici, sans preuve, quelques résultats classiques de probabilités qui nous
sont utiles.

Théoréme 5.1. Théoréme de De la Vallée Poussin

Soit (M), une martingale. Elle est uniformément intégrable ssi il existe une
fonctwn convere F': Ry — Ry et un « fixé positif tels que

1) P9 5 oo quand x — 400 ;

2) F()\x) < \*F(x) pour tout A >0 ;

3) sup E[F|M,|] < +oo.

Définition 5.1. Bruit blanc

On rappelle simplement ici la régle de calcul pour les bruits blancs :

Soit W un bruit blanc défini sur un espace E. Alors pour tout couple de fonctions
réelles continues (f,g) définies sur E, on a

E[/Ef(x)W(da:)/ W(dz)] /f y)dd(z, y)

oud(x,y)=x six=y etd(x,y) =0 siz #y.

Définition 5.2. Processus de Bessel
On considére un mouvment brownien standard d-dimensionnel (d > 1) B non
issu de 0. Notons sa norme Y, = |By|. Alors Y, vérifie ’équation différenteille
stochastique :
a ~
dY;, = —dt + dB
Sy + aby

avec a = d% et B un mouvement brownien standard.

On dit que Y est un processus de Bessel d-dimensionnel.

Théoréme 5.2. Mouvement brownien conditionné a rester positif
Soit B un P-mouvement brownien issu de x. On considére une nouvelle mesure de
probabilité Q telle que

dQ,

dP
Alors sous Q¢, (Bs)s<t vérifie 'équation différentielle stochastique suivante :

= 27 Bilognjo.)

1 .
dB, = Eds + d By

s
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ot B est un mouvement brownien standard sous Q.
Autrement dit, sous Qq, (Bs)s<: est un processus de Bessel en dimension 3.

Théoréme 5.3. Lemme de Motoo

Soit B un processus de Bessel en dimension 3 de loi de départ P, (i.e. ce processus
part du point x avec probabilité P, ). Alors :

— Soit ¢ une fonction croissante vers +o0o a linfini telle que eroo S =361 gt <
+00. On a alors

P, (limsup(8; — Vig(1)) > 0) =0

t——+o0

+o0o w(t

— Soit ¢ une fonction décroissante vers 0 a l'infini telle que f dt < 400. On

a alors

P, (lim inf (8, — Vt1h(t)) < 0) =0

t——+o00
Les réciproques sont aussi vraies.

On pourra trouver les preuves de ces résultats dans par exemple [4], [1], [14], [20]
et [19].

5.2 Quelques inégalités gaussiennes

Les inégalités gaussiennes sont souvent extrémement simples mais étonnamment
puissantes. Nous rappelons quelques inégalités importantes sur les gaussiens qui
nous sont utiles.

Théoréme 5.4. Inégalité de convexité de Kahane

Soient (X;)ier et (Y;)ier deux familles finies de v.a. réelles gaussiennes. On suppose
que Vi, j € I, E[X,;X;] < E[Y;Y;]. Soit F : R, — R une fonction conveze avec
croissance au plus polynomiale a 'infini. Alors

; > 0,E[F sz exp(X; — ]E[ sz exp(Y; E[YQ]))]
el i€l
Démonstration. On commence la preuve avec un lemme simple et connu :

Lemme 5.5. Soient X = (Xy,...,X}) un vecteur gaussien centré, et h : R¥ —
R de classe C', telle que h et ses dérivées premiéres sont & croissance au plus
polynomiale a l'infini. Alors V1 <1 <k,

E[X:A(X)] = Y E[X.X;]E[h;(X)]

49



Montrons ce lemme. Supposons d’abord que la matrice de covariance de X est
I'identité. Alors

E[X;h(X)] = /Rk xih(x)e_@dx
lz|?

= /Rk hi(z)e™ 2 du
= E[hi(X)]

ou l'on a utilisé simplement une intégration par parties.

Maintenant on suppose que C' = AT A la matrice de covariance de X, et on définit
h'(xz) = h(Az). Soit alors X' = (X],...,X}) un vecteur gaussien de matrice de
covariance la matrice identité. Alors X = AX’ en loi, et en notant a,,, (resp. al, )
les éléments de A (resp. AT), on a

]E[Xih<X)] = E[Z aimX;nh/(X/)]

Ce qui donne le lemme.
On définit

O(t) = E[F(Y_ pie =320
i=1
avec Zi(t) = VtX; + V1 —tY;.
On note aussi

Wog = 3 preit-381220)
=1

Maintenant pour établir le théoréme, il suffit de remarquer que la dérivée ¢'(t) est
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positive :

I 1 1 2( gz
—E[= E (—X; — ——Y;)e% () —3E[Z7(t ]F’ 2ElZE (0]
[2. p’(t’ m) Zpe )

sz E[Y?])e% Z2(t)]F/ Zp e E[ZQ(t)])]

1 1 2 1 2
E ; — V) Z|E[e% O 2BIZ W] Zi)=3BIZE Ol prr
pi p] \/— \/1——75 ) J] [ ( ,t)]

1] 1
1 1
by 2 PEl X e
2 Zp YA, vy
sz Y2]) ZQ(t)]F/ Zp e —1E[Z%( t)]>]

Y;)Zj]E[eZi(t)—%E[Zf(t)]F/(Wn )]

= LS D (B, — B B0 50080 P
1,7=1

On conclut alors par la convexité de F. n

On peut retrouver, a 'aide de I'inégalité de convexité de Kahane, le lemme de
Slepian qui est une des (vieilles) inégalités classiques dites de comparaison pour les
processus gaussiens.

Lemme 5.6. Lemme de Slepian
Soient (X;)1<i<n €t (Yi)1<i<n deuz vecteurs gaussiens centrés tels que

vi,j € [|1, |}, E[X; X;] < E[Y;Y]]
et
vj € [I1,n]], E[X?] = E[Y]
Alors pour toute fonction croissante F: R, — R, on a :
E[F( sup V)] <E[F( sup X;)]
i=[[1,n] i€(|1,n]

Démonstration. Grace a Fubini, il suffit de montrer cette inégalité pour les F' =
1y, ooy avec € R fixé, ie. P( sup X; <) <P( sup Y; <)
i€[|1,n]] i€[|1,n]]

. . c 1a . . _e— Bz
On choisit un 5 € R;. On considére ensuite la fonction convexe ¢(u) = e=¢ Y,

E[X?] )
les vecteurs (5Xi)ie[|1,n\]> (BY;)Z'G[anH et (pi)ie[\l,nl] = (652 2 )i€[|1,n\]- En appliquant

I'inégalité de convexité de Kahane, on obtient :

~ 30 BX—) ~ 3 Y
Efe = |<E[e =
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En faisant tendre 5 vers 4+oo, on trouve :

P( sup X; <z) <P(sup VY; <uz)

i€[|1,n] i€[|1,n]]
ce qui nous permet de conclure. O

On énonce maintenant 'inégalité de convexité de Kahane sous forme d’intégrale,
qui est une généralisation immeédiate de la forme précédente (il suffit de considérer
une discrétisation des intégrales en somme de Riemann).

Lemme 5.7. Inégalité de convexité de Kahane, cas continu

Soient (Xy)ier et (Yi)ier deux processus gaussiens centrés tels que leur noyaux de
covariance fx et fy soient continus et vérifient Vu,t € R, fx(t,u) < fy(t,u).
Soit ;i une mesure de Radon positive sur R. Alors, pour toute fonction convexe
F: R, — R avec croissance au plus polynomiale a l'infini, on a :

E[F( / X EINE L (dt))] < BIF( / RO ()

On rappelle un résultat classique d’'une autre classe d’inégalités gaussiennes impor-
tantes dites inégalités de concentration.

Théoréme 5.8. Inégalité de Borell-Tsirelson-Ibragimov-Sudakov
Soit f, un processus gaussien centré p.s. borné défini sur un espace T séparable?.
On définit
A= 1[fllz = sup f;
teT

Alors El||f||]] < 400 et pour tout uw > 0, on a

w2

PllIfI| - Elfll >u] <e >

avec o = sup E[f?].

teT
Démonstration. Suivant [1], on présente une preuve simple basée sur plusieurs
lemmes élémentaires.

Lemme 5.9. 1. Sur le calcul de covariance

Soient X et Y deuxr vecteurs gaussiens centrés k-dimensionnels indépendants,
chacun ayant pour matrice de covariance Id. Soient f,g: R¥ — R deux fonctions
bornées de classe C*. Alors

Cou(f(X), g(X)) = / E[(V(X), Vg(aX + VI~ a®))]da

4. Une conséquence immédiate de cette hypothése est sup f; = sup f; si D C T est un ensemble
teT teD
dénombrable dense.
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Preuve du lemme 1 :
Il suffit de montrer ce lemme avec f(x) = e et g(x) = %7, avec s,t,x € R,

Notons ¢(t) = E[e’v%X)] = ¢ la fonction caractéristique de X.
On vérifie que Cov(f(X), g(X)) = d(s +t) — o(s)o(t).
Or

/o1 E(Vf(X),Vg(aX + V1 - a?Y))]da
B / 1 daE[{(it;e!tX7);, (ise!oX V=m0 |

1
- / da S st Eleitros O [eleV o))
0 ;
J

1 2 2
[t]“+2a(s,t)+]s|
= —/ da(s,t)e 2
0

= —¢(s)o(t)(1 — )
= @(s+1) — ¢(s)o(t)

D’ou le lemme.

Lemme 5.10. 2. Une estimation sur le moment exponentiel

On garde le méme X que dans le lemme précédent. Si h : R¥ — R est une fonction
de classe C* 1-lipschitzienne telle que E[h(X)] = 0, alors pour tout t > 0,

2

E[@th(x)] < 6%

Preuve du lemme 2 :
Soient Y une copie indépendante de X et o une varible aléatoire uniforme sur [0, 1].

On définit
(X,Z,) = (X,a(X) + V1 —0a?Y)

En appliquant le lemme précédent avec t > 0 fixé et g = e :

E[h(X)g(X)] = / E[(Vg(X), Vh(Za))]do

= t/l E[(Vh(X), Vh(Za))e™ X da
< tR[ethX)]

ou l'on a utilise le caractére lipschitzien de h. En définissant u de sorte que
e = E[et"X)], alors
E[h(X)e™X)] = o/ (t)e

D’ou v/ (t) < t. Or u(0) = 0, on a donc u(t) < %, qui donne le lemme.
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Lemme 5.11. 3. Sur la probabilité de déviation
On garde le méme X que précédemment. Soit h : R¥ — R o-lipschitzienne. Alors
Yu > 0,

u2
Plh(X) — E[h(X)] > u] < e 22
Preuve du lemme 3 :
Par scaling, on peut supposer que o = 1. Quitte a prendre une approximation en
C? de f et d’appliquer le lemme de Fatou, on peut supposer que f € C2.
Pour tout ¢,u > 0,

P[h(X) — E[h(X)] > u] < / M@ -ERX) =) gp ()
h(z)—E[h(X)]>u
< e—tuE[eth(X)—IE[h(X)]]

< eatitu

En optimisant (prenons ¢t = ), on obtient ce lemme.

On est maintenant en mesure de montrer 'inégalité de Borell-T1IS.

On étudie d’abord le cas ot T est fini. Disons T' = {1,..., k}.

Le cas i.i.d. a déja été traité : c’est le lemme 3 car la constante de lipschitz pour la
fonction sup est 1.

Soit donc C' = AT A la matrice de covariance (k x k) de f sur T, de coefficients
c;; = E[f; f;], de sorte que

2 2
N ].IE%CC” 1r£lza<}§c [ l]

On peut alors voir f comme une transformation affine d’un vecteur gaussien
standard W de matrice de covariance Idy, : en effet, f = AW en loi (donc max; f; =
max;(AW); en loi).

Considérons ensuite h(z) = max;(Az);, qui est de classe C?. Le théoréme en découle
dans ce cas si 'on peut montrer que

| max(Az); — max(Ay);| < or|z — y|

Ceci est une conséquence de I'inégalité de Cauchy-Schwarz. En effet, en notant e;
les vecteurs élémentaires :

| max(Ax); — max(Ay)i| = | max(e;Az) — max(e;Ay)
< max |e;A(z — y)|
< max|e; Al - |x — y

= 0T|55 - 3/|
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car |€z’A|2 = (ei)TC'ei = Cyjj.
Passons maintenant au cas général.
Soit (T},)nen une suite croissante vers un ensemble dense dans T'. Par séparabilité

sup f; — sup f;
teTy teT

presque stirement.
Or cette convergence est monotone, on a donc

P[sup f; > u] — P[sup f; > u]
teTy teT

et
E[sup f;] — El[sup fi]

teTh teT

Comme 07, — 07 < 400 (de fagon monotone), il suffit de montrer, pour établir

I'inégalité de Borell-TIS, que le membre de droite E[sup f;] est fini.
teT

On procede par I'absurde. Supposons que E[|| f||] = +o0. On choisit alors uy > 0
tel que

e

SHES
ﬂw‘ow

1 3
- P < > —
pPlup fe <wof 2 5
>

2ug. En appliquant I'inégalité de Borell-TIS

<

Choisissons T,, tel que El||f||r,]
(version T fini) & T, on a

2 2
1 -8 -
522 29 0 2 Bl||fllr, ~ EIlln]l > uel > FE(Iflz,] ~ [1Fllr > uo]
3
> B fllr < o) >
Contradiction. Ceci finit d’établir 'inégalité de Borell-TIS. m

On énonce maintenant une conséquence importante cette inégalité qui dit, grosso
modo, que la bornitude du supremum assure l'existence de certaines moments
exponentiels pour les processus gaussiens centrés.

Lemme 5.12. Sur les moments exponentiels d’une v.a. gaussienne
Soit f, un processus gaussien centré. Alors

P[||f|| < +o0] = 1 == E[||f||] < +00 == E[e*l/I"] < +00

pour un « suffisamment petit.
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Démonstration. On sait déja que 'existence d’'un moment exponentiel entraine
'existence de E[||f||], qui & son tour entraine la finitude p.s. de || f||.

L’inégalité de Borell-TIS nous apprend directement que la finitude p.s. de || f||
entraine celle de E[||f||]. Il suffit donc de montrer que la finitude p.s. de ||f]|
entraine l'existence des moments exponentiels.

Ceci résulte encore de 'inégalité de Borell-TIS. On a

+o0o
E[elIP] :/ PP > du
0

+oo
<+ Bl +2 | {17 > Vinutldu
max (e, E[|| f][])
o oo —(VInus —E fI?
<e+ B[l +2 [ exp(— BV g,
max (e, E[|| f][]) or
+o00 _ ) 2
<e*+E[||fll] + 4@/ uexp( (u £||f|”> ) exp(au?)du
0 207
et pour un « suffisamment petit, cette quantité est bornée. O

On remarque que ce résultat est valable pour sup | f;| au lieu de ||f]|, car
teT

Plsup | f;| > u] < 2P[sup fi > u]
teT teT
par symétrie.
On pourra trouver les preuves et les extensions de ces résultats dans par exemple
[11], [22], [1] et [15].

5.3 Rappels sur les champs gaussiens
5.3.1 Définition du champ gaussien

Un champ gaussien est un processus gaussien défini sur un espace ambient. D’aprés
[1], on dit “un champ gaussien” quand on s’intéresse davantage a ses propriétés
géomeétriques.

Un champ gaussien défini sur R? est dit stationnaire si pour tout z € R?, (X,),cpa
et (X.4¢)iere ont la méme loi. Lui est associé 'objet suivant :

Définition 5.3. Fonction de type-positif
Si X est un processus gaussien stationnaire, alors son noyau de covariance fx(u,v)
ne dépend que de la différence uw —v. On définit alors

9(u—v) = fx(u,v)
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Remarquons qu’alors g est de type positif (c’est le caractére défini positif du noyau

fx), 1.e.

n
Vn > 1,V ..., t, € R4V, ..., x, € C, E xZig(ti —t;) >0
i.j=1
On appelle aussi g la fonction de covariance du processus gaussien stationnnaire X .
Tout comme la matrice de covariance caractérise la structure d'un vecteur gaussien,
la fonction de covariance caractérise la structure d’'un champ gaussien stationnaire :

Théoréme 5.13. Soit g une fonction réelle paire de type positif sur R:. Alors il
existe un processus stationnaire centré gaussien réel admettant g pour fonction de
covariance.

5.3.2 Fonction de Green

La fonction de Green est I'un des objets fondamentaux en mathématiques qui
apparait dans beaucoup de domaines. Pour la simplicité de la présentation on
rappelle ici simplement une facon probabiliste d’introduire la fonction de Green
largement inspirée du livre de [14], via la théorie du potentiel (cf. [5] par exemple).
Dans la suite on se restreint au cas d = 2, mais la construction est valide (et plus
simple) en dimension supérieure.

Définition 5.4. Mouvement brownien tué au bord

On se donne un domaine D C R? ouvert conneze. Soit x € D. On considére un
mouvement brownien plan standard issu de x mais tué quand il touche le bord du
domaine D noté B.

On note, pour y € D, pp(t;x,y) la densité de transition du B, i.e.

D x
pp(t;z,y) = lim — P (1B, —y| <e,mp>1t) =P (B, €dy, ™ > 1)
e—0 7T€

ol Tp désigne le temps de sortie du mouvement brownien B du domaine D, i.e. le
premier instant qu’il atteint le bord du domaine D.

On dit que pp(t;x,y) est le semi-groupe de transition pour un mouvement brownien
plan standard tué au bord de D.

Dans la suite on se restreint au cas ot D est un domaine borné (pour assurer que
P*[1p < 400], qui & son tour assure que la fonction de Green ne diverge pas en
dehors de la diagonale, voir par exemple [10]).

Définition 5.5. Fonction de Green
La fonction de Green Gp définie sur un domiane D borné est donnée par

+oo
Va,y € D,Gp(z,y) =/ po(t;x,y)dt
0
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Définition 5.6. Une autre définition équivalente

Une autre fagon de définir la fonction de Green en dimension 2 (voir par exemple
[10] pour une différente preuve) est de dire que c’est la plus petite fonction positive
G:DxD—R,,G=K+ H parmi celles qui vérifie les conditions suivantes :
1) G < +0o0 en dehors de la diagonale ;

2) G(a,b) = G(b,a);

8) K=—5+In|b—al;

4) AH = AyH = 0.

Sans vouloir entrer dans les détails techniques et de recopier les preuves classiques,
expliquons de fagon informelle comment on peut obtenir ces propriétés de fagon
probabiliste.

La positivité de G est immédiate car la densité de transition est positive.

La symétrie (propriété 2) résulte de la symétrie du noyau p”. Intuitivement, il
suffit d™inverser” le chemin du mouvement brownien qui part de x et qui arrive sur
le bord de B(y,¢€), puis de faire une translation d’une distance e pour obtenir un
chemin du mouvement brownien qui part de y et qui arrive sur le bord de B(x,¢€)
tout en restant dans le domaine D. Le détail technique consiste a dire que pendant
la translation la probabilité que le chemin touche le bord de D est petite : on évalue
donc la probabilité que le tube de taille € autour d’un chemin brownien de z vers y
touche le bord de D, qui s’avére comporter comme un o(e?).

L’harmonicité (propriété 4) est assez simple, on peut la montrer par la propriété
de la moyenne (en utilisant la propriété de Markov et de conditionner quand le
mouvement brownien tué sort de B(z,€) pour € petit) par exemple.

Les propriétés 1 et 3 résultent par exemple de la comparaison de p? avec la

densité de transition p d’'un mouvement brownien plan standard non tué, a savoir
|z —y|?

p(t x,y) = 1 57¢ 2 . On constate que f0+oo pP(t;z,y)dt n'est pas trés loin de

fo (t;z,y) dt (en montrant la convergence de f1 pP (t; x,y)dt, Voir [14], lemme
2.29), et un calcul montre que fo (t;x,y)dt est egal & LIn — modulo une

constante.

\:v Yl

5.3.3 Champ libre gaussien (GFF)

On rappelle ici la définition et quelques propriétés du champs libre gaussien (ou
gaussian free field en anglais) sur un domain borné D C R2. Pour un traité plus
complet sur le champ libre gaussien on pourra consulter I'article [25].

Définition 5.7. Une construction directe du champs libre gaussien
On considere un bruit blanc W distribué sur D x Ry. On définit alor

X(z) = V7 o2

’
DxR4 2

x,y)W(dy,ds)
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et on appelle X le champ libre gaussien défini sur le domain D.

On vérifie tout de suite que la fonction de covariance pour ce champ est donnée par
+oo
E[X (2)X (2')] = 7T/ pp(s;z,2")ds = Gp(z,2')
0

Autrement dit, le champ libre gaussien défini sur un domaine borné D C R? est un
champ gaussien dans R? dont la fonction de covariance est donnée par la fonction
de Green sur le domaine D. Mais attention, comme le fonction de Green diverge sur
la diagonale, trés souvent dans les calculs liés au champ libre gaussien, on manipule
plutét des distributions au sens de Schwartz que des fonctions au sens classique.

Remarque 5.1. Invariance conforme

Le champ libre gaussien posséde la propriété remarquable d’invariance conforme,
alors que le champ libre gaussien massif que l’on rappelle dans la suite n’en possede
pas.

5.3.4 Champ libre gaussien massif (MGFF)

On rappelle ici la définition et quelques propriétés du champ libre gaussien massif
(ou massive gaussian free field en anglais) sur R? (on pourra consulter par exemple
[8], [25] pour une définition rigoureuse et compléte) :

— On fixe un paramétre m (la masse).

— On définit la fonction de Green massive sur R? :

Y,y € R?, Gm(z,y) = / e M
0

_la=v? du

ST

2u

Remarquons que cette fonction est finie en dehors de la diagonale. En effet, une
autre fagon de définir la fonction de Green massive analogue a celle présentée
précédemment est d’utiliser un mouvmement brownien tué en un temps suivant la
loi exponentielle de paramétre m (au lieu d’'un mouvmement brownien tué au bord
d’un domaine). On pourra consulter entre autres [18] pour plus de détails sur cette
fonction.
— Le champ libre gaussien massif sur R? est défini comme un champ gaussien ayant
pour fonction de covariance la fonction de Green massive.
— On pourra réécrire G,, de la fagon suivante :

Gm<l‘,@/) _ [OO k:m(u(ac B y>>du

u

B
avec kn,(2) = 35 [, e v " 2dw.
Cette écriture montre par ailleurs que le noyau est star-scale invariant, voir [2] par

exemple.
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5.4 Un lemme sur le processus du branchement

Ce théoréme donne une estimation des petits moments de la fonction de partition
d’un processus du branchement. Il a été démontré dans [9] (théoréme 1.6).
Rappelons rapidement la situation. On considére un arbre de Galton-Watson T.
Ecrivons |u| = n si un individu u se trouve dans la n-iéme génération.
Initialement, un individu se trouve au point 0. Ses enfants forment la premiére
génération, et sont distribués sur R selon la loi d’un processus ponctuel. Chacun
de ces enfants vont avoir ses enfants (qui forment la génération suivante), et leurs
déplacements relatifs se font selon le méme processus ponctuel indépendamment.
Et ainsi de suite. On note la position d'un individu V' (u). V' (u) est donc la somme
des déplacements des ses ancétres.

On définit la fonction génératrice (logarithmique)

o(t) = In ]E[Z etV (W)

ul=1

et la fonction de partition

W= Z e BV ()

ul=n

pour 3 > 0.

Théoréme 5.14. Sous les trois hypothéses suivantes :
1 E[( Y )] < +oo;

Ju|=1
2)E[ Y e~V L B[ Y -VW] < 400,
lu|=1 Ju|l=1

3) 6(0) > 0, 6(1) = ¢/(1) = 0.
pour certains 6 >0, 6, >0, 6_ > 0.
On a, pour 5 > 1 et0<r<% :
E[W 5] = n=% +0
quand n — —+00.

Dans le cas qui nous intéresse, on considére un arbre de Cayley (ou plus simplement
un arbre binaire), et on attache une variable aléatoire i.i.d. (dite potentiel) & chaque
aréte de 'arbre indépendamment les unes les autres. En réalité, on n’utilise que la
partie “borne supérieure” dans ce théoréme.
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1 Introduction: le probleme de Noether et la
preuve de Fischer

Soit ko un corps et soit Ky = ko(X1, ..., X,,) le corps des fractions rationnelles a n
indéterminées. Soit G un sous-groupe du groupe symétrique S,,. Faisons agir G
sur Ky par permutation des variables. L’extension K|k est-elle transcendante
pure?

Ce probleme, dit “de Noether” méme si Emmy Noether n’avait jamais conjecturé
que la réponse serait affirmative, est apparu vers la fin du XIXeme siecle. Il a attiré
I’attention de nombreux mathématiciens, et est toujours un sujet de recherche. Le
cas ot G = S, est un résultat classique: dans ce cas, K§ est engendré par les
polynomes symétriques a n variables sur kg, famille qui est bien algébriquement
indépendante.

Le premier résultat général a été démontré par Fischer, en 1915, dans [Fisl5]: il
montre que le probleme de Noether admet une réponse affirmative lorsque G est
abélien, ky contient toutes les racines e-iemes de 'unité ot e est I’exposant de G et
car(ko) ne divise pas e. A partir de la, tout le long de la deuxieme moitié du XXeme
siecle, des articles sont parus donnant des réponses affirmatives au probleme dans
des cas particuliers. Ainsi, en 1955, Kuniyoshi prouve dans [Kun56] que si kg est
de caractéristique p > 0 et si G est un p-groupe, alors K§ est bien une extension
transcendante pure de ky. En 1964, dans [Mat64], Matsuda améliore le résultat
de Fisher dans le cas ou G est cyclique. Parallelement a ces études générales,
Masuda a étudié le probleme pour de petites valeurs de n. C’est ainsi qu’il montre
en 1955 dans [Masb5] que lorsque n < 7, car (ko) ne divise pas n et G est cyclique
d’ordre n, K§'|koy est transcendante pure. Il arrive ensuite & la méme conclusion
lorsque n = 11, car(ko) # 11 et G est cyclique d’ordre n: la preuve se trouve dans
[Mas68].

Cependant, dans certains cas, l'extension K§{'|kg n’est pas transcendante pure.
Jusqu’a la fin des années 1960, les mathématiciens conjecturent que le probleme
de Noether admet toujours une réponse affirmative. Si cette conjecture était vraie,
elle permettrait de montrer a 1’aide du théoreme d’irréductibilité de Hilbert que
lorsque k est un corps de nombres, tout groupe fini est le groupe de Galois d’une
extension galoisienne de k. Mais en 1969, Swan publie Uarticle [Swa69] dans
lequel il prouve que lorsque G est cyclique d’ordre n, kg = Q et n vaut 47, 113 ou
233, alors Dextension K§'|ky n’est pas transcendante pure. Un peu plus tard, en
1973, Endo et Miyata améliorent ces résultats dans [EM73] en arrivant a la méme
conclusion que Swan dans le cas ou G est cyclique d’ordre 8, 121, 169...
Finalement, en 1974, Lenstra publie l'article [Len74| dans lequel il donne une
condition nécessaire et suffisante pour que l'extension K§|ky soit transcendante
pure dans le cas ou G est abélien fini et agit transitivement sur les n variables. Ce



résultat constitue un avancement majeur dans I’étude du probleme de Noether.
Cependant, encore de nos jours, le probleme reste ouvert: dans le cas ou le groupe
G ne serait pas abélien, tres peu de résultats sont connus, mais méme dans des cas
qui peuvent paraitre simples, comme le cas ou G = Z/537Z et ko = Q, le probléeme
n’est pas résolu.

L’objet de ce mémoire est d’étudier le probleme de Noether dans le cas d'un
groupe abélien. Nous allons d’abord rappeler les résultats classiques d’algebre
et de théorie des nombres dont nous aurons besoin (partie 2). Nous supposons
cependant connues la théorie de Galois, les représentations linéaires des groupes
finis, ainsi que des notions d’algebre commutative et d’algebre multilinéaire. En-
suite, nous détaillerons le raisonnement de Swan pour prouver que dans le cas
ou G = Z/ATZ, le probleme a une réponse négative (partie 3). Puis nous mon-
trerons le théoreme de Lenstra (partie 4) dont nous donnerons un certain nombre
de conséquences (partie 5).

Avant de commencer notre étude, nous voudrions remercier chaleureusement Olivier
Wittenberg pour son soutien constant, sa disponibilité, I’aide précieuse qu’il a ap-
portée au cours du travail et pour nous avoir fait découvrir ce probleme passion-
nant.

Commencons par le théoreme de Fischer qui donne une réponse affirmative au
probleme de Noether dans un cas tres particulier.

Théoreme 1.0.1. Théoréme de Fischer

Soient G un groupe abélien fini d’exposant e et V' une représentation de dimension
finie sur un corps kg. St le corps ko contient toutes les racines e-iemes de ['unité
et si la caractéristique de ko ne divise pas e, alors ko(V)/ko est une extension
transcendante pure, ot ko(V)Y désigne le sous-corps fize du corps des fractions de
l’algebre symétrique de V' sur ky.

Preuve. Comme G est abélien fini et le corps contient les racines e-iemes de I'unité,
la représentation V' s’écrit comme somme directe de représentations de dimension
1. Prenons (yi,...,y,) une base adaptée a cette décomposition.

Comme V est engendré par la famille des (y;); en tant qu’espace vectoriel, un
quotient dans le corps des fractions de l'algebre symétrique de V' s’écrit comme
un élément dans ko(yi, ..., y,). La famille (y;); est algébriquement indépendante,
donc le sous-groupe multiplicatif Y engendré par (yi, ..., y,) du groupe ko(V)* est
abélien libre de base (y1,...,Yn).

Considérons maintenant le morphisme de groupes ® de Y dans X = Hom(G, k)
qui a chaque y; associe le caractere de la représentation restreinte a la droite ;. On
affirme que si I = Ker®, alors ko(V)Y s’identifie & ko(I). En effet, ko[I] = ko[Y]“,
et ko(I)“ est le corps des fractions de ko[I]¢. Le groupe I étant un sous-groupe



de Y, qui est libre de type fini sur Z, il est abélien libre de type fini, et donc
ko(I) = ko(V)Y est une extension transcendante pure de k. O

Si dans le théoreme précédent on choisit la représentation V' 1’espace vectoriel de
base z; avec 'action de GG donnée par celle de permutation, on obtient exactement
que le probleme de Noether tel qu’il a été énoncé au début de cette partie admet
une réponse affirmative lorsque G est abélien fini d’exposant e, car(kg) ne divise
pas e et kg contient toutes les racines e-iemes de I'unité.

La démonstration de Fischer met en évidence une méthode naturelle et directe de
montrer qu'une extension est transcendante pure. Il est beaucoup plus difficile de
montrer qu’une extension ne l’est pas. Le contre-exemple de Swan, qui montre que
le probleme de Noether n’admet pas toujours une réponse affirmative, consiste a
attacher un invariant aux extensions de corps, s’annulant lorsque l’extension est
transcendante pure. Mais avant d’établir ce contre-exemple, nous avons besoin de
quelques prérequis.

2 Quelques prérequis d’algebre et de théorie des
nombres

2.1 Modules sur les anneaux de Dedekind

Dans cette partie, nous allons nous intéresser a des anneaux dits de Dedekind.
Nous allons en particulier étudier la structure des idéaux dans un tel anneau, puis
celle des modules. Nous verrons que, comme dans les anneaux principaux, tout
idéal non nul s’écrit de maniere unique comme produit d’idéaux premiers, puis
nous remarquerons qu’il est possible d’établir une classification des modules sur
un anneau de Dedekind qui rappelle énormément celle des modules sur un anneau
principal.

On supposera dans cette section que les anneaux considérés sont commutatifs.

2.1.1 Modules projectifs

Soit A un anneau.

Définition 2.1.1. Modules projectifs

On dit qu’un module P sur un anneau A est projectif s’il vérifie ['une des trois
propriétés équivalentes ci-dessous:

1) Etant donnés M, M'" deur A-modules quelconques, un morphisme surjectif g de
M sur M’ et un morphisme f de P dans M’, il existe un morphisme h de P dans



M tel que le diagramme commute:

.

M—g>M’—>0

2) Quels que soient M et M' deux A-modules, dés que 0 - M' — M — P — 0
est exacte, elle est scindée.
3) 1l existe un A-module S tel que P & S soit libre.

Preuve. Montrons que ces trois propriétés sont bien équivalentes.
1) = 2) On se donne une suite exacte 0 - M — M — P — 0,onnoteg: M — P
la surjection de la suite exacte, et on considere

P

s

M—P——=0

Le morphisme A fournit une section de la suite exacte.

2) = 3) Il est aisé de trouver une suite exacte courte /' — P — 0 ou F est libre
(par exemple, on choisit F' dont une base est construite sur une famille génératrice
de P). Alors la section donnée par 2) nous permet de d’écrire F' = P & S pour un
certain S.

3) = 1) Comme Homa(X @Y, M) = Homa(X, M) & Homu(Y, M), et comme
M +— Homa(F, M) est un foncteur exact si F' est libre, 3) impose que M
Hom (P, M) est un foncteur exact. Il suffit de voir ensuite que si M — Hom (P, M)
est exacte, alors P vérifie 1). Par conséquent, si on se donne M, M’', f et g comme
en 1), on déduit de la suite exacte 0 — Ker(g) - M — M’ — 0 que la suite
0 — Homa(P,Ker(g)) — Homa(P, M) — Homa(P, M') — 0 est exacte, et alors
la partie droite de cette suite exacte montre 1). ]

2.1.2 Anneaux de Dedekind

Nous allons a présent définir les anneaux de Dedekind, puis nous allons étudier les
idéaux dans un tel anneau.

Définition 2.1.2. Anneaux de Dedekind

On dit qu’un anneau commutatif unitaire intégre A est de Dedekind s’il vérifie
les trois conditions suivantes:

a) A est noethérien;

b) A est intégralement clos;

¢) Tout idéal premier non nul de A est mazimal.
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L’étude des idéaux dans un anneau de Dedekind s’avere particulierement intéressante,
puisque, comme nous allons le voir, les idéaux fractionnaires forment un groupe
(pour la multiplication d’idéaux).

Définition 2.1.3. Idéaux fractionnaires

Soit A un anneau et soit K son corps des fractions. On appelle idéal fraction-
naire de A un sous-A-module non nul I de K tel qu’il existe un élément non nul
d de A vérifiant dI C A. On appellera 1déal entier un idéal au sens usuel, par
opposition auz idéaur fractionnaires.

De maniere analogue a la multiplication usuelle des idéaux, on peut définir I.J
comme l’ensemble des combinaisons linéaires finies de I et de J. On vérifie aussi
que IJ est un idéal fractionnaire.

On définit enfin la divisibilité des idéaux fractionnaires: I|J s’il existe L idéal
entier de A tel que J = IL.

Dans la suite, A sera un anneau de Dedekind, et K son corps des fractions.

Lemme 2.1.4. Lot de stmplification
Soit I un idéal fractionnaire de A. Alors il existe un idéal fractionnaire J tel que
1J soit un idéal principal non nul de A.
Corollaire: Soient I, J, L trois idéaux fractionnaires de A. Si IJ = IL alors

J=1L.

Preuve. Commencons par remarquer que tout idéal entier I non nul de A contient
un produit fini d’idéaux premiers non nuls.

En effet, procédons par l'absurde. Supposons que l’ensemble I des idéaux ne
contenant aucun produit fini d’idéaux premiers non nuls est non vide. Comme
A est noethérien, toute suite croissante d’idéaux est stationnaire, donc I'inclusion
sur I est un ordre inductif. D’apres le lemme de Zorn, on peut trouver un idéal
m maximal dans I qui ne contient pas de produit fini d’idéaux premiers non nuls.
L’idéal m n’est pas premier et m # A, donc il existe r, s dans A — m tels que
rs € m. Mais on remarque que (m + (s))(m + (r)) est dans m, et par maximalité
de m, m + (s) et m + (r) contiennent chacun un produit fini d’idéaux premiers
non nul, donc m aussi, ce qui est contradictoire.

Montrons un deuxieme résultat préliminaire: si I est un idéal entier propre de A,
alors il existe d € K — A tel que dI C A.

Soit € I non inversible, et on choisit p;...p, C () avec r minimal (r # 0).
I est inclus dans un idéal maximal p qui est premier. Alors p;...p,. C p, et par
primalité de p, il existe p; tel que p; C p, disons ¢ = 1. Cette inclusion est en fait
une égalité par maximalité de p;. Puis par minimalité de r, il existe un élément y
dans py...p. — (x), et alors d = y/x convient.

Montrons maintenant le lemme.



Soit I un idéal fractionnaire, et soit ¢ € I non nul. Considérons l'idéal J =
{r € A,xI C (i)}. Remarquons d’une part que J est non nul, d’autre part que
IJ C (i). S’il y a égalité dans la derniere inclusion, on a fini. Sinon, I.J/i est un
idéal entier propre de A et on peut lui appliquer le résultat préliminaire: il existe
d e K — A tel que dIJ/i C A. Montrons qu’on a forcément dans ce cas d € A, ce
qui fournira une contradiction.

Commei € I,onaJ C I.J/i,doncdJ C dIJ/i C A. Par définition de J, on déduit
que dJ C J. Maintenant on peut interpréter cette inclusion sous forme matricielle:
soit j1,...,Jm une famille de générateurs de J, alors on peut écrire chaque dj
comme une combinaison linéaire d’éléments de cette famille, ce qui fournit une
matrice M de taille m x m & coefficients dans A telle que (d — M)(jx) = 0, (j)
étant le vecteur colonne des jp. En inversant le systeme a ’aide de la comatrice,
on obtient que det(d — M) = 0. Or det(d — M) est un polynome unitaire en d, a
coefficients dans A. Comme A est intégralement clos, d € A, absurde.

Le corollaire de ce lemme en découle facilement: il suffit de multiplier I par un
autre idéal bien choisi pour que le produit soit un idéal principal, puis d’effectuer
une division par le générateur de cet idéal principal. O

Lemme 2.1.5. Les idéaux fractionnaires d’un anneau de Dedekind for-
ment un groupe
Dans un anneau de Dedekind, les idéauz fractionnaires forment un groupe.

Preuve. Le seul point qui manque est 'existence d'un inverse, ce qui est garanti
par la premiere partie de la loi de simplification. O

Ce lemme nous permet de définir la notion de groupe des classes:

Définition 2.1.6. Groupe des classes
On appelle groupe des classes le groupe des idéaux fractionnaires quotienté par
le sous-groupe des idéauz fractionnaires principaur.

On remarque au passage que grace au lemme précédent, la relation de division
coincide avec la relation d’inclusion pour les anneaux de Dedekind.

Théoreme 2.1.7. Décomposition en produit d’idéaux premiers
Si 'anneau de Dedekind A n’est pas un corps, alors chaque idéal non trivial I de
A s’écrit de maniére unique comme produit d’idéaux premiers.

Preuve. Commencons par montrer 'unicité de la méme fagon que pour la factori-
sation des nombres premiers.

Unicité: supposons que I = P;... P, = @Q1...Qs, avec les P; et les @); idéaux
premiers non nuls pas forcément deux a deux distincts. Alors P; D @y ... Qs donc
P, D @Q; pour un certain ¢ par primalité. Cette inclusion est en fait une égalité par



maximalité puisque A est un anneau de Dedekind. Finalement, en vertu de la loi
de simplification, par une récurrence simple, on peut identifier terme a terme les
P; et Q;, d’ou 'unicité.

Existence: Par I’absurde. Comme A est noethérien, en procédant comme pour la
démonstration du lemme 2.1.4, avec le lemme de Zorn, on peut trouver un idéal
m qui soit maximal dans I’ensemble des idéaux qui ne s’écrivent pas sous la forme
d’un produit d’idéaux premiers et distincts de (0) et de (1). Alors m est inclus
dans un idéal maximal p. D’apres le lemme précédent, on peut trouver un idéal
propre I tel que m = pl, et alors m C I. Mais si m = [ alors pm = m donc
p = A, absurde. Donc [ est produit d’idéaux premiers par maximalité de m, et
par conséquent m l'est aussi car m = pl, absurde. O

On peut aussi montrer que la décomposition en produit d’idéaux premiers est une
condition nécessaire et suffisante pour qu'un anneau soit de Dedekind, mais on
n’aura pas besoin dans la suite de cette caractérisation.

Remarque 2.1.8. Analogie et intérét

L’énoncé de cette derniere propriété est ['analogue du théoreme de décomposition
en facteurs premiers dans le cas d’un anneau factoriel. Dans les anneaux non
factoriels (exemple classique: Z[v/=3]: on a2 x 2 = (1 +/=3)(1 —+/=3)), on
ne peut pas espérer une factorialité en produit d’éléments premiers, mais on peut
espérer qu’un tel anneau est de Dedekind, d’ou une factorisation des idéaut.

La remarque suivante sera utile dans la suite:
Remarque 2.1.9. Soit I un idéal de A. Alors I est engendré par deux éléments.

Preuve. L’idéal I est de type fini: disons I = (ay, ..., a,). Soit J = (a;). Montrons
d’abord que tout idéal de A/.J est principal. D’apres le théoreme des restes chinois,
il suffit de le faire lorsque J = P?, ou P est un idéal premier. Les idéaux propres de
A/J sont alors P/ P, P*/P*,...,Ps~' /P5. Pour chaque j, on choisit 2;; € P7— PI*1,
Alors le pged de (z;) et de P* est P7 et donc P/ = (x;) + P*. Ainsi P?/P* est
engendré par la classe de z; et est principal. Par conséquent, tout idéal de A/.J
est bien principal.

On en déduit que I/J est un idéal principal de A/J. Soit a € I tel que la classe de
a dans A/J est un générateur de I/J. Il est clair que (a;,a) C I. Réciproquement,
soit b € I. Alors la classe de b modulo J est dans I/J et donc b € (ay,a). Donc
I = (a,a) O

2.1.3 Modules de type fini sur un anneau de Dedekind

Afin de construire une classification des modules de type fini sur un anneau de
Dedekind, nous aurons besoin de la proposition suivante:



Lemme 2.1.10. Somme directe des idéaux fractionnaires
Soit I, J deux idéauz fractionnaires d’un anneau de Dedekind A. Alors [ & J =
A®IJ. On adonc aussi @ I 2 A" '@ [[ I, oules I; sont des idéaux

i=1,...,n i=1,...,n
fractionnaires de A.

Preuve. On peut supposer que I et J sont premiers entre eux dans A quitte a
multiplier par des éléments de K (rappelons que K désigne le corps des fractions
de A). En effet, on peut déja supposer que I et J sont dans A, quitte a multiplier
par un élément de A. On peut alors les décomposer en produits d’idéaux premiers,
disons I =[P et J =]] P;g, avec des puissances positives. Puis on choisit un
élément a tel que les ordres des P; dans la décomposition de (a) soient exactement
les 7;. Pour ce faire, on choisit pour chaque i un élément x; € P — P/"*' et on
prend a tel que a = x; (mod P/*') pour tout i (grace au théoreme des restes
chinois). Soit « idéal propre de A tel que Ia = (a). De la méme fagon on choisit
3 idéal propre et un élément b tels que aff = (b), et tels que les P; et les facteurs
premiers de « ne soient pas facteurs premiers de 3. Alors bl /a = (aB)I (a7 =
B, qui est premier avec J par construction.

On définit alors 'application 7 : & J — A par 7(7,j) = i+j, de noyau INJ = [.J
et d'image A car [ et J sont premiers entre eux. Alors la suite

0O—s1J—I1J——A——=0
est exacte et scindée car A est libre. D’ou la conclusion. O

Etudions & présent la structure des modules projectifs:

Lemme 2.1.11. Stucture des modules projectifs de type fini sur un an-
neau de Dedekind

Soient A un anneau de Dedekind et K son corps des fractions. Un module M de
type fini sur A est projectif si, et seulement si, il est sans torsion.

De plus, si M # 0 est projectif, alors M = A" '@ T ou n = rang(M) =
dimg(M ®4 K) >0 et I un idéal de A.

Preuve. Montrons qu'un module de type fini M sur A est projectif si et seulement
s’il est sans torsion. Si M est projectif, alors il existe un module S tel que S & M
libre en tant que A-module, donc M est sans torsion. Réciproquement, supposons
que M est sans torsion, et procédons par récurrence sur n = rang(M). Sin = 1,
alors M est un sous A-module de type finide M® 4K = K, et donc il est isomorphe
a un idéal fractionnaire, projectif d’apres 2.1.10.

Maintenant si on choisit n — 1 éléments de M tels que le sous-espace vectoriel
V' qu’ils engendrent dans M ®4 K est de dimension n — 1, on peut construire le
sous-A-module N ={m € M,m®4 1 €V} de M de rang n — 1. La suite exacte

0—>N—>M—>M/N—=0
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reste exacte apres avoir tensorisé avec K, donc M/N est de rang 1. Donc M/N
étant sans torsion, il est projectif et la suite est scindée. La récurrence est établie,
et le résultat en découle par le lemme précédent. O

Le lemme précédent nous donne l’existence d’un certain idéal I. Le lemme suivant
nous donne 'unicité de cet idéal a isomorphisme pres:

Lemme 2.1.12. Soit A un anneau de Dedekind et K son corps des fractions.
Soient n et m des entiers naturels et I et J des idéaux non nuls tels que A™ ® [ =
A" @ J. Alorsn=m et I = J.

Preuve. Ona I®s K =2 K et J®4 K = K. En tensorisant 'isomorphisme donné,
on a alors K"t =~ K™ d’olt n = m.
D’autre part, on a A" (A" @ I) = \"TH(A" & J), donc

D Aare A= Ao AW)

p+g=n+1 p+q=n+1

Comme [ et J sont engendrés par au plus deux éléments, on obtient un isomor-
phisme I ¢ A*(I)" = J & A?(J)". Les deux éléments qui engendrent un idéal de
A ne pouvant pas étre libres, A%(I) et A*(J) sont de torsion, alors que I et J ne
le sont pas. Donc I = J. O

Nous pouvons finalement établir une classification des modules de type fini sur un
anneau de Dedekind:

Théoreme 2.1.13. Structure des modules de type fini sur un anneau de
Dedekind

Soit M un module de type fini sur un anneau de Dedekind A. Alors M = My® My,
ou My est sans torsion et My est de torsion. Si My # 0, il existe un unique idéal
non nul I a isomorphisme pres et un unique entier naturel n tels que My = A" B 1.
Il existe des idéauzx premiers uniques Py, ..., P, et des uniques entiers strictement
positifs 1, ...,r, tels que My, = @ A/P]".

Preuve. Soit Tor(M) le sous-module de torsion de M. La suite exacte 0 —
Tor(M) — M — M/Tor(M) — 0 est scindée puisque M /Tor(M) est sans tor-
sion et donc projectif (2.1.11). On peut donc écrire M = M /Tor(M) & Tor(M).
M /Tor(M) a déja été étudié. Intéressons-nous a Tor(M).

Notons J l'annulateur de TorM, i.e. J = {alaTor(M) = 0}. Comme M est de
type fini, T'or(M) I'est aussi, donc J est non nul. Par le théoreme de décomposition
des idéaux premiers, J = [[ P/, ou P; sont des idéaux premiers de A.

Le théoreme des restes chinois permet d’écrire I'isomorphisme de A/J-modules:
Tor(M) = @Tor(M)/P/"Tor(M). Afin d’étudier Tor(M)/P"Tor(M) pour un
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idéal premier P et un entier strictement positif , montrons le lemme suivant:
Lemme: Soit N un module de type fini sur A/P" ou A est un anneau de Dedekind,
P un idéal premier non nul, et r un entier strictement positif. Alors NV est isomor-
phe & une somme directe de modules de la forme A/P* pour 1 < s <.

Preuve du lemme: Procédons par récurrence sur . Pour r = 1, I’énoncé est évident
par la théorie des espaces vectoriels, puisque A/P est un corps. Soit maintenant
r > 1. Soit xy,...,z, une base du A/P-espace vectoriel P""'N. Soient a €
P1/Pr et yy,...,yn € N tels que x; = ay;. Soit N' = N/(yyA/P"® ...y, A/PT).
Le module N’ est alors un A/P""!-module, donc, par hypothése de récurrence, on
peut écrire: N' = @,_,_,(A/P")". On a alors la suite exacte:

0 AT © & AP 5 N = ED(A/PY 0

i<r

Montrons qu’elle est scindée. Considérons N” = A/P* un des facteurs directs de
N’. Soit x € N dont la projection dans N’ vaut 1 € N”. Soit 8 € P!/ P"— P! /Pr.
Alors Bz € Yy A/P" @ ... Dy, A/P", Aot P""'Bxz = 0. Donc Sz € 3, P'/P" & ... ®
yo P'/P". 1l existe donc y € 11 A/P" @ ... ® y, A/P" tel que B(x —y) = 0. Soit
z = x —y. On vérifie alors facilement qu’il existe un morphisme de A/P"-modules
g: N” — N tel que g(1) = 2. En sommant sur tous les facteurs N” de N’, on
arrive a scinder la suite exacte précédente. On a donc

N=(A/PYy o @ (A/P)™
o<i<r
Reste & voir Punicité des P;. Ecrivons donc N P (A/ PP = Py (A PP,
ou P décrit les idéaux premiers et ¢ les entiers naturels, avec apy = 0. Etant
donné un idéal premier Py et un entier j, la dimension du A/Py-espace vectoriel
PIN/PJT'N est D e i1 @Ry = Do iyy bpy e L'unicité en découle immédiatement.
O

Exemple 2.1.14. Z[(| est un anneau de Dedekind
Si ¢ est une racine de l'unité, Z[C] est l'anneau de entiers de Q(C) et est un anneau

de Dedekind.

Preuve. La preuve fera l'objet de la section qui suit. O

2.2 Entiers algébriques

L’objectif central de cette partie va étre de déterminer I’anneau des entiers algébriques
de Q(¢), ou ( est une racine primitive de I'unité. Rappelons donc brievement les
notions d’entier et de fermeture intégrale.
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Soient A un anneau integre et K son corps des fractions. Soit L|K une extension
finie. On dit qu’un élément b € L est un entier sur A s’il est racine d'un polynéme
unitaire a coefficients dans A. On parlera d’entier algébrique lorsque A = Z.
On appelle fermeture intégrale de A dans L ’ensemble des entiers sur A dans
L. On parlera d’anneau des entiers lorsque A = Z. On dit qu’un anneau est
intégralement clos s’il est integre et s’il est sa propre fermeture intégrale dans
son corps des fractions. La fermeture intégrale de A dans L est alors intégralement
close. Nous voulons donc déterminer la cloture intégrale de Z dans Q(().

2.2.1 Norme, trace et discriminant

Commencons en définissant quelques notions liées aux extensions de corps qui vont
étre essentielles pour la suite. Considérons L|K une extension finie de degré n.
Nous allons définir la norme et la trace d’un élément de L:

Définition 2.2.1. Norme et trace d’un élément
Soit x € L. Soit f, : x — ax. Il s’agit d’un endomorphisme du K-espace vec-
toriel L. On définit alors la norme et la trace de x par: Npjk(a) = det(f,) et

Trik(a) =Tr(fa).

On supposera dans le reste de cette section que I'extension est séparable. Dans ce
cas, on peut alors calculer la norme et la trace d'un élément facilement grace a la
proposition suivante:

Proposition 2.2.2. Calcul explicite de la norme et la trace
Soit Q une cloture algébrique de K. Alors le polynome caractéristique de f, est
donné par: x(fo) =[], (X —o(a)), ot o décrit les K-morphismes L — (.

n
Preuve. Soient d le degré de a et d' = v On considere ag, ...,ay une base de
L|K(a). Soit P = > ¢ X* le polynéme minimal de a. Alors, dans la base
(a"a;)1<i<a1<j<ar de L|K, la matrice de f, est diagonale par blocs, chaque bloc
étant une matrice compagnon

000 ...0 -—c

100 ... 0 —¢
1 0 ... 0 —C2

000 ... 1T —cqgq

Donc x(f.) = P = [[,(X — o(a)), puisque, L| K étant séparable, chaque racine
de P apparait exactement d’ fois parmi les o(a). H
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On en déduit immédiatement les relations:
Nix(a) =[] o(a)

et

Trik(a) =) ola)

[

Définissons a présent le discriminant d’une base du K-espace vectoriel L:

Définition 2.2.3. Discriminant

St by, ...,b, est une base de L et Q) une cloture algébrique de K, on définit le
discriminant de by, ..., b, par: d(bi,...,b,) = det(o;(b;))?, ou les o; décrivent
les K-morphismes L — €). Remarquons que, l’extension étant séparable, son degré
et son degré séparable coincident, et donc le discriminant est bien défini.

De plus, en tenant compte de la proposition précédente, on remarque que la matrice
(Trr/x(bibj))i; est égale au produit de la matrice (0;(b;));; par sa transposée, donc
d(by,...,b,) = det(Trp i (b;b;)). 11 semble donc naturel d’étudier le discriminant
en s’intéressant a la forme bilinéaire symétrique du K-espace vectoriel L donnée
par (: (z,y) = Trp/k(zy), d’'out la proposition suivante:

Proposition 2.2.4. Le discriminant est non nul
B est non dégénérée et d(by, ..., b,) # 0.

Preuve. D’apres le théoreme de I’élément primitif, il existe z € L tel que L = K(z).
Alors, dans la base (1,z,...,2"1), la matrice de 3 est (T'rp k(2" '2771));;, dont
le déterminant est d(1,z,...,2"" ') # 0 puisque la matrice (0;(27)) est la matrice
de Vandermonde associée aux conjugués de z. Donc [ est non dégénérée, et sa
matrice dans la base (by,...,b,) étant (Trp/x(b:b;))i, d(b, ..., b,) # 0. O

Mais... pourquoi avons-nous défini le discriminant? Quel est le lien avec les entiers
algébriques? Considérons A un anneau integre et son corps des fractions K. Sup-
posons que A est intégralement clos. Soient alors L|K une extension finie séparable
et B la fermeture intégrale de A dans L. Remarquons alors que, étant algébrique

b
sur K, tout élément de L s’écrit —, avec b € B et a € A. L’anneau A étant

intégralement clos, A = BN K, et 30110, si b € B, les conjugués de b dans () étant
aussi des entiers sur A, en vertu de Ny i (b) = [[, o(b) et Try/x(b) = >, o(b),
on a Npg(b) € Aet Trrx(b) € A. Une fois ces remarques faites, I'utilité du
discriminant découle de la proposition suivante:

Proposition 2.2.5. Propriété fondamentale du discriminant
Soit (by,...,b,) une base de L contenue dans B. Soit d = d(by,...,b,). Alors
dB C biA+ ...+ b,A.
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Preuve. Soit b = a by + ... + apb, € B, avec a; € K. Montrons que, pour tout 7,
da; € A. On remarque que, pour tout 7, on a: Trr,x(bb;) = a1k (bib;) +--- +
anTrr i (bpb;). On reconnait ici un systeme linéaire dont les a; sont solutions.

La matrice de ce systeme est T = (Trp/x(bibj));;, dont le déterminant est d.
FCom(T)

INE

Comme d # 0, T est inversible, d’inverse , ot *Com/(T) est la transposée

de la comatrice de T. Comme les coefficients de ‘Com(T) et les Trp k(bb;) pour
1 <i < nsont dans A d’apres les remarques précédentes, en inversant le systeme,
on obtient bien que da; € A pour tout i. O

2.2.2 Indice de ramification et degré résiduel

Gardons les notations et hypotheses de la partie précédente. Supposons de plus
que A est de Dedekind. Commencons par montrer que B est aussi un anneau de
Dedekind:

Proposition 2.2.6. La fermeture intégrale est un anneau de Dedekind
B est un anneau de Dedekind.

Preuve. B est intégralement clos par définition.

Montrons qu’il est noethérien. Considérons une base (by,...,b,) de L contenue
dans B (elle existe puisque tout élément de L est quotient d'un élément de B
par un élément de A). Alors, d’apres les propositions 2.2.4 et 2.2.5, si 'on pose

b b
d=d(by,...,b,),alorsd # 0et B C ElA—lm . -+§A. L’anneau A étant noethérien

b b, . S
et —A+ -+ EA étant un A-module de type fini, B l'est aussi, ainsi que tout

idéal de B. Par conséquent, tout idéal de B est un B-module de type fini, et B
est bien noethérien.

Reste a prouver que tout idéal premier non nul de B est maximal. Soit IT un idéal
premier non nul de B. Alors A NIl est un idéal premier non nul de A. Donc,
comme les idéaux premiers non nuls de A sont maximaux, A/(ANII) est un corps,
et B/II est alors une algebre integre sur A/(ANII), de dimension finie. En écrivant
alors le polynome minimal d’un élément = non nul de B/II, on s’apercoit que x
est inversible dans B/II. Donc B/II est un corps et II est maximal. Nous avons
ainsi montré que B est de Dedekind. O

Remarquons que nous avons prouvé que B est un A-module de type fini.

Soit 7 un idéal premier non nul de A. On note alors II = 7wB: c’est un idéal
de B, et il est distinct de B. En vertu de 2.1.7, B étant de Dedekind, on peut
donc écrire IT = II7* .. . TS, ou les II; sont des idéaux premiers de B. Remarquons
que 7 = II; N A. On dit que les ¢; sont les indices de ramification et les
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fi = [B/1I; : A/x] sont les degrés résiduels. Alors les indices de ramification et
les degrés résiduels satisfont une équation remarquable:

Proposition 2.2.7. Lien entre les indices de ramification et les degrés
résiduels

n=efi+ - +ef

Preuve. D’apres le théoreme des restes chinois, on a l'isomorphisme de A/m-
espaces vectoriels: B/II = @;_, B/IIY. Montrons que dim(B/II) = n et que
dim(B/1I5") = e; f;.

B/II est de dimension finie car B est un A-module de type fini. Soient by, ..., by €
B tels que by, ..., by, est une base de B/I1.

Montrons d’abord que by, ..., by est libre sur K. Supposons qu’elle ne l'est pas.
Alors elle n’est pas libre sur A. Considérons donc une relation de liaison non triv-
iale Zle a;b; =0, a; € A. Soit I'idéal I = (ay, ..., ai,) dans A. Soit a € 71 — T~ 1x.
Alors, apres passage modulo 7, la relation Zle aa;b; = 0 fournit une relation de
liaison non triviale entre les b;: absurde! Donc bi,...,b est libre sur K.
Montrons a présent que by, ..., by engendre L. Soient les A-modules M = Ab; +
-oo 4 Aby et N = B/M. L’anneau B étant un A-module de type fini, M et N
sont aussi des A-modules de type fini. Soient donc Aq,..., A\, des générateurs de
N. Par définition de by,...,by, B = M +1I, donc N = 7 N. On peut donc écrire
\i = Z;Zl a;;\j, a;; € w. Notons T' la matrice (a;;)—Id, et A =" (A1,..., As). Alors
TA = 0. Donc, en inversant avec la comatrice, (detT)A = 0, et alors (detT)N = 0,
d’on (detT)B C M. Comme de plus detT est non nul puisqu’il n’est pas congru a
0 modulo 7, L = (detT)L est bien engendré par by, ..., bg. Donc dim(B/II) = n.
Montrons finalement que dim(B/I1$") = e;f;. Remarquons que, si a € 1Y — I1V+
alors B — 1I /H;’H, xr — ax est une application linéaire surjective de noyau
I1;, puisque le pged de (a) et de ITVT! est IV et alors (a) + IIV™' = TIY. On
déduit que I1Y/TIY* =2 B/II;. Donc dans la suite d’espaces vectoriels emboités
(0) C OG~ /115 C -+ C IL;/TI € B/IIY, chaque quotient est isomorphe & B/Il;,
et dim(B/IIS") = e; f;. O

2.2.3 Anneau des entiers de Q(()

Soit ¢ une racine primitive m-ieme de l'unité. On se place ici dans le cas ol
A=7,K=Qet L =Q(). On note toujours n le degré de L|K. Remarquons
que l'extension L|K est bien finie séparable et que A est bien intégralement clos.
Pour déterminer I'anneau des entiers de Q((¢), nous allons procéder par récurrence.
Le lemme suivant établit la propriété d’hérédité:

Lemme 2.2.8. Propriété d’hérédité
Soient (1 et (5 des racines primitives mq-ieme et mag-ieme de l'unité, avec my A
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me = 1. Sotent m = mymqy et ¢ une racine primitive m-ieme de ['unité. Soient
ny = [Q(¢) : Q] et ne = [Q(¢) : Q. On suppose que les anneaur des entiers
dans Q((1) et Q(C2) sont respectivement Z[(y] et Z[(s]. On suppose de plus que
les discriminants respectifs dy = d(1,(1, ..., ¢ 7Y et dy = d(1,¢y, ..., 3271 sont
des entiers premiers entre eux. Alors l'anneau des entiers B de Q(C) est Z[C] et

d=d(1,¢,... CPm=1y = grqm,

Preuve. On remarque aisément que (Cfg‘g)ogkm,og@z est une base du Q-espace
vectoriel Q(¢) (la famille est génératrice et a la bonne dimension). Montrons que
c’est une base du Z-module B. Soit b=}, ; ai;CiC3 € B, a;; € Q. Montrons que
a;; € Z. Notons a; = 37 a;;(j. Alors b = 3 a;¢}. Notons Gal(Q(¢)/Q(¢1)) =
{62, oY et Gal(Q(Q))Q(é)) = {otV,... oM}, Les équations o2 (b) =
> i ajai@) (¢3) constituent un systeme linéaire dont les a; sont solutions. La matrice
de ce systeme est T' = (01(2)(@%)). Or (detT)? = dy. Comme de plus les coordonnées
de T sont des entiers algébriques ainsi que les al@)(b), en inversant le systeme a
I'aide de la comatrice de T', les dacr; sont aussi des entiers algébriques. Ils sont de
plus dans Q(¢;). Donc, par hypothese, les dya;; sont entiers. Il en est de méme
des dia;;. Donc, par le théoreme de Bezout, d; et dy étant premiers entre eux, les
a;; sont entiers. Donc I'anneau des entiers de Q(¢) est €, ; Gz = 7[().

Calculons d = [det(cl"(¢1)o® (¢2))]2. La matrice (0" (¢1)o\™ (¢1)) séerit comme
le produit d’une matrice diagonale par blocs ayant n’ blocs égaux a (0,(;)(({)) par

une matrice qui, quitte a réordonner les colonnes, est aussi diagonale par blocs
ayant n blocs égaux a (01(2)(@)). On en déduit que d = d}?dy". O

Nous sommes actuellement en mesure de prouver le théoreme suivant:
Théoreme 2.2.9. Anneau des entiers pour une extension cyclotomique
finie

L’anneau des entiers de Q(() est Z[(].

Preuve. Notons B l'anneau des entiers de Q(¢). Supposons dans un premier
temps que m = p¥ ou p est premier. Soit ¢,, le m-ieme polynome cyclotomique.

On a alors ¢, = H1gi§m,iAm:1(X — ¢ = P X7 On en déduit que
P = [licicminmet (1 —¢'). Or,si1 < i < metiAm =1, en choisissant '

=14C¢+---+¢ 1 e0et

tel que m|it’ — 1, on a
i

(-1 ¢i—1 (-1
1+ ¢+ -+ D € 0. Par conséquent, C;l est une unité dans B, et donc

pet (¢ — 1)‘P(m) sont associés, ou ¢ est la fonction indicatrice d’Euler. Donc les
idéaux pB et (¢ —1)¥(™) sont égaux. Appliquons la relation de la proposition 2.2.7
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am=pZ. Onaalors Il = pB = (( — 1)?™). Si on note ¢; et f; les indices de ram-
ification et les degrés résiduels respectivement, pour ¢ allant de 1 a r, alors chaque
e; est multiple de p(m). Or n = p(m) = e1f1 +--- + e, f,. Par des inégalités
évidentes, on a donc r = 1, e; = p(m) et f; = 1.

On en déduit que (¢ — 1) est premier et que B/(( — 1) = Z/pZ. Par conséquent
B =7Z+ (¢—1)B, dou B = Z[(] + (¢ — 1)B. En multipliant par ¢ — 1,
(C—1)B = (¢—1)Z[¢] + (¢ — 1)?B, puis en réinjectant, B = Z[(] + (( —1)?B. En
itérant ce processus, par une récurrence simple, on obtient B = Z[(] + (¢ — 1)*B
pour tout entier naturel k. Reste a choisir k. On voudrait (¢ — 1)*B C Z[(].
En tenant compte de pB = (¢ — 1)¥™) il suffit de trouver [ tel que p'B C Z[(]
puis de choisir k& = lp(m) . Clest ici que la proposition 2.2.5 entre en jeu: si
d=d(1,(,....,¢#™=1 on a dB C Z[¢]. 1l suffit donc de montrer que, au signe
pres, d est une puissance de p. Calculons d.

Notons (i, ..., (y(m) les conjugués de ¢. Alors, en remarquant que (o;(¢7)) est la
matrice de Van der Monde associée a (i, ..., (y(m), OU les o; sont les Q-morphismes
de Q(¢) dans C, ona d = £[[,;(G;—(;) = £]1; #,(¢;). Done, avec la proposition
2.2.2,d = +Ng)io(#,,(€)). En dérivant la relation (X?*~" —1)¢,, = (X?" —1) puis
en évaluant en ¢, on obtient: ¢(e—1)¢@ () = p*, ott e = ¢*" ' est une racine prim-
itive p-ieme de 'unité. Or No()o(¢) = £1, Ng@yele — 1) = £¢,(1)P" = £p"
et Noo(@’) = p*?™) . Donc d est bien une puissance de p (au signe pres) et nous
avons montré le théoreme lorsque m est la puissance d’'un nombre premier.

Le cas général découle alors immédiatement du lemme 2.2.8. O]

Nous avons ainsi déterminé 'anneau des entiers dans Q(¢). Nous aurons cepen-
dant aussi besoin dans la suite de connaitre 'anneau des entiers dans un corps
quadratique. C’est 'objet de la section suivante.

2.2.4 Anneau des entiers d’un corps quadratique

Soit d un entier relatif sans facteur carré. Nous nous intéressons ici au cas ou
A=7Z,K=Qet L = Q(\/E) La proposition suivante permet de caractériser les
entiers algébriques a 'aide de leur norme et de leur trace:

Proposition 2.2.10. Entiers algébriques dans un corps quadratique
Soit a € Q(v/d). Alors a est un entier algébrique si, et seulement si, Npk(a) € Z
et Tryk(a) € Z.

Preuve. Notons a = z 4+ yVd, avec z,y € Q. Un calcul élémentaire donne
Npjk(a) = #* —dy® et Trpk(a) = 2z. Nous avons déja montré que, si a est
un entier algébrique, alors Ny x(a) € Z et Trp kx(a) € Z. Réciproquement, si
Nyjk(a) € Zet Trp x(a) € Z, alors a est racine de (X —z —yv/d)(X —z+yv/d) =
X? = Trrx(a)X + Nk (a) € Z[X]. O
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Il est alors facile de déterminer I'anneau des entiers:

Théoreme 2.2.11. Anneau des entiers pour une extension quadratique
Soit B l'anneau des entiers dans Q(v/d).

(i) Sid=2,3 4], alors B=17+ Z+/d.
—1+Vd
—

La preuve reposant sur des arguments arithmétiques élémentaires d’une extréme
simplicité a partir de la proposition précédente, elle est laissée au lecteur.

(i) Sid=1[4], alors B=7+ 7

2.3 Norme d’un idéal

Dans cette section, nous allons définir la norme d’un idéal, notion dont nous aurons
besoin dans la suite. Considérons une extension finie séparable L|K. Soit A un
sous-anneau de K dont le corps des fractions est K. Soit finalement B la fermeture
intégrale de A dans L. Supposons que A est de Dedekind. Alors, d’apres la
proposition 2.2.6, B est aussi de Dedekind.

Définition 2.3.1. Norme relative d’un idéal

Soit I un idéal de B. Ecrivons I = 5. 118, ou les I1; sont des idéaux premiers.
Notons m; = II; N A et f; = [B/Ily: A/m], ..., fr = [B/Il, : A/m,]. On définit
alors la norme de I, notée Ny (I), par Ny (I) = [[I_, 7. Par convention,
si I = B, alors Nk (I) = A, et si I =0, alors Ny (I) = 0.

Nous aurons alors besoin de trois propriétés essentielles de la norme. Etablissons
d’abord la compatibilité de la norme avec les tours d’extensions:

Proposition 2.3.2. Tours de normes
Considérons une deuziéme extension finie séparable M|L, et soit C' la fermeture
intégrale de A dans M. Alors, pour I idéal de C, on a Nyjx (I) = Nk (NM|L (I))

Preuve. Par multiplicativité, il suffit de prouver la propriété lorsque I est un idéal
premier de C. Notons [ = IN B et m =1 N A. Notons aussi f; = [C/I : B/II],
fo=[B/Il: A/n] et f = [C/I:A/w]. Comme f = fifs, on a Nyx (I) =7/ =
7Tf1f2:NL‘K (NM|L([>) ]

Intéressons-nous maintenant a la norme d’un idéal principal. Pour ce faire, nous
avons d’abord besoin d’étudier la norme lorsque L|K est galoisienne:

Lemme 2.3.3. Norme dans le cas d’une extension galoisienne
Supposons L|K galoisienne. Soit I1 un idéal premier de B. Soit m = 1IN A. Alors

NL|K(H)B = H oll
c€GAl(L|K)
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Preuve. Berivons nB = IS I et f; = [B/II; : A/x]. Notons G = Gal(L|K).
Fixons i entre 1 et . Supposons que, pour tout o € G, o(Ily) # II;. Alors le
théoreme des restes chinois garantit I'existence de b € B tel que

b =0 (mod II;)
b=1 (mod o(I;)) pour tout 0 € G

Alors Npjk(b) = [[,eqo(b) est dans I; N A = 7. Comme cette norme est aussi
dans II; et ce dernier est premier, il existe o € G tel que o(b) € II;, ce qui contredit
la définition de b. Donc tous les II; sont conjugués via des éléments de G.

On déduit alors immédiatement que tous les f; sont égaux, disons égaux a f.
Comme pour 0 € G on a 7B = o(7rB) = [[;_, o(IL;)%, on déduit que tous les ¢;
sont égaux, disons a e. La proposition 2.2.7 impose donc que efr = [L : K] =
Card(G). Le lemme découle alors immédiatement. O

Remarquons que, par multiplicativité, la formule montrée dans le lemme précédent
est encore vraie si II n’est pas premier. Nous ne supposons plus L|K galoisienne.
Nous pouvons a présent étudier la norme d’un idéal principal:

Proposition 2.3.4. Norme d’un idéal principal
Supposons que I = («) est principal. Alors Npx (I) lest aussi.

Preuve. On considere M la cloture galoisienne de L|K. Soit C' la fermeture
intégrale de A dans M. Alors, avec 2.3.2 et 2.3.3, on a

Nty (IC) = Ny (Naiyr(IC)) = Npjge (1)1
Ny (1C) = I oegauix oIC) = (Np i (a))M:L]

La proposition découle immédiatement de ces deux relations. O
Pour terminer, étudions la norme dans le cas particulier ou K = Q:

Proposition 2.3.5. Norme absolue
Soit I un idéal de B. Alors Npjg (I) est engendré par l'indice de I dans B.

Preuve. Décomposons I = II{"...TI¢", ou les II; sont des idéaux premiers. Notons

piZ =T,NZ et f; = [B/I; : Z/p,Z). Alors Nyg (I) = (Hj lpflfl> Z. D'aprés
le théoreme des restes chinois, B/I = [[;_, B/II{". 1l suffit donc de montrer que,
pour tout i, [B : II%] = p¢*/*. Cela découle immédiatement de la démonstration de
la proposition 2.2.7, ou l on prouve qu'il y a une filtration (0) C II¥~'/II% C ... C
1L, /115 € B/IIS dont les quotients successifs sont des Z/p;Z-espaces vectoriels de
dlmensmn fi O]
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3 Le contre-exemple de Swan

Nous avons vu que le théoreme de Fischer donne une réponse affirmative au
probleme de Noether dans certains cas. Cependant, le probleme de Noether admet
parfois une réponse négative. C’est ainsi que Richard Swan proposa en 1969 un
contre-exemple, que nous allons développer ici.

3.1 Construction d’un premier invariant dans le groupe de
Grothendieck

Considérons un corps L et H un groupe fini d’automorphismes de L. Soit k£ un
sous-corps de L stable par H tel que L soit une extension de type fini de k.
Attention, remarquons qu’on ne suppose pas que les éléments de k sont fixes par
H. Si A est un sous-anneau de L, on note A I'ensemble des éléments fixes par

H.

Définition 3.1.1. Module de permutation
On dit qu’un Z[H]-module P est un module de permutation si P est libre sur
Z, et possede une base permutée par H.

Remarque 3.1.2. Un module de permutation est une somme directe de modules
de la forme Z[H/H'] ot H' désigne un sous-groupe de H.

Nous allons a présent construire un invariant pour la famille des anneaux vérifiant
les cinq propriétés suivantes:

P1: Le corps des fractions de A est L.

P2: A est une k-algebre de type fini.

P3: A est stable par H.

P4: A est factoriel.

P5: A*/k* est un groupe abélien de type fini. Ici, A* (resp. k*) désigne le groupe
des unités de A (resp. k).

Dans la suite, nous noterons F la famille des anneaux vérifiant les propriétés P1
a Pb5.

Lemme 3.1.3. Passage entre anneaux
Soient A, A’ deuz anneaux dans F. Alors il existe a € A7, o' € A" qvec Ala™'] =
A'la'1).

Preuve. A’ étant une k-algebre de type fini (P2), considérons af, . .., ), une famille
de générateurs. D’apres la propriété P1 appliquée a A, on peut écrire a; = x;/¢;
avec x;, ¢; dans A. Considérons le produit ¢ = []7_; ¢;, et soit b =[], ., o(c). On
vérifie sans peine que b € AY, a; € A[b~!] et par conséquent A’ C A[b~1].

Il suffit maintenant de montrer le lemme pour A[b~!] et A’. En effet, si on suppose
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le lemme montré pour A’ et A[b™'] avec b € AT en choisissant a € A,
a’ € A tels que A[b~1][a!] = A'[a’7!] et en écrivant a sous la forme d/b" avec
de A on a Ab7[a] = A[(bd)7].

On peut donc supposer que A” C A. En inversant les roles de A et A’ dans
le raisonnement précédent, on trouve un élément a € A tel que A C A'[a™!].
Notons que a € A”. En remarquant de plus que A'[a™!] C Ala™!] (car A’ C A) et
que Ala™ '] C A'la™!] (car A C A’'[a™']), on déduit que A[a'] = A'[a™!]. O

Le lemme précédent nous permet de passer de A[a™!] & A'[a’~!] pour a et a’ bien
choisis. Le lemme suivant nous permettra de passer de A & Ala™!] et de A’ a

Al

Lemme 3.1.4. Une suite exacte
Soit A un anneau dans F. Soit a € A" non nul. Alors il existe une suite exacte

0—=A*— = Ala" ) —=P——>0

ot P est un module de permutation de type fini sur Z[H]|.
De plus, Ala™"] est dans F.
Corollaire immédiat: la suite

0—= A*/k* —= Ala~*/k* —=P ——=0
est exacte.

Preuve. Etablissons d’abord la suite exacte. Pour cela, nous allons construire une
application de Ala~!]* dans P apres avoir bien choisi P.

Notons (p;)1<i<r les diviseurs irréductibles de a dans A (non associés) et écrivons
a = upj*...pY avec u une unité de A, v; entiers strictement positifs. Comme
a € A% Vo € H,a = o(a) = o(u)o(p))”...o(p,)". L’anneau A étant factoriel,
par unicité de la factorisation de a, nous déduisons que les idéaux premiers (p;)
sont permutés par H.

Faisons correspondre a chaque idéal (p;) un élément e; et considérons le module
de permutation P de base ey, ..., e,, de telle sorte que H agit sur cette base de la
méme fagon que sur les idéaux premiers (p;)1<;<,. Définissons ensuite ’application
de Ala~!']* dans P, en envoyant p; sur e;, i.e. en envoyant x € Ala"']* sur
> wal,,(x)e;. C’est un morphisme de Z[H]-modules. Un élément a="pi™ ... plr
dans A[a™']* avec n, m; entiers positifs a pour image > (m; — n.v;)e; dans P.
Comme tous les v; sont strictement positifs, cette application est surjective.
Cherchons son noyau. Un élément y = a "z de Ala']* avec n entier positif
est dans le noyau si et seulement si val,,(a™"x) = 0, Vi € I. Dans ce cas,
valy, (a"™) = valy, (z) pour tout i € I, et il vient du caractere factoriel de 'anneau
A que a™ | z, donc y € A. Le méme raisonnement marche pour !, donc y~* € A
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et y est inversible dans A.
On vient de démontrer que ’application surjective qu’on a construite a pour noyau
A*. D’ou l'exactitude de la suite

O—>A*—>A[a‘1]*—>P—>O
On en déduit immédiatement 'exactitude de la suite
0—— A*/k* —>A[a*1]*/k'* —P—=0

Montrons & présent que Ala~!] vérifie les propriétés P1 a P5.

P1, P2 et P3 sont trivialement satisfaites par A[a™"].

P4: Notons (p;)ier les diviseurs irréductibles de a dans A, (p;)jes les autres
éléments irréductibles de A. Les (p;);es sont exactement les éléments irréductibles
de A[a™'] (A unité pres). Prenons un élément d/a™ dans Ala™!], avec d € A. On
obtient I'existence de la factorisation en factorisant d dans A, et 'unicité découlde
de celle de A.

Donc Ala™!'] est dans F. O

Nous sommes a présent en mesure de définir le premier invariant. Cependant, nous
avons préalablement besoin de définir le groupe de Grothendieck:

Définition 3.1.5. Groupe de Grothendieck

On définit le groupe de Grothendieck de la catégorie des Z[H|-modules de type
fini de la facon suivante:

Soit S le groupe abélien libre dont une base est donnée par les symboles [A], ou
A décrit les classes d’isomorphisme de Z[H]-modules de type fini. Soit R le sous-
groupe engendré par tous les élément de la forme [A] + [C]| — [B] dés que A, B, C
sinscrivent dans une suite exacte

0 A B C 0

Le groupe de Grothendieck est alors défini comme le quotient S/R.

Notons Ky(H) le groupe de Grothendieck de la catégorie des Z[H]-modules de
type fini. La suite exacte dans le lemme précédent nous incite a nous intéresser a
ce groupe. Afin de prendre en compte le fait que P est un module de permutation,
nous considérons le quotient de Ky(H) par le sous-groupe engendré par tous les
modules de permutation P. Notons Sw(H) le groupe ainsi construit. Alors de
tout ce qui a été vu jusqu’ici découle un invariant:

Théoréme 3.1.6. Invariant dans le groupe Sw(H)
L’image de A*/k* dans Sw(H) ne dépend pas du choix de l’anneau A vérifiant les
propriétés Pl a P5.
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Preuve. Soient A et A’ deux anneaux dans F. Choisissons a et a’ comme dans
le lemme 3.1.3. La suite exacte du lemme 3.1.4 donne alors immédiatement les
relations [A*/k*] = [Ala™']*/k*] et [A™/k*] = [A'[a’"']*/k*] dans Sw(H). Comme
de plus Ala™1]* = A’[a’"1*, on a [A*/k*] = [A™*/k*] dans Sw(H). O

3.2 Construction d’un deuxieme invariant dans le groupe
des classes

On suppose a présent que H est un groupe cyclique d’ordre n. Soit o un générateur.
Soit ¢,, le n-ieme polynome cyclotomique. Considérons 'anneau O = Z[H]/(¢p,(0)).
Isomorphe a Z[(] ou ( est une racine primitive n-ieme de 'unité, d’apres la propo-
sition 2.2.6, ¢’est un anneau de Dedekind. Soit M un O-module de type fini. Alors,
d’apres I'étude des modules de type fini sur un anneau de Dedekind développée
dans la section 2.1.3, on peut écrire M = N @ I & @], O/II{", ou N est libre, I
est un idéal de O et les II; sont des idéaux premiers non nuls de O. Notons J =
[1§*...I157. On définit alors la classe de M, notée c(M), par la classe de I.J~! dans
le groupe des classes défini en 2.1.2si I # 0, celle de J~! sinon. 1l est immédiat que
la classe est compatible avec la somme directe, au sens ou (M@ M') = ¢(M)e(M'):

eneffet, si M = NOITo@L, O/I% et M' = N'&T' & @7, O/ avec N et N’
libres, alors M@ M' =N N e O Il' e P!, O/II" @ EB;Z/:I O/H;a; en tenant
compte du fait que I @' = O @ II'. Cependant, la compatibilité de la classe avec
les suites exactes est beaucoup moins triviale et s’exprime ainsi:

Proposition 3.2.1. Compatibilité de la classe avec les suites exactes
Soit 0 - A - B — C — 0 une suite exacte de O-modules. Alors ¢(B) =
c(A)e(C).

Preuve. Ecrivons C' = N Io@?_, O/T1%, ot N est libre, et notons J = [, 1%
et D =N @ O & I puis considérons le diagramme suivant:

0 0

0—A—Bx¢cD——D——0




ou B X¢ D est le produit fibré de B et D au-dessus de C'. 1l est facile de voir que
le diagramme est exact en lignes et en colonnes. Par définition de la classe, on a
toujours ¢(D) = ¢(J)e(C). Comme la classe est compatible avec la somme directe,
comme D est sans torsion (et donc projectif), ¢(B x¢ D) = ¢(A)c(D). Si de plus
B est sans torsion, on a ¢(B X¢ D) = ¢(J)c(B), et les trois relations trouvées entre
les classes imposent que ¢(B) = ¢(A)c(C). Donc la proposition 3.2.1 est vraie
des que B est sans torsion. Maintenant, si 'on ne suppose rien pour B mais on
suppose que A est sans torsion, alors B x¢ D = A & D est sans torsion, et donc
¢(B x¢ D) = ¢(J)e(B). On conclut que la proposition 3.2.1 est vraie des que A
est sans torsion. Finalement, si I’on ne suppose rien, on déduit de ce qui précede
que ¢(B x¢ D) = ¢(J)c(B) puisque J est sans torsion. La proposition est donc
prouvée en toute généralité. O]

Pour un Z[H]-module M, nous considérons le O-module M?(®) = {m € M, ¢,(c)m =
0}. Nous pouvons alors énoncer le lemme suivant qui établit une compatibilité par-
tielle avec les suites exactes de Z[H]-modules:

Lemme 3.2.2. Compatibilité de la classe avec les suites exactes de 7[H|-
modules
Soit P un Z[H]|-module de permutation.

(i) P) est un O-module libre.

(ii)) Si0 — M — N — P — 0 est une suite exacte de Z[H]|-modules, alors
0 — M) — N(0) 5 ponl@) 5 () est une suite evacte de O-modules.

Preuwve.

(i) P étant un module de permutation, on peut écrire P = Z[H|" &, Z[H/H,],
ou les H; sont des sous-groupes de H non triviaux. Pour chaque ¢, sid = [H :
H;], alors (09 —1)Z[H/H;] = 0. Or on a aussi ¢,,(¢)Z[H/H;]***) = 0. Donc,
comme (X% — 1) A ¢, = 1, grace a l'identité de Bezout, Z[H/H;|%?) =
0. D’autre part, soit ¢, € Z[X] tel que X" — 1 = ¢,1, et considérons
f: Z[H] — Z[H]*"9) 2 s ¢,(c)z. L'application f est un morphisme de
Z[H]-modules, dont le noyau est ¢, (0)Z[H] et dont l'image est Z[H]*(°)
tout entier. En effet, il existe des polynomes a coefficients entiers A et B et
un entier non nul m tels que A, + B, = m, et Z[X|/(¢,) et Z[X]/(¥n)
sont des groupes sans torsion, donc 'annulateur de ¢,(c) est (,(0)) et
Iannulateur de 1, () est (¢n(c)). Donc Z[H|*"(?) = Z[H]/é,(c)Z[H]. Par
conséquent, P (7) = Or,

(i) Notons P, = Z[H]" et P, = @, Z[H/H;]. Soit N, I'image réciproque de P,
dans N. On a alors les suites exactes de Z[H]-modules:
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0—-No—>N—-PFP —0
0—-M —> Ny — P —0

P, étant libre, la premiere suite exacte donne N = Ny @ Py, donc N ¢n(0) —
N;s () g P{b ") La deuxitme suite exacte permet d’établir 0 — M%(@) —
Nf”(a) — Pf"(a) = 0 d’apres (i), donc M?n(9) = N;b"(g). On en déduit alors
que 0 — M99 — N (9) 5 pén(@) 5 () est une suite exacte de O-modules.

]

Le lemme précédent montre alors que N®(%) &2 N[¢n(9) @y P#n(9) et que c(M (7)) =
c(N¢?)). Nous sommes & présent en mesure de définir I'invariant de Swan, qui
va jouer un role majeur dans la suite:

Théoreme 3.2.3. Invariant dans le groupe des classes
La classe c((A*/k*)?n)) est indépendante du choiz de l'anneau A vérifiant les
conditions (P1) a (P5).

Preuve. Soient A et A" deux anneaux vérifiant les conditions (P1) a (P5). D’apres
le lemme 3.1.3, il existe a et a’ dans A" et A" tels que Ala™'] = A’[a’7!]. Notons
B = Ala™'] = A'[a’']. Alors, d’aprés le lemme 3.1.4, on a les suites exactes de
Z[H]-modules suivantes:

0— A*k* - B*/k* - P —0
0—- A*/k* - B*/k* > P =0

ou P et P’ sont des modules de permutation. Donc le lemme 3.2.2 impose que
c((A*/k*)n0)) = ¢((B* /k*)#n(9)) = ¢((A™ /k*)?(9)), d’ot1 le théoréme. m

Nous noterons & partir d'ici a(k, L, H) = c((A*/k*)?*(?)). Dans la suite, il s’agira
de déterminer que cet invariant est toujours le méme des que le probleme de
Noether admet une réponse affirmative, puis de montrer qu’en choisissant judi-
cieusement les parametres du probleme on obtient un invariant différent.

3.3 Le contre-exemple de Swan

Commencons par calculer 'invariant précédent dans le cas d’une extension tran-
scendante pure.

Fixons p un entier premier de Z: ultérieurement, on prendra p = 47. Soit kg un
corps, qui sera pris égal a Q plus tard. Notons £ le corps obtenu a partir de kg
par adjonction des racines p-iemes de 1'unité. On suppose que [k : ko] =p — 1, ce
qui est évidemment vérifié lorsque ky = Q. Soit Ky = ko(x1,...,2,) le corps des
fractions rationnelles sur k.

Soit G le groupe cyclique d’ordre p qui opere sur Ky en permutant circulairement
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Zi,...,%p. On note Ly = K§ le corps fixe sous I'action de G. Notons K et L
les corps obtenus a partir de Ky et Ly respectivement par adjonction des racines
p-iemes de l'unité. Il est alors clair que [K : Ky|] = [L : Lg] = p — 1. On choisit
ensuite pour H le groupe de Galois de K /Ky, qui est canoniquement isomorphe
aux groupes de Galois de L/Lg et de k/ky par restriction. H est alors le groupe
cyclique a n = p — 1 éléments.

Théoreme 3.3.1. Cas d’une extension transcendante pure
Si Lo/ko est une extension transcendante pure, alors on a ok, L, H) = 1.

Preuve. Si Ly = ko(y1,...,yp), avec les y; algébriquement indépendants sur ky,
alors en prenant A = k[yy,...,y,|, A vérifie les conditions P1 a P5. Or A*/k*
n’est autre que I’élément neutre, on a donc par définition «o(k, L, H) = 1. O

Par conséquent, pour montrer qu'une extension n’est pas transcendante pure, il
suffit de calculer a(k, L, H) et de voir que I’on n’obtient pas 1, ce qui revient a voir
qu’un certain idéal n’est pas principal. Pour cela, nous aurons besoin du lemme
suivant:

Lemme 3.3.2. 47 est un nombre magique
Si ¢ est une racine primitive 46-ieme de l'unité, et p un idéal premier de Z[(] tel
que Card(Z[C]/p) = 47, alors p n'est pas principal.

Preuve. La preuve est basée sur 1’étude de la norme relative de I'idéal p (section
2.1.3).

Raisonnons par ’absurde.

Tout d’abord, d’apres le théoreme 2.2.9, on sait que Z|[(] est la cloture intégrale
de Z dans le corps k. Ce corps contient le corps Q(v/—23). En effet, si £ est une
racine primitive 23-eme de 'unité, on remarque que

oos(1) =23 =[J(1 - &) =[J1 - &)1 - ) = - (H(éi - 1>>

i=1 i=1 i=1

et on a donc bien que /—23 € k.

Comme Q(v/—23) est un corps quadratique avec —23 = 1 [4], le théoreme 2.2.11

impose que I'anneau des entiers de Q(y/—23) est engendré par 1 et Ly =23 V2_23

Si p était principal, sa norme relativement a Q(y/—23) serait encore un idéal

+yv/—23 (
2

principal («) d’apreés la proposition 2.3.4. Si a = r =y [2]), on a

x24+23y2
Y E—

Now=m)0l@) =
47. La proposition 2.3.2 impose alors 47 = En examinant les cas ol
ly| = 0, 1,2, on remarque que 1’équation précédente n’a pas de solutions, d’ou la
contradiction. O

De plus, avec la proposition 2.3.5, on a Ng)o(p) =
242312
R
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La définition suivante sera utile dans la suite:

Définition 3.3.3. Résolvantes de Lagrange
Soit w une racine p-ieme de 'unité. On appelle résolvantes de Lagrange les

p .
y; définis par: Vi € {0,1,...,p—1}, y; = > w 7.
j=1

Nous sommes a présent en mesure d’établir le contre-exemple de Swan:

Théoreme 3.3.4. Contre-exemple de Swan

On prend p = 47, kg = Q, G le groupe Z/ATZ agissant sur les x; par permuta-
tion cyclique, Ko = Q(x1,...,x47). Alors Lo, le corps des fractions rationnelles
mvariantes par G, n’est pas une extension transcendante pure de Q.

Preuve. Rappelons que nous avons choisi pour H le groupe de Galois de K/Kj
isomorphe aux groupes de Galois de L/Lg, k/kq: il est cyclique d’ordre n = p — 1.
Notons y; les résolvantes de Lagrange définies précédemment, pour ¢ allant de 0 a
p—1. On remarque que les actions de G et H sur K commutent. Le groupe H fixe
Yo et le sous-Z-module M’ de K* de base yi, ..., y,—1 est libre sur Z[H]. En effet,
H permute (transitivement) les y; et donc ce module est monogene (engendré par
y1) sur Z[H]. On utilise bien str ici que la matrice de Van der Monde qui traduit
le changement de variables donné par les résolvantes de Lagrange est inversible.
On considere ensuite le sous-module M de M’ défini par M = M’ N L*. On va
montrer que M est un sous-module d’indice p de M’. Par un calcul simple on voit
que y} et y;'y; sont des éléments de M. Ils engendrent un sous-module d’indice
p de M'. Sic’est M, il n’y a rien & montrer. Sinon, M = M’ donc M’ C L* ce
qui est absurde puisque y; n’est pas dans L. Donc M est un sous-module d’indice
p de M’. On voit aussi que M est de rang p — 1 en tant que Z-module. Soit
mi, ..., m,_1 une base de M.

Maintenant considérons A l'anneau k[yo,my, ..., my_1, mit, ... ,m;_ll], alors A
vérifie les propriété P1 a P5. En effet, la seule difficulté est de montrer que le corps
des fractions de A est L. Pour cela, on utilise que le degré de I'extension K/L est p
(car 'extension est galoisienne), et on va le comparer au degré de K sur le corps des
fractions de A (noté Fraca). Mais K = k(yo,m1,...,mp_1,m; ", ... 7m;_11)(y1),
donc le degré d’extension de ce dernier sur k(yo, m, ..., my_1, mit, ... ,m;_ll) est
au plus p. Mais alors on a

<p

N

Fracy~—— L;p> K

11), le corps des fractions

ce qui montre que L = k(yo, My, ..., My 1, M7 ..., m "+
9 9 I §% 9 1 > 9 )

de A. On remarque aussi que A*/k* est égal & M.
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Par définition du second invariant, a(k, L, H) = ¢(M?%*(®)). En regardant la suite

exacte
00— MPn0) o Nfion(o) o pf'én(o) / Mon(o) o

onaak, L, H) = c¢(M'#@) /NM#(9))~! par compatibilité de la classe avec les suites
exactes (proposition 3.2.1 et proposition 3.2.2). Le module M étant un sous-
module d’indice p de M’, M%) est un sous-O-module d’indice 1 ou p de M'¢»(),
Montrons que M®(?) £ M'¢2(9)  Pour ce faire, on va construire un élément annulé
par ¢, (o) dans M’ mais qui n’est pas dans M. Regardons par exemple I’élément

T= ][] (-1 ez[H]

d|n,d#n

Alors T.y; est annulé par ¢,(c). Montrons que son image dans M’'/M est non
nulle. On sait que M’/M est isomorphe a Z/pZ, engendré par y;, et 'action de
o sur M’/M est une multiplication par r ou r est ’élément dans Z/pZ tel que
o(w) =w". Donc T agit sur M’/M par multiplication par I'élément de Z/pZ

[T o

d|n,d#n

qui est non nul car 'ordre de r dans (Z/pZ)* est n. Par conséquent T est injectif
et donc Ty, est non nul.

Donc M99 est un sous-O-module d’indice p de M’#n(@) = O. Par conséquent,
M'®n() [M[#(9) est, isomorphe & un quotient Z[C]/p, p idéal premier, et donc
a(k,L,H) = 1 si, et seulement si, p est principal. Or, avec p = 47, la pro-
priété “47 est un nombre magique” (proposition 3.3.2) impose immédiatement que
p n’est pas principal. O]

4 Résolution du probleme de Noether pour un
groupe abélien

4.1 Un peu de cohomologie des groupes finis

Dans la suite, nous aurons besoin de définir quelques notions de cohomologie des
groupes. Soit G un groupe fini, et définissons:

Définition 4.1.1. H' et H!

Soit M un Z|G]-module. Soit N : M — M,m +— 3 ,gm. Soit Ig lidéal de
Z|G] engendré par les éléments de la forme g — 1, pour g € G. Alors on définit les
groupes:

A{f:G—=MNg, g €G, flggd)=9f(d)+ f(9)}
H(G, M) = {G—>M,g— ga—a;ae M}

29



HY(G,M) = KerN/IcM

Considérons 0 -+ A — B — C' — 0 une suite exacte de Z[G]-modules. Il est alors
immédiat que la suite 0 — AY — BY — CY est exacte, mais la derniere fleche
n’est pas nécessairement surjective. Le groupe H' permet alors de compléter cette
suite, comme l’exprime la proposition suivante:

Proposition 4.1.2. Suite exacte de cohomologie

Soit 0 - A — B — C — 0 une suite exacte de Z|G|-modules. Alors la suite
0 — A% — BY - C% — HYG,A) — HY(G,B) est aussi une suite ezacte de
Z[G]-modules.

Preuve. Soit m : B — C' la projection. On considere ¢ : C¢ — HYG, A),c
(g — gb — b) o b est un élément de B tel que w(b) = cet i : H'(G, A) — H' (G, B)
I'inclusion canonique. On vérifie immédiatement que I'image de ¢ par i) ne dépend
pas du choix de b, puis que, comme 7(gb — b) = gn(b) — w(b) = gc — ¢ = 0, on
a bien gb — b € A. 1 est donc bien définie. L’exactitude de la suite proposée est
alors facile a établir. O

On énonce maintenant un théoreme classique connu sous le nom du “théoreme de
Hilbert 90” qui sera utile dans la suite:

Théoreme 4.1.3. Théoréme de Hilbert 90
Soit L/K wune extension galoisienne finie de groupe de Galois G = Gal(L/K).
Alors HY(G, L*) = 0.

Preuve. Les opérations sont notées multiplicativement dans cette preuve. Soit
f : G — L* une application non nulle telle que f(gg’) = gf(¢') - f(g). On veut
trouver un élément ¢ dans L* tel que f(g) = gc-c™'. On considere pour cela

un élément b de la forme b = > f(g) - g(a) avec a € L* que l'on déterminera
geG

ultérieurement. Un calcul montre que Vg € G, gb = f(g)~'b. Si b # 0, alors, en
posant ¢ =b"!, on a Vg € G, f(g) = gc-cL.
Reste a montrer que l'on peut choisir a € L* tel que b # 0. Autrement dit il

suffit de voir que 'application a — > f(g) - g(a) soit non nulle. Ceci résulte de
geG

I'indépendance des automorphismes de corps. O

Pour terminer, nous aurons besoin du lemme de Shapiro, que nous admettrons:

Lemme 4.1.4. Lemme de Shapiro
Soient H un sous-groupe de G et M un Z[H]-module. Nous pouvons munir
Homgm(Z|G], M) d’une structure de Z[G|-module par:

(gf)(a) = f(ag) pour g € G et f € Homyu(Z[G], M) et a € Z|G].
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Alors on a l’isomorphisme

HY (G, Homzm(Z|G],M)) = H' (H, M)

4.2 Notations, objectif et stratégie

Considérons un corps k et G un groupe abélien fini qui agit sur k({z,, g € G}) par
permutation des variables. Notons kg = k({x,,g € G})¢. On cherche & établir
une condition nécessaire et suffisante pour que k¢ soit une extension transcendante
pure de k.

Etant donné un groupe cyclique p d’ordre m et de générateur 7, on définit Z(p) =
Z]p) /P (T)Z[p]. Z(p) est alors un anneau de Dedekind isomorphe & Z[(,,], ou
(m est une racine primitive m-ieme de I'unité. Remarquons que cet anneau est
indépendant du choix de 7.

Notons a présent k. I'extension cyclotomique maximale de k& dans une cloture
algébrique. Donnons-nous un sous-corps K de k. contenant k tel que px =
Gal(K/k) est cyclique, de générateur 7. Soient P I'ensemble des nombres pre-
miers et T = (P — {2, car(k)}) x N*. Pour (p,s) € T, on considere 'idéal ax(p®)
de Z(pk) par:

ar(p°) = Z(pk) si K # k((ps)
ax(p®) = (1 — t,p) si K = k((ps) et t € Z vérifie 7x((p) = CZ’;

Remarquons que cette définition est indépendante du choix de 7.
On définit alors pour un groupe abélien fini H:

ag(H) = H(P,S)ET ag (p*)mHs)

o m(H, p,s) = dimzgz(p* ' H/p*H).
Notons finalement v(G) la plus grande puissance de 2 divisant l'exposant de G.
Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer le théoreme de Lenstra:

Théoreme 4.2.1. Théoréme de Lenstra
Avec les définitions et notations précédentes, kg est une extension transcendante
pure de k si, et seulement si, les deux assertions suivantes sont vérifiées:

(i) quel que soit le sous-corps K de k. contenant k tel que pg est cyclique, ax(Q)
est principal.

(ii) Sicar(k) # 2, alors k(Cy(a)) est une extension cyclique de k.

La démonstration de ce théoreme est délicate et longue. Décrivons la stratrégie
suivie.
Dans un premier temps (parties 4.3 et 4.4), nous allons nous essayer d’établir des
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liens entre les modules de permutation et les extemsions transcendantes pures, afin
de montrer le théoreme 4.4.6. Ensuite, dans un deuxieme temps, afin de relier la
nature de l'extension k¢|k a l'idéal ax(G), nous allons construire un module F,
puis nous allons relier F), a I'extension kg|k (partie 4.5 théoreme 4.5.6) et aux
idéaux de la forme ax(Z/qZ) (partie 4.6 théoreme 4.6.7). Pour ce faire, nous au-
rons besoin d’introduire dans la partie 4.6 deux modules que nous appellerons I
et J, et qui joueront aussi un role important dans les parties suivantes. Apres cela,
dans la partie 4.7, le théoreme 4.7.4 nous permettra d’éviter tous les problemes de
caractéristique, en particulier la situation problématique ou car(k) divise |G|. Fi-
nalement, la partie 4.8 permettra de montrer le théoreme de Lenstra en établissant
d’abord quelques isomorphismes de corps puis en combinant tous les résultats vus
jusque la.

L’énoncé du théoreme de Lenstra n’est pas particulierement simple ni joli. Il est
assez difficile a appréhender et assez technique. Cependant, il est puissant et il
permet d’obtenir de trés belles conséquences, en particulier dans le cas ou G est
cyclique. Nous donnerons quelques unes de ces conséquences dans la partie 5.

4.3 Facteurs directs de permutation

Soit m un groupe fini. En nous inspirant de la définition des modules projectifs,
nous posons la définition suivante:

Définition 4.3.1. Facteurs directs de permutation
On dit qu’un Z[r|-module P est un facteurs directs de permutation s’il existe
un Z|r]-module P" tel que P ® P’ est un module de permutation.

Intéressons-nous d’abord a la cohomologie des facteurs directs de permutation:

Proposition 4.3.2. Cohomologie des facteurs directs de permutation
Soit P un Z[r]-module, facteur direct de permutation. Soit p un sous-groupe de .

Alors H'(p, P) = H (p, P) = 0.

Preuve. Comme P est un Z[p]-module facteur direct de permutation, on peut
supposer p = 7. Il existe alors P’ tel que P & P’ est une somme directe de
modules de la forme Z[r/7'], pour 7’ sous groupe de w. On peut donc supposer
que P = Z[r/7n']. En appliquant le lemme de Shapiro (4.1.4), on obtient que
H'(m, P) = H'(w, Homgw(Z[n), Z)) = H (7', Z) = 0.

D’autre part, on vérifie facilement a la main que KerN = I,P,ou N : P — P,p
> ge , gp et I, est I'idéal de Z[p] engendré par les éléments de la forme g — 1, pour

g € p. Donc H'(p, P) = 0. O

On peut alors énoncer les caractérisations suivantes des facteurs directs de permu-
tation:
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Proposition 4.3.3. Caractérisations des facteurs directs de permutation
Soit P un Z[r|-module. Les propositions suivantes sont équivalentes:

(i) P est un facteur direct de permutation.

(ii) Pour tout morphisme de Z|r|-modules f : P, — P, induisant des surjec-
tions P{ — PJ quel que soit le sous-groupe p de m, Uapplication induite
Homgm (P, Pr) — Homg (P, Py) est surjective.

(iii) Si L est un Z[r]-module tel que H(p,L) = 0 quel que soit p sous-groupe
de 7, alors toute suite exacte de Z[r]-modules 0 — L — M — P — 0 est
scindée.

Preuve. Supposons (i). Ecrivons S = P @ P’ de telle sorte que S soit un module
de permutation. Soit f : P, — P, un morphisme de Z[r]-modules induisant des
surjections P{ — P§ quel que soit le sous-groupe p de 7. Soit h € Homg (P, P,).
Alors on peut prolonger h par 0 sur P’, obtenant ainsi h:S — P,. Le module S
s’écrit comme somme directe de facteurs de la forme Z[mw/p|, pour p sous-groupe
de 7. Considérons N = Z[r/p] un de ces facteurs. L’élément I |y (1) appartient a
Py on peut donc choisir zg € P/ tel que h | (1) = f(xo). Posons alors k(1) = zg
et prolongeons k par Z[r] linéarité & N. On a alors h |nv= fok. Il est donc possible
de trouver k' dans Homz (S, P1) tel que h= fok’. 1l suffit alors de restreindre &’ &
P pour montrer que h est bien dans I'image de Homg (P, P1) — Homyg (P, Ps),
d’ou (ii).

Supposons (ii). Soient L un Z[r|-module tel que H'(p,L) = 0 quel que soit p
sous-groupe de 7 et une suite exacte de Z[r]-modules 0 - L - M — P — 0. En
écrivant la suite exacte de cohomologie, on obtient alors, pour tout sous-groupe
p de 7, 'exactitude de la suite 0 — L — M? — P? — 0, donc M? — P’ est
surjective. Donc, avec (ii), Homg (P, M) — Homg- (P, P) est surjective, ce qui
permet immédiatement de scinder la suite 0 - L — M — P — 0, d’ou (iii).
Supposons (iii). Soit M le Z[r]-module qui, en tant que groupe, est le groupe
abélien libre de base (e,),ep indexée par P, et sur lequel la multiplication par
les éléments de Z[n] est donnée par: YA € Z[n],Vp € P, \e, = ey,. On a alors
une surjection naturelle M — P, qui envoie e, sur p, et M est un Z[r|-module
de permutation. Soit L le noyau de la surjection M — P. Alors la suite 0 —
L —- M — P — 0 est exacte, et, pour tout sous-groupe p de 7, on a la suite
exacte de cohomologie: 0 — L# — M? — P? — H'(p,L) — H'(p,B) = 0, en
tenant compte de la proposition précédente. Or la fleche M? — P? est clairement
surjective, donc H'(p, L) = 0. En appliquant (iii), on obtient que M = L & P, et
donc P est un facteur direct de permutation. O]

Cette caractérisation rappelle celle des modules projectifs.
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4.4 Liens entre les modules de permutation et les exten-
sions transcendantes pures

Soit [ un corps sur lequel 7 agit fidelement par automorphismes de corps. Lorsque
M est un Z[r]-module, libre et de rang fini sur Z, on fait agir 7 sur {[M], I'anneau
de groupe de M, par o(>_,.cpy Ammm) = > car 0(A)a(m), pour o € 7, et (Ap)menm
une famille presque nulle d’éléments de [. On étend cette action a [(M), corps des
fractions de I[M], par o(ab™') = o(a)o(b)~.

Proposition 4.4.1. Une base formée d’éléments fixes
Soit V' un l-espace vectoriel sur lequel w agit semi-linéairement, au sens ou V' est
un Z[r]-module tel que:

Vo e V.Vo € m,VA € l,0(\v) = o(N)o(v)
Alors il existe une base de V' contenue dans V7.

Preuve. 1l suffit de montrer que toute forme linéaire sur V' s’annulant sur V7
est nulle. Soit donc f une telle forme linéaire. Soit v € V. Pour tout A € [,
Y ower 0(Av) € VT o donc 0 = (3, o, 0(Av)) = >, o f(ov)a(N). Etant donné que
les automorphismes de corps sont linéairement indépendants et que l'action de
est fidele, on a f(v) = 0, d’ou le résultat. O

Nous allons a présent montrer un certain nombre de propriétés exprimant les liens
entre les extensions transcendantes pures et les facteurs directs de permutation.
Le premier résultat concerne les modules de permutation.

Proposition 4.4.2. Extension transcendante pure associée a un module
de permutation

Soit P un Z[r|-module de permutation de type fini. Alors [(P)™/I™ est une exten-
sion transcendante pure.

Preuve. Considérons (ey, ..., €,) une Z-base de P permutée par m. Soit V' le sous-[-
espace vectoriel de [(P) engendré par ey, ..., e,. La proposition précédente impose
alors qu'il existe fi, ..., f, une base de V' contenue dans V™. On a alors [(P) =
U(f1y ey Jr), €t (f1, ..oy frr) est une famille transcendante pure sur [. Par conséquent,

W(P)" =1"(f1,...., fr), d’ou le résultat. O

Le résultat suivant permet d’établir un isomorphisme de corps lorsqu’une certaine
suite est exacte. Nous aurons besoin ici du théoreme de Hilbert 90, démontré en
4.1.3:

Proposition 4.4.3. Suite exacte et isomorphisme

Considérons 0 — M; — My — P — 0 une suite ezacte de Z|m|-modules de type
fini, libres en tant que groupes abéliens. On suppose de plus que P est un facteur
direct de permutation. Alors les corps [(My)™ et [(M; & P)™ sont ["-isomorphes.
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Preuve. Notons p : My — P la projection. On a une inclusion naturelle de (M)
dans [(My). Soit H le sous-groupe de [(Ms)* engendré par [(M;)* et My. C’est un
Z[r]-module. Soit f: H — P définie par:

VA € l(My)*,Vm € My, f(Am) = p(m)

La suite

f

0——I(M,)* H-L1-p— -0

est alors exacte. Pour p sous-groupe de 7, d’apres le théoreme de Hilbert 90, on
a H'(p,l(My)*) = HY(Gal(I(My)|l(M;)?),1(M;)*) = 0. D’apres la caractérisation
des facteurs directs de permutation (4.3.3), la suite exacte précédente est scindée.
La section P — H permet alors de construire un isomorphisme entre [(M;) et
[(M; & P) qui commute a l'action de 7, d’ou le résultat. O]

On en déduit le corollaire suivant:

Corollaire 4.4.4. Suite exacte et extension transcendante pure
Considérons 0 — M; — My — P — 0 une suite eracte de Z[n]-modules de
type fini, libres en tant que groupes abéliens. On suppose de plus que P est de
permutation. Alors [(My)™ est une extension transcendante pure de [(M;)™.

Preuve. D’apres la proposition précédente, les corps [(M)™ et [(M; & P)™ sont
["-isomorphes. En appliquant la proposition 4.4.2, en prenant [(M;) comme corps
de base, on obtient que I(M; & P)™ =2 [(M;)(P)™ est une extension transcendante
pure de I(M;)™, d’ou le résultat. ]

Nous sommes a présent en mesure d’énoncer le théoreme central de cette partie.
Pour le montrer, nous ferons appel a des résultats montrés dans la partie 3, afin
d’établir le contre-exemple de Swan:

Théoreme 4.4.5. Modules de permutation et extensions transcendantes
pures

Soit M un Z[r]-module de type fini, libre en tant que groupe abélien. Les affirma-
tions suivantes sont équivalentes:

(i) 1l eziste une extension transcendante pure L de [(M)™, de degré de transcen-
dance fini, qui est aussi transcendante pure sur ™.

(i1) Il existe des modules de permutation Py et P, de type fini rendant exacte la
suite
0O—-M—P,—P, —0
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Preuve. Supposons (i). Ecrivons L = I(M)™ (1, ..., x,) = I"(y1, ... Yprs), OU (21, .., 2;)
et (Y1, ..., Yrrs) sont des familles algébriquement indépendantes sur [(M)™ et ™ re-
spectivement. Faisons agir 7 sur [(M)(z1,...,2,) = (M) Qiany~ [(M)™ (21, .., ;)

a travers le premier facteur, c’est-a-dire, o(a ® b) = o(a) ® b. Posons finalement
A = l[M][xy, ...,z et A = ly1, ..., yrss]. Vérifions que ces anneaux vérifient les
propriétés (P1) — (P5).

(P1): Le corps des fractions de A est clairement [(M)(z1,...,x,). Le corps des
fractions de A" est I(y1, ..., Yr1s), €t on a le diagramme:

Ly1y ooy Ypys) —U(M) (21, ..., )

degre=|m| degre=|r|

lﬂ(ylv ] yr-‘rs) = l<M)7T(I'1, ceey ,I‘r)

Donc [(M)(x1, ..., x,) est le corps des fractions de A’.
(P2): A et A’ sont clairement des l-algebres de type fini.
(P3): A est clairement stable par 7. On a de plus le diagramme:

l(yh "'7yr+s)

degre=|m

lﬂ(yla e yr-l—S)(_) l(ylv e yr—i-syr

Donc I™ (Y1, ooy Yras) = LY1s ey Ypas)™ DonC Y1, oos Yris € Y1, oo Yras)™ et A’ est
bien stable par 7.

(P4): A et A’ sont bien factoriels.

(P5): A*JI* = M et A™/I* =1 sont bien des groupes abéliens de type fini.
D’apres 3.1.3, il existe a € A™ et @’ € A'™ tels que Ala~!] = A'[a’~!|. Notons B cet
anneau. La propriété 3.1.4 permet alors d’établir I'existence de deux Z[r]-modules
de permutation de type fini P; et P, rendant exactes les deux suites:

0— A"/l =5 B*/I" - P, —0
0= A"/I" - B/l 5 P, — 0
On déduit I'exactitude des suites:
0—-M—DB/I" P —0
0—=0—=B"/I"=>P,—0

et donc la propriété (ii) est démontrée.

Supposons (ii). La proposition précédente impose alors que I(FP5)"/I(M)™ est une
extension transcendante pure. Son degré de transcendance est clairement fini. De
plus, d’apres 4.4.2, I(P;)"/I™ est aussi transcendante pure. La propriété (i) est
donc établie, avec L = [(P,)". O
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Nous en déduisons le corollaire suivant, qui nous sera tres utile dans la suite:

Corollaire 4.4.6. Modules de permutation et extensions transcendantes
pures 2

Soit M un Zlr]-module de type fini, libre en tant que groupe abélien. On suppose
que , pour tout sous-groupe p de w, on a H'(p, M) = 0. Les propositions suivantes
sont alors équivalentes:

(i) Il existe une extension transcendante pure L de [(M)™, de degré de transcen-
dance fini, qui est aussi transcendante pure sur [™.

(1) 1l existe des modules de permutation Py et Py de type fini tels que

MoP =PF

Preuve. Supposons (i). Alors, d’apres le théoréme précédent, on peut trouver des
modules de permutation P; et P, de type fini rendant exacte la suite 0 — M —
P, — P, — 0. D’apres les caractérisations des facteurs directs de permutation
(4.3.3), cette suite est scindée, d’ou la propriété (ii).

L’implication (i) = (i) découle immédiatement du théoréme précédent. O

4.5 Construction du module F et liens avec les extensions
transcendantes pures

On suppose maintenant que 7 est abélien. Dans cette section, nous allons définir
un foncteur de la catégorie des m-modules dans la catégorie des Z(p)-modules sans
torsion, et nous verrons comment 1’étude de ce foncteur permet de dire si une
certaine extension est transcendante pure ou pas.

On définit ce foncteur par Fy ,(M) = (M®,Z(p))/{éléments d'ordre additif fini},
ol M est un m-module et p est un groupe quotient cyclique de 7. Ce foncteur est
bien défini, car le morphisme d’anneaux surjectif Z[r| — Z(p) nous permet de
considérer chaque Z(p)-module comme un m-module.

Proposition 4.5.1. “Indépendance par rapport au choir de 7"

Soient S(m) l'ensemble des quotients cycliques de m et @' un groupe quotient de .
Alors il y a une inclusion naturelle S(n') C S(w). En plus, pour tout ©'-module
M on a:

i) Sipe S(n'), alors Fy ,(M) = Fu ,(M) en tant que Z(p)-modules;

ii) Si p € S(m) mais p & S(n'), alors Fy ,(M) = 0.

Preuve. Déja, l'inclusion est claire (elle est induite par le morphisme surjectif
T — ).
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Montrons 'assertion i). On a I'isomorphisme M ®, Z[r'] = M, donc M ®, Z(p) =
M @, Z[r'| @, Z(p) = M Q@ Z(p).

Montrons 'assertion ii). L’hypothese p € S(n’) montre l'existence d’un élément
o € m qui a pour I'image 1 dans 7’ et dont I'image ¢* dans p est différente de 1.
L’action de o sur M est alors triviale, donc (6* — 1) - (M ®, Z(p)) =0, o 0* — 1
est un élément non nul de Z(p). Mais alors, si 7 est un générateur de p et o* = 79
avec 0 < d < |p|, comme les polynémes ¢, (X) et X% —1 (d < |p|) sont premiers
entre eux, il suit que o* — 1 divise un entier non nul dans Z(p) par Bézout. Mais
alors M ®, Z(p) est un groupe de torsion, et donc Fy ,(M) = 0. O

On écrit dorénavant F), au lien de F , par abus de langage.

Proposition 4.5.2. Une certaine compatibilité avec l’inclusion

Soient N un m-module et M C N un sous-m-module de N tel que N/M soit un
groupe de torsion. Alors F,(M) est isomorphe a l'image de M sous Uapplication
naturelle N — F,(N), pour tout groupe quotient cyclique p de 7.

Preuve. Soit J le noyau du morphisme Z[r| — Z(p). Ceci induit, pour tout -
module P, une surjection P — F,(P) de noyau {p € P|3k € Z,k # 0,k-p € J-P}.
Il suffit alors de voir que {m € M|3k € Z,k # 0,k-m € J- M} = M n{n €
N|3k € Z,k #0,k-n € J- N}. Mais ceci est vrai car N/M est de torsion. O

Proposition 4.5.3. Cas d’un module de permutation
Si N est un m-module de permutation, alors F,(N) est Z(p)-libre pour tout p groupe
quotient cyclique de .

Preuve. Le module N est un m-module de permutation, donc il suffit de traiter
le cas N = Z[n'] avec ' un groupe quotient de 7 car le foncteur que nous avons

défini est compatible avec la somme directe. Mais alors d’apres la proposition
4.5.1, F,(N) = Z(p) ou F,(N) = 0. D’ou la proposition. O

Théoreme 4.5.4. F, et isomorphismes 1

Soit ™ un groupe cyclique. Soit M un mw-module projectif de type fini. Alors [(M)™

et l(BF,(M))™ sont isomorphes sur ™, ot p parcourt l’ensemble des quotients
p

cycliques de .

Preuve. Cette preuve est assez longue et délicate. Fixons d’abord les notations
pour cette preuve. Soit m un groupe cyclique d’ordre m et de générateur 7. On
note F(m) 'ensemble des diviseurs positifs de m. On note 74 I'unique groupe quo-

tient de 7 d’ordre d pour d € E(m). On note aussi, pour C C E(m), ¢c = [] ¢a-
deC
Si M est un m-module, alors on note, pour tout C' C E(m), Mg = M/pc(T)M.

On introduit aussi un graphe qui sera étudié dans lemme 3 et dont I’ensemble
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des sommets est I'ensemble des relations d’équivalence sur E(m): si G(m) est
I'ensemble des relations d’équivalence sur E(m) et u un élément de G(m) dont
I'ensemble de ses classes d’équivalence non nulles est noté [u], alors deux sommets
u et v sont les extrémités d’une aréte si la condition suivante est vérifiée: il existe
d e E(m)et D € [u] tels que E(d) C D, E(d) # Det [v] = {E(d), D—E(d),C|C €
[u], C' # D}. L’ensemble des arétes sera noté S(m), et on montrera dans le lemme
3 que ce graphe est connexe.

Lemme 1: Soit M un Z[r]-module projectif, et soit d € E(m). Alors Mg est un
Z[r]-module, facteur direct de permutation.

Preuve du lemme 1: ME(d) = M/(Td—l)M = M®Z[F]Z[7T]/(Td—1) = M®Z[W]Z[ﬂ'd].
M étant projectif, cet isomorphisme impose que Mg est un Z[ms-module pro-
jectif, et donc un Z[r]-module, facteur direct de permutation.

Lemme 2: Soient M un 7w-module projectif, et C, C’ deux sous-ensembles disjoints
de E(m). Alors on a une suite exacte de m-modules:

0— Mc— Moucr — Mo — 0

Preuve du lemme 2: Comme tout passe a la somme directe, il suffit de traiter le cas
ou M = Z[r]. On vérifie 'exactitude de la suite pour les applications suivantes:
celle de Mgy vers Mer est la projection naturelle, et celle de Mg vers Moyer est
induite par la multiplication par ¢¢r (7).

Lemme 3: Le graphe (G(m), S(m)) est connexe.

Un mot avant de faire la preuve de ce lemme: on ne prend pas en compte
I’orientation des chemins.

Preuve du lemme 3:

On note i(m) (resp. w(m)) la relation d’équivalence sur E(m) telle que [i(m)] =
{{d}|d € E(m)} (resp. [w(m)] = {E(m)}). Il suffit de voir qu'’il existe un chemin
de u vers i(m) pour tout u € G(m). On va faire une récurrence (forte) sur m. On
note aussi n(u) = |E(m)| — |[u]]. Pour m fixé, on fait une récurrence sur n(u).
Récurrence sur m: Sim = 11l n’y a rien a démontrer. Le passage de < mam+1
se fait par une récurrence sur n(u).

Récurrence sur n(u): Si n(u) = 0, alors u = i(m) et on a gagné. On sup-
pose donc n(u) > 0, et soit e le plus petit élément de E(m) tel qu'il existe
D € [u] avec |D| > 1 (non trivial) et e € D. Il suffit donc de montrer qu’on
peut isoler e dans D. Comme u # i(m), on a e < m. On peut donc appli-
quer I’hypothese de récurrence sur m, qui donne un chemin de i(e) a w(e) dans
le graphe (G(e), S(e)). On va noter ce chemin (v;)o<;<p, €t on va modifier ce
chemin dans la suite. Pour 0 < j < b, on note D; € [vj] la classe qui contient
e, i.e. e € Dj. On définit alors un chemin de longueur 2b + 1 qui permet de
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séparer e des autres éléments de D. Pour 0 < j < b, on définit u; € G(m) par
[u;] ={C € [u]|CNE(e) =0Uu{DUD,;}U([v;] —{D;}). Pour b+1<j <2b+1,
on définit u; € G(m) par [u;] = {C € [u]|CNE(e) = 0}U{D—{e}}Uvapt1_]. On
vérifie bien qu’il s’agit d’un chemin sur le graphe, comme on peut s’en convaincre a
partir d’une figure: On a par ailleurs [ug 1] = {D —{e}, {e}} U{[u]—{D}}. On a
donc réussi a isoler e dans la classe D, il suit que n(ug1) = n(u) —1. L’hypothese
de récurrence fournit alors un chemin de ugy; & i(m). On peut donc relier u a
i(m).

On a ainsi bien montré la connexité du graphe (dans le sens d'un graphe non-
orienté).

Lemme 4: (Un invariant du graphe) Si u,v € G(m), alors [(M(u))™ = (M (v))"
sur [™, ou M(s) = @[ ]MC pour s € G(m).
Cels

Preuve du lemme 4: Déja remarquons que le lemme précédent nous permet de
simplifier la situation: il suffit de faire cette preuve dans le cas de deux extrémités
d’une aréte du graphe. On peut alors appliquer le lemme 2 pour avoir une suite
exacte de m-modules:

0— MDfE(d) — Mp — ME(d) —0

Cette suite exacte donne lieu alors, en ajoutant un facteur N = o Mg, la
Ceu],C#D

suite exacte suivante:
O%N@MD—E(d) %N@MDﬁME(d) —0

de modules Z-libres car M est projectif. En appliquant les lemmes 1 (de cette
démonstration) et 4.4.3, on a un isomorphisme de corps entre (N @& Mp_g@q) ®
Mpg@ay)™ et (N @ Mp)™ sur [™. Mais ceci est tout simplement un isomorphisme
(M (u))™ =2 (M (v))™ sur {™, puisque u et v sont les extrémités d’'une méme aréte
du graphe.

Finalement on est en mesure de démontrer le théoreme:

Preuve du théoreme: reprenons les notations i(m) et w(m) du lemme 3. Alors en
appliquant le lemme 4 & u = i(m), v =w(m), on a M(i(m)) = & M/(¢a(T)M) =
dim

SF,(M) et M(w(m)) = M, ce qui donne I'isomorphisme entre [(M)™ et [(BF,(M))"
P p
sur [". D’ou le théoreme. ]

Nous en déduisons le corollaire suivant:
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Corollaire 4.5.5. F, et isomorphismes 2
Soit ™ un groupe abélien fini. Soit M un Z[r]-module de type fini de la forme

M:@Mﬂl

ot, My est un Z[n'|-module projectif, @’ décrivant les quotients cycliques de w. On
a alors le ["-isomorphisme de corps:

I(M)™ ] (@ Fp(M)>

p décrivant les quotients cycliques de 7.

Preuve. Soit 7' un quotient cyclique de w. Notons ' = 7/7”. Le théoreme
précédent appliqué au groupe cyclique 7/, au module M, et au corps I™ permet
d’obtenir le ["-isomorphisme de corps:

I(M)™ =21 (EB Fp,(Mﬂ,))

ou la somme est prise sur les quotients cycliques de n’. La proposition 4.5.1 permet

alors d’écrire: -
(M) 21 (@ Fp<M7~>>
P

ou la somme est prise sur les quotients cycliques de 7.

Montrons que cela implique que {(M,/) =1 (@ Y p(Mﬂ/)). Pour ce faire, la bonne
notion a introduire est celle des extensions linéairement disjointes. Cependant, afin
de ne pas introduire de nouvelles notions qui ne serviront que dans cette preuve,
nous allons donner une démonstration “ a la main ”.

Etudions d’abord [(M,)™. En appliquant le théoréme de I’élément primitif, soit /y
tel que 1, o, ..., lg_l soit une base de [ sur [, ou p est 'ordre de 7. Montrons que,
dans le corps [(M), 1, 1o, ..., lg_l sont libres sur [(M,/)™. Soient ay, ..., a, € {(My)™

tels que
p

Z ailf)_l =0

=1

On a alors, pour tout o € m,



Donc, si 01, ..., 0, sont les éléments de 7 et si V(01(lp), ..., 0,(lo)) est la matrice de
Van der Monde associée a o1(lp), ..., 0,(lp), alors:

V(O’l(lo), PN O'p(l()))t(a,l, ceny (lp) = O

On en déduit que a; = ... = a, = 0, d’ott la liberté de 1, I, ..., lg_l sur [(M)".
On déduit immédiatement que l'application (™-linéaire [(M )™ Q= | — (M)
définie par a ® b — ab est injective. Munissons [(M,/)™ ®;= | d’une structure
d’anneau par (a ® b)(a’ @ b') = (aa’ ® bV'). L’application linéaire précédente est
alors un morphisme d’anneaux injectif, dont I'image est

(M)l = {Zaibi,ai € I(My)™, by € z}

ou les somes prises sont toutes finies. On en déduit que I(M,/ )™l est un {(M,/)"-

espace vectoriel de dimension p, inclus dans [(M,), qui est aussi un (M, )"-espace
vectoriel de dimension p. Par conséquent, [(M,)™l = I(M,/). On en déduit que
I(M)™ @= 1 est un corps l-isomorphe a [(M,).

De maniere analogue, [ (@ p F,,(MW/)> @~ | est muni d’une structure de corps
[-isomorphe a [ (@p Fp(Mﬂ/)>. Nous en déduisons un [-isomorphisme entre les

corps (M) =1 (EBP Fp(Mﬂ/)>, qui commute avec 'action de 7. On en déduit un

isomorphisme
(M) = (@ Fp(M)>

ui commute avec ’action de 7w, d’ou le résultat.
)

Le résultat suivant jouera un role important dans la suite:

Théoreme 4.5.6. Lien entre I, et les extensions transcendantes pures
Soit m un groupe abélien fini. Soit M un Z[r]-module de la forme:

v- @
ot My est un Z[n'|-module projectif, @’ décrivant les quotients cycliques de w. 1l
y a alors équivalence entre les propriétés suivantes:

(i) Le corps [(M)™ est une extension transcendante pure de ™.

(i) 1l existe une extension transcendante pure L de [(M)™, de degré de transcen-
dance fini, qui est aussi transcendante pure sur (™.
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(111) Pour tout quotient cyclique p de w, F,(M) est un Z(p)-module libre.

Preuve. Supposons (ii). Le module M est un facteur direct de permutation sur
Z[r], donc d’apres 4.3.2, nous pouvons appliquer 4.4.6. 1l existe donc des Z[r]-
modules de permutation de type fini N; et Vs tels que M &Ny = Ny. D’apres 4.5.3,
pour tout quotient cyclique p de m, F,(Ny) et F,(N3) sont des Z(p)-modules libres
tels que F,(M) @ F,(Ny) = F,(N3). Comme Z(p) est un anneau de Dedekind,
d’apres le théoreme de structure des modules de type fini sur un anneau de
Dedekind, cela impose que F,(M) est un Z(p)-module libre, d’ot (iii).

Supposons maintenant (iii). Soit (') le rang de M, sur Z[r']. Posons

N =&z

Soit p un quotient cyclique de 7. Par hypothese, F,(M) est libre. Soit G I’ensemble
des quotients cycliques n’ de 7 tels que p est un quotient de n’. Alors le rang de

F,(M) est:
R=Y r(x)
m'eG
D’autre part, il est clair que F,(N) est libre de rang R. Donc F,(M) et F,(N)
sont des Z(p)-modules isomorphes. Par conséquent,

P E, () = P F,W)

Avec 4.5.5, on déduit les [™-isomorphismes

l(M)“%l(@F,,(M)) gz(@Fp(N)) >~ [(N)™

Or, d’apres 4.4.2, I[(N)™ est une extension transcendante pure de I, d'ou (i). O

4.6 FEtude des modules I, et J,

Soit p un nombre premier et posons ¢ = p*®, ou s > 0. On se donne un corps [, de
caractéristique distincte de p, et contenant une racine primitive g-ieme de I'unité,
notée (,. On considere aussi un groupe abélien fini 7 d’automorphismes de /. On
note alors k = [". L’extension [|k est alors finie galoisienne de groupe de Galois .
Soient m(q) = Gal(l|k((,)) et p(q) = Gal(k(¢,)/k). La théorie de Galois impose
alors que p(q) = m/m(q). L'application m — (Z/qZ)*, o — t telle que o(¢,) = ¢}
est un morphisme de groupes dont le noyau est 7(q). Elle se factorise donc en un
morphisme de groupes injectif ¢, : p(q¢) — (Z/qZ)*. Ceci permet de munir Z/qZ
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d’une structure de Z[p(q)]-module, et donc aussi d'une structure de Z[r]-module.

Supposons dans un premier temps que p(q) n’est pas cyclique. On sait que, des que
p est impair ou s < 3, Z/qZ est cyclique. On en déduit que nécessairement p = 2
et s > 3. Notons C(q) = (Z/qZ) — {0}, et considérons Z@ le Z[p(q)]-module
de permutation de Z-base (e.)ccc(q) indexée par C(q) tel que, pour o € p(q) et
c € C(q), o(e.) = epe. Soit iy : Z¢9D — Z/qZ le morphisme de Z[p(q)]-modules tel
que i4(e.) = ¢, pour ¢ € C(q). Soit I, = Ker(i,). On a alors la suite exacte:

0— I, »2Z°9 - 7/qZ — 0

Proposition 4.6.1. Cohomologie de I,
Supposons p(q) non cyclique.

(i) Pour tout sous-groupe p de ©, H'(p,I,) = 0.
(ii) Il existe un sous-groupe p de 7 tel que H=(p, 1,) #0.
Preuve.
(i) Soit p un sous-groupe de 7. Ecrivons la suite exacte de cohomologie:
0— 10— (29 — (Z/qZ)" — H'(p,1;) — 0

car Z°@ est un module de permutation. La fleche (Z°@)? — (Z/qZ)? étant
clairement surjective, on a bien H'(p, I,) = 0.

(ii) Montrons d’abord qu'il existe py sous-groupe de p(q) tel que H~(po, 1,) #0.

Par hypothese, p(q) n’est pas cyclique. De plus, il s’'injecte dans (Z/qZ)* =
7.)27 x 7.)2°27. Par conséquent, on peut trouver py un sous-groupe de p(q)
tel que ¢, (po) = {1,—1,u+1,u—1} = (Z/27Z)* ot u = q/2.
Soit C = {1l,u—1,u,u+1,—-1} C Z/qZ. Tout comme nous avons muni
7@ dune structure de Z[p(q)]-module, on peut munir Z¢ d'une structure
de Z[po]-module. En considérant la restriction de Z¢9 — Z/qZ & Z°, on
obtient la suite exacte:

0—=2°N1, - 7Z° = 7/qZ — 0

Posons M = Z¢ N 1,. Montrons que H'(p;, M) = 0, pour p; I'un des cinq
sous-groupe de py = (Z/27Z)*. D’apres la suite exacte de cohomologie, il
suffit de montrer que la fleche f,, : (Z9)P — Z/qZP" est surjective.

Si py = 1, il est clair que f,, est surjective.

Si p1 = po ou p1 = ¢, ({1,-1}) ou pr = ;' ({1,u — 1}), alors Z/qZ* =
{0,u} et e, € (Z°)P*, donc f,, est surjective.

44



Finalement, si py = @' ({1,u + 1}), alors Z/qZ”* = {0,2,4, ...,q — 2}. Comme
(u + 2)/2 est impair, il est inversible dans Z/qZ. Soit donc A € N tel que
AMu+2) =2 (mod g). Alors 'image de kA(e; + e,41) € (ZC)P par f,, est
2k, d’ou la surjectivité de f,,.

Ainsi, nous avons montré que, dans tous les cas, H'(p1, I,) = 0.

Montrons a présent que H ~“Y(po, M) # 0. Considérons:

r=(1—u/2)e; + (u/2)e_1 — €14y

Il est clair que # € M, et on remarque que . ,, 0« = 0. Montrons donc
que z n’est pas dans I, M, ou I,, est I'idéal de Z[p,] engendré par les o — 1
pour o € py. Soit @ = ) - ace. un élément de M. Alors ¢ divise ) - ca,
et donc u divise oy —ay, 1+, 1 +a_1. Or, on remarque que les composantes
selon e,_1 et e_; de:

(o (w—1) = ¢ (1))x sont ay — @1 €t aq1 — a_y Tespectivement.
*(o (w+1) — ¢ (1)) sont ey — vy €t oy — a_y respectivement.
(o (=1) — ¢ ' (1))ex sont a1 — -1 et ag — a_y respectivement.

Dans les 3 cas, la somme des coefficients de e,_1 et e_; est donc multiple
de u. On en déduit par linéarité que, pour tout élément de I, M, la somme
des coefficients de e, _1 et de e_; est multiple de u.AOr, pour z, cette somme
vaut u/2, donc x n’appartient pas a I, M. Ainsi, H *(po, M) # 0.

En composant la fleche [, — ZC@ avec la projection ZC@ — 7C@-C
on obtient une application I, — Z¢@~C¢ rendant exacte la suite de Z[po)-

modules:
0—=M—1,—7°@WC 50

Comme pour tout sous-groupe p; de pp on a H'(py, M) = 0 et comme ZC(@)~
est un facteur direct de permutation, d’apres 4.3.3 la suite précédente est
scindée. Donc I, = M ® Z°@~C et donc H™Y(py, I,) # 0. Finalement, si
'on note p I'image réciproque de py par la projection m — p(g), on obtient

C

immédiatement que ﬁ[ﬁl(p, 1,) # 0.
[l

A partir d’ici, et jusqu’a la fin de cette partie, nous supposerons p(q) cyclique.
Notons J, le noyau du morphisme Z[p(q)] — Z/qZ induit par ¢,, de telle sorte
que la suite suivante de Z[p(q)]-modules est exacte:

0— J, = Zlp(q)] = Z/qZ — 0
Nous allons étudier le module J,,.

Proposition 4.6.2. Projectivité de J,
Supposons p(q) cyclique. Supposons de plus que 4 ne divise pas q ou que pqu(p(q))
n'est pas égal a {1,—1}. Alors J, est un Z]p(q)]-module projectif.
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Preuve. Notons p = ¢4(p(q)) et p1 'image réciproque de p par Z/pqZ — Z/qZ.
Notons aussi n 'ordre de p. Alors l'ordre de p; est np. Montrons par ’absurde
que p; est cyclique.

Suposons donc que p; ne soit pas cyclique. Par conséquent, (Z/pqZ)* n’est pas
cyclique, et donc pg est une puissance de 2 au moins égale a 8. Donc p = 2
et 4 divise ¢. On a alors Z/pqZ = 7./27 x Z./2°7'7Z, et donc, comme p; n’est
pas cyclique, nécessairement —1 € p;, d’ou —1 € p. Ainsi, p est un sous-groupe
cyclique de Z/qZ = 7./27.x 7./ 2°~*Z contenant —1. On en déduit que p = {1, —1}:
c’est absurde! Donc p; est cyclique.

Soit t € Z dont la classe dans Z/pqZ engendre p;. L’odre de p; étant strictement
plus grand que n, pg ne divise pas t" — 1. Or la classe de ¢t dans Z/qZ engendre p,
donc ¢ divise " — 1. On peut donc écrire t" — 1 = aq avec a A ¢ = 1.

On se donne alors 7 € p(q) tel que ¢4(7) =t (mod ¢). Alors 7 engendre p(q) et J,
est I'idéal de Z[p(q)] engendré par 7 —t et a: pour le voir, il suffit de remarquer que
les (1 —t)¥ pour 0 < k < n — 1 forment une base du groupe abélien libre Z[p(q)].
Notons M l'idéal engendré par 7—t et a. Comme aAq =1, on a J,+M = Z[p(q)],
et donc J,M = J, N M, d’ou la suite exacte de Z[p(q)]-modules:

0— JM— J,&M— Zp(g)] =0

ou l'application J, & M — Z[p(q)] est donnée par (j,m) — j —m. Cette suite est
scindée puisque Z[p(q)] est projectif. Donc J, & M = J,M & Z[p(q)].

Remarquons que l'idéal J,M est engendré par (1 — t)?, a(t —t), ¢(T — t) et aq.
Comme ag =t" — 7 et aAg=1,ona J,M = (1 —t)Z]p(q)], qui est un Z[p(q)]-
module libre. Par conséquent, J, @ M est libre, et donc J, est projectif. O

Pour la preuve de la proposition suivante, nous aurons besoin du petit lemme
suivant:

Lemme 4.6.3. Idéaux d’indice une puissance de 2
Soit I un idéal de Z[(yr] d’indice 27 Alors I = (1 — (or)" .

Preuve. L’anneau Z|[(or] est un anneau de Dedekind. Soit p un idéal premier (et
donc maximal) contenant /. L’idéal Ng(c,.)o(p) est I'indice de p dans Z[(yr], c’est
a dire une puissance de 2. C’est en plus un nombre premier: c’est donc 2. On
en déduit que p est d'indice 2, et donc 2 € p. En remarquant que ®o-(1) = 2 =
[1icucor anoey (I — ¢3-), il existe ag tel que 1 < ag < 27, a impair et 1 — (5 € p.
Comme 1 — (30 et 1 — (or sont associés, 1 — (or € p. Comme (1 — (yr) est maximal,
c’est p. En tenant compte de 2.1.7, il existe 7" tel que I = (1—(»)™". En calculant
la norme de I, on obtient alors que " = r’. m

Nous sommes a présent en mesure d’établir le résultat suivant:
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Proposition 4.6.4. Lien entre J, et les extensions transcendantes pures
Supposons p(q) cyclique. Supposons de plus que p = 2. Alors I(J,)" est une
extension transcendante pure de [™.

Preuve. Quitte & remplacer { par ™9, on peut supposer m = p(q).

Supposons d’abord que 4 ne divise pas ¢ ou que p,(p(q)) # {—1,1}. Alors, d’apres
4.6.2, J, est un Z[r]-module projectif. Donc, d’apres 4.5.6, il suffit de voir que
F,(J,) est cyclique pour tout quotient p de 7. Soit donc p un tel quotient, et notons
2" son ordre. Comme Z[r]/J, est un groupe de torsion, d’apres 4.5.2, F,(J,) est
un sous-module de F,(Z[r]) = Z(p) = Z[(or] d’indice une puissance de 2. D’apres
le lemme précédent, F,(.J,) est libre, d’otu le résultat.

Supposons maintenant que 4 divise ¢ et que p,(p(q)) = {—1,1}. Notons p(q) =

{1,7}, avec p,(1) = —1. Notons z = 1 + 7 et y = 3¢(1 — 7). Une vérification
immédiate montre que J, = Zo ® Zy, et ona 7-x = v et 7-y = —y. Donc
I(J,) = Uz,y), ou 7(z) = z et 7(y) = y~'. Soit a € [ tel que 7(a) # «, et
posons z = %Tl(a) On a alors 7(2) = z, et donc l(z,y)™ = ["(z, 2), avec x et 2
algébriquement indépendants sur (™. O

Pour m € Z, notons ord(m) la valuation p-adique de p dans m. Nous aurons
besoin dans la suite du lemme arithmétique suivant:

Lemme 4.6.5. Un lemme d’arithmétique élémentaire
Supposons p impair. Soit t € 7Z non diwvisible par p. Soit f ['ordre de sa classe
modulo p dans (Z/pZ)*. Alors:

t"™ —1) =0 sim > 0 n'est pas multiple de f,
ord(t™ — 1) = ord(t! — 1) + ord(m) si m > 0 est multiple de f.

Preuve. Soit m > 0.

Si f ne divise pas m, alors ord(t™—1) = 0, et comme ¢,,(t) | " —1, ord(¢,,(t)) = 0.
Supposons a présent que f divise m. Ecrivons m = fp'n, avec n non multiple de
p. Notons r = fp'.

Supposons d’abord n > 1. Avec la formule du binéme,

-1 _ (" -D+1" L 1y —
i e = Z C,m(t" —1)" = n(modp)

0<i<n-—1

donc ord(t™ — 1) = ord(t" — 1). De plus, comme ¢,,(t)| 5=, ord(¢m(t)) = 0.
On est donc maintenant ramenés a étudier le cas ou n = 1. Supposons que i > 0.
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Notons s = fp'~!. Encore avec la formule du binéme, on a:

tm—1 (= 1)+ 1)
ts—1 ts —1

= Z Corl(t° — 1) = p(modp®)

0<i<p—1

donc ord(t™ — 1) = ord(t* — 1) + 1. De plus,

" —

ts_llz IT ¢

dim,dts

et donc, comme le seul d tel que f | d | m mais d 1 s est m, on a ord(¢.,(t)) = 1.
Finalement, une récurrence simple donne que ord(t™ — 1) = ord(t/ — 1) + ord(m),
et on a terminé. ]

Si K est une extension cyclique de k contenue dans [, alors Gal(K|k) est un
quotient cyclique de m. Nous noterons Fy au lieu de Fgqxr). Nous pouvons
maintenant montrer la proposition suivante:

Proposition 4.6.6. Calculs de Fix(J,)

Supposons p impair. Soit T un générateur de p(q), et soit t € Z tel que 7((y) = (..
Soit f lordre det mod p dans (Z/pZ)*, et soit r tel que p" = q A (' —1). On a
alors:

(a) Tout corps intermédiaire k C K C k((,) est uniquement déterminé par le
degré [K : k|. De plus, le groupe px = Gal(K|k) est cyclique, engendré par
limage T de T dans pg.

(b) (i) Si K = k((p), alors K = k((yi) pour tout 1 < i <r, [K : k] =f, et
Fr(J,) est isomorphe a lidéal (p, 7, — t)" en tant que Z(px)-module.
(ir) Si K = k((yi) pour v < i < s, alors [K : k] = fp'™", et Fg(J,) est
isomorphe a lidéal (p, T — t) en tant que Z(pk )-module.
(111) Pour tous les autres corps intermédiaires k C K C k((,), Fk(J,) est
isomorphe a Z(pk) en tant que Z(px)-module.

Preuve.

(a) Immédiat d’apres la théorie de Galois et en tenant compte du fait que k((,)|k
est cyclique.

(b) Soit 1 <14 < s. La théorie de Galois impose que [k((,) : k] est le plus petit
entier strictement positif m tel que 77({,i) = (i, ¢'est-a-dire tel que p* divise
t™ — 1. Avec le lemme précédent, on déduit que [k((yi) - k] = fsil <i <,
[k(Cpi) : k] = fp"™" sinon. En combinant avec (a), cela permet d’établir que
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si K = k((p), alors K = k(¢}) pour 1 <i <.

Soit K un corps intermédiaire entre k et k((;). Soit d = [K : k]. On a
clairement d|fp*~". Rappelons que la suite 0 — J, — Z[p(q)] = Z/qZ — 0
est exacte. En tensorisant par Z(pg ) au-dessus de Z[p(q)], on obtient la suite
exacte de Z(px )-modules suivante:

Jo @z Z(px) = Z{p(q)] ®zipq)] Z(pr) — L)L Qzjp(q) L(pK) — 0

D’apres 4.6.2, J, est projectif, donc J; ®zppq) Z(px) = Fr(Jg). De plus,

Fx(Zlp(q)]) = Zlp(0)] ®zjpq) Z(px) = Z(pxk). Comme Z[p(q)]/J,; est un
groupe de torsion, la proposition 4.5.2 impose que la fleche

Jq ®zip(e)) Z(pr) = Z[p(q)] @zip(q)) Z(Px)

est injective, d’ou 'exactitude de la suite:
0 = Jy @zpp(a)) Z(px) = ZIp(9)] Rzip() Z(px) = L/ 4L Qzjp(q)) Z(px) — 0
Comme Z(px) = Z[p()]/6a(T)Zlp(q)), on a:
L]qZ Qzp(q) Lpx) = (L)L) [ ¢a(T)(Z/qL) = L] (qZ + ¢a(t)Z)
On en déduit la suite exacte:
0— Fx(J,) — Zpk) = Z/(qZ + ¢4(t)Z) — 0

Dans le cas (iii), d’apres le lemme précédent, ¢ A ¢q4(t) = 1, et donc Fi(J,) =
Z(pr). Dans le cas (ii), encore d’apres le lemme précédent, g A ¢4(t) = p,
donc Fk(J,) est d’indice p dans Z(px). Comme il contient (p,7x — t) qui
est d'indice au plus p, Fx(J,) = (p, 7k —t). Dans le cas (i), ¢ A ¢q(t) = p’,
donc Fk(J;) est d’indice p" dans Z(pk). Comme il contient (p, 7x — )" qui
est d’indice au plus p", Fx(J,) = (p,7x —1)".

O

Nous pouvons finalement énoncer la proposition suivante, qui permet de relier le
module Fi(J,) alidéal ax(Z/qZ):

Corollaire 4.6.7. Lien entre Fx(J,) et l’idéal a(Z/qZ)
Supposons p # 2. Soit K un corps intermédaire k C K C 1 tel que px = Gal(K|k)
est cyclique. Alors on a les isomorphismes de Z(pk )-modules suivants:

(i) Si K C k(G), Fr(Jy) = ax(Z/qZ).
(i) Si K ¢ k(C,), Fi(J,) = 0.
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Preuve. 11 s’agit ici de revenir a la définition de ax(Z/qZ) et d’utiliser la proposi-
tion précédente. On reprend les notations de la proposition précédente.
Supposons que K C k((,). En reprenant les notations de la partie 4.2, on a

Z/QZ H aK m(Z/qZ,a,b)

(a,b)eT

o Si K =Fk((p):
*des que a # p, m(Z/qZ,a,b) = 0.
*sil<b<r, axg(p’) = (& —t,p) et m(Z/qZ,p,b) = 1.
*sir < b<s, ax(p’) = Z(pk).
*si s < b, m(Z/qZ,p,b) = 0.
Donc ax(Z/qZ) = (p, T —t)" = Fk(J,).

o Si K = k((yi) pour r < i < s:
*des que a # p, m(Z/qZ,a,b) = 0.
*ag(p') = (1 — t,p) et m(Z/qZ,p,1) = 1.
*sib<setb#i, ag(p®) = Z(pk).
*si s < b, m(Z/qZ,p,b) = 0.
Donc ax(Z/qZ) = (p, T —t) = Fk(J,).

e Pour tous les autres K C k((,):
*des que a # p, m(Z/qZ,a,b) = 0.
*sil <b<s, ag(p®) =Z(px).

*si s < b, m(Z/qZ,p,b) = 0.
Donc ax(Z/qZ) = Z(pk) = Fk(J,).

Par conséquent, pour terminer la preuve, il ne reste plus qu'a voir que, si K ¢
k(¢,), alors Fg(J,) = 0. Dans ce cas, J, est un Z[p(q)]-module, mais Gal(K|k)
n’est pas un quotient de p(q). Donc, en vertu de 4.5.1, Fx(J,) = 0. O

4.7 Un lemme pour se ramener au cas ou car(k) ne divise
pas ’ordre de G

Dans cette partie, nous allons montrer un lemme qui nous permettra de nous
ramener a un cas ou la caractéristique de k£ ne divise pas l'ordre de G. Pour ce
faire, nous devons d’abord établir quelques lemmes préliminaires.

Lemme 4.7.1. Existence d’un générateur
Soit P un groupe fini qui agit sur un corps K par automorphismes. Supposons que
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P agit aussi sur l'anneau K(X) par o(X) = X + A, pour 0 € P, ou \, € K.
Alors il existe Q € K[X]F tel que K(K(X)?) = K(Q).

Preuve. Montrons d’abord que le corps des fractions L de K[X]" est K(X)”. Soit
R/S € K(X)F, avec R,S € K[X]. Montrons que R/S € L par récurence sur
degR + degS. Si degR = 0 ou si degS = 0, le résultat est évident. Supposons
donc degR > 0 et degS > 0. On suppose de plus que R et S sont premiers
entre eux et que degR > degS. Pour 0 € P, 0(R) et o(S) sont premiers entre
eux et o(R)/o(S) = R/S, donc il existe x(0) € K* tel que o(R) = x(0)R et
o(S) = x(0)S. Il est alors clair que x est un caractere P — K*. Ecrivons la
division euclidienne de R par S: R = SU + V, avec degV < degR. Alors, pour
o€ P,onax(o)R = x(0)Sa(U) + a(V), et donc par unicité du quotient et du
reste, o(U) = U. Par hypothese de récurrence, V/S € L et on conclut alors que
R/S=U+V/S € L. Le corps des fractions de K[X]" est donc bien K (X)”.

Nous avons ainsi montré que, si K[X]¥ C K, alors K(X)” C K. Le lemme est
donc évident lorsque K[X]” C K. Supposons donc que K[X]” ¢ K. Soit alors
Q € K[X]P — K de degré minimal. Montrons a présent que K[X]" = K7[Q)].
Soit R € K[X]¥. Montrons que R € K¥[Q] par récurrence sur degR. Ecrivons
la division euclidienne de R par Q): R = QU + V|, degV < deg@. Pour o € P,
R = Qo(U) + o(V). Donc o(U) = U et o(V) = V. Par minimalité du degré
de Q, V € KT. Par hypothese de récurrence, U € KT[Q]. Par conséquent,
R=QU +V € K”[Q]. Donc K[X]" = K”[Q]. O

Le lemme que nous venons de montrer ne servira que dans la preuve du lemme
suivant, qui lui jouera un role important dans la suite:

Lemme 4.7.2. Existence de d générateurs

Soit une suite de corps Ko C K1 C ... C Ky, tous de caractéristique p # 0, et tels
que, pour tout i, il existe z; € K; tel que K; = K;_1(x;). Soit P un p-groupe fini
de Ky-automorphismes de corps de Ky tel que, pour tout 1 <1 < d et tout o € P,
o(x;) —x; € K;i_1. Alors il existe yy, ..., yq dans Kq tels que K = Ko(y1, .., ya)-

Preuve. On procede par récurrence sur d. Pour d = 0, I’énoncé est trivial.
Soit d > 0. Supposons d’abord que z; est transcendant sur Ky ;. Par hy-
pothese de récurrence, K2 | = Ky(y1, ..., ya_1) avec y; € K4 1. D’apres le lemme
précédent, on peut trouver y; € K71 tel que Ky (KY) = Ky 1(yq). Alors
Ki = (Ka1(K7)" = Kaa(ya)” = K71 (ya) = Ko(y1, s Ya)-

Supposons maintenant que x4 est algébrique sur K, 1. Soit () son polynome min-
imal. Alors Ky = Ky 1[X]/(Q). Pour o € P, soit A\, € K41 tel que o(zy) — x4 =
Ao On peut alors faire agir P sur Ky 1(X) par 0(X) = X + \,. Comme avant,
on trouve yi, ..., ya_1,9; € Ka_1(X) tels que Kq 1(X)” = Ko(y1, .-, Ya_1,9}). Soit
alors yq4 la classe de y/; dans Ky. Alors K = Ko(y1, ..., ya)- ]
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Finalement, nous aurons aussi besoin du petit lemme suivant:

Lemme 4.7.3. Existence d’un point fixe
Soient K un corps de caractéristique p # 0 et P un p-groupe fini. Considérons M
un K[P]-module non nul. Alors M # 0.

Preuve. Soit m € M, non nul. Soit le sous-groupe N = > _,(gm)Z. Le groupe
P agit sur N, qui est un [Fj-espace vectoriel non nul de dimension finie. Comme
P est un p-groupe, Card(NT) = Card(N) (mod p), donc p divise Card(NT). Par
conséquent, N¥ n’est pas trivial, donc M* # 0. O

Supposons que k est de caractéristique non nulle. Notons car(k) = p. A Paide de
la classification des groupes abéliens de type fini, nous pouvons écrire G = P x H
ou P est un p-Sylow de GG. Nous pouvons alors énoncer la proposition suivante:

Proposition 4.7.4. Un lemme pour éviter les problémes de caractéristique
Le corps kg est k-isomorphe a une extension transcendante pure de kg .

Preuve. Considérons V' le sous-k-espace vectoriel de k(V) = k({z,4, g € G}) en-
gendré par les z 4, pour g € G. L’espace vectoriel V', vu comme un k[G]-module,
est isomorphe & k[G]. On regarde le sous-espace W fixe par P (ie. W = V7P),
c’est un k[H|-module isomorphe a k[H|. On peut ainsi reformuler I’énoncé a mon-
trer: k(V)Y est une extension transcendante pure de k(W) ou k(W) désigne le
corps engendré par k et W dans k(V'). La codimension de W dans V' est égale a
d=|G|— |H|.

On note U le k(W )-espace vectoriel engendré par V' dans k(V), alors dimymHU =
d+1,1€ U, et H agit de facon sémi-linéaire sur U. On note 7' = UH. Alors par
le lemme 4.4.1, T est un k(W)*-espace vectoriel de dimension d + 1 contenant 1.
Remarquons que T est un k(W )# [P]-module car T = T pour tout o € P. On note
Yy = k(W)H .1 et on veut trouver une suite (;)o<i<q de k(W)H[P]-sous-modules
de T telle que les k(W)H(Y;) vérifient les conditions du lemme 4.7.2. Pour ce
faire, on construit successivement les Y; de telle sorte que Y;_; C Y; et Y;/Y;_; est
un k(W)H-espace vectoriel de dimension 1 sur lequel P agit trivialement: il suffit
d’appliquer le lemme précédent & M = T'/Y;_; pour trouver Y;. On a Y; = T pour
des raisons de dimension.

Soit u; € Y;_; tel que Y; = Yi_y + k(W)Hu; pour 1 < i < d. On note ensuite
K; le corps engendré par k(W) et Y;, pour 0 < i < d. On a Ky = k(W)#, et
montrons que K; = k(V). En effet, remarquons d’abord que K; = k(W)#(T) =
E(W)H(UH), done K4 C k(V)?. Avec 4.4.1, soit (b, ...,bs) une base du k(W)-
espace vectoriel U fixée par H. Alors (by,...,bs) est une base du k(W) -espace
vectoriel U d’ou Ky = k(W)H(bg,....,bs). On a aussi k(V) = k(W)(U) =
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k(W)(bo, ..., ba). On a donc le diagramme:

k(V)
/ \
K, k(W)
\ /@;enne,m
(WA

Avec le théoréme de I'élément primitif, prenons z tel que k(W) = k(W)H(z).
Alors k(V) = Ky(z) et donc [K(V) : K4 < |H|. Comme [k(V) : k(V)H] = |H|,
on a bien Ky = k(V). Par le lemme 4.7.2, K¥ = Ky(z1,...,24), pour certains
21,20 € Kgo Or k(V)E = (k(V)I)P = k(W)H(2,...,24). En plus, le degré
de transcendance de k(V)¢ (resp. k(W)H) sur k est le méme que celui de k(V)
(resp. k(W)) sur k, donc le degré de transcendance de k(V)¢ sur k(W) est égal
A |G| — |H| = d. Or KP = Koy(z1,...,24), donc z,..., 23 sont algébriquement
indépendants, et on a montré que k(1) est une extension transcendante pure de
k(W) d’ou le théoreme. O

4.8 Preuve du théoréme de Lenstra

On écrit G = P x H comme dans la section précédente. On note e I’exposant de
H et on considere le corps | = k((.) ainsi que le groupe de Galois m = Gal(l/k).
Par la réduction au-dessus, on s’intéresse d’abord au groupe H.

On considere alors le groupe dual D = Hom(H,[l*) de H, qui est lui aussi un
groupe abélien isomorphe a H. On voit D comme un m-module en définissant
l'action par (od)(g) = o(d(g)) pour ¢ € 7, d € P et g € H. On définit ensuite un
module de permutation Z” qui en tant que groupe abélien libre est engendré par
les éléments (e4)qep sur Z et tel que ey = e,q, pour o € m et d € D. On a alors
une suite exacte 0 — J — Z” — D — 0, ou J = Ker(ZP — D).

ed»—>d

Proposition 4.8.1. Un premzier isomorphisme
On aky ZU(J)" surk =1I".

Preuve. On définit l(z) = [({z4|lg € H}) et k(x) = k({zy|lg € H}). La méthode
consiste a montrer que [y = [(J), puis descendre a k.
On s’intéresse donc & Iy = (). On note, pour tout d € D, I'expression yg =

(>>d(g)""-z,) €l(x). Cette transformation est inversible, donc I(z) = I({ya|d €
geH
D}), et on vérifie facilement que l'action de H sur [({yq}) est donnée par g(yq) =

d(g)-ya (Vg € H,d € D). Onnote F' C I(z)* le sous-groupe multiplicatif engendré
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par les (yaq)acp. Alors F est libre et de rang |D| = |H|. On définit le morphisme
¢ F — D qui envoie y,; sur d, et on vérifie la relation: ¢(y) = ¢(y)(g) - y pour
tout ye Flet ge H.

On a l(ker(¢)) C lyg C l(z) = I(F). En effet, si y € ker(¢), alors g(y) = y pour
tout y € H, i.e. y € ly. En plus, comme l'indice de ker(¢) dans F est égal
a |D|, et alors [[(F) : l(ker(¢))] < |D| (en effet, considérons une base de [(F)
sur [(ker(¢)) contenue dans une Z-base de F; si son cardinal est plus grand que
|D|, alors il existe deux élément qui sont dans la méme classe, ce qui n’est pas
possible). Mais on a aussi [[(F) : lg] = |D| par la théorie de Galois, ce qui montre
que [(ker(¢)) = ly. Comme en plus une Z-base de ker(¢) est algébriquement
indépendante sur [, [(ker(¢)) est le corps des fractions de l[ker(¢)].

On a décrit [y, et maintenant on peut s’intéresser a k. L’action de 7 sur [ induit
une action sur [(x) = [ ®j k(x). On vérifie que I'action de 7 et I'action de H sur
I(z) commutent. On en déduit que kg = (I(z)")? = (I(x)¥)™ = (Ig)™. Un calcul
montre que o(yq) = Y,q pour o € w et d € D, ce qui montre que F = ZP en tant
que sous-m-module de [(x)*. Comme l'application ¢ : F' — D est w-linéaire, on a
ker(¢) = J, et alors on a ly = l(ker(¢)) = I(J) sur [. Cet isomorphisme est bien
compatible avec ’action de 7, donc il induit un isomorphisme kg = (Ig)™ = I(J)"
sur k = (™, et c’est bien ce que 'on cherchait a montrer. O

Il est temps de faire intervenir les modules I, et J, définis avant. On écrit
I'isomorphisme de groupes
H = o(Z/qZ)"?
q

ou ¢ décrit les puissances (distinctes de 1) des nombres premiers. Distinguons des
cas selon la parité de ¢ et la cyclicité de p(q): définissons les m-modules I, I, I3

par
I = @ J;(Q)

q impair

I, = @ [g(q)

p(q) non cyclique

Iy = @ J;(q)

q pair, p(q) cyclique

On note I = I, 5. Dans la suite, nous trouverons des conditions pour que I = I;.

Proposition 4.8.2. Un deuxiéme isomorphisme
I(J)™ est I™-isomorphe a une extension transcendante pure de [(I)™.

Preuve. On décompose H = D = &(Z/qZ)™?, chaque composante étant munie
q

d’une struture de m-module définie dans la partie 4.6. On adoptera les notations
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et résultats déja introduits dans la partie 4.6.

On dit qu'un ensemble E est un m-ensemble si 7 agit sur £ comme un groupe de
permutations (on n’exige pas que cette action soit fidele). Soit ¢ une puissance
d’un nombre premier. Distinguons alors les deux cas suivants:

e Cas 1: p(q) est non cyclique.

Considérons une application injective Z/qZ — D qui identifie Z/qZ & un facteur
de D. Elle est m-linéaire, elle induit donc une injection de m-ensembles C'(q) C
7./qZ — D, et on peut alors définir une application 7-linéaire Z¢@ — ZP. On a
donc le diagramme suivant, et on vérifie facilement qu’il est commutatif:

0 I, 7°@ Z/qZ—0

|

0 J /i D 0

e Cas 2: p(q) est cyclique.
Considérons une application injective Z/qZ — D qui identifie Z/qZ a un facteur

de D. Elle est m-linéaire, elle induit donc une injection de m-ensembles p(q) —
Pq

(Z/qZ)* C Z/qZ — D, et on peut alors définir une application 7-linéaire Z¢@ —
ZP. On a donc le diagramme suivant, et on vérifie facilement qu’il est commutatif:

0— Jy —= Zlp(q)] = Z/qZ—0

b

0 J /i D 0

e Finalement, en combinant ces deux diagrammes, on obtient le diagramme com-
mutatif suivant:

0—LO LI —7ZF —&(Z/qZ)") —=0
q

lg

0 J 7P D 0

E désigne ici un m-ensemble qui est en fait une réunion disjointe de C'(q) et p(q)
avec certaines multiplicités. On veut voir £ comme un sous-m-ensemble de D, il
faut donc vérifier que les images de C'(q) et p(q) ne superposent pas dans D. C’est
effectivment le cas car 0 & C(q) C Z/qZ et 0 & pq|p(q)] C Z/qZ. Ainsi I'injection
Z¥ — 7P admet un co-noyau N qui est un module de permutation sur 7. On
obtient alors facilement une suite exacte de m-modules:

0—=Ipls—>J—>N—=0
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ou N est un module de permutation. On applique le lemme 4.4.4, et I(J)™ est
donc isomorphe & une extension transcendante pure de [(I @ I3)™. Mais (I & I3)™
est une extension transcendante pure de [(1)™ d’apres le lemme 4.6.4. D’ou la
proposition. O

Proposition 4.8.3. Une extension transcendante pure
ke est k-isomorphe a une extension transcendante pure de [(I)".

Preuve. Immédiat a l'aide de 4.7.4, 4.8.1 et 4.8.2. O

Proposition 4.8.4. Cohomologie de [
Pour tout sous-groupe 7 C 7 on a H'(x',I) = 0.

Preuve. La preuve suit immédiatement des lemmes 4.6.1, 4.6.2 et de la définition
de I. O]

Proposition 4.8.5. Lien entre Fi (1) et ax(G)
Soit K un corps intermédiaire entre k etl (i.e. k C K C 1) tel que px = Gal(K/k)
est cyclique. Alors F(I1) est Z(px )-libre ssi lidéal ax(G) de Z(pk) est principal.

Preuve. Pour obtenir ce résultat, on utilisera essentiellement un lemme sur les
anneaux de Dedekind, facilement obtenu en utilisant par exemple la classification
des modules sur un anneau de Dedekind.

Soient a, ..., «, des idéaux non nuls d'un anneau de Dedekind, alors leur somme
directe est libre (sur cet anneau de Dedekind) ssi leur produit est un idéal principal.
En effet, il suffit de voir que a3 & - - - @ «,, est isomorphe a la somme directe d'un
module libre de rang n — 1 et de «ay...cr,, d’apres le lemme 2.1.10. A laide de la
classification des modules de type fini sur un anneau de Dedekind, on déduit que
a1 @ -+ D a, est libre si, et seulement si, «;...q,, est libre, i.e principal.

Le reste de cette démonstration suit du lemme 4.6.7 qui met en relation entre F
et ag. En effet, Fi(I;) est somme directe de certains ax(Z/qZ) par le lemme
4.6.7, et ag(A) est, par définition, le produit de ces mémes Z(pg)-idéaux. Comme
Z(pr) est un anneau de Dedekind, la proposition découle immédiatement. ]

Maintenant on est en mesure de reformuler la condition (i) dans I’énoncé du
théoreme principal.

Proposition 4.8.6. Equivalents de (i) du théoréme de Lenstra

Les assertions sutvantes sont équivalentes:

(a) Le corps I(I1)™ est une extension transcendante pure de ™.

(b) 1l eziste une extension transcendante pure L de [(I1)™, de degré de transcen-
dance fini, qui est ausst transcendante pure sur ™.

(¢) La condition (i) du théoréme de Lenstra est vérifice.
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Preuve. D’apres le lemme 4.6.2, les hypotheses pour pouvoir appliquer le lemme
4.5.6 a I = M sont satisfaites. Il suffit donc de voir que 4.5.6(iii) est équivalente
a (c). Or cela est une conséquence immédiate de 4.8.5. O

Maintenant il ne reste qu’a combiner tous les résultats pour démontrer le théoreme
de Lenstra. Pour nous débarrasser de I, nous nous intéresserons & H .

Preuve. Preuve du théoreme de Lenstra

Supposons d’abord que les conditions du théoreme soient satisfaites. Alors [ = I,
et alors kg est isomorphe a une extension transcendante pure de [(I)™ sur [™ par
la proposition 4.8.3, mais (/)™ est une extension transcendante pure de [™ par la
proposition précédente. Donc kg est une extension transcendante pure de k.
Réciproquement, si kg est une extension transcendante pure de (™, alors d’apres
4.8.3 il existe une extension transcendante pure L de (1), de degré de transcen-
dance fini, qui est aussi transcendante pure sur [ en vertu de l'isomorphisme
ke = 17 sur [". Nous pouvons appliquer le lemme 4.4.6 au I grace lemme 4.8.4, ce
qui montre l'existence de deux m-modules de permutation Ny et Ny (de type fini)
tels que I & Ny = N,. L’étude de la cohomologie H-! faite dans les lemmes 4.3.2 et
4.6.1 permet d’établir que n(q) = 0 dés que p(q) n’est pas cyclique, ce qui montre
la condition (ii) du théoreme. On a donc I = I3, et la proposition précédente nous
permet de conclure que (i) est aussi satisfaite. O

De la preuve du théoreme de Lenstra découle l'intéressante remarque suivante:

Remarque 4.8.7. Soit G un groupe abélien fini. Si kg admet une extension
transcendante pure de degré de transcendance fini et qui est aussi transcendante
pure sur k, alors kglk est transcendante pure.

5 Quelques conséquences lorsque le groupe est
cyclique

Dans cette partie, on supposera que le groupe G est cyclique. Le théoreme de la
partie précédente se réécrit alors de la maniere suivante:

Théoreme 5.0.8. Théoréeme de Lenstra dans le cas cyclique

Soit n l'ordre de G. Notons V' l'ensemble des k((p) avec p premier distinct de
car(k), s entier strictement positif, et p*|n. Alors kg|k est transcendante pure si,
et seulement si, pour tout K € V', les conditions suivantes sont vérifiées:

(i) L’extension K|k est cyclique.

o7



(ii) Si ok est un générateur de Gal(K|k), lidéal Ik = [[(p,Crn) — tp) de
Z[Circk)] est principal, ou le produit est pris sur les couples (p, s) tels que p

premier distinct de car(k), s entier strictement positif, p*|n et K = k()

et ot t, est tel que o ((,) = G-

Nous en déduisons le corollaire:

Corollaire 5.0.9. Les cas k=R et k=C
Supposons que k =R ou C. Alors kg|k est transcendante pure.

Preuve. Sik =C,V = {C}, donc pour tout K € V, K|C est cyclique et Z[(x.c]] =
Z est un anneau principal, d’ou le résultat.

Si k=R, V = {R,C}, donc pour tout K € V, K|R est cyclique et Z[(ix.c)] = Z
est un anneau principal, d’ou le résultat. O

Remarque 5.0.10. On peut montrer directement ce résultat. Se référer a [Len80]
(partie 2).

Nous allons a partir de maintenant étudier le cas du corps des rationnels:

Corollaire 5.0.11. Le cas n = 8
Q(zy, ..., xS)Z/SZ n’est pas une extension transcendante pure de Q.

Preuve. Dans le cas n = 8 et k = Q, Q({3) est dans V. Mais Gal(Q((3)|Q) =
(Z./27))* n’est pas cyclique. Donc Qg|Q n’est pas transcendante pure. O

Remarque 5.0.12. De méme, lorsque k = Q, dés que n est multiple de 8, Qg|Q
n’est pas transcendante pure.

Le théoreme suivant permet de ramener I’étude d’une extension de corps a I’étude
des idéaux dans un anneau de Dedekind:

Théoreme 5.0.13. Le cas rationnel
Soit n l'ordre de G. Les trois propositions suivantes sont équivalentes:

(i) Qg|Q est trancendante pure.
(ii) Pour tout corps k, kg|k est transcendante pure.

(i) n n'est pas multiple de 8 et pour tout mombre premier p et tout entier
strictement positif s tel que n est multiple de p* mais pas de p**tt, Uanneau
Z[(p—1)ps—1] @ un idéal principal de norme p.
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Preuve. Supposons (i). Avec la remarque 5.0.12, il est clair que n n’est pas multiple
de 8. De plus, l'idéal Iy q(c,.) = (P, {p-1)ps—1 — tp) de Z[{(p—1)ps—1] est principal de
norme p, d’ou (iii).

Supposons (iii). Solent p et s comme décrits dans (iii). Soit K = k(() pour
r < s. On sait que 8 ne divise pas n, donc Gal(K|k) s’injecte dans le groupe
cyclique (Z/nZ)*. Donc K|k est une extension cyclique. Soit p un idéal principal
de Z[((p—1)ps—1] de norme p. Il est clair que [K : k] divise (p — 1)p*~!, et donc, en
prenant la norme de p par rapport a Z[(ix.x|, on obtient un idéal principal q de
Z[((kx)] de norme p. Comme tous les idéaux de norme p de Z[(x.x] sont conjugués
par l'action du groupe de Galois, ils sont tous principaux, donc Ij x est un produit
d’idéaux principaux, donc principal. Donc, d’apres le théoreme 5.0.8, la propriété
(ii) est prouvée. O

Remarque 5.0.14. C’est ici que l’on voit clairement le lien entre le théoréme
de Lenstra et le contre-exemple de Swan. En effet, dans la propriété “47 est un
nombre magique” (3.3.2), Swan prouve que Z[(46] ne contient pas d’idéal principal
de norme 47. Il prouve donc exactement que le (iii) du théoréme précédent n’est
pas vérifié lorsque n = 47.

Nous pouvons maintenant déduire:

Corollaire 5.0.15. Une simplification

Soit n lordre de G. Ecrivons sa décomposition en produit de facteurs premaiers:
n = prsp. Alors Q¢|Q est transcendante pure si, et seulement si, pour tout
nombre premier p, Qz/ps»z)|Q lest.

Preuve. 11 suffit d’appliquer ’équivalence (i) < (i7i) du théoréeme précédent.  []

I1 suffit donc de s’intéresser au cas ou l'ordre de GG est une puissance d’un nombre
premier.

Corollaire 5.0.16. Une condition suffisante pour que l’extension soit
transcendante pure

Supposons que l'ordre de G divise 2% -3™-5%.72.11-13-17-19-23-29-31-37 -
41-43-61-67- 71 pour un certain entier naturel m. Alors kg|k est transcendante
pure.

Preuve. En tenant compte des résultats précédents, il suffit de voir que pour
p® = 2,3m,4,5,7,11,13,17,19,23,25,29,31,37,41,43,49,61,67, 71, il existe a €
Z[((p-1)p=—1] de norme p. On vérifie par le calcul que les a suivants conviennent,
avec ¢ = (p_1)ps—1:
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P’ ]

2 2

3" 1-C
4 2

5 | C(2+(¢—1
7|3 -(-1
¢+ -1
13 ¢P—(¢—1
171 —-3—1
19 | ¢*+¢+1
23 | ¢ —-C+1
25 | =+ 1
29 | ¢° = +1
31| ¢+(¢+1
37 | ¢+ +1
41 | - +1
43| ¢®+(¢—1
49 | ¢t —¢ -1
61 C°—¢—1
67 | (*+C+1
1T -C+1

Par exemple, pour p® = 5, la norme de (2 +( —1 est le déterminant de (_12 : ;)

c’est-a-dire 5. O

Le corollaire suivant permet de traiter le cas ou 'ordre de G est une puissance
d’un nombre premier sans étre un nombre premier:

Corollaire 5.0.17. Une condition nécessaire et suffisante dans un cas
particulier

Soient p un nombre premier et s > 2 un entier. Soit G = Z/p°Z. Alors Qg|Q est
transcendante pure si, et seulement st,

p® € {2%3",5°, 7% :m > 2}

Preuve. Laréciproque a déja été montrée. La propriété directe découle immédiatement
du lemme suivant et de 5.0.13. O

Lemme 5.0.18. Eléments de norme P

(i) Soit p > 5 un nombre premier. Alors Z[(yp-1)y2] n'a pas d’élément de norme
p.
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(ii) Soit p > 11 un nombre premier. Alors Z[(p-1)p| n'a pas d’élément de norme
p.

Nous admettrons ce lemme dont la démonstration est indépendante de ce qui a
été fait jusqu’ici. Elle se trouve dans [Len80] (lemme 5).

A ce stade, afin de résoudre le probleme de Noether dans le cas d'un groupe
cyclique, il ne nous reste plus qu’a étudier le cas on G = Z/pZ avec p premier.
Nous savons que la réponse est affirmative lorsque p est 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23,
29, 31, 37, 41, 43, 61, 67, 71. Avec le contre-exemple de Swan, nous savons aussi
que la réponse est négative lorsque p = 47. En fait, la preuve de Swan marche
aussi de la méme maniere pour p = 113 et pour p = 233, ce qui prouve que pour
ces nombres premiers le probleme de Noether admet aussi une réponse négative.
Il y a aussi des nombres premiers pour lesquels le probleme est toujours ouvert:
c’est par exemple le cas de 53, 59 ou 73. Essayons d’expliquer pourquoi dans ces
cas-la, malgré les résultats de Swan et de Lenstra, le probleme reste ouvert. D’ une
part, le raisonnement de Swan tombe en défaut pour ces trois valeurs. En effet,
a 'exception de la proposition 3.3.2, toute la preuve de Swan reste valable pour
53, 59 et 73 au lieu de 47. Mais ces trois nombres-la ne sont pas magiques comme
47. Pour 53, on a Q(v/13) C Q((s2), et donc par le raisonnement de Swan, il
faut résoudre I'équation z? — 13y? = 4 - 53 dans les entiers avec x = y(mod2).
Mais (678, 188) est bien solution de cette équation et donc on n’arrive pas & une
contradiction comme dans le cas 47. De méme, pour 59 et 73, on obtient les
équations z2 — 29y = 4-59 et 2%+ 3y = 4 - 73, qui ont pour solutions respectives
(56,10) et (10,8). D’autre part, le théoreme de Lenstra permet de se ramener a
la recherche d’un idéal principal de norme 53, 59 et 73 respectivement dans Z[(s2],
Z|(ss] et Z[(z2], mais ce nouveau probleme n’est pas simple. Méme si le probléeme
reste toujours ouvert, on peut au moins se demander s’il y a beaucoup de nombres
premiers pour lesquels Qz/,z) est une extension transcendante pure de Q. Dans
[Len74] (corollaire 7.6), Lenstra a montré le théoreme suivant:

Théoreme 5.0.19. Il y a peu de nombres premziers pour lesquels ’extension
est transcendante pure

Pour x € R, soit w(x) le nombre de nombres premiers inférieurs ou égauz a x, et
soit m*(x) le nombre de nombres premiers p < x tels que Qzypz) est une extension
transcendante pure de Q. Alors

Plus précisément,
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Pour clore cette partie, nous pouvons faire la jolie petite remarque suivante:

Remarque 5.0.20. Le cas k =T,
Prenons k = Fy. Si p est un nombre premier de Mersenne ou de Fermat, alors
kzpz) est une extension transcendante pure de k.

Preuve. Soit p = 27 — 1 un nombre premier de Mersenne. Alors [Fo((,) : Fo] = q.
Comme Gal(Fyq|F2) est cyclique engendré par le morphisme de Frobenius, on a
Iy o) = (0,C —2). Or ¢4(2) = 2P — 1 € ({4 — 2), donc I, py(,) = (¢ — 2) est
principal. Donc k(z/,z) est une extension transcendante pure de k, pour k = IF,.

Soit maintenant p = 22" + 1 un nombre premier de Fermat. Alors [Fo((,) : Fo] =
[Fo(Cpont1_,) = Fo] = 27T Comme Gal(Fyn+1|Fs) est cyclique engendré par le
morphisme de Frobenius, on a Ir, m,,) = (D, (on+1 — 2). Or ¢gns1(2) = 27" +1 €
(Can+1—2), donc Iy, y(c,) = (Gont1 —2) est principal. Donc kz,z) est une extension
transcendante pure de k, pour k = Fs. O
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