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Résumé

Le but principal de cet exposé est ’étude des noeuds d’un point de vue algébrique. Une
premiére approche trés intuitive et géométrique consisterait a associer & chaque noeud ses
invariants topologiques. Néanmoins, ce que l'on gagne en compréhension, on le perd en
efficacité de calcul. Ici, nous verrons comment associer a chaque noeud de facon « unique »
un invariant algébrique : un polynéme & deux variables. Ce dernier, outre sa simplicité
de calcul, va se révéler plus discriminant que le polynome d’Alexander (lui construit sur
des bases topologiques) puisqu’il permet la distinction entre deux noeuds images 'un de
l’autre par un miroir. Ce polynéme se révélera étre une généralisation des polynémes de
Jones et d’Alexander. Ensuite, nous verrons comment cette étude améne & s’intéresser a
certains types d’algébres que 'on pourra voir comme des déformations de certains groupes
usuels. On verra alors comment I'existence d’une trace sur certains types d’algébres permet
de justifier ’existence d’un tel polynome.

Nous commencerons donc par présenter des généralités d’algébre permettant surtout de
fixer les notations et le cadre de I’étude. Ensuite, nous définirons les noeuds et admettrons
des propriétés d’invariance par isotopie liant les entrelacs et les tresses, trop éloignées du
sujet de ’exposé pour nous ramener a 1’étude purement algébrique du groupe de tresses.
Enfin, nous en viendrons au coeur du sujet en construisant le polynéme de Jones et en
étudiant les algeébres de Temperley-Lieb-Jones. Nous conclurons cet exposé en retrouvant
I’approche originelle de Jones pour la détermination de son polynéme.

Les travaux présentés ici sont essentiellement ceux de Hoste, Ocneanu, Millet, Freyd,
Lickorish, et Yetter (HOMFLY) en ce qui concerne les paragraphes 2, 3 et 4 et de Jones
pour le dernier paragraphe. Nous avons été largement inspirés par [7] en ce qui concerne
la partie noeud.
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I PRESENTATIONS ET REPRESENTATIONS 3

I Généralités sur les présentations et les représentations

1 Présentations de groupes et d’algébres

Les présentations nous serviront surtout & définir le groupe de tresses, les algébres de Hecke
et les algébres de Temperley-Lieb-Jones. C’est le cadre naturel qui permet de relier ces trois
objets.

1.1 Présentations de groupes

Définition I.1. Soit F un groupe, X un ensemble quelconque et o : X — F une fonction. On
dit que (F, o) est libre sur X si pour toute fonction o de X dans un groupe G, il existe un
unique morphisme 3 de F vers G tel que le diagramme suivant commute :

X —=F

N

G

Théoréme 1.1. Soit X # @. Il existe un groupe F(X) (unique & isomorphisme prés) et une
fonction o : X — F(X) tel que (F(X), o) soit libre sur X.

Preuve :
On définit formellement I'ensemble X1 = {z7!, 2 € X}. Un mot sur I'alphabet X est une
suite finie d’éléments de X U X!, de la forme

€1 ,.€2

w=zx]'xy’...x5r ou g =*1

Le mot vide est noté u, et 'ensemble des mots sur X est noté X*. L’opération de concaténation
munit X* d’une strucure de monoide. On voudrait supprimer les occurences du type zz~!.

Pour cela on définit la relation d’équivalence R sur X* par :

on peut passer de x a y par une suite finie de
VRw <= . /s X 1
suppressions ou d’insertions de zz7*, x € X

Il suffit alors de remarquer que la loi de concaténation est compatible avec R pour munir
l’ensemble quotient F(X) = X*/R d’une structure de monoide. On définit alors I'inverse de la
classe [w] de 'élément w = z7' 25 ... 25" par la classe de I'élement w™! = x5z, 17" .. 27"}
ce qui munit F(X) d’une structure de groupe.

Soit o : X — G une fonction. On définit 8 : F(X) — G par :

)

B([z5* ... 287]) = a(z1)® ... afxy)5"

La fonction 3 est bien définie car a(x)a(x) ™! = e, c’est un morphisme de groupe et a = foo (o

étant l'inclusion de X dans F(X)). De plus g est 'unique morphisme vérifiant cette propriété.
En effet, si v est un morphisme de F(X) vers G, il vérifie nécessairement

Vit ]) = ()™ (e ])

Et comme pour tout = € X, v([z]) = a(z), onay = {. O

Proposition I.1. Si X; et Xy sont deux ensembles de méme cardinal, alors F(X;) ~ F(X3).
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Preuve : Soit o une bijection de X; dans Xs. On considére les diagrammes suivants :

X; — 2 F(X4) Xy —2 F(X3)
DN
F(X) F(X1)

On a alors 33 0 81 0 01 = 01 et par unicité on a (2 o 81 = id. De méme, (37 o B = id, donc 1
est un isomorphisme de F(X;) sur F(X3). O

Définition I.2. La cloture normale d’un sous-ensemble S d’un groupe G est le plus petit sous
groupe distingué de G contenant S. On la note

= () H

SCH<«G

Soit G un groupe engendré par X et o : Y — X une surjection. Alors « induit un morphisme
surjectif 5 : F(Y) — G et on a donc G ~ F(Y)/ Ker §.

Définition I.3. Soit X un ensemble quelconque, et S une partie de F(X). Sim est un morphisme
surjectif de F(X) sur un groupe G tel que Ker m = (S), alors, par la remarque précédente, on
a G ~ F(X)/(S). Si ces conditions sont vérifiées, on dit que T est une présentation de G.
L’ensemble des « w(x) = e » est appelé 'ensemble des relations vérifiées par G.

Théoréme 1.2 (Von Dyck). Soient F(X) un groupe libre, et G, H deuzx groupes de présen-
tations p et \ vérifiant Ker p C Ker A. Alors lapplication

p:G — H
p(f) = )

est bien définie, et c’est un morphisme surjectif.

Preuve : si p(f) = p(g) alors fg=! € Ker p C Ker A donc A(f) = A(g). Donc ¢ est bien
définie. Il est clair que c’est un morphisme de groupes et elle est surjective puisque A l'est. [

Ce théoréme permet de donner des présentations explicites de groupes. En effet, supposons
que 'on dispose d’un groupe G engendré par une partie X. Alors on a un morphisme surjectif
canonique A\ de F(X) dans G (d’aprés la propriété universelle des groupes libres). De plus, si
on se donne un sous-ensemble S de F(X) tel que si p est la surjection canonique de F(X) vers
F(X)/(S), on ait Ker p C Ker A (i.e. tel que les relations « p(x) = e » soient vraies dans G),
alors d’aprés le théoréme de Von Dyck, F(X)/(S) se surjecte dans G. Il suffit alors de vérifier
que (S) = Ker A pour que P'application soit un isomorphisme.

1.2 Présentations d’algébres

Les définitions et les théorémes sont les mémes en remplagant les structures de groupes par
des structures d’algébres. On définit la multiplication formelle par un scalaire d’un corps K fixé
et I'addition formelle de la méme fagon que 'on définissait la multiplication dans les groupes
libres. On obtient ainsi, & partir d’un ensemble X la K-algébre libre associée a X, notée Ak (X).

Par exemple, si les (E; ;) sont les unités matricielles de 91, (K) on a la présentation suivante :

@ AK(XLI; . aXn,n)

R
Xij

M, (K)
EZ,]

On peut décrire simplement le noyau de ¢, c’est I'idéal engendré par {X; jXx,; — 9, £Xi1}-
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Une fagon équivalente de définir cette algébre est de considérer un K-espace vectoriel V de
dimension n, de base (z1,...,2,). L’algébre tensorielle T(V) est la K-algébre graduée dont la
composante homogéne de degré n est définie par

™(V) = V¥ = VeV -V

Cette algébre est alors exactement la K-algébre libre engendrée par n éléments. Si on quotiente
par 'idéal bilatére J engendré par {xy—yz}, on obtient I'algébre symétrique sur V, qui s’identi-
fie a I’algébre de polynomes K[Xy,...,X,]. On en déduit qu'une présentation de K[X1, ..., X,]
est donnée par

Y o Ax(zr,. . xn) — KXy, ..., X
r = X

ou le noyau de ¥ est exactement 1’idéal J.

2 Représentations linéaires

Les représentations nous serviront principalement a représenter le groupe de tresses dans
des algébres de Hecke, ce qui constituera une « modélisation » de ce groupe en introduisant un
parameétre. On renvoie utilement & [6].

2.1 Geénéralités

Dans tout ce paragraphe, A désignera une algébre associative unifére sur C.

Définition 1.4.

(i) Une représentation de A est un couple (p, V) ot V est un C-espace vectoriel, et p :
A — End(V) est un morphisme d’algébres envoyant 1 sur Uidentité de V. On dit alors que V
est un A-module (c’est un module pour laction a.v = p(a)(v)).

(i) Un sous-espace U C V est dit invariant par la représentation si p(A)(U) C U. Si on
définit pjy par ¥V a € A py(a) = p(a)y, alors (pjy,U) est aussi une représentation de A.

(ii) Une représentation est irréductible si les seuls espaces invariants sont {0} et V.

(iv) Une représentation est dite fidéle si p est un morphisme injectif.

(v) Deux représentations (p,V) et (1, W) sont équivalentes si il existe un isomorphisme
T : V— W appelé opérateur d’entrelacement, tel queVa € A, Tp(a) = 7(a)T. On note alors
(p, V) = (7, W).
On notera Hom4(V,W) = {T € Hom(V,W) / ¥V a € A, Tp(a) = 7(a)T}, I'ensemble des
opérateurs d’entrelacement.

Théoréme 1.3 (Schur). Soient (p, V) et (1, W) deux représentations irréductibles de A. On
suppose que V et W sont de dimension finie. Alors, on a :

L si (p,V) = (1, W)

dim Hom 4 (V, W) = { 0 sinon

Preuve :

Soit T € Hom 4(V, W) un opérateur d’entrelacement. Alors Im T et Ker T sont des sous-espaces
invariants de V et W. Si T # 0, alors lirréductibilité de (p, V) et (7, W) force T a étre un
isomorphisme, et on a donc (p, V) = (7, W).

Pour tout S € Hom4(V, W), on a T~'S € Hom(V, V). L’espace V est de dimension finie, si
bien que

IxecC dimKer (T71S — My) > 1

L’irréductibilité de (p, V) entraine donc S = AT. O
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Théoréme 1.4 (Burnside). Soit (p, V) une représentation irréductible de A. Si dim'V < oo,
alors p(A) = End(V). Autrement dit, le morphisme associé & une représentation de dimension
finie est surjectif.

Preuve :

(i) Notons B = p(A). Montrons que si B contient un élément de rang 1 alors il les contient
tous. Pour cela on considére la représentation de A sur V* définie comme la transposée de p :

p*: A — End(V*)
a — (¢ ypopla))

Alors (p*, V*) est aussi irréductible : en effet, si L C V* est un espace invariant, ncpEL Kerp
lest pour (p, V), ce qui force L = 0 ou V*. Considérons maintenant un élément f de p(A) de
rang 1, et g une application linéaire quelconque de rang 1. On peut alors écrire f(x) = i (x)v
et g(z) = p(z)w. L’irréductibilité nous donne :

[b(v) [bep(A)} =V et {pob/be p(A)} =V*
Donc il existe des éléments b et b’ de p(.A) tels que g = bo f o/, de sorte que g € p(A). On en
déduit, par linéarité, que p(A) = End (V).

(ii) Soit a € B un élément de rang r > 2. Alors il existe z,y € V tels que (a(x), a(y)) soit libre.
Par irréductibilité

{bla(z)) /beB}=V
11 existe ainsi b € B tel que b(a(z)) = y. Mais alors il existe A € C tel que ab — Aly soit un
endomorphisme non injectif de Ima. De plus, cet endomorphisme est non nul d’aprés I’hypothése

faite sur z et y. Si on forme aba — Aa, on obtient un élément de B de rang 0 < v’ < r, et une
itération nous rameéne au cas du (i). O

Définition I.5. Un A-module est dit complétement réductible si dimV < oo et pour tout
W C V invariant, il existe U C V invariant tel que

V=UaeW
Dans ce cas, on a U ~ V/W en tant que A-module. En effet, si P est le projecteur de V sur U
parallélement & W, on note P : V/W — U lisomorphisme d’espaces vectoriels associé. Alors,

YveV p(a)P(v+ W) =P(p(a)v + W)

car U et W sont invariants, c’est & dire Pe Hom4(V, W).

Lemme I.1. Soient (p, V) une représentation complétement réductible et W C 'V un espace
invariant. On pose T = pyw et on définit o par o(a)(v + W) = p(a)(v) + W. Alors (1,W) et
(0, V/W) sont des représentations complétement réductibles.

Preuve : On écrit V=U& W avec U ~ V/W invariant.

(i) Soit Y € W un espace invariant pour (7, W) et P € End 4(V) la projection de V sur W. Alors
U@Y est invariant par (p, V) donc il existe un sous-espace invariant Z tel que V= (UBY) B Z.
Par linéarité de P, on a W =Y + P(Z). De plus

dimW =dimV —dimU =dimY +dimZ = dimY + dim P(Z)
car Pz est injective, son noyau étant égal & UNZ. D’ou finalement :
W=YaqZ

(ii) Soit M C V/W un espace invariant par (o, V/W). On considére 7 : V — V /W, la surjection
canonique. On pose M = p~1(M) C V. Alors M est un espace invariant par (p, V) donc il existe
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un sous-espace invariant N tel que V = M&N. SiN= p(N), alors N est invariant pour (o, W)
et on a, aprés examen des dimensions :

V/W=Ma&N
O

Lemme 1.2. Soit (p, V) une représentation de A. On suppose que V est de dimension finie.
Alors on a équivalence entre :

(i) (p, V) est complétement réductible

(1)) V=V1®...5 Vy, avec les V; invariants et irréductibles

Preuve :

(i) = (ii) : Par récurrence sur la dimension de V. Si V est une droite vectorielle, alors il est
irréductible. Supposons le résultat vrai pour tout espace de dimension k, avec k < dim V. Alors,
si V est irréductible, le résultat est trivial, sinon il existe des espaces invariants U, W C V tels
que V=U& W et le lemme précédent nous donne la compléte réductibilité de U et W. Or si
W, est irréductible pour (7, W) , il 'est aussi pour (p, V) car 7(W) = p(W). De méme, si U;
est irréductible pour (o, W/V) alors comme o(W/V) ~ p(U), il 'est aussi pour (p, V), ce qui
établit la récurrence.
(ii) = (i) : Par récurrence sur d. Si d = 1 c’est direct. Supposons le résultat vrai pour tout
k < d, et d > 1. Soit W un sous-espace invariant. On considére W1, le projeté de W sur Vj.
L’irréductibilité de V; conduit & deux cas :

-W;=0:alors WC Va&...8 Vg et on applique 'hypothése de récurrence.

- W1 =V :on pose W = Ker(Pyw) et ona W C Vo @ ... @& Vg, donc par I'hypothése de
récurrence, on a un sous-espace invariant U tel que

Vo®... 0V =WoaU

On a aussi dimW = dim W’ + dim V; par le théoréme du rang. De plus W N U = {0} car
siv € WNU alors P1(v) = 0 donc v € W NU = {0}. On en déduit donc, par égalité des
dimensions, que :

V=UgW

2.2 Cas des algébres simples

Définition I.6. Une algébre associative A est dite simple si ses seuls idéauz bilatéres sont {0}

et A.

Théoréme 1.5 (Wedderburn). L’algébre End (V) est simple pour tout C-espace vectoriel
de dimension finie. Réciproquement, si A est une algébre unifére simple et de dimension finie,
alors il existe un C-espace vectoriel de dimension finie W tel que A ~ End (W).

Preuve :
(i) Cest facile
(ii) Soit p la représentation réguliére gauche de A. Si W C A est un idéal & gauche non nul de

A de dimension minimale, alors (pw, W) est une représentaion irréductible de A. Le théoréme
de Burnside entraine pjyw(A) = End (W) et la minimalité de W force pjw & étre injective, d’otr :

A=~ pw(A) =End (W)

O
On remarque que si dimV < oo, alors la représentation de End (V) sur V est irréductible. En

effet, il est clair que si u # 0 alors pour tout v € V, il existe T € End (V) tel que T(u) = v; on
a donc End (V)(u) = V.
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2.3 Algébres semi-simples
Définition I.7. Une algébre A est dite semi-simple si elle est somme directe d’algébres simples.

On supposera par la suite les algébres uniféres et de dimension finie. On a alors, par Wedder-
burn, un isomorphisme d’algébres :

o:A— @End (V) avec dimV* < oo
AeL

Soit Ex=0®...®Lyx @®...®0. On pose ey = ®~1(E,). Alors on a :

_ _Joex siA=p
VAeL ey€Zy , AZE:Le,\—l , ekeu—{ 0 sinon

Les ey sont appelés les idempotents centrauzr minimaux.

Donnons maintenant un critére de semi-simplicité, faisant intervenir la notion d’idéal nilpotent.

Définition 1.8. Un idéal T d’une algébre est dit nilpotent s’il existe un entier naturel m tel
que 3™ = {0}.

On peut maintenant énoncer le résultat suivant :

Théoréme 1.6 (Wedderburn-Artin). Une algébre A est semi-simple si et seulement si elle
est sans idéaux nilpotents propres.
Preuve :

(i) Considérons B une algébre simple. Par définition, B n’a pas d’idéaux bilatéres propres. Si J
est un idéal nilpotent propre de B, par exemple un idéal & gauche, alors il existe un entier m
tel que 3™ = 0. Ainsi, on a

(IB)™ =3(BI)™1B=3"B=0
Donc JB est un idéal bilatére nilpotent de B. L’algébre B étant supposée unifére, on en déduit
que c’est un idéal bilatére strictement inclus dans B, ce qui le force a étre nul, si bien que

J = 0. Etant donné qu’un idéal nilpotent d’une somme directe d’algébres est la somme directe
d’idéaux nilpotents, on en déduit qu'une algébre semi-simple est sans idéaux nilpotents propres.

(ii) Pour la réciproque, établissons d’abord les deux lemmes suivants :

Lemme 1.3. Tout idéal a gauche minimal d’une algébre sans idéaux nilpotents est engendré
par un élément idempotent.

Lemme I.4. Une algébre sans idéaux nilpotents est somme direct d’idéaux a gauche minimaux.

Preuves :

1. Soit J un idéal comme dans le premier lemme. Comme J2 est non nul, il existe a de J tel
que Ja soit non nul et comme Ja C J, par minimalité de J on déduit ’existence d’un élément
e de J tel que ea = a, ie tel que ea = e%a. Les mémes arguments de minimalité nous donnent
Iinjectivité de la multiplication & droite par a de J dans J ce qui permet de conclure.

2. On construit par récurrence des idéaux J1, ..., J,, dont A est la somme directe ainsi que des
idempotents ey, ..., e, tels que eje, = §; e, et T, = Aey. Si A = @} _, Ik, c’est fini. Sinon,
a= ZZ:O e et 1 — a sont idempotents. On a la décomposition

A=30® - @73, ® Al —a)
On considére alors un idéal de A(1 — a) comme dans le lemme précédent. O

Ensuite, on considérant A°P 1’algébre opposée de A qui est aussi sans idéaux nilpotents, on a
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lisomorphisme naturel (toute application A-linéaire a gauche de A dans A est une multiplica-
tion a droite)
A ~ End 4(A°)

On écrit alors A°P comme somme de modules & gauche irréductibles. On obtient :

End4(A%) ~ [ [ Enda(M*)
k

ot M est un module simple sur A. Il reste a voir que End 4(M") ~ 9,,(D) ou D := End 4 (M)
est un corps gauche d’apreés le lemme de Schur.
En effet, en notant py : M™ — M la k%™ projection et iy, : M — M" la k**™¢ injection,, on
voit que si f est un morphisme de A — modules, fi ; := pi o f oi; est un endomorphisme de
M. On montre facilement que f = Xy jir fr,jp;. On vérifie alors que 'application ainsi définie
de End 4(M™) dans 9, (D) est un isomorphisme d’algébres.

O
Pour tout élément 2 de A, on note m, la multiplication & gauche par xz. On peut alors définir
une forme bilinéaire symétrique sur A par :

V(z,y) € A? T(z,y) = tr(mg o my)

Son noyau est un idéal bilatére de A car pour tout a on a T(za,y) = T(z,ay). De plus, il
contient tous les idéaux a gauche nilpotents car si = et y sont nilpotents, m, o m, 'est aussi
donc il est de trace nulle. On en déduit le théoréme suivant :

Théoréme 1.7. Une C-algébre A est semi-simple si et seulement si T est non dégénérée.

Preuve : si T est non dégénérée, alors son noyau est nul, donc A est sans idéaux nilpotents
propres, et ainsi elle est semi-simple. Réciproquement, si M est une matrice carrée d’ordre n,
alors tr(myr) = ntr(M) et on utilise le fait que A est somme directe d’algébres de matrices. O
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II Tresses et entrelacs

1 Entrelacs

1.1 Définitions et propriétés

Définition II.1. Un entrelac E est une sous-variété de R3 compacte, de classe C® et de
dimension 1. Le nombre de composantes connexes de E est noté ¢(E). Si ¢(E) =1 on dit que

E est un noeud.

La plupart du temps les entrelacs seront orientés, et on identifiera les entrelacs isotopes.
On représente les entrelacs dans le plan en les projetant et en spécifiant le type de points de

(Y

Fi1G. 1 — Entrelac & trois composantes connexes et noeud de tréfle

Les isotopies permettent de « déméler » les entrelacs. Elles donnent dans le plan trois types
de mouvements particuliers appelés mouvements de Reidemeister :

Type I /©

Type II <

Type III

N
AN

Théoréme I1.1. Deux entrelacs orientés sont isotopes si et seulement si on peut passer de

Uun a Uautre par une suite finie de mouvements de Reidemeister.

1.2 Polynémes invariants par association

Définition I1.2. Trois entrelacs E4, E_, Ey sont dits associés s’ils ne différent qu’en un point
de croisement et qu’en ce point ils sont dans la configuration suivante :
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AN
/| N\

E, E_ Eo

On note £ 'ensemble des classes d’entrelacs et on s’intéresse désormais a des fonctions P
€ +— A ou A est un anneau commutatif.

Définition I1.3. P est dit invariant par association si P(Q) = 1 et s’il existe at, a— et ag € A
inversibles tels que pour tout triplet d’entrelacs associés (E,E_ Eg) on ait :

a+P(E+) + a,P(E,) + GOP(EQ) =0

On peut déja montrer de fagon assez élémentaire que si un tel polynoéme existe, alors il est
uniquement déterminé par les coeflicients de la relation précédente. On résume cela dans le
théoréme suivant :

Théoréme I1.2. Si P est invariant par association, alors il est uniquement déterminé par les
coefficients a4, a_ et ag.

Preuve : on remarque d’abord que

a+ +a/_>7“71
ao

VreN HQU:(

ot (" désigne le noeud composé de r cercles démélés. En effet, la relation P(QO) = 1 et la
propriété d’invariance de P appliquée aux entrelacs suivants

() QP QY

donne a+P(O) 4+ a-P(Q) + aoP(O?*) =0

On obtient ensuite la formule par récurrence sur r. Pour montrer le théoréme, on se sert de la
remarque suivante :

Lemme I1.1. Pour tout entrelac, il existe un choir entre « passer par dessus » et « passer par
dessous » (over/under crossing) & chaque point de croisement qui produise Q.

Pour cela, on projette 'entrelac sur un plan (de telle sorte qu’a un croisement il n’y ait que
2 brins qui se croisent). Cette projection est une immersion d’une union disjointe de cercles. On
ordonne ces cercles arbitrairement. Maintenant, on parcourt I'image de chacun de ces cercles
(dans lordre établi) en déclarant qu’a chaque croisement, on passe par dessous. [l

Pour chaque « over/under change » E, E_, on obtient les 2 premiers termes d’une associa-
tion. Le troisiéme membre Ej de la classe (E;,E_, Eg) a un croisement en moins que E; et E_.
Ainsi, si on définit la complexité d’un entrelac comme étant la paire (N, S), ou S est le nombre
de changement de croisement & effectuer pour obtenir ()", et N le nombre de croisements, on
voit en procédant par récurrence sur la complexité ordonnée par 'ordre lexicographique, que
P(E) est uniquement déterminé par P(() et la relation d’invariance

a+P(EL) +a_P(E_) + aoP(Ep) =0

On a méme de fagon plus générale la propriété universelle suivante :
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Théoréme I11.3. Si il existe P : € — Z[l,171, m,m™1] polynéme invariant par association,
de constantes (1,17, m), alors il est universel au sens suivant :

(1) P détermine un unique polynome T : € — Zlw, 2™t y,y~
ciation satisfaisant

1,z,z_1] invariant par asso-

2T (Ey) +yT(E-) +2T(Eg) =0

pour tout triplet B4, = E_ Ey d’entrelacs associés.
(2) SiPp : & — A est un polynome invariant par association pour les éléments ay, a_ et
ag dans A, alors on a le diagramme commutatif suivant :

T _
g%Z[l‘,l‘ layay

A

71’ Z’ 271]

ot évidemment s est un morphisme d’anneauz déterminé par s(x) = a4, s(y) = a— et s(z) =
agp-

Prouvons d’abord un résultat utile pour la suite pour montrer que le polynéme de Jones est &
coefficients entiers. C’est principalement pour cela qu’on a cité la propriété universelle ci-dessus.

Lemme I1.2. Soit P : £ — Z[I,17Y, m,m™] un polynéme invariant par association, i.e tel
que IP(E4) + I7'P(E_) + mP(Eo) = 0 et P(QO) = 1 pour tout triplet E4,E_,Eq d’entrelacs
associés. Alors, chaque mondme 1°m® apparaissant dans Py est tel que a = b[2].

Preuve : En fait, on va prouver un résultat plus précis, & savoir :
a=b=rE)-1[2]

En se souvenant que P(O") = [ — (I + fl)/mr_l, on voit que le résultat est vrai pour O".
Maintenant, on prend 3 entrelacs E, E_ et Eq associés; on a alors

P(E;) = —17?P(E_) — I7'P(Eo)
et le résultat suit par récurrence sur la complexité de l'entrelac en remarquant que r(Ey) =
r(E_) =r(Eq)*l. O
Le lemme va nous permettre de définir correctement T. En effet, soit P : & — Z[I, 17, m, m™!]

invariant par association, on pose T : & — Z[z,x~!,y,y~1, z, 271] en remplagant chaque mo-
nome [*m? de Py par z'y’zF, ot

k=b
i+7+k=0
i1—j=a

Par le lemme, on voit que T est un polynéme de Laurent en x, y et z. Explicitement,

T(z,y,2) = P((¢/y)"/?, 2(z/y)/?)

et on observe que T est homogéne de degré 0. On vérifie facilement que T vérifie la relation
d’invariance par association. De plus, en reprenant les notations du théoréme, s(T(E)) = Pa(E)
est vérifiée pour tout entrelac E par unicité du polyndme invariant par association (sT et Pa
sastisfont la méme relation d’invariance par association). O

Le véritable probléme est donc celui de I’existence d’un tel invariant. En effet, il faut trouver
une fonction sur les entrelacs qui donne la méme valeur pour deux entrelacs isotopes. Ceci
motive la suite de notre étude, dans le sens ol on va chercher & définir cette fonction sur un
ensemble plus petit, ayant des propriétes algébriques remarquables, pour ensuite la prolonger
a I’ensemble des entrelacs.
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2 Groupe de tresses
2.1 Définitions et propriétés

On se place dans R? et on considére deux plans horizontaux, d’équations z = a et z = b
avec a > b. On choisit n points distincts dans le premier plan et on les reporte dans le second.
On obtient ainsi 2n points :

Vi=1...n Miz(:vi,yi,a) et Ni:(Ii,yi,b)

Une tresse a n brins est alors un ensemble de n chemins disjoints v; vérifiant :
(i) v; : [0,1] — R est de classe C!
(ii) La fonction ¢ — m3(v;(t)) est décroissante (ot 73 est la projection sur z)
(i) Vi=1...n, v;(0) =M, et {v1(1),...,v,(1)} = {Ny,..., Ny }.
On identifie deux tresses isotopes et, comme pour les entrelacs, on adopte une représentation

par projection.

1 2 3 L

AN

/

Fi1G. 2 — Tresse a quatre brins

Remarque : la propriété (iii) nous montre que chaque tresse définit une permutation de
{1,...,n}. Cependant, deux tresses différentes peuvent définir la méme permutation.

On munit ensemble des classes d’équivalence (pour la relation « est isotope a ») de la loi de
concaténation. Cela munit 1’ensemble d’une structure de groupe, appelé groupe de tresses. 1l
est noté B,,.

On sait que &,, admet une présentation a la Coxeter donnée par :

S={si=(i,i4+1) /i=1...n} systéme générateur
s2=1
?
$is; = 8;8; sili—j| =2
SiSi4+18i = Si41SiSi+1

Cela nous invite & regarder les tresses o; pour it =1...n—1:

1 2 i i+1 n-1 n

Théoréme I1.4 (Artin). Une présentation de B, est donnée par le systéme générateur
{oi, i=1...n—1} et les relations :
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oio; =0j0; sili—j|>2
0i0i4+10 = 0i4+100i41

2.2 Lien avec les entrelacs

Les résultats de cette section font appel & de la topologie algébrique et nous les admettrons
comme annoncé en introduction. Le lecteur intéressé pourra se référer a [2] et [1].

Etant donné une tresse, on peut construire naturellement un entrelac en rejoignant les
points M; et N; pour tout 1.

L) -CDC

F1G. 3 — Obtention d’un entrelac & ’aide d’une tresse

Ceci nous définit une application f: (JB, — &
a — a
Réciproquement, le théoréme d’Alexander nous donne la surjectivité de f :

Théoréme I1.5 (Alexander). Tout entrelac est isotope a la cloture d’une certaine tresse.

On peut maintenant se demander si f est injective, ou plus généralement, & quelles conditions
on a f(a) = f(B). Pour cela, on définit les mouvements de Markov :

(i) Sia,y€ B, aryay !

Jr

(i) Sia €B,, ar aa;l.

Pour le second mouvement, il faut voir &« comme un élément de B, 41 en lui rajoutant un brin
Jr

joignant My, 1 & Ny, 11. Il est alors clair que, si § = aoy ' ou B =~ay~talorsona f(a) = f(3).
Le théoréme de Markov nous donne une réciproque :

Théoréme I1.6 (Markov). Soient o € B, et 8 € By,. On a f(a) = f(B) si et seulement si
il existe une suite finie de mouvements de Markov permettant de déduire 5 de .

Notre probléme est donc ramené a la recherche d’une fonction invariante par les mouvements
de Markov de laquelle on déduira une fonction sur les entrelacs. Pour la déterminer, on utilise
les représentations linéaires du groupe de tresses.
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IIT Représentations de B,, et algébres de Hecke

1 Généralités sur les algébres de Hecke

L’unicité du polynoéme invariant par association de paramétre a4, a_ et ag ainsi établie,
il s’agit maintenant de le construire explicitement. Pour ce faire, nous aurons besoin de « mo-
déliser » le groupe de tresses de maniére suffisamment simple mais assez fidéle. Par exemple,
comme on a pu le voir, il est possible d’associer a chaque tresse un élément de &,, mais la perte
d’information est importante puisque l'on passe d’un groupe de cardinal infini & un groupe
de cardinal fini. L’idée la plus simple serait de remplacer la relation s? = 1 par une nouvelle
relation d’ordre 2 faisant intervenir un paramétre ¢ € C pour se donner plus de « liberté ».
Concrétement, on cherche a expliciter un type de représentation complexe dont les éléments
sont tous diagonalisables et possédent les deux mémes valeurs propres. En notant alors g;
I'image du générateur s; du groupe de tresses, son polynéme minimal est alors d’ordre 2, donc
gi vérifie une relation du type g2 = ag; + b et quitte & faire des modifications évidentes, on se
rameéne a g? = (¢ — 1)g; + ¢ pour des raisons de calculs. Ceci motive la définition suivante :

Définition II1.1. On appelle algébre de Hecke, et on note Hy,[q], ou encore H, ou méme H
quand il n’y a pas d’ambiguité, ’algébre donnée par le systéme générateur {g;, i=1...n—1}
et les relations :
9i9; = 9;9; sili—j| =2
9i9i+19i = GJi+19iJi+1
Z=(¢g—1)g+
9; =(@—1)gi+4q

Montrons que, pour tout entier naturel n strictement positif, H, a une structure de H,,_;-
module et qu’on a un plongement H,,_; <— H,. Ceci nous permet alors de définir la limite
inductive de la tour

HocHyCc---CcH,C---

Par Ho = U H,
neN

Théoréme II1.1. On a un isomorphisme canonique de bimodules
2 Hn S Hn ®Hn,1 Hn l) Hn—i—l
a+Y bi®c; = a+) bignci

Preuve :
(i) ¢ est bien définie car, si u € Hy,_1, u est combinaison linéaire de monoémes en g1, ..., gn—2
qui commutent avec g, donc

bugnc = bgpuc et @(bu ® ¢) = (b ® uc)

(ii) Montrons que ¢ est surjective : il suffit de prouver que H,,_1 est engendrée par les monomes
de degré 0 ou 1 en g,. Par récurrence sur n : si M = M; g, Ms g, M3, on distinque deux cas :
- si My contient une occurrence de g, au moins, alors par I’hypothése de récurrence, on
peut se ramener au cas ou il n’en contient qu’une et grace a la commutativité, on peut écrire
M = M1 M), g5, gn—1 gn MJ Ms. On utilise alors les relations ¢, gn—19n = gn-19ngn—1 pour di-
minuer le nombre d’occurrences de g,,.
- si My € H,,_1, alors on peut écrire M = M; M} g2 M4 M3, et on utilise la relation
g2 = (¢ — 1)gn + ¢ pour diminuer le nombre d’occurences de g,,.
On itére le procédé pour ne plus obtenir qu'une seule occurence de g,, ce qui établit la récur-
rence.

(iii) Par le méme raisonnement qu’au (ii) on obtient une famille génératrice de H,, :

1<ip<ig<...<ip<n-—1 }

B = {(gi1gi11"'gi1kl)"'(gipgipl"'gipkp) vjzlp ng,] <ij
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(iv) On définit, pour ¢ = 1...n, un endomorphisme L; € End¢(C&,,41) par :

Li(0) ={ v si I(si0) > Uo)

Vo 6n+1 qs;o + (q - ]_)O' si 1(510) < Z(J)

On peut alors montrer, en examinant les différents cas, que les L; vérifient les mémes relations
que les g;, ce qui permet de définir un morphisme d’algébres L de H,, vers Endc(C&,,41) tel
que L(g;) =L;. On a alors

L((gilgi1,1 .. .gilfkl) . (gipgipfl .. gzp,kp))(ld) = (Sil Sip—1--- S“,kl) . (Sipsip,1 . Sipfkp)

Or ces élements sont linéairement indépendants dans C&,,41, ce qui force les éléments de B a
étre linéairement indépendants dans H,, 1. Donc B est une base de H,, 41 et dimH,, 11 = (n+1)!.
Par le théoréme du rang, on a

dim(Ker ¢) + (n + 1)! = dim(H,, @ H, ®u,_, H,) < (n 4+ 1)!
donc dim(Ker ¢) < 0, ce qui force ¢ a étre injective. O
On peut ainsi mieux comprendre la structure de H,[q]. En effet, tout mot de H,[q] se
décompose sur la base B avec des coefficients polynomiaux en q et ¢!, d’aprés (iii). Le dé-
terminant A(g) de la forme bilinéaire T est donc lui aussi polynomial. Mais pour ¢ = 1, H,,
s’identifie avec l’algébre de groupe C[&,,] qui est semi-simple, comme toute algébre de groupe.

On a alors A(1) # 0 et un voisinage V de 1 dans C tel que A ne s’annule pas sur V. Ainsi, on
peut énoncer le théoréme suivant :

Théoréme II1.2. ] existe un voisinage V, de 1 dans C tel que, pour tout ¢ € V, l'algébre
H,(q) est semi-simple.

En fait, on peut démontrer que H,[q] est semi-simple pour tout nombre complexe g qui n’est
pas racine j-iéme de 'unité, avec j < n.
Maintenant, il s’agit de trouver un invariant sur les noeuds. On doit avoir P(yay~!) = P(«)

+
(ce qui fait penser a une trace) et P(aoy, 1) = P(a). Si on trouve une trace vérifiant la deuxiéme
propriété sur H,, et qui commute avec H,,_1; C H,, (ce qui permettra de définir une trace sur
Ho) alors on aura le résultat recherché.

2 Trace d’Ocneanu

Théoréme II1.3. [l existe une trace Tr : H, — C telle que :
(1) Le diagramme suivant est commutatif :

HC— = H,y

C
(2) Tr(1) = 1

(3) Tr est linéaire et Tr(ab) = Tr(ba)
(4) Ya,b € Hy, Tr(agnb) = zTr(ab) pour z fizé

Preuve :
On définit Tr par récurrence sur n en utilisant ¢ : H, ® H,, ®xu,, , H, — Hp41
Pour n = 0, Hy = C donne l'identité.
Ensuite si Tr est définie sur H,,, on la prolonge & H,, 1 par :

Vo € Hyyq, Tr(z) =Tr(a) + > 2Tr(bic;) st x=pla+ > b; ®¢;)
Alors les assertions (1), (2) et (4) sont directes. Pour (3) on distingue plusieurs cas :

-size H,,y =v'g,y" avecy/,y"” € H,, alors



III REPRESENTATIONS DE By ET ALGEBRES DE HECKE 17

!0 !0

Tr(zy) = Tr(ay' gny”) = 2Tr(xy'y”) = 2Tr(y'y"z) =Tr(yx)
- sl x et y contiennent une occurrence de g, alors on se raméne au cas ol x = g, et y = agyb.
Il y a alors plusieurs cas a distinguer selon que g,_1 apparait ou non dans a ou b. Le cas le
plus compliqué est celui ot a = a’g,,_1a” et b = b'g,_1b", avec a’,a”,b',b" € H,,_1. Alors, on
écrit
Tr(zy) = Tr(gnagnd) = Tr(gna'gn-1a"gnb'gn—1b")
= Tr(a'gngn-19n0a"'gn—10")
= Tr(algn—19ngn—1allblgn—1bll)
= 2Tr(a'g2_,a"b gn_1b")
= z((g—1)Tr(ab) + qTr(a’a”b' g,—10"))
Tr(zy) = z((¢—1)Tr(ab) + qzTr(ad'a”’b'b"))

et de méme Tr(yz) = Tr(agnbgn) = Tr(d'gn—1a"gnb gn—1b"gn)
= Tr(d'gn-10"0'gngn-19:0")
= Tr(a'gn-10"V gn-19n9n—10")
= 2Tr(a’gn_1a"b'g%_,b")
= 2z((¢g — 1)Tr(ab) + ¢Tr(a'gn—1a"V'b"))
Tr(yz) = z((q—1)Tr(ab) + qzTr(a’a”"b'd"))

Dot Tr(zy) = Tr(yz). O
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IV  Polynéme HOMFLY

1 Existence

Nous avons maintenant tous les outils nécessaires pour prouver l’existence d’un polynome
a deux variables P : £ — Z[l,17!, m, m™1] vérifiant la propriété d’invariance

IP(Ly) + 17 'P(L_) + mP(Lo) = 0

On a déja vu qu’il nous suffit de construire un tel polynéme sur le groupe des tresses B, et
invariant par mouvements de Markov.

Considérons K = C(g, z) le corps des fractions rationnelles & deux variables sur le corps des
nombres complexes et posons w = 1 — ¢ + z € K. A chaque tresse a € B,, on va associer
un élément V,(q, z) appartenant a Pextension quadratique K(1/¢q/zw) de K. On reprend les
notations des parties précédentes en notant o; les générateurs de B,,. Remarquons qu’on dispose
de deux morphismes bien définis

e: B, — Z ot p:B, — H,

o — 1 o Gi

Maintenant, considérons o € B,,, on lui associe I’élément V,(q, z) € K(y/q/zw) défini par la
formule

Vale2) = (3 (LY ot

1\ (nte(a)=1)/2 q (n—e(a)—1)/2
=(2) () Te(p(a)

z w
Il s’agit donc de montrer que V,, ne dépend que de I'entrelac associé a « et est donc invariant
sous l'action des deux types de mouvements de Markov.
— Soient donc o,y € B, et 3 = yay~!. Alors on vérifie facilement que o et 8 ont le méme
nombre de brins et que e(a) = e(F). Ainsi V,(q, 2) = Vg(q, 2).

- Sia€B, et f=a0, €Bpt1,0nae(f) =ela)+1, n(B) =n(a)+1, et alors,

1\ (ntlte(a)+1-1)/2 /g \ (n+l-e(e)=1-1)/2
Via.2) = (3) (4)

(1)(n+€(a)+1)/2 ( q )("—e(a)—l)/2

" Tr(p(agn))

> Tr(p(a))

z w

Vi(a,2) = Valg, 2)
Si 8= ao,! € B,y1, le raisonnement est le méme en remarquant que

1
97:1 = a(l—CH-gn)

On peut ainsi définir, pour tout entrelac E, Vg(q,z) comme la valeur commune de tous les
Va(q, z) pour @ = E. Cependant Vg(q, z) ne ressemble pas a un polyndme a coeflicients entiers.
Heureusement, on a la propriété suivante

Proposition IV.1. Pour chaque entrelac E, il existe un unique polynome de Laurent Pg(l,m) €
Z[L, 17 m,m™Y, tel que

P (i(z/w)/?,i(q71/? = ¢*/?)) = Val(q, 2)

deés que a est une tresse dont la fermeture vaut E.
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Preuve :
La clef de la preuve est U'invariance par association de V,/(q, z) que nous allons montrer. Soient
B, v € B, deux tresses et soient oy, a_, oy les trois tresses définies par

oy =Bgry  a- =gy ao=py

pour un certain k < n. Pour toute tresse a € B,,, si e = e(a), définissons

1 _ 4\ (n—e—
Wa(g,2) = ()02 (1) D/2 pa) € H,

ot maintenant, H,, désigne ’algébre de Hecke sur K(1/q/zw) avec K = C(q, z), correspondant
au paramétre g. Alors

Lemme IV.1. Sil=i(z/w)"/? et m =i(q~/? — ¢'/?), alors on a la relation
IWo, +1"Wa_ +mWa, =0

Et en prenant la trace on obtient 'invariance par association de V.

Preuve du lemme : On pose e = e(ayg), et on observe que

1 1

Wa, = ()12 ()71 () /2 (D)nmem/2 p(8) g p()
1 1

W = ()72 ()12 ()02 (0D p(8) g o)

Un calcul facile donne ’expression suivante :

1
IWa, + 17 W, 4+ mW,, = i(=)m+eD/2(Lym—e-1/2 y3) ¢ p(y)
2z w
ol on a posé C = q’l/ngfql/QL(J,;lJrq*l/Q*ql/2
Mais g;l =q (1 —q+ gx), de sorte que C = 0. O

Il reste donc & montrer que le polyndme Pg ainsi défini est bien & coefficients entiers. Pour
cela, il suffit de remarquer que Pg(l,m) = 1 pour le noeud trivial O et que Pg est invariant
par association. La preuve se fait par récurrence de la méme fagon que pour 'unicité prouvée
au paragraphe I1.1.2. O
2 Quelques propriétés de Pg(l,m)

Les raisonnements que nous avons suivis jusqu’a maintenant vont nous permettre d’établir trés
simplement quelques propriétés du polynome de Lickorish et Millet. On se servira d’une part
de I'unicité de ce polynome, d’autre part de la fagon dont on le calcule.

Propriété IV.1. Notons E’ l’entrelac dont l’orientation est opposée a celle de E, alors on a
Pr/(I,m) = Pg(l,m)
Soient Ey, E_ et Eq trois entrelacs associés. On voit que E/, , E” et Ej sont associés. Ainsi,
Pg, + I"'"Pps +mPg =0
Par unicité, on a Pg = Pgs pour tout E. (bien sir O = Q) O
Propriété IV.2. Notons E* le miroir de E, alors on a

Pg- (lvm) = PE(lilam)
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De méme, E*, E% et Eg sont associés donc
[P~ + lilPEi +mPg; =0
Et on applique une fois de plus 'unicité de Pgs«. [l

Propriété IV.3. Si Eq et Eo sont des entrelacs, on note E1 11 Es la somme disjointe de Eq et
Es. On a alors
1+171!

PruE, = — Pg, Pg,

Si Es = (O, les trois entrelacs suivants sont associés :

E, = E E —F, EO_E1HQ
et ainsi IP(E1) +17'P(E1) + mP(E 11 O) =0

1
don P T1O) = — 1 p(my)

Si Eg est plus compliqué, on procéde par récurrence sur sa complexité. Plus précisément, si
EJ, E; et EY sont associés, alors E; [T EJ, E; ITE; et E; IT EY le sont aussi. La propriété
s’ensuit. |

Propriété IV.4. Si E; et Es sont des entrelacs, on note E1#Es la somme connexe de E; et
Es. On a alors

PE,#E, = PE, Pg,

Les trois entrelacs suivants sont associés :

0

E, = E1#E, = E1#E, Eo=E LI E,
On a donc la formule

lP(El#Eg) + lilp(El#EQ) + mP(E1 II EQ)

La propriété précédente permet de conclure. [l

3 Spécialisation : polynéme d’Alexander et polynéme de Jones
On définit : Ag(t) = Pr(i,i(t/? — t71/2))
Ceci définit un polynome appelé polynéme d’Alexander.
Propriété IV.5. Ag(t) satisfait la propriété d’invariance par association
AO(t) =1
Ag, —Ap_ + /2 -tV Ag, =0
On définit aussi : Vg(t) = Pr(it,i(t'/? — t71/2))

Cette égalité n’est pas toujours une identité polynémiale. Néanmoins, pour des raisons détaillées
plus loin, Vg est appelé le polynome de Jones.
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Propriété IV.6. Vg(t) satisfait la propriété d’invariance par association

Vo(t) =1
tVg, —t Vg + (/2 —t7Y2)Vg, =0

On se souvient du lemme I1.2 qui stipule que l'exposant de m dans chaque monéme de
Pgr(l,m) est congru a r(E) — 1 mod 2. On voit alors que 1’exposant de m pour un noeud (qui
rappelons-le est un entrelac ne comportant qu’une seule composante connexe) est pair, et il
s’ensuit que les polyndémes de Jones et Alexander sont des polynémes de Laurent pour les
noeuds.

On sait que la seule relation qu’il existe entre ces polynomes est que Pg détermine Vg et
Ag. Il existe un noeud non trivial tel que A(¢) = 1 et V(t) # 1. Il existe deux noeuds ayant
méme V(¢) mais pas les mémes A(t). V et A ne déterminent pas P : il existe un noeud qui a
méme V et A que son miroir, mais pas le méme P.
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V  Algébres de Temperley-Lieb-Jones

1 Généralités

Définition V.1. Pour tout entier naturel n et tout nombre complexe non nul 3, l’algébre de
Temperley-Lieb-Jones Ag ,, est l'algébre unifére définie par les générateurs e1,...en—1 et les

relations

2 _
g =&

ﬁEiEjEiZEi St |i—j|=1
Ei€5 = E€4&; 81 |Z*j|>2

Théoréme V.1. Pour tout § € C* et pour tout n > 1, lalgébre Ag, est de dimension

—n}H (2:), et le morphisme naturelle Ag,, — Agnt1 est injectif.
Un monéme de Ag ,, est un élément de la forme €;,¢;, - - - €;, ot chaque ¢;; est undes ey, -+ ,€p—1.

Proposition V.1. Tout monéme w € Ag ,, peut étre écrit sous la forme réduite :
W= ﬁ—’!‘(gilgil_l e Ejl)(EiQE’L'Q—l P €j2) e (Eipgip—l oo Ejp)

our eNetO0<p<n—1etou

1< <in < <ip<n—1
1< << <jp<n*]-
112 J1 12 2 J2 ip 2 Jp
1 2n
De plus, on a dimAg, < —
b B’n\nJrl(n)

Remarque : En fait, on a exactement

. 1 2n
dim Ag n, = n+1<n>

mais I'inégalité dans ’autre sens est beaucoup plus compliquée et fait appel soit & de I’homolo-
gie quand on considére les algébres de Temperley-Lieb-Jones comme des quotients d’algébres de
Hecke (en anticipant sur la suite), soit & de la théorie des représentations avancée. On renvoie
a [5] et [4].

Preuve : On considére un entier m tel que 0 < m < n. On prouve la premiére partie de la
proposition par récurrence sur m pour un mondme w dans Ag ,+1. C’est évident si m = 0, on
suppose alors que m > 1 et que la propriété est vraie pour Ag . On se raméne d’abord au cas
ol &, napparait qu’'une fois dans w. Supposons que w posséde deux occurences de &,,, deux
cas sont alors & envisager :

W = W1EmaAcEmw?2

OU W = W1EmMAEMm_1bEmwo
ot a et b sont des monomes dans Ag ,—1. Comme ¢, commute avec Ag ,,_1, on a

W = W1Emaws

ou w = wiaf te,bws

et le nombre de ¢,, dans w a diminué.

Soit donc w = wie,we avec w; et wy des mondmes dans Ag . En utilisant d'une part
I’hypothése de récurrence sur wo, et d’autre part les relations e,,e; = €6, pour j < m —2, on
se rameéne au cas oll W = W1EmEm_1 - - En, OU w1 un mondme réduit qui se termine par ;. Si
l>n,ona
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EIEMEm—1""*Ek = Em - E142(E1€141€1)E1-1  * * Ek;
-1
= BT I-1 " EREMEM—1 " " El42
Ainsi on peut supposer que | < k, de telle sorte que w est de la forme

w:ﬂsil...5]-151-2...5]-2...51- PP

»Ehy (lp=m,jp=k)

et on a bien les relations voulues sur les indices.
Il nous reste donc a faire le décompte des mondmes réduits. Cela revient a compter le

nombre de chemins dans Z? joignant (0,0) & (n,n) et restant au dessous de la diagonale. En
effet, les monomes réduits sont en bijections avec ces chemins par :

(n,n)

(ilao)

Mais ces chemins sont eux-mémes en bijection avec les chemins joignant (1,0) & (n + 1,n) et
ne touchant pas la diagonale. Or, & chaque chemin rencontrant la diagonale on peut associer
de fagon bijective un chemin joignant (0,1) & (n 4+ 1,n) en considérant une symeétrie partielle
par rapport a la diagonale : si (3, j) est le premier point du chemin touchant la diagonale, alors
on remplace le chemin de (1,0) a (4, j) par le chemin symétrique allant de (0,1) a (j,7). On en
déduit que le nombre de ménomes réduits est

M= (Qn) B ( 2n ) _ 1 (2n)
n n+1 n+1\n
2 Lien avec les algébres de Hecke

Les relations qui définissent les deux tours d’algébres sont assez voisines. Cherchons un
changement de variable sur les générateurs de l'algébre de Temperley-Lieb-Jones qui met en
évidence ce lien. Etant donné que 'on ne veut pas changer le degré des relations, on effectue
un changement de variable linéaire : on pose

Vi € N vi =ag; +b
Calculons alors 72, pour tout entier naturel i :
2 = a*e? +2abe; +b* = (a® + 2ab) e; + b
;i — b
(a® + 2ab) (%—) + b2
a

2 = (a+2b)y; —b(a+b)

En posant a = ¢+ 1 et b = —1, on obtient alors 72 = (¢ — 1)v; + ¢. Calculons maintenant
~YiVi+17i pour entier naturel 7 :
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Yivie1yi = (¢4 Ve — 1) [(q + 1)2eiq1ei — (¢ + 1) (g5 + €iv1) + 1]
= (¢ +1)’cigiviei — (¢ +1)%e} — (g + 1) cigina
—(g+1)eipiei+2(q+ e+ (g+1) ey — 1
=4 g+ 1) — (¢ +1)%ei— (¢+1)cicin
— (g4 1)eipei+2(g+ 1) e+ (g+ 1) g1 — 1
YiYir1i = Vi YiYier + 67 (@ + 1) = (g + 12+ (¢ +1)] (vi — Yit1)

(g+1)°

On choisit donc g = , et on a v;vir1v = Vi+17%Yi+1- On remarque que 'on a alors

vy = —(g+ 1) eigi — (g + 1) eime + (@ + e+ (g + e — 1
=—(i+1D) i+ ) - i+ D+ D +ri+1+7m +1-1
YiVi+1Ve = —ViYi+1 — Vi+1 Vi — Vi — Vi+l — 1
Ceci permet, d’énoncer le théoréme suivant :

Théoréme V.2. Soit g € C~{0,1} et 3 = 2+q+q L. Pour tout entier naturel n, les éléments
Vi=1l...n—-1 vi=(g+1)e -1
forment une base de Ag, et les relations suivantes :

7 =(—1)v+q
ViVi+1Yi = Vi+17YiVi+1
Yivi =% st li—jl =2
Yivit1Vi +ViVitr Vi1 Vi %+ Y +1=0
définissent une présentation de Ag.,.
Preuve : on a déja vérifié que ces relations étaient satisfaites donc il suffit de montrer que de

ces relations on peut déduire celles qui définissent Ag ,,. Ceci se vérifie facilement en remarquant
que

i + 1
Viel..nm—1 =27
g+1
et en effectuant les mémes calculs que précédemment. [l

Le lien entre les deux algébres est maintenant évident, et du théoréme précédent on déduit le
résultat suivant :

Corollaire V.1. Soit g € C~{0,1} et 8 = 2+q+q . Pour tout entier naturel n, Uapplication

wn : Hn [q] — Aﬁ,n

gi = 7
est un morphisme d’algébres surjectif. Sin =1 ou 2, c’est un isomorphisme. Pourn > 3 on a
Ker ¥, = (919291 + 9192 + g291 + 91 + g2 + 1)
De plus, le diagramme suivant est commutatif :
H, ——Hn1

ld’n lﬂhwl

An e -An+1
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Preuve : Le théoréme précédent nous prouve ’existence de v, et permet de déterminer son
noyau. Pour n > 3, celui-ci est engendré par les éléments suivants :

Vi=1...n—-1 Ti = §i9it19i + 9i9iv1 + giv1gi + i + giv1 + 1

Mais, en remarquant que si k € [1;n —2], on a

(91 gn-1) gk (g1 07") = (917 gor1) gi (9ity 97 )
= (91 gr—1) (Grgr+198) (Gei1 - 91 )
= (91 gr—1) (Grr19890+1) (i1 91 )

(91 gn-1) gk (gn21 - 91") = gur
n —

i(

On en déduit que pour tout entier ¢ € [1; 2]]
(91 gn-1) i (g1 - 91) = Tin1
si bien que le noyau de ,, est engendré par x;. [l

3 Polynéme de Jones

Commengons par signaler qu’il existe une maniére trés agréable de construire le polynéme
de Jones, il s’agit de ’approche de Kauffman. Cette approche permet de prouver trés simple-
ment certaines propriétés du polynéme de Jones. Par exemple, si on prend un entrelac E et que
Pon inverse l'orientation de I'une de ses composantes connexes (on note E lentrelac obtenu),
on a Vi (t) = t*}Vg(t) avec A € Z. Pour toutes précisions, on renvoit a [7].

Dans le chapitre III, on a vu que 'on pouvait définir une trace sur Hy,, dépendant d’un
parameétre z. Maintenant que I'on connait une caractérisation des algébres de Temperley-Lieb-
Jones comme quotients d’algébres de Hecke, on peut chercher les valeurs de z pour lesquelles
la trace passe au quotient. Une condition nécessaire et suffisante est que :

Tr(z1) = Tr(g19201 + 192 + 21 + 1 + 92+ 1) =0

Or Tr(x1) = Tr(g19291) + 2 Tr(g192) + Tr(g1) + Tr(ge) + 1

= Tr(g?g2) + 22 Tr(g1) +22 + 1

2Tr(g?) + 222 + 22+ 1
=22(q—1)+z2q+222+22+1

Tr(z1) = 22(¢+1)+2(g+2)+1

La variable ¢ étant fixé, les solutions de 1’équations Tr(z1) = 0 sont :
z1 = —1
-1
z9 = o]
On s’intéresse a la seconde solution. On a donc le théoréme suivant :
Théoréme V.3. Soit g € C~{0,1} et 8 =2+ q+q L. Il existe une trace Tr : Ag,, — C

telle que :
(1) Le diagramme suivant est commutatif :

Y S P

\/
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(2) Tr(1) =1
(3) Tr est linéaire et Tr(ab) = Tr(ba)

-1
(4) Ya,b € Hy, Tr(agnb) = 1 Tr(ab)

Avec z = —1/(¢+ 1), on touve que pour « € B,

Va(Q7 Z) =V, (q7 _1/(q + 1))
= Pa(i(1/q),i(q™/* — ¢'/?))

Val(g,2) = Va(l/q)
ol Vj est le polynéme de Jones. Historiquement, c’est en construisant une trace sur les algébres
de Temperley-Lieb que Jones avait défini son polynoéme.
4 Exemple : calcul du polynéme pour les anneaux boromméens

Calculons les différents polynémes dans un cas simple d’entrelacs : les anneaux borroméens.

C’est le plus petit entrelac (au sens du nombre de composantes connexes) qui vérifie la propriété

suivante : si on supprime une des composantes connexes, alors on obtient une somme disjointe
de noeuds triviaux. Voici I’allure des anneaux :

2%

F1G. 4 — Anneaux borroméens

Une fagon élémentaire d’obtenir ces anneaux est de considérer la tresse w = o} ‘090 ‘020 L 02,
représentée par :

FIG. 5 — Tresse w = 0] '0207 ‘0907 "0

Regardons la relation d’association suivante :
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) OUD &y

E, =B E_ Eo
Ainsi lP(B) +I7'P(E_) + mP(Eg) =0

Maintenant, pour calculer P(E_) on regarde :

@QQ O

EL=E_ E) = O’
ce qui donne IP(O?) + lilP(E—) +mP(O?) =

Quant & P(E_), il s’obtient grace aux relations suivantes :

D @ OC

1" ll

Ey E; = O

LI Q@Q

" 1"

E, =E_ _ E

qui donnent { IP(E}) + 1 IP(EO) +mP(O?) =0

1"

IPED) +17'P(E)) + mP(Ey ) =0
Il suffit alors de mener & bien les calculs pour trouver
12 1 2 1 2m? 2m? mt

2
= —|( — = e _ —1 —_— — — — _—
Pg(l,m) l l+m + 7] l +12+l4+l E 7 + 2
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