Mémoire de premiére année

Elric Angot, Francois Duhesme
18 juin 2018



Table des matiéres

1 Introduction 3
1.1 Architecture . . . . . . . .. 3
1.2 Propriétés de régularisation . . . . . . . .. ..o 4
1.3 Propriétés théoriques . . . . . . . . . ... 4
1.4 Propriétés d’optimisation . . . . . . . . . ... 4
1.5 Objectif de ce travail . . . . . .. .. .. Lo 5
2 Démonstration du théoréme principal 7
2.1 Approximation pour deux points fixés. . . . .. ... 9
2.2 Existence d’'un filet uniforme . . . . . . ..o 12
2.3 Extension des estimations a l'espace tout entier . . . . . . . .. ... ... 12
2.4 Démonstration du Théoréme 2.4 . . . . . . . . . ... ... ... ..... 14
3 Reésultats empiriques 16
3.1 Code du programme . . . . . . .. ..o 16
3.2 Reésultats. . . . . . . . 21
Références 23



1 Introduction

Les réseaux de neurones sont des modéles paramétriques qui font des opérations de
maniére séquentielle sur leurs données. Chacune de ces opérations est appelée "couche",
et consiste en deux étapes : une transformation linéaire des données en entrée, puis 1’ap-
plication d’une fonction d’activation non linéaire. Le schéma ci-dessous est éclairant, bien
que simplifié ( dans les faits, il y a plusieurs vecteurs en entrée, plusieurs en sortie, et les
vecteurs de sortie sont des combinaisons linéaires de tous les vecteurs en entrée) :

ai by fl(bl)
as by fa(b2)
Ap—1 @ bm—l @ fm—l(bm—l)

avec, dans (1), la multiplication du vecteur en entrée par M € M,, ,,(R), et, dans (2), 'ap-
plication des fonctions d’activation a chaque élément du vecteur. La plupart du temps, les
fonctions d’activations sont des sigmoides. La fonction x — ﬁ en est un bon exemple.
Les réseaux de neurones sont présents partout aujourd’hui, et ’augmentation de leur puis-
sance est spectaculaire. Grace a eux, les machines sont plus & méme de traiter des images,
comprendre un enregistrement audio, ou plus prosaiquement gagner au Go contre le cham-
pion du monde. Les réseaux de neurones les plus puissants actuellement sont dits "pro-
fonds". Ils tirent leurs efficacités de plusieurs couches, et des fonctions d’activations adap-
tées a ce grand nombre de couches. Elles sont nommeées fonctions d’activations rectifiées.
Par exemple, la fonction x — max (0, x) en est une. Enfin, le grand nombre de données a
leur disposition permet un entrainement efficace de ces algorithmes.

Il existe trois facteurs théoriques qui expliquent le fonctionnement de ces réseaux : leur ar-
chitecture, les techniques de régularisation et les techniques d’optimisation algorithmique.
Les comprendre est nécessaire afin de savoir pourquoi ces réseaux de neurones sont si

puissants.

1.1 Architecture

Une propriété importante du design de I'architecture des réseaux de neurones est qu’il
peut approximer 1’évaluation de fonctions arbitraires sur les données. Mais en quoi cette
capacité dépend de la profondeur ( c’est-a-dire du nombre de couches) et de la largeur (
c’est-a-dire le nombre maximum de vecteurs qu’on aura a une étape donnée) ?

Des premiers travaux ont montré qu’un réseau avec une seule couche peut approximer
toutes fonctions. En revanche, un réseau avec peu de couches et ayant une grande largeur
a des performances significativement plus élevées que celui disposant d’une unique couche.
Cela est di au fait que plus la largeur est élevée et plus le réseau est profond, plus il
est capable de capturer les invariants. Par exemple, dans la reconnaissance d’images, un
invariant serait le point de vue ou la luminosité (ces deux paramétres ne changeant pas
la nature de 'objet, il ne faut donc pas les prendre en compte lorsqu’on désire nommer



FIGURE 1 — Schéma d’un réseau typique

un objet d’aprés une image). Les preuves mathématiques résistent encore aux chercheurs,
mais les faits sont la.

1.2 Propriétés de régularisation

Une autre propriété substantielle de 'architecture des réseaux de neurones est leur
capacité a généraliser & partir d’'un échantillon de taille réduite. A l'aide de méthodes
statistiques, on peut montrer que la taille de I’échantillon évolue polynomialement avec la
taille du réseau. En pratique, les réseaux de neurones profonds ont & leur disposition des
échantillons trop petits par rapport aux normes données par les méthodes statistiques, mais,
avec des techniques sophistiquées, les informaticiens arrivent a s’en sortir. Une explication
heuristique de ce phénomeéne est que les réseaux de neurones profonds ont la capacité a
augmenter la distance entre les objets de classes différentes, mais conservent (peu ou prou)
la distance entre les objets de méme classe.

1.3 Propriétés théoriques

Une autre propriété considérable de ces réseaux est leur capacité a donner une bonne
représentation des données. Grossiérement, une représentation est une fonction qui est
utile pour une tache. Par exemple, filtrer les bruits parasites lors d’un enregistrement
demande une fonction qui lisse les données : dans ce domaine, la fonction de lissage est
une représentation.

1.4 Propriétés d’optimisation

Pour entrainer le réseau de neurone, on utilise souvent la technique de rétropropagation
du gradient. Elle consiste a calculer le gradient de ’erreur entre la premiére couche et la
derniére couche afin de la réduire au fur et & mesure qu’on entraine l’algorithme.



1.5 Objectif de ce travail

Notre objectif sera d’étudier, & quel point un réseau de neurones aux poids aléatoires
préserve la distance. Pour cela nous allons étudier le cas d’une seule couche dans un réseau.
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FIGURE 2 - La fonction que nous allons étudier

En particulier, nous avons la situation suivante. On a R" Ay g I R™, ot A est
une matrice aléatoire gaussienne m x n, et f : R — R une fonction de troncature qui est
linéaire sur un intervalle (possiblement semi-infini) et constant en dehors . Nous supposons
en plus que f satisfait la propriété suivante :

0< f(z)<z siz>0
f=<flx)=0 sizx=0
0> f(z)zz siz<0

Le probléme consiste alors a étudier la fonction h = f™(A-). Nous supposerons de plus que
notre ensemble de données appartient & une sous-variété compacte K de la sphére S*~!. La
distance sur K sera alors celle induite par la métrique riemannienne de S"~!. Introduisons
une premiére grandeur qui interviendra dans notre démonstration :

Définition 1.1 La largeur moyenne gaussienne d’une sous-variété compacte K de S !
est définie par :

(1) w(K) :=E[sup (9,2 — y)]

z,yeK

ou [’espérance est prise sur un vecteur aléatoire gaussien g avec des composantes i.i.d
normales.

Il est a noter que sup, ,cx (g, — y) mesure la largeur de I'ensemble K dans la direction
de g comme illustré dans la figure 3.

Ensuite, on moyenne sur g tiré de maniére gaussienne, d’ou la définition de largeur
moyenne gaussienne.

Le résultat principal que nous allons démontrer consiste & montrer que nous pouvons
a peu de choses prés retrouver les distances initiales & partir des résultats.



FIGURE 3 — largeur de I’ensemble K en direction de g.

Définition 1.2 Une application entre deux espaces métriques
g: (X,dx) — (Y,dy)
est une d-isométrie si
Va,y € X : [dx (21, 22) — dy(g(21), 9(22))] <6
Nous allons démontrer que la composition de fonctions suivante :
R Ay g L0 g S g 1ym
est une § -isométrie. Ici le cube de Hamming H := {—1,1} est muni de la distance de
Hamming %dH(u,v) i= > " 1y, qui correspond a la proportion des coordonnées qui
sont distinctes.

Notons que comme sgn(f(x)) = sgn(x) nous pouvons supposer dans la suite que f est
I'identité.

Remarque 1 Dans toute la suite de ce travail nous noterons par C des constantes quel-
conques (pas forcément les mémes!).

Théoréme 1.3 Soit K C S™ 1, § > 0. Il existe une constante C tel que si
m > 06 Cw(K)?

Alors si A est une matrice gaussienne aléatoire, avec des entrées indépendantes N(0, 1).
Alors avec une probabilité valant au moins 1 — 2 exp(—cd*m), la fonction

g: K —H={-1,1}"
x — sgn™(Ax)

est une 0-isométrie.



FIGURE 4 — Hyperplans induisant une distance

2 Démonstration du théoréme principal

Pour montrer que g est une § -isométrie, nous allons comparer la distance standard d
sur K a la distance d4 qui est le tiré en arriére de la distance de Hamming dy par g. En
prenant les orthogonaux aux lignes de la matrice, A définit m hyperplans. La distance d4
entre deux points x et y consiste alors & compter la proportion d’hyperplans qui séparent
x de y.

Nous allons procéder en 3 étapes pour la démonstration :

1. montrer que da(z,y) =~ d(z,y), avec grande probabilité pour z et y fixés.

2. étendre 'approximation d4(x,y) =~ d(z,y) de maniére uniforme sur un sous en-
semble e-dense V..

3. Etendre l'estimation a tout K par approximation.

L’étape la plus difficile sera la troisiéme, la difficulté majeure étant la discontinuité de
la distance de Hamming d(x,y) en x,y.

De fait, pour certains recouvrements d’hyperplans, ¢’est méme impossible. On voit dans
la figure en contrebas qu’il existe des pavages qui sont non uniformes mais qui le sont pour
certains ensembles e-denses.

Pour contourner cette difficulté, nous allons introduire une version ’faible’ de la distance
de Hamming.

L’idée va étre d’introduire la notion d’hyperplans qui séparent presque deux points. Rap-
pelons que la distance de Hamming normale d4(z,y) sur R" par rapport a A = (aq, ..., ay,)
s’écrit :

1 . .
da(e,y) =Y —1g, avec & = {(v,y) | signe{a;, x) # signe(ai, y)}

i=1

De méme on définit la distance de Hamming faible par :
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FIGURE 5 — Exemple d’un pavage non-uniforme pour I'ensemble K = [-0.5,0.5] x [—£, £],
car chaque cellule a un diameétre > 1, alors que la distance induite sur le e—filet N, = eZNK
correspond a la distance euclidienne.

Définition 2.1 (distance de Hamming faible) Soit A une matrice mxn avec les lignes
ai, ..., an, et t € R. La distance Hamming faible d'y(x,y) sur R™ est définie par :

dy (2, y) Z 17, avec F; = {{a;,z) > t, (a;,y) < —t} U{—(a;, ) > t, —(a;, y) < —t}
Pour un ¢ positif, dy compte les hyperplans séparant ’bien’ x et y; pour ¢ négatif, elle

compte les hyperplans qui les séparent 'presque’.

Remarque 2.2 d'y(z,y) est une fonction décroissante de t. On a donc les inégalités sui-
vantes :

dy (z,y) = d)(w,y) = da(z,y) > dy (z,y), avect” €R™ ett' € RF

Pour un t fixé, la distance d%(z,y) est évidemment également discontinue en x,y.
Cependant si nous nous donnons la liberté de varier ¢ légérement en fonction de z,v,
la distance de Hamming faible est continue en x,y dans le sens suivant :

Lemme 2.3 (Continuité en z,y de la distance faible de Hamming) Soientx,y, 2,y €
R™, tel que |Ax'||o < € et ||AY||oo < € pour un e > 0. Alors pour toutt € R on a :

A= (a,y) < dy(z + ',y +y') <di(z,y).
démonstration. Reprenons les événements
E(x7y7t) = {ZL’,y,t | <CL1‘7.T> >, <ai7y> < _t} U {_<ai7x> > t, _<ai7y> < _t}

de la définition de la distance de Hamming faible 2.1. Par hypothése, on a |{a;,2)| <
g, [{a;,y'| < e pour tout i € [1,m]. Ceci implique par I'inégalité triangulaire

Fi(z,y,t+¢) C Fi(z+ 2 y+y t)CFi(z,y,t —¢)

En sommant sur les indicatrices, on obtient ’énoncé. Ul

Nous pouvons maintenant formuler une version plus forte du Théoréme 1.3.



Théoréme 2.4 (Pavages uniformes avec distance la faible) Soit K C S"! un com-
pact, § > 0 suffisamment petit, et m assez grand pour que m > C6 Sw(K)?2. Alors, pour
tout t € R, il existe une constante c tel que pour toute matrice aléatoire A aux lignes
indépendantes ay, ..., a,, ~ N(0,1I,) on a avec une probabilité d’au moins 1 — exp(—cd*m) :

(s (z,y) — d(z,y)| <0 +2/t|, v,y € K

Si on prend ¢t = 0, on retrouve le Théoréme 1.3. Mais comme notre argument marche pour
tout ¢, nous le formulons dans cette généralité.

Nous reprenons notre plan de démonstration en 3 étapes explicités au début de cette
section.

2.1 Approximation pour deux points fixés.

Nous allons tout d’abord vérifier que pour x et y fixés, on a avec une grande probabilité
que d4(x,y) =~ d(x,y). Vérifions en premier lieu que l'estimation est vraie en ’espérance’,
en d’autres termes que Ed(z,y) =~ d(z,y) .

Notons tout d’abord que

En effet, en dimension 2 on a :

1 m
EdA iE ?/ E Z {sgn{a;,x)#sgn{a;,y)}
1 m
= Z Lisgn(a,z)£sgniay)}s car les a; sont identiquement distribués

or

1

E1{sgnia.z)sgnian)) = o ot L{sgn(az)#sgn(a.y)yda
1

- 5 _ 1 a) sépare x € dCL
o [, g U@ separe et )

H(a)

FIGURE 6 — H en fonction de a



or au lieu, d’intégrer autour du vecteur normal & H(a), on peut aussi intégrer par
rapport a un vecteur tangent a H directement :

1

= 5 1 sépare = € db
27 Jpest {H(b) sép t y}

H(b)
FIGURE 7 — H en fonction de b

_ longeursegment (7,y) p
- - (m,y)
7
Le cas a plus de dimensions se résout en utilisant que = et y se trouvent sur un plan en
commun qui intersecte la sphére. Puis en intégrant on se raméne au cas de la dimension 2

via Fubini. Maintenant nous allons affiner notre comparaison entre Ed’y(z,y) et d(z,y) :

Lemme 2.5 (Comparaison des distances de Hamming fortes et faibles en espérance)
Soit A une matrice aléatoire gaussienne comme dans les théoréme 2.4. Alors, pour tout
teR et tout z,y €S" ' ona :

démonstration. La premiére inégalité est une application directe de 'inégalité de Jensen
et de I’égalité 2 vue plus haut. Pour la deuxiéme inégalité, nous reprenons les événements

& ={(x,y) | signe(a;, x) # signefa;,y)}
Fi={{a;,x) > t,{a;,y) < =t} U{—(a;,x) > t, —(a;,y) < —t}
utilisés précédemment dans la définition de la distance de Hamming. Il s’ensuit que

m

%2(1&- —15)

i=1
<E|lg — 15| par 'inégalité triangulaire et méme loi

E‘di‘(l’,y) - dA(*ray)} =K

=P{&AF}  ici A désigne la différence symétrique ensembliste

< P{l{ar, z)| < [t} +P{[{ar, y)| <[t}

=2P{|g| < |t|} ou g~ N(0,1), car toute combinaison linéaire
des coordonnées d'un vecteur gaussien suit la loi normale.

< 2|t par estimation de la densité de la loi normale.

g

10



Lemme 2.6 (comparaison des distances de Hamming fortes et faibles) Soit A une
matrice gaussienne. Alors :

vt € R,V(z,y) € (R")? P(|d%(z,y) — d(z,y)| > 2-[t| +6) = 2 - exp(—2ms?)

Dans la démonstration nous utiliserons ’inégalité de Chernoff :
Soit X une variable aléatoire réelle qui vérifie :

E(e) < oo VteR

Alors, on a :
VYa > 0, P(X >a) < e ' E(e)

démonstration. On a :

meda(@,9) = Y D>t (asly) <o)<t A far ) >1)
=1
(3) = B(m,p)  avec p=E(d)(z,y))

D’apres le lemme 1, on a |[p — d(x,y)| < 2|t|. Alors, on a, V7 € RT :
P(|d(z, y) — p| > 0)
= P(dy(z,y) —p > 0) + P(|d4(2,y) — p| < —9)
<2-e T E(emTalen)-r) par l'inégalité de Chernoff
< 9. 6—7’5 Lo TP E(€Tdf4($’y))

< 2. 704D H E(eﬂfp(l].{<ai|x>>t/\ (asly) <~} Uf{as,x) <—t A fas gy >t})) car variables indépendantes

m

i=1
—7(6+p) T m . . . C e
<2-e 'E(exp(—1{<a1|g;>>t/\(ally)<—t}U{<a1,x><—t/\<a1,y>>t})) variables identiquement distribuées
m
<2770 (pem + (1—p))"
<27 (pem TP 4 (1 —plem Py

Or, on a (aprés une analyse de monotonie) que :

Vo e 0,1,V eR, - 41— <e

Ici, on prend ¥ =pet A=~
On a donc :

72

P(|dy(x,y) —p| > 6) < 2-¢7 - (emnz)"
2
< 2-emm 7O
< L 2md? en prenant 7 = 4md

11



Définition 2.7 Un e-filet T est un ensemble de points de R? tel que :

Ve eRE3yeT, ||z -yl <e

2.2 Existence d’un filet uniforme

Lemme 2.8 (Estimation de la distance sur un filet) Soit A une matrice gaussienne
aléatoire définie comme dans le théoréeme 2./.

Soit N. un e-filet de S™™! tel que log|N.| < Ce 2w(K)?

Soit § >0

Supposons que m > 2-C -e7%-§? - w(K)?
Soitt € R. Alors :

P(V(z,y) € N2 : |dy(z,y) — d(w,y)| <2t +6) > 1 -2

démonstration.
Montrons tout d’abord que P( sup |dy(x,y) — d(z,y)| = 2|t| + 0) < |[N.|*>-2- e 20",
(z,y)ENZ
Notons P = P( sup |dY%(z,y) —d(x,y)| = 2|t| + ).
(z,y)eN2
On a:
P = I U Idt (,y) — d(z,y)| > 2[t| +0)
(z,y)e
< > P ]dt (z,y) — d(z,y)| = 2|t| +0)
(z,y)ENZ
(4) < N2 W0 par le lemme 2.6

. _ _ 52
Montrons maintenant que |N.|? -2 - e=20m L 279",
2,2 ms?
On a |N.| < eCwUH L e,
.. 952 982 %m 52
Ainsi, 2| N, |e720"m L 72" m+25" L 9e0"m
En recollant les deux inégalités obtenues, on conclut la preuve. O

2.3 Extension des estimations a ’espace tout entier

Lemme 2.9 (Controle des queues) Soit K C 5" ' & >0 et m < %5)2

Soit ay, ..., am ~ N(0,I,) m vecteurs indépentants.
2
On suppose que C' > 1346 et que ¢ > W Ce sont des hypothéses techniques. Alors,

Vee (K- K)N\By-e,  P(LYT, [{ana) | <e)>1-20m

m

Pour prouver le lemme ci-dessus, nous admettons le résultat suivant, dont la démonstration
est technique :

12



Lemme 2.10 Soit K C R™ et soient ay, ..., ay ~ N(0, I,) m vecteurs indépendants.
On pose 2 = suplt S5 | (@) | = /2]l
Alors, on a :
dw(K)
E(Z2) < =5 2
dw(K) “3O2 o _
 P(Z > =72 +u) <2 2057, otu > 0 et d(K) = ZLE%UHxHQ

démonstration.

vm
2 _ 4w(T) \/’ ,
iy T — — — <, €ebBy
(iggz\ a; \/;EH- 7r€ NG —i— + €> car ||z|| < e, puisque x € B;
\/5
m

Or,
wid) | ¢ \/7 \/ B Loy \/7 + +e \/E <
vm 8 8 T
la premiére inégalité venant du fait que w(7") < w( <2 w( ). On utilise aussi le
fait que C' > 1346
D’ou :

P<%§;|<$aai>|<5> > P(%gH%aiH <§+5 %%—4%))

(5) > 1—2exp(—cm)
U

Lemme 2.11 (Continuité par rapport a des perturbations L;) Soient (z,y,2',y') €
(R™)*. On suppose que ||Ax'|| < em et que ||AY'|| < em pour un certain & > 0.
Alors, on a :

2

2
Vt e R,YM > 1, dyMe (2, y) — i <dy(r+2,y+9y) <dyMe(r,y) + i

13



démonstration.

D’aprés nos hypothéses, on a > " | (a;, 2) | <emet D7 | {a;,y') | < em.

Ainsi, Pensemble T’ = {[0,m] /| (a;, ) | < Me A | {a;,y') | < Me} vérifie |T¢) < 22
En effet :

m

D Haiay | =) |Me| > T Me,

i=1 €T
d’oti une majoration de la taille de T°.
On définit F;(x,y,t) = {{a;,x) >t A {a;,y) < =t} U{— (@i, x) >t AN = (a;,y) < —t}
Ainsi, on a, par inégalité triangulaire :
Fi(z,y,t + Me) C Fy(z + 2",y +y,t) C Fi(z,y,t —Me)  i€T

Ainsi, on a :

1 m
diMe = — Z 17 (z,y,t + Me)
i=1
¢l 1
< —+ — 1-
— +— Z 7,y t+ Me)
€T
2
< T Zlfi($+x’>y+y’,t)
€T
2 t ! /
(6) < M+dA(x+m,y+y)
Cela prouve la premiére inégalité. La deuxiéme se fait de maniére similaire. ]

2.4 Démonstration du Théoréme 2.4

Nous pouvons maintenant procéder a la démonstration du théoréme 2.4. Soient 1’en-
semble K, les nombres §,m,t et la matrice aléatoire A comme dans le théoréme. Nous
posons € = 0/100 et M = 10/§. Soit N, un e-filet sur K définie comme dans la section
précédente (c’est a dire que log(|NV.|) < Ce™?w(K)?). Le lemme 2.8 nous permet de contro-
ler les distances des éléments de N.. Le lemme, 2.9 quant a lui, nous permet d’estimer
les queues. Par les hypothéses sur m et notre choix de € nous pouvons appliquer ces deux
lemmes. En utilisant 1’estimation triviale : P(A N B) > P(A) + P(B) — 1 on obtient donc
qu’avec probabilité au moins 1 — 2exp(—d%*m) + 1 — 2exp(—cm) — 1 > 1 — dexp(—cd*m)
les résultats suivants sont vrais : Pour xg,yo € N et o',y € (K — K)NeBY ,on a:

lemme 2.8

(7) |d'y M (0, o) — d(wo, yo)] < 2|t — Me|+6/2
lemme 2.8
| M (0, o) — d(wo, o) < 21t + Me|+ /2

14



lemme 2.9

lemme 2.9
(8) AL < em, AV < em.
Soient x,y € K. On peut les écrire de la maniére suivante :
9) r=xo+2,y=y+y, ouxzy €N, 2,y € (K—K)NeBj.

La borne en 8 nous permet d’appliquer le Lemme 2.11. Nous parvenons a :

2 )
dy(z,y) < d'y™M(zo,m0) + S d(zo,yo) + 2t| +2Me + i

grace a l'inégalité triangulaire et I'inégalité 7. Par ailleurs, on peut remarquer que pour
deux éléments a,b € K C S", on a d(a,b) < |la — b||2. Cela s’obtient facilement en se
ramenant au cas n = 2, ol on trouve

2
d(a,b)? = % < cos?(a) + (1 — sin(@))? = [|a — b|2.

d{A.B)'TT

En utilisant d’abord 9 puis I'inégalité sur les distances, nous obtenons :
|d(o, o) — d(z,y)| < d(zo, ) + d(yo,y) < [|zo + 2|2 + [lyo — yll2 < 2e.

En combinant les deux, nous avons

52
dy(a,y) < d(e.y) + 2]+ 2Me + 5 + o + 2.

De maniére analogue nous parvenons a

Nous concluons ainsi que
|d's(,y) — d(w,y)| <6+ 2lt].

15



3 Reésultats empiriques

3.1 Code du programme

Ce programme fait le calcul du théoréme 1.3 avec plusieurs variables (m et n) afin de
voir que si m augmente, la distance de hamming se rapproche de la distance géodésique.

# 1 : avoir une matrice aléatoire.

from random import gauss
from math import sqrt
from math import acos
from numpy import random

#1.1 : f est une fonction suivant une loi centrée réduite.

def aleat_gauss(variance)
nmnn

return (gauss(0,variance))
#1.2 : créer la matrice

def creer_matrice_gaussienne ( m , n , variance )

m est le nombre de lignes, et n le nombre de colonnes.
Normalement, la variance vaut (1/m)~1/2

nmnn

1 = [[0 for k in range (n)] for 1 in range (m)]

for i in range (m)

for j in range (n)

1[i] [j] = aleat_gauss(variance)

return (1)

#2 : avoir le produit de matrice

def prod(vectl,vect2)

nmn

calcule le produit de la transposée de vect 1 par vect 2

res = 0
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for i in range (len(vectl))
res += vectl[i]*vect2[i]
return res

def produit_matriciel(matrice,vecteur)
nmnn

matrice est une matrice de taille m*n
vecteur est un vecteur de taille n
nnn

nb_lgn = len(matrice)

nb_colonnes = len(matrice[0])

res = [0 for k in range (nb_lgn)]

for i in range (nb_lgn)

res[i] = prod(vecteur,matricel[i])
return res

#3 : appliquer la fonction d’activation au résultat

def fonction_activation (x)
if x<-1

return -1

if x>1

return 1

else

return x

def appliquer_fct_activation(f,vect)

nmn

f est une fonction d’activation, et n est la taille de vect

n = len(vect)

res = [0 for k in range (n)]
for k in range (n)

res[k]l= f(vect[k])

return res

#4 : assembler le tout
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def reseau_neurones_simple (vect,matrice,f)
mnn

vect est le vecteur a traiter

matrice est la matrice aléatoire

t est une finction d’activation

nnn

res = produit_matriciel(matrice,vect)

res = appliquer_fct_activation(f,res)
return res

#5 : distance euclidienne

def dist_eucl(vectl,vect?2)

res = 0

for k in range (len(vectl))

res += (vectl[k] - vect2[k])*(vectli[k] - vect2[k])
return sqrt(res)

# distance de Hamming

def hamming_distance(a,b)
nmnn

a et b sont deux vecteurs
res = 0

for k in range (len(a)):
if alk] !'= b[k]

res +=1

return res

#définition de g
def sgn(x)

if x>0:

return (1)

else :

return (-1)

def g(x,M,f)
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Ce g représente la fonction définie dans le théoréme 1 du papier

Deep Neuron Network with Random Gaussian Weights.

I1 correspond & appliquer la fonction sgn & chaque élément du vecteur suivant : f(Mx)
M est une matrice gaussienne aléatoire de taille m*n

X est un vecteur de la boule unité

f est une fonction de troncature

a = produit_matriciel(M,x)
b = appliquer_fct_activation(f,a)
c = appliquer_fct_activation(sgn,a)

return(c)

# distance géodésique sur la sphére unité

def dist_geodesique(x,y):
a = prod(x,y)
return acos(a)/3.1415

#Batterie de test
"il faut pouvoir prendre des vecteurs aléatoirement avec une loi uniforme"

def vect_aleat(n)

x = random.rand(n)

#0n fait en sorte que le vecteur puisse avoir des valeurs négatives
x = 2%(x-1/2)

#0n le renormalise

x = x / sqrt(prod(x,x))

return(x)

def batterie_de_test(m,n,taille)

taille est le nombre de test. m est le nombre de ligne de la matrice,
et n le nombre de colonnes.
On retourne un tableau ayant une longueur valant taille.
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Chaque élément du tableau est un réel.

Ce réel vaut le sup des valeurs absolues de la distance géodésique entre x et y
moins la distance de hamming entre g(x) et g(y).

Puisqu’on ne peut pas avoir le sup comme ¢a, on premdra le max sur 50

paires de vecteurs pris aléatoirement.

nmn

variance = 1/sqrt(m)

f = fonction_activation

tabl = [0 for k in range (taille)]

for k in range (taille)

M = creer_matrice_gaussienne ( m , n , variance )

maxi = 0

for z in range (50)

x1 = vect_aleat(n)

yl = vect_aleat(n)

c = abs( dist_geodesique(xl,yl) - 1/m* hamming distance(g(x1,M,f),g(y1,M,f)))
maxi = max (maxi,c)

tabl[k] = maxi

return tabl

# Calcul. On va faire tourner le programme longtemps, pour avoir des beaux graphes.

def moyenne(t)

n = len(t)

res = 0

for k in range (n):
res += t[k]

return (res/n)

def calcul()

nmn

la variable intéressante est le m. I1 va donc prendre les valeurs:
5, 10, 50, 100, 500, 1000, 5000, 10 000, 50 000, 100 000.
n prendra les valeurs 2,5,8,11.

nnn

t1 = [5,10,50,100,500,1000,5000,10000,50000,100000]

t2 = [2,5,8,11]

res = []

for k in range (len(tl))

for j in range (len(t2))

m = t1[k]

t2[3]

n
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t = batterie_de_test(m,n,100)
moy = moyenne (t)

res += [(t,moy,m,n)]

return res

3.2 Résultats

On constate que ¢ évolue en ;%ﬁ et non pas en —r. Le résultat empirique est donc
6

beaucoup plus puissant que celui du théoréme. Cela vient du fait que nous avons fait
beaucoup d’approximation sont venues dans la preuve des différents lemmes, on a fait
beaucoup d’approximation, que ce soit dans ’approximation de 1’exponentiel ou dans les
différentes inégalités utilisées dans les probabilités
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m\n 2 5 8 11

5 0.40165859339 | 0.49162433540 | 0.49586259795 | (0.5095806806
68252 54183 712484 52715

10 0.29335313220 | 0.36114730578 | 0.37195372846 | 0.37504876122
00822 230825 96408 42083

50 0.12390457791 | 0.16631737619 | 0.17547212634 | 0.17343758180
07536 759068 205234 707813

100 0.08804584837 | 0.11525191903 | 0.11841068845 | 0.12277790731
958665 496804 194463 655776

500 0.03903322540 | 0.05309197611 | 0.05395310521 | 0.05479221971
424041 8847965 785618 357912

1000 0.02831196968 |0.03833927179 | 0.03850097792 | (0.0373060949
0775845 6568576 027244 70844125

5000 0.01327431885 | 0.01602493870 | 0.01767238005 | 0.01678871981
2482682 158004 0171754 0873966

10000 0.00930619286 | 0.01182722596 | 0.01220512097 | 0.01254259438
7231337 6931497 175801 353856

50000 0.00390751221 | 0.00534084925 | 0.00538416544 | 0.00550669916
8738604 5441713 2190047 95631624

100000 0.00286988623 | 0.00370098960 | 0.00378076074 | 0.00382730336
06409307 68153493 80060063 0563191
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