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Résumé

Ce cours introduit les techniques algébriques fondamentales utilisées en théorie des
nombres et en géométrie algébrique. Une grande partie concernera la théorie générale
des anneaux (commutatifs) et de leurs modules, et une autre partie la théorie des
extensions de corps.
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1 Algébre commutative

1.1 Pourquoi I’algébre commutative

L’algébre commutative est I’étude des anneaux commutatifs et de leurs modules. On
rappelle qu'un anneau (unitaire) A est un ensemble muni d’une addition +: A x A — A
qui admet un élément neutre noté 0 et fait de (A,+) un groupe abélien, et d’une multi-
plication (ou produit) - : A x A — A qui admet un élément neutre 1 et fait de (A,-) un
monoide associatif, et telles que - soit “distributive” (ou encore “bilinéaire”) par rapport a
+. Cet anneau est dit commutatif si la multiplication - est commutative. Nous noterons
A* le sous-ensemble des éléments de A qui sont inversibles pour la multiplication, de sorte
que (A*,-) est un groupe. Lorsque A* = A\ {0}, on dit que A est un corps.

Certaines définitions et énoncés de ce cours pourront paraitre bien abscons sortis de
leur contexte. C’est pourquoi il est important de garder en téte pourquoi et comment les
mathématiciens y ont été conduits. Ce n’est pas le plaisir de I'abstraction qui les a guidés,
mais bien le désir de résoudre des problémes concrets en les reformulant convenablement.

1.1.1 L’anneau des entiers. Le premier exemple d’anneau commutatif est ’anneau
A = 7 des entiers relatifs. Sa structure additive est claire (comme le sera celle de la
plupart des anneaux que nous rencontrerons) : elle est engendrée par 1 qui en est la seule
“brique élémentaire”. C’est la structure multiplicative et son interaction avec I’addition qui
est intéressante. Ses “briques élémentaires” en sont les nombres premiers, sur lesquels de
nombreuses conjectures sont encore ouvertes. Rappelons le résultat célébre d’Euclide :

THEOREME. (Unique factorisation) — Tout nombre entier s’écrit sous la forme n =
+pi'py? - - - prr, ou les p; sont des nombres premiers distincts 2 a 2 et v; € N*, et cette
écriture est unique a [’ordre prés.

L’existence d’une factorisation comme ci-dessus se voit facilement par récurrence mais
I'unicité est plus subtile. Rappelons qu’elle découle de la division euclidienne selon les
étapes suivantes :
— (lemme de Bézout) si a,b € Z \ Z* n’ont pas de diviseur commun, alors il existe
u,v € Z tels que ua + vb = 1. En effet, posons rq := |a| et 71 := |b| et notons 7y le
reste de la division euclidienne de a par b. On a donc ry € ro + Zry; et 0 < 79 < 71
Notons que ry # 0 puisque r; ne divise pas 7. Si o = 1, on a terminé. Sinon, on
peut considérer encore le reste 0 < r3 < ry de la division euclidienne de r; par ro,
puis, tant que r # 1, définir r,; comme le reste de la division de r;_; par rx. On a
alors ryy 1 € ry_1 + Zry puis, par une récurrence immeédiate, 1y € Zrg + Zr;. Mais
puisque ryyq < 1y, 'algorithme s’arréte & un rang k < |b| pour lequel on a rp 1 = 1.

— (lemme de Gauss (ou d’Euclide)) si p premier divise ab, alors pla ou p|b. En effet,
si p ne divise pas a, on peut trouver u, v tels que up + va = 1, donc upb + vab = b,
ce qui montre que p divise b.

— On en déduit en particulier que si p divise un produit pj'ps®---pY comme dans

le théoréme, alors p est égal a 'un des p;. De la l'unicité découle facilement : si
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pyips? - plr = pi "l -pr,”;’ alors p; est égal 4 un (et un seul) des p) et, quitte a
numéroter on peut supposer que c’est p}. Procédant de méme pour ps et les suivants,
on voit que r =1’ et qu’on peut supposer p; = p; pour tout i. Reste & montrer que
v; = v, pour tout ¢ = 1,--- .7, ce que 'on peut faire par récurrence sur l’entier
v1 + - - - + v, par exemple.

L’énoncé d’Euclide peut s’écrire de la maniére alternative suivante : soit p premier et
soit v,(n) la valuation p-adique de n, i.e. le plus grand entier tel que pr(™ divise n.

On a l’égalité n = e(n) - pr”P(”), ot £(n) désigne le signe de n et le produit est indexé
par tous les nombres premiersﬂ.

Le résultat d’Euclide a plusieurs conséquences auxquelles nous sommes habitués depuis
longtemps, comme 'existence de pged et de ppem. La formulation ci-dessus fournit d’ailleurs
les formules agréables suivantes :

ngd n, m Hpmm(up n),vp(m)) et ppcm n, m Hpmax(z/p n),vp(m))

Surtout, le résultat d’Euclide permet de résoudre certaines équations “diophantiennes”,
c’est-a-dire des équations polynomiales dont on cherche les solutions dans Z ou dans Q.
Exemples :
— L’équation 22 = 2 n’a pas de solution dans Q (exercice).
— L’équation 22 — 1 = y3 a pour solutions {(0,—1), (1,0),(—1,0),(3,2),(—3,2)}. En
effet, on peut factoriser 22 — 1 = (z — 1)(x + 1). Cherchons une solution (z,y) avec
x pair. Dans ce cas le p.g.c.d. de x — 1 et x + 1 est 1, et la propriété d’unique
factorisation implique donc que x — 1 et x + 1 doivent étre des cubes d’entiers,
disons v — 1 = a® et o + 1 = b3 avec ab = y. Or, cela implique b® — a® = 2, ce qui
implique b =1 et a = —1 et donc x = 0 et y = —1. Cherchons ensuite une solution
avec r impair, disons © = 22’ 4+ 1. Alors y doit étre pair, disons y = 2y, et on a
o/ (z' 4+ 1) = 2y°. Si ' = 22" est pair, alors 2" et (z/ + 1) doivent étre des cubes,
disons a® et b3, vérifiant la relation > — 2a® = 1. On peut montrer que les seules
solutions sont (b,a) = (1,0) ou (—1,—1), auxquels cas (z,y) = (1,0) ou (—3,2).
Pour 2’ impair, on trouve les possibilités (—1,0) et (3,2).
Malheureusement, on est vite confronté a des équations, pourtant trés proches, ou la
méthode de factorisation ne s’applique plus du tout. Par exemple :

22+ N =y>, ot N € Z est fixé.

L’idée, naturelle, qu’ont eu les mathématiciens est d’élargir le domaine des nombres “uti-
lisables” de maniére & pouvoir factoriser 2 + N.

1. Cette expression, pour avoir un sens, sous-entend que v,(n) # 0 et donc pvr(m) # 1 seulement pour
un nombre fini de nombres premiers
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1.1.2 Anneaux d’entiers algébriques. Nous supposerons, pour simplifier, que 'on dis-
pose du corps C des nombres complexes et qu’on sait qu’il est algébriquement clos. Pour
z € C nous noterons Z[z] le sous-anneau de C engendré par z, i.e. le plus petit sous-
anneau de C qui contient z. Concrétement, c’est le sous-groupe additif de C engendré par
les puissances {z",n € N} de z (s’en convaincre!).

DEFINITION. — On dit que z est un entier algébrique s’il est annulé par un polynome
unitaire f(X) = X4+ a; X4 + .- + a4 € Z[X].

Dans ce cas, 2 € Z + Zz + --- + Zz%! et par récurrence immédiate chaque 2" pour
n > d est dans Z + Zz + - - - + Zz%"'. En d’autres termes, Z[2] est engendré, en tant que
groupe abélien par la famille finie {1,z,--- 2971}

Exemple. — L’anneau Z[i] et l'équation > + 1 = y3. Le complexe i est annulé par le
polynéme X2+ 1, donc est un entier algébrique. L’anneau qu’il engendre Z[i] = Z & Zi est
appelé “anneau des entiers de Gauss”. Il se trouve que cet anneau est muni d’un analogue
de la division euclidienne :

Pour tous x,y € Zli] avec x # 0, il existe (q,r) € Z[i]* tels que y = qx + r avec
r? <]z

En fait, si ¢ désigne le (ou un des) point(s) de Z & Zi le plus proche de y/x dans C, alors
y/x — q est dans le carré défini par les inégalités |R(z)| < % et [3(2)] < 3, qui lui méme
est contenu dans le disque {z,|z| < 1}, donc on a bien |y — gz|? < |z|?. On dit que Z[i]
muni de la fonction z — |z|? est un anneau euclidien. Cette division euclidienne montre,
comme dans le théoréme précédent, que le lemme de Bézout est vrai dans Z[i]. De méme,
le lemme d’Fuclide est vrai, une fois qu’on a défini correctement ’analogue de ce qu’est un
nombre premier.

1.1.3 Eléments irréductibles, anneauz factoriels.

DEFINITION. — Dans un anneau commutatif A général, un élément a € A est dit
irréductible sl est non inversible et si a = bc = b € A* ouc € A*. Deux éléments
irréductibles a,a’ sont dits équivalents s’il existe un inversible u € A* tel que a’ = ua.

Par exemple dans Z, les irréductibles sont les a = 4p avec p premier, et les classes
d’équivalences d’irréductibles sont les {—p, p} avec p premier. Dans un anneau général A,
on dit que le lemme de Gauss est satisfait si pour tout élément irréductible a divisant un
produit be, on a alb ou ale. Par le méme raisonnement que dans le théoréme précédent,
un tel anneau satisfait la propriété d’unicité des factorisations en produit de puissances
d’irréductibles.

DEFINITION. — Soit A un anneau et supposons fizé un ensemble P C A de représentants
des classes d’équivalence d’éléments irréducibles. Alors anneau A est dit factoriel si tout
élément x s’écrit de maniére unique (& Uordre prés) sous la forme x = up(* - - - p¥r avec les
p; dans P et u € A*.
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Nous reverrons plus en détail cette notion, mais on peut remarquer que dans un anneau
factoriel, on a une notion de pged et de ppem (définis & un inversible prés ou relativement
a un choix P comme ci-dessus) et la notion d’éléments premiers entre eut.

FEzemple. — Par ce que 'on vient de dire, Z[i] est factoriel. Il est donc naturel de cher-
cher & déterminer ses éléments inversibles et ses éléments irréductibles. Pour les premiers,
on vérifie facilement que Z[i]* = {z € Z[i], 2z = 1} = {£1,+i}. Pour déterminer les
irréductibles, on peut d’abord se demander quels nombres premiers p restent irréductibles
dans Z[i]. Remarquons que si z|p alors 2Z|p? donc 2z = 1, p ou p?. Mais pour que z soit un
diviseur “propre” (au sens ot ni z ni p/z n’est inversible) il nous faut zzZ = p. En écrivant
2z = a + ib il vient p = a® + b%. Réciproquement, si p = a® + b%, on a une factorisation
p = (a+1ib)(a—1b) dans laquelle on remarque que z := a+1ib est nécessairement irréductible
(car zZ est premier). On voit ainsi que

i) un premier p reste irréductible dans Z[i] si et seulement si p n’est pas somme de
deux carrésfl

ii) un élément irréductible de Z[i] est de la forme up avec u € Z[i]* et p premier comme
au i), ou de la forme a + ib avec a® + b* premier.

A titre d’exemple, on a la factorisation 2 = i(1 — )% dans laquelle i est un inversible et
1 — 4 est un irréductible.

Intéressons-nous maintenant a 'équation 241 = y3 qui se factorise en (x+1i)(z—1) = 3°
dans Z[i]. Calculons le pged de z+i et x — i dans Z[i] (cela a un sens car Z[i] est factoriel).
Celui-ci divise 2i = (i + 1)?. Mais si 1+ divise x + 4, alors 1 — i divise x — i, donc 2 divise
z?+1. Or, en regardant modulo 4, on observe que x doit étre pair (sinon 2%+ 1 = 2[4], mais
2 n’est pas un cube modulo 4). Il s’ensuit donc que =+ et x — i sont premiers entre eut, et
par conséquent de la forme uz® avec u inversible et z € Z[i]. Comme, de plus, les inversibles
de Z[i] sont tous des cubes, on obtient I'existence de a,b € Z tels que = + i = (a + ib)>.
En regardant le coefficient de ¢ dans cette égalité, on obtient la contrainte b(3a® — b?) = 1,
ce qui ne laisse d’autre possibilité que (a,b) = (0,—1), correspondant a l'unique solution
(z,y) = (0, 1).

Ezercice. — L’anneau Z[\/=2| et l’équation z* + 2 = y®. Adapter les arguments précé-
dents pour montrer que Z[v/—2] est euclidien, puis que 'ensemble des solutions entiéres de
'équation z% + 2 = y3 est {(5,3), (=5, 3)}.

1.1.4 Des anneauz d’entiers algébriques non factoriels.

Exemple. — L’anneau Z[v/—3] et I’équation x> + 3 = 3*. Essayons la méme stratégie
que précédemment. On considére donc 'anneau Z[/—3| = Z & iv/3Z dans lequel on peut
factoriser 2% + 3 = (x + v/=3)(x — v/=3) pour tout = € Z[/—3]. Malheureusement, cet

2. Montrer que c’est encore équivalent au fait que —1 n’est pas un carré modulo p
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anneau n’est pas factorielf En effet, regardons 1’égalité
2.2=4=(1+V-3)(1 —V-3).

L’élément 2 est irréductible car si on écrit 2 = xy avec x,y € Z[v/—3|, on a 4 = xTyy
donc zZ, qui est entier positif, vaut 1, 2 ou 4, mais il ne peut pas valoir 2 car ’équation
u? + 3v? = 2 n’a pas de solution dans Z2, donc on a soit 7 = 1 auquel cas x = =1,
soit yij = 1 auquel cas y = £1. Pour la méme raison, les éléments 1 4+ /=3 et 1 — /=3
sont irréductibles. Comme Z[v/—3]* = {41}, ces trois éléments sont non équivalents 2 a 2,
et I’égalité ci-dessus montre que la propriété d’unique factorisation n’est pas vérifiée dans
Z[v=3].

En fait, cet anneau est encore “pire” que non factoriel : il n’est pas intégralement clos
non plus. Cela signifie (on y reviendra) que son corps des fractions, qui n’est autre que le
sous-corps Q[v/—3] de C engendré par v/—3, contient des entiers algébriques qui ne sont
pas dans cet anneau. Un exemple est j := 71+2 =3 qui est bien entier algébrique, puisque
racine du polynéme X3 — 1, et plus précisément du polynéme irréductible X2 + X + 1.

Il se trouve que anneau Z[j], qui contient Z[y/—3], est bien meilleur que ce dernier;
en effet une légére adaptation de Pargument déja utilisé montre qu’il est euclidienf] Noter
que I'égalité 2 -2 = (14 +/=3)(1 — v/=3) ne contredit pas I'unicité des factorisations dans
Z[j] puisque 2, 1 + /=3 et 1 — /=3 sont des éléments irréductibles égquivalents en vertu
des égalités 2 = —j(1++/=3) = —j (1 —/=3) et du fait que j € Z[j]*. D’ailleurs, il sera
utile de remarquer que Z[j]* = pg = {£1,£j, 5}

Puisque la factorisation 22 + 3 = (x + v/=3)(z — v/—3) vit dans Z[j], on peut I'utiliser
pour étudier I’équation z% + 3 = 33, Remarquons que pour une éventuelle solution (z,y)
on aura x # 0 modulo 3. Les éléments x + v/—3 et & — /=3 sont donc premiers entre
eux. En effet, un diviseur commun diviserait aussi 21/—3. Or 2 et v/—3 sont irréductibles
et ne divisent visiblement pas z 4+ 1/—3 si  # 0 modulo 3. Grace a la propriété d’unique
factorisation, on peut donc écrire x 4+ /=3 sous la forme

z + /=3 =u(a+bv/=3)% = u((a® — 9ab?) + (3a%b — 3b*)v/—3)

avec u € {£1, %} On voit toute de suite, en comparant les termes en y/—3, qu’il n’y

1++/—=3
2

a pas de possibilité avec u = 1. Avec u = , on obtient la contrainte
a® — 9ab® + 3a*b — 3b° = 2.

Avec “un peu” d’astuce on remarque la congruence modulo 4

a® — 9ab® + 3a*b — 3b® = a® + 3ab® + 3a*b + b* = (a + b)*(mod4).

3. On remarquera d’ailleurs que le rectangle défini par les inégalités |R(z)| < 3 et [I(2)] < ? n’est
plus contenu dans le disque {z, |z| < 1}.
4. On pourra remarquer que les seuls éléments du rectangle défini par les inégalités |R(z)| < 1 et

|S(2)] < § hors du disque {z, |z| < 1} sont justement +j, 4-52.
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Or 2 n’est pas un cube dans Z/4Z, donc la contrainte ci-dessus est impossible. Un argument
similaire pour les autres v nous meéne & la conclusion que I’équation 22+ 3 = 33 n’a pas de
solution (le vérifier).

Ezemple. — L’anneau Z[\/—=5] et l’équation x> +5 = y>. Remplacons maintenant 3
par 5 et considérons donc 'anneau Z[v/—5] = Z @ iv/5Z dans lequel on peut factoriser
2?2 +5 = (x ++/=5)(x — v/=5) pour tout v € Z[/—5|. A nouveau, cet anneau n’est pas
factoriel, comme le montre par exemple I'égalité

2-3=(1+v=5)(1—-+-5).

(Exercice : vérifier que 2, 3, 1 + /=5 et 1 — /=5 sont des élements irréductibles non
équivalents de Z[v/—5]). Mais cette fois-ci c’est plus grave : Z[v/—5] est tout de méme
intégralement clos, donc on ne peut pas 'agrandir un peu pour le rendre factoriel, comme

on 'a fait pour Z[/—3|.

C’est, pour pallier les difficultés liées au défaut d’unicité des factorisations que Dedekind
a dégagé la notion d’¢déal d’un anneau.

1.1.5 Idéauzr. Rappelons qu’un idéal I de A est un sous-groupe additif de A stable
par multiplication par A. Si aq,--- ,a, sont des éléments de A, on note (ay, -+ ,a,) I'idéal
engendré par ces éléments, i.e. le plus petit idéal qui les contient. On a donc

(ala"' ’an>:(a1)+...+(an) :Aa1+...+Aan
ou 'on utilise la notation “somme” pour deux sous-ensembles S, Sy de A :
S1+4 Sy ={x € A A(s1,59) € S1 X Sa, & =51+ 82}

Un idéal engendré par une famille finie comme ci-dessus est dit de type fini. 1l est dit
principal s’il est engendré par un seul élément. Il est utile de se rappeler que pour deux
éléments a,b € A, on a alb < (a) D (b), ainsi que (a) = A< a € A,

Les idéaux de A peuvent étre “additionnés” et “multipliés”. L’addition est simplement
donnée par la somme ensembliste ci-dessus :

I+J={z€A 3,j)elxJ x=i+j}

Le produit d’idéaux est plus subtil : si on multiplie naivement les ensembles [ et J, 'en-
semble obtenu est certes stable par multiplication par A, mais pas par addition. Il convient
de prendre 'idéal engendré par ce produit naif. Explicitement, on a

I-J={z€AIneN,Iin  in 1, jn) €I X J" & =i1j1 + - injn}.

La découverte de Dedekind est que, pour un anneau de nombres intégralement clos
comme Z[/—5| par exemple, les idéaux propres non nuls admettent une factorisation “uni-
que”, méme si 'anneau n’est pas factoriel. Evidemment cela suppose d’avoir un analogue

pour les idéaux de la notion d’élément irréductible. C’est la notion d’idéal premier.

7
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DEFINITION. — On dit que lidéal I # A est premier si pour tout r,y € A, on a
zyel=xe€louyel.

I1 découle de cette définition que pour a € A non nul, si I'idéal (a) est premier alors a est
irréductible. La réciproque n’est pas toujours vraie. En fait, elle est équivalente au lemme
de Gauss, dont on a vu qu’il n’est pas vrai dans Z[v/—5]. Concrétement, si z = 1 + /=5
et y =1—+/=5, on a xy € (2) mais ni z ni y n’appartient a (2) donc l'idéal (2) n’est pas
premier bien que 2 soit irréductible.

THEOREME. (Dedekind) — Dans l'anneau Z[\/—5| (ou dans tout aulre anneau d’entiers
algébriques intégralement clos), tout idéal propre non nul I s’écrit de maniére “unique a
Vordre prés” I = p7* - py? - - - p¥r pour des idéaur premiers p; distincts 2 a 2.

Voici une maniére un peu plus précise de formuler ce résultat. Pour un idéal non nul
I et un idéal premier non nul p, posons v,(/) := Max{m € N,p™ D I}, que 'on appelle
encore “valuation p-adique” de I. Alors Dedekind prouve que v,(/) est bien défini, non nul
pour un nombre fini de p lorsqu’on fixe I, et qu’on a I'égalité d’idéaux [ = Hp purD),

Par exemple on a les égalités d’idéaux suivantes :

(2) = (2,1 4+vV=5)- (2,1 —V/=5) = (2,1 4+ v/=5)?
(3)= 3,1+ V=5 (3,1 - V-5)
(1++v=5)=(2,14+v/=5)- (3,14 v/=5)
(1=v=5)=(2,1-V=5)- (3,1 = V=)

FEzercice. — Prouver les égalités ci-dessus et montrer que les idéaux p; := (2,14 v/ =5),
p2 = (3,1 4+ +v/—=5) et p3 := (3,1 — /—H) sont premiers et non principaux.

On remarque que 'égalité 2-3 = (14++/—5)(1—+/—5) qui nous posait probléme, devient
ppaps = pipopips dans le monde des idéaux, ce qui est conforme & la propriété d’unique
factorisation pour les idéaux.

Revenons a I'équation 22+ 5 = y3 que I'on factorise en y* = (x ++/=5)(z — /—5) dans
'anneau Z[y/—5]. On aimerait prouver que si (x,y) est une solution, alors = + /=5 est
nécessairement de la forme u-a?, mais 'absence d’unicité des factorisations ne permet pas
de conclure comme précédemment. Par exemple, 'égalité 63 = 2(1+/—5)? x 3(1 — /—5)?
montre qu'un cube peut étre le produit de deux éléments sans diviseur commun mais qui
ne sont pas eux-mémes des cubes.

Cependant, le théoréme de Dedekind nous assure tout de méme que l’idéal engendré
par x ++/=5 est de la forme (x++/=5) = I® pour un idéal non nul de Z[/=5], @ condition
de voir que les idéaux (x + +/=5) et (x — 4/—5) n’ont pas de diviseur premier p commun,
c’est-a-dire qu’il n’y a pas d’idéal premier p qui les contienne tous les deux. En effet un
tel p devrait contenir 21/—5, donc contenir 2, auquel cas p = (2,1 + /—5), ou contenir
V=5, auquel cas p = (/=5) (vérifier que ce dernier est bien premier). Mais si v/—5 divisait
x + /=5, alors 5 diviserait x, donc aussi y et on obtiendrait I'égalité 5 = 0[25] qui est
absurde. De plus, si (2,1 + v/=5) contenait (z + 1/=5) alors 2 diviserait y, donc x serait
impair, ce qui est impossible car on obtiendrait modulo 4 I'égalité 1+ 5 = 0.
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Maintenant que 1’on sait que (x++/=5) est de la forme I3 (égalité d’idéaux), on aimerait
en tirer que z++/=5 est de la forme u(a+by/—5)* (égalité de nombres). Pour cela, il suffirait
de prouver que I est principal (engendré par un élément). Mais on a vu que c’est loin d’étre
automatique.

1.1.6 Groupe des classes d’un anneau d’entiers. Ici intervient un invariant trés im-
portant de la théorie des anneaux de nombres, appelé groupe de classes, qui mesure le
“défaut” de principalité (et donc de “factorialité”) d’un anneau d’entiers algébriques (tou-
jours supposé intégralement clos). Soit Id(A) I'ensemble des idéaux non nuls de A. Le
produit d’idéaux en fait un monoide commutatif d’élément neutre 'idéal unité A. Soit
Id.Pr(A) le sous-ensemble des idéaux principaux. Il est stable par produit, donc c¢’est un
sous-monoide. Considérons le monoide quotient

Cl(A) := Id(A)/Id.Pr(A).

Ensemblistement, c¢’est le quotient de Id(A) par la relation d’équivalence définie par I ~
I' & (Ja,d € A\ {0}, Ia = I'd’). Le théoréme de Dedekind implique que ce monoide
quotient est en fait un groupe abélien : en effet, il suffit de vérifier que I'image de tout p
premier non nul y admet un inverse, or, si a € p \ {0}, et si on écrit (a) = pi* - - p?r, alors
p est 1'un des p;, disons pi, et on a donc pq = (a) avec q := p¥* ' ---p¥, de sorte que q
est inverse de p dans le quotient CI(A). Remarquons que, par définition, un idéal I est
principal si et seulement si son image dans Cl(A) est 0.

Le théoréme suivant est un pilier de la théorie algébrique des nombres, qui dépasse le
cadre de ce cours, mais sera certainement abordé dans tout cours de “théorie des nombres”

de niveau M1 avancé ou M2 introductif.
THEOREME. — Le groupe de classes d’un anneau d’entiers algébriques est fini.

La preuve classique de ce théoréme donne en fait un majorant qu’il est parfois raison-
nable d’expliciter. Par exemple dans le cas qui nous intéresse, il n’est pas trés dur d’en
tirer que Cl(Z[\/=5]) = Z/2Z (voir ci-dessous).

Montrons comment cela suffit pour résoudre notre équation. L’idéal I® est principal,
donc sa classe dans C/(A) est nulle. Mais celle-ci est 3 fois celle de I. Or la multiplication
par 3 est inversible dans Z/2Z (c’est méme l'identité), donc la classe de I est nulle aussi,
et I est principal. Il s’ensuit que I = («) pour un a € Z[v/=5], donc (z + v/—5) = (a®) et
on en déduit finalement que x 4+ /=5 est bien de la forme u - a® comme souhaité. A partir
de 14, le méme genre de raisonnement élémentaire que dans le cas de 'équation 22 +3 = 3
montre que I'équation 22 + 5 = 3 n’a pas de solution.

Remarque culturelle. (sur la “géométrie des nombres”) — Voici les ingrédients pour
prouver que le groupe CI(Z[y/—5]) est d’ordre 2. Soit J un idéal non nul de Z[v/-5].
C’est un sous-groupe abélien de rang 2 de Z[\/—5] et on peut donc définir son indice
i(J) := |Z]\/=5]/J| € N. On peut aussi considérer J comme un réseau de C, i.e. un
sous-groupe abélien de type fini et R-générateur. On peut alors définir son “covolume”
Covol(J) comme le volume d’un parallélogramme fondamental de ce réseau. On a alors

9
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(exercice) Covol(J) = i(J)Covol(Z[v/=5]) = i(J)v/5. On peut montrer (exercice) qu'une
boule fermée centrée en 0 de rayon r contient un élément de J dés lors que son volume
mr? dépasse 4Covol(J). On peut donc trouver un élément « € J tel que |a]? < 2v/5-i(J).
Noter que |a|? = i((«)). Ecrivons alors () = I.J, grace au théoréme de factorisation de
Dedekind. 11 vient i(I) = i(a)i(J)™' < 2v/5 < 3, et donc i(J) =1 ou 2. Sii(/) =l ona
I =A. Sii(I)=2 alors I est premier (car I'indice est multiplicatif) et contient (2), donc
I = (2,14 +/=5). Ainsi J est équivalent, dans CI(Z[v/—5]), & A ou & (2,1 + v/=5), et on
a donc Cl(Z[v/=5]) = Z /2.

Remarque culturelle. (sur les “courbes elliptiques”) — Les équations 2? + N = y3 que
nous avons étudiées ici définissent chacune une “courbe elliptique”, dont nous avons étudié
les points entiers rationnels. L’ensemble des solutions complexes d’une telle équation est
naturellement muni d’une structure de groupe abélien (il faut rajouter un point a Uinfini)
et I’ensemble des solutions rationnelles en est un sous-groupe. Un théoréme célébre de
Mordell affirme que ce sous-groupe est de type fini. Dans les cas que nous avons regardés
ci-dessus il était méme fini (i.e. de rang nul). Mais pour N = 25,20 ou —10 il est infini et
de rang 1, pour N = —63 il est méme de rang 2.

1.1.7 Une pathologie. Les exemples ci-dessus avaient pour but de montrer comment
certains concepts de la théorie des anneaux (irréductibilité, factorialité, cloture intégrale,
idéaux) sont nés parce qu’ils se sont révélés utiles pour résoudre des problémes de théorie
des nombres d’apparence plus élémentaire. D’ou I'intérét de développer une théorie systé-
matique des anneaux commutatifs comme nous allons le faire dans ce cours. Cependant,
loin des jolies propriétés des anneaux de nombres, nous allons aussi rencontrer beaucoup
de pathologies. Voici par exemple un exemple d’anneau pourtant naturel qui ne posséde
aucun élément irréductible !

Exemple. — Soit Z C C I’ensemble de tous les entiers algébriques. C’est un sous-anneau
de C (exercice : le prouver). Notons que ce n’est pas un corps : par exemple 1/n pour n > 1
entier n’est jamais entier algébrique (le vérifier). Soit z € Z non nul et non inversible, et soit
V/z une racine carrée de z dans C (qui est algébriquement clos!). C’est encore un élément
de Z, non nul et non inversible dans Z (justifier). Mais alors l'égalité z = /2 - \/z montre
que z n'est pas irréductible. Ainsi Z ne posséde aucun élément irréductible.

Nous montrerons plus tard que pour les anneaux noethériens, cette pathologie n’appa-
rait pas; tout élément non nul et non inversible y est produit d’irréductibles.

1.1.8 Anneaux de la géométrie algébrique classique. Une autre source de motivation
pour la théorie des anneaux est la géométrie algébrique. La géométrie algébrique “classique”,
développée notamment par Hilbert puis par I’école italienne au début du XXeéme siécle,
étudie les sous-ensemble de C™ définis par des équations polynomiales (ainsi que leurs
variantes projectives dont nous ne parlerons pas ici). Un tel ensemble est donc défini par
une famille de polynémes a n variables fi,--- , f, € C[Xy, -, X,] comme suit :

V(fh... 7fr) ;:{(217... ,Zn)Ecn, fl(Z,"‘ 7Zn>:"':f7"<z17"' 7Zn):O}-

10
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Un tel sous-ensemble sera appelé “ sous-ensemble algébrique” ou “fermé de Zariski” de C™.
On aimerait étudier ce genre d’ensembles de maniére intrinséque, c¢’est-a-dire de maniére
indépendante des données “auxiliaires” utilisées pour le définir, a savoir n et les polyndémes
fi. Par exemple, on aimerait pouvoir identifier la courbe plane d’équation X3 — Y2 = 0
dans C? avec le sous-ensemble algébrique de C? défini par les équations f; = X3 — 7 et
fo = Y? —Z, comme l'intuition nous le dicte. Pour cela, il faut une notion d’isomorphisme,
et pour commencer, une notion de morphisme entre ensembles algébriques. Une notion
naturelle “naive” est celle d’application polynomiale.

DEFINITION. — Soient V. C C"* et V! C C" deuz sous-ensembles algébriques. Une
application ¢ : V. — V' est dite polynomiale si elle est la restriction d’une application
polynomiale p : C* — C", ¢’est-a-dire de la forme

<Z1>"' 7Zn) cC" (fl(zla"' >Zn)>“' 7fn/<217"' >Zn)) € Cn/
pour des polynomes f1,--- , fu € C[Xy, -+, X,]..

Cas particulier : une fonction polynomiale sur V est une application polynomiale
V' — C en le sens précédent. L’ensemble O(V C C") des fonctions polynomiales sur
V' est manifestement une C-algébre (via I’addition et la multiplication point par point des
fonctions). Notons-le abusivement O(V') pour simplifier. Si ¢ : V. — V’ est une applica-
tion polynomiale, il découle de ces définitions que la composition des fonctions '+ po f
induit un morphisme de C-algébres

o OV') — OV), f'+ flop.
Nous expliquerons plus tard le résultat remarquable suivant :

THEOREME. — L’application ¢ — ¢* induit une bijection entre [’ensemble des applica-
tions polynomiales V. — V' et l'ensemble des morphismes de C-algebres O(V') — O(V).

Ce résultat suggére qu’étudier les ensembles algébriques et les applications polyno-
miales entre eux revient a étudier certaines C-algebres et les homomorphismes d’algébres
entre elles. C’est pourquoi l'algébre commutative joue un réle prépondérant en géométrie
algébrique.

On peut se demander quelles algébres sont des algébres de fonctions polynomiales sur
un ensemble algébrique. Par définition O(C") est engendrée, en tant que C-algébre par les
fonctions coordonnées zq, - - - , z,. Toujours par définition, pour V' C C", 'application de
restriction des fonctions

OC") — OV), f = fiv

est surjective. Ceci montre que O(V') est une C-algébre de type fini, c’est-a-dire engendrée
par un nombre fini d’éléments. De plus, elle posséde la propriété d’étre réduite, au sens ou
pour f € O(V)et ke N* fF=0= f=0.

Réciproquement, soit A une C-algébre de type fini réduite. Si on choisit des générateurs
x1,- -+ ,x, de A, on obtient un morphisme surjectif de C-algébres

C[Xh'" ,Xn] — A, X; — x;.

11
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Soit I le noyau de ce morphisme. C’est un idéal de C[X7,--- , X, ]. Nous démontrerons le
théoréme suivant, di a Hilbert.

THEOREME. — L’déal I est engendré par un nombre fini de fonctions, disons fi,--- , fr.
Ces fonctions définissent un sous-ensemble algébrique V- = V(fy,---, f.). Le noyau de
Vapplication de restriction O(C") — O(V) est justement I, de sorte que O(V') = A.

Ainsi 'objet intrinséque sous-jacent d’un ensemble algébrique V' est son algébre de
fonctions polynomiales O(V'). Et se donner V' comme sous-ensemble algébrique d’un C”
revient & se donner une surjection C[ Xy, -+, X, | — O(V).

Pour illustrer les liens entre V' et O(V'), voici comment retrouver les points de V' a
partir de O(V'). On remarque d’abord que pour tout sous-ensemble E C V', I'ensemble
I des fonctions polynomiales f € O(V) qui s’annulent en tout point z € E est un idéal
de O(V) (le vérifier). Inversement, on peut associer a tout idéal I de O(V) le lieu E} des
points x € V qui annulent toutes les fonctions dans I. Remarquer qu’il n’est pas clair que
ce lieu soit non vide. Nous démontrerons néanmoins le célébre Nullstellensatz de Hilbert :

THEOREME. — Les application E — Ig et [ — E; induisent des bijections réciproques
entre ’ensemble des singletons de V' (qu’on identifie évidemment 6 V') et l’ensemble des
idéaur mazimauz de O(V).

Remarque. — On ne peut pas retrouver la topologie usuelle de V', mais on peut retrouver
la topologie de Zariski de V', dont les fermés sont justement les sous-ensembles algébriques
(exercice : montrer que Ep, U Ey, = Epnp, et que (), B, = Es ;). On a en effet la version
un peu plus forte du Nullstellensatz :

THEOREME. — Les applications [ — E; et E — I définissent des bijections réciproques
entre ['ensemble des sous-ensembles algébriques de V' et celui des idéaux radiciels de O(V).

Un idéal I d’'un anneau (commutatif) A est dit radiciel siVf € A, f* e I = f e I.

On peut donc retrouver V' muni de sa topologie de Zariski comme I"ensemble Max(O(V))
muni de la topologie (aussi appelée “de Zariski”) dont les fermés sont les ensemble M ([) =
{m,m D I}.

Signalons enfin que les propriétés géométriques de V' peuvent se lire sur son algebre de
fonctions : ses espaces tangents, sa dimension, ses composantes connexes, est-ce une variété
lisse (au sens de la géométrie différentielle) ou non, etc. A titre d’exemple, la courbe plane
d’équation Y? = X3 n’est pas une variété lisse car elle a une singularité en 0 (dessiner
les points réels ). La contrepartie est que 'anneau O(V') n’est pas intégralement clos. Par
contre toute courbe dont 'anneau de fonctions polynomiales est intégralement clos est une
variété lisse.

1.1.9 La géométrie algébrique moderne. La dualité entre sous-ensembles algébriques
de C" et C-algébres réduites de type fini est le prémice d’une vaste refondation de la
géométrie algébrique opérée par Grothendieck et ses éléves a partir des années 1960. Dans
leur langage, tout anneau est 'anneau des fonctions d’un objet géométrique appelé schéma.

12
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Le schéma associé a un anneau A est un espace topologique appelé spectre de A. C’est
I’ensemble des idéaux premiers de A muni de la topologie de Zariski. En particulier chaque
anneau de la théorie des nombres, comme Z[y/—5| par exemple, définit un schéma, et le
langage de Grothendieck fournit un cadre commun & la théorie des nombres algébrique et
a la géométrie algébrique. La théorie des schémas va au-dela du contenu de ce cours, mais
ce cours fournit les fondements d’algébre commutative nécessaires pour cette théorie.

1.2 Généralités sur les anneaux commutatifs

Ici tous les anneaux seront supposés commutatifs, sauf mention du contraire.

1.2.1 L’anneau nul. Pour un anneau (unitaire) (A, +,-), Paxiome de distributivité
implique que pour tout aonaa-0=a-(0+0)=a-0+4a-0, donc a-0 = 0. Il s’ensuit que
sion a 0 =1 (ce que nous n’avons pas exclu), alors A = {0}. On peut bien-str exclure ce
cas pathologique, mais il sera pratique de ne pas I’exclure lorsqu’on parlera de quotients.

1.2.2 Sous-anneau. Un sous-ensemble B d’un anneau A est appelé sous-anneau s’il
est non vide, stable par soustraction, par multiplication, et contient 1.

1.2.3 (Homo)morphismes. Un morphisme d’anneaux est une application ¢ : A — A’
qui respecte la structure d’anneaux au sens ot :

— Va,d € A, pla+a) = pla) + o(d) et plad’) = p(a)p(d).

— (1) =1.

Il découle de cette définition que I'image d’un morphisme d’anneau A — A’ est un
sous-anneau de A'.

Comme d’habitude, un isomorphisme d’anneaux ¢ : A — A’ est, par définition, un
morphisme qui admet un inverse & gauche et a droite, ¢’est-a-dire un morphisme ¢ : A" —
A tel quegpoz/;:idA/ et ’QDOQD:idA.

LEMME. — Un morphisme est un isomorphisme si et seulement si il est bijectif en tant
qu’application.

Démonstration. Un isomorphisme est clairement bijectif. Réciproquement, supposons que
¢ soit bijectif; il nous suffit de voir que la bijection réciproque ¢! est un morphisme
d’anneaux. C’est une vérification immédiate. ]

DEFINITION. — Soit A un anneau (commutatif). Une A-algébre est une paire (B,)
formée d’un anneau B et d’un morphisme d’anneaux v : A — B. Un morphisme de
A-algeébres entre (B,1)) et (B',¢') est un morphisme d’anneaur ¢ : B — B’ tel que

pop =1
Cette définition généralise la notion d’algébre sur un corps. On a parfois tendance, par

abus, a oublier le ¢ de la notation. Par exemple on dira simplement “soit B une C-algébre”
plutot que “Soit (B, ) une C-algébre”.

13



Ecole Normale Supérieure FIMFA

Remarque. — Pour tout anneau A, il existe un unique morphisme d’anneaux Z — A.
Il envoie n € Z sur n x 1 (ot n X — est la multiplication par n dans le groupe abélien A).
Alinsi, tout anneau est, de maniére unique, une Z-algébre.

1.2.4 Produits d’anneaux. Soient A et A’ deux anneaux. On munit le produit cartésien
A x A" d'une structure d’anneau appelée anneau produit en posant :

(a,a') + (b,b") ;== (a+b,d + V) et (a,a") - (b,b") = (ab,a’d’).
L’élément neutre de I'addition est (0,0) et celui de la mutiplication est (1,1). Si les deux
anneaux sont non nuls, le produit A x A’ n’est pas intégre, puisque (1,0) - (0,1) = (0,0).

Exercice. — Vérifier que chacune des deux projections d’un produit A x A’ sur un de
ses facteurs A ou A’ est un morphisme d’anneaux. Si ¢» : B — A et ¢’ : B — A’ sont
deux morphismes d’anneaux, vérifier que

(¥, 0): B— Ax A, be ($(b),¢'(b))

est un morphisme d’anneaux. Montrer que tout morphisme ¥ : B — A x A’ est de cette
forme.

En revanche, 'application ¢ : A — A X A, a +— (a,0) est bien additive et multiplica-
tive mais envoie 1 sur (1,0) : ce n’est pas un morphisme d’anneaux.

FEzemple. — Le théoréme des restes chinois nous dit que pour pged(n,m) = 1, Pappli-
cation produit

Z/nmZ — Z/nZ x Z/mZ, a(modnm) +— (a(modn),a(modm))
est un isomorphisme d’anneaux de Z/nmZ sur le produit de Z/nZ et Z/mZ.

1.2.5 Idempotents. Dans un anneau A, un élément e est dit idempotent si on a e? = e.
Dans ce cas, le sous-ensemble eAe hérite d’une structure d’anneau dont 'addition et la
multiplication sont induites par celles de A, et I’élément neutre pour la multiplication est
e.

Remarque. — eAe n’est pas un sous-anneau de A, car il n’a pas le méme élément neutre
pour la multiplication (sauf si e = 1).

Lorsque A est commutatif (ou plus généralement lorsque e est central, i.e. commute a
tous les éléments de A) on a simplement eAe = Ae.

L’élément 1 — e est aussi un idempotent de A et on a une décomposition en somme
directe d’idéaux A = Ae ® A(1 — e) (noter que la multiplication par e est un projecteur
comme on en rencontre en algebre linéaire). Cette décomposition identifie A au produit des
anneaux Ae et A(1 — e). Plus précisément, 'application

A— Aex A(1 —e), a > (ae,a(l —e))
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est un isomorphisme d’anneaux, au sens rappelé ci-dessous. Son inverse est (z,y) — x +y.

Exemple. — Soient n et m entiers et premiers entre eux. Choisissons u,v € 7Z tels que
un +vm = 1. En multipliant cette égalité par un, on voit que (un)* = un(mod nm). Donc
I'image e de un dans Z/nmZ est un idempotent. De plus on a (Z/nmZ)e = nZ/nmZ
qui est isomorphe (au sens ci-dessous) a Z/mZ, et de méme (Z/nmZ)(1 — e) = mZ/nmZ
qui est isomorphe & Z/nZ. On retrouve ainsi le théoréme des restes chinois Z/nmZ ~
Z/nZ x 7./mZ.

Fzercice. (interprétation géométrique) — Soit X un espace topologique et A = C(X,C)
la C-algébre de ses fonctions continues. Montrer que X est connexe si et seulement si les
seuls idempotents de A sont 1 et 0.

Remarque. — 11 est aussi vrai qu'un sous-ensemble algébrique V' est connexe (pour
sa topologie de Zariski définie plus loin, ou pour la topologie usuelle induite de C") si et
seulement si les seuls idempotents de son algébre de fonctions O(V') sont 0 et 1. Néanmoins,

la preuve de la réciproque requiert la conséquence suivante du Nullstellensatz : si I est un
idéal propre de O(V), alors V(1) # 0.

DEFINITION. — Deuz idempotents ey, es sont dits orthogonaux si ejeg = ege; = 0. Un
tdempotent est dit primitif s’ n’est pas somme de deux idempotents orthogonaux non nuls.

On montrera plus tard en TD que les composantes connexes d’un sous-ensemble algé-
brique sont en bijection avec les idempotents primitifs de son algébre O(V).

1.2.6 Diviseurs de zéro, éléments réguliers, anneaux intégres. Un élément a non nul
d’un anneau est appelé diviseur de 0 s’il existe a’ non nul tel que aa’ = 0. Un élément
a non nul et non diviseur de zéro est dit régulier. Un anneau intégre est un anneau sans
diviseur de zéro, c’est-a-dire tel que ab =0 = a = 0 ou b = 0. Dans un anneau intégre, on
peut simplifier les égalités :

a#0etab=ac=b=rc,

méme si a n’admet pas d’inverse.

Exemple. — 1l est clair qu'un sous-anneau d’un anneau intégre est intégre. Par ailleurs,
tout corps est évidemment un anneau intégre. Il s’ensuit que les anneaux d’entiers algé-
briques sont toujours intégres.

FEzercice. — Pour quels N > 0 'anneau Z/NZ est-il intégre 7

FEzercice. — Soit K un corps. Montrer qu'une K-algébre A (commutative) de dimension

ﬁnle 1ntegre eSt un COI“pS. Considérer la multiplication par a # 0 dans A comme un endomorphisme K-linéaire de A.

Ezemple. — Considérons le sous-ensemble algébrique V' d’équation X; X, = 0 dans C2.
C’est la réunion des deux axes X; = 0 et Xy = 0. La fonction polynomiale X; : C?> —
C, (21, 22) > 21 induit une fonction polynomiale z; sur V' visiblement non nulle. De méme,
X5 induit une fonction non nulle x5 sur V. Mais par définition de V| la fonction xyzs y
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est partout nulle. Ainsi, x; et x5 sont des diviseurs de zéro dans 'anneau O(V'), qui n’est
donc pas intégre.

Interprétation géométrique. Plus généralement, soit V' C C” un sous-ensemble algé-
brique. On dit que V est wrréductible s’il n’est pas réunion de deux sous-ensembles algé-
briques stricts. Certains auteurs appellent sous-variété algébrique un sous-ensemble algé-
brique irréductible (d’autres appellent sous-variété tout sous-ensemble algébrique...).

PROPOSITION. — V' est irréductible si et seulement si O(V') est intégre.

Démonstration. Supposons V irréductible et soient fi, fo € O(V) deux fonctions polyno-
miales telles que fifo = 0. Alors V est réunion V = V(1) UV(f2) des deux sous-ensembles
algébriques (i.e. fermés de Zariski) V(f;) = {z € V, fi(z) = 0}, ¢ = 1,2. Donc, par irré-
ductibilité, il existe i tel que V(f;) = V. On a donc f; = 0 et il s’ensuit que O(V) est
integre.

Réciproquement, supposons que V est union V = V; UV, de deux sous-ensembles
algébriques stricts. Ainsi V; est de la forme V(f1,---, f,) avec f; € O(V). Choisissons
alors zo € V5 \ Vi ; par définition, il existe 7 tel que f;(z2) # 0. De méme, on peut trouver
un élément z; € V) et une fonction polynomiale g € O(V') qui s’annule sur V5 et pas sur
z1. Alors la fonction produit gf; est partout nulle, i.e. gf; = 0 dans O(V), ce qui montre
que O(V) n’est pas intégre. O

1.2.7 Eléments nilpotents, anneauz réduits. Un élément = € A est dit nilpotent §'il
existe un entier k¥ € N tel que ¥ = 0. En particulier, si z est nilpotent et non nul, il est
diviseur de zéro. On appelle ordre de nilpotence de z le plus petit entier k tel que z¥ = 0.
Un anneau est dit réduit s’il ne posséde pas d’élément nilpotent non nul. Ainsi, pour un
anneau, on a intégre = réduit.

Ezemple. — Regardons le cas Z/NZ. Si N est de la forme N = p” pour un nombre
premier p et un entier v > 0, on a par définition que p est nilpotent d’ordre v dans Z/NZ.
On constate alors que

— siv =1, Z/p"Z est un corps (donc intégre et réduit).

— siv > 1, Z/p"7Z n’est pas réduit et 'ensemble de ses éléments nilpotents est pZ/p”Z.
Plus généralement, en factorisant N = Hp p?(N) et en utilisant le théoréme des restes
chinois rappelé ci-dessous, on voit que Z/NZ est réduit si et seulement si N ne posséde
aucun facteur carré, ¢’est-a-dire si v,(N) = 1 pour tout p.

Remarque. — La notion de nilpotence n’est pas une “pathologie qu’on préfére éviter” et
trouve des applications intéressantes en géométrie algébrique a la Grothendieck. Pour en
donner un apergu, on peut remarquer que si m = (Xy,--- , X,,) désigne I'idéal maximal de
A =C[Xy,---,X,] en (0,---,0), alors I'image d’un polynome f € A dans le quotientE]
A/m = C est la “valeur en 0” tandis que celle dans le quotient A/m? = (A/m) @ (m/m?)

5. cette remarque suppose de savoir ce qu’est un anneau quotient, notion qui sera vue ou revue un peu
plus loin
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donne aussi la différentielle en 0 si on identifie m/m? ~ CX,®- - -®CX,, a I'espace cotangent
(au sens usuel de la géométrie différentielle) via X; — dx;. (A meéditer!!)

1.2.8 Idéaux. On a déja rappelé ce qu’est un idéal d’'un anneau A. En particulier, A
est un idéal de lui-méme. On dira qu’un idéal est propre s’il est distinct de A. Aussi, {0}
est un idéal, appelé idéal nul. La source principale d’idéaux vient du lemme suivant :

LEMME. — Le noyau Ker(p) := = 1({0}) d’un homomorphisme d’anneaus p : A —>
A’ est un idéal de A.

Démonstration. Laissée au lecteur. O]

Inversement, nous verrons plus loin que tout idéal de A est le noyau d’un morphisme
d’anneaux de source A, et méme d’un morphisme surjectif.

Ezxercice. — Montrer plus généralement que I'image inverse ¢~ 1(I’), d’un idéal de A’ est
un idéal de A. Montrer avec un contre-exemple que I'image (/) d’un idéal de A n’est pas
nécessairement un idéal de A’. Montrer tout de méme que si ¢ est surjectif alors I'image
©(I) d’un idéal est un idéal.

Ezemple. (Nilradical) — L’ensemble A/(A) des éléments nilpotents de A est un idéal,
appelé nilradical de A. La stabilité de N'(A) par multiplication par A est claire puisque
A est commutatif, et la stabilité de N'(A) par addition se voit en utilisant la formule du
binome (z + y)" = >, (7)=*y"* qui montre que si n est supérieur a la somme des ordres
de nilpotence de x et y, alors (z 4 y)" = 0.

FEzercice. (radical d’un idéal) — Soit I un idéal d’'un anneau de A. Posons
VI={reAIkeN"ell}.

Montrer que v/I est un idéal contenant I (on pourra remarquer que /{0} = N(A) et
essayer d’adapter 'argument précédent). Calculer V1 lorsque A=7Z et [ = NZ.

1.2.9 Idéal engendré par un sous-ensemble. Comme l'intersection de deux idéaux est
encore un idéal, on peut parler du plus petit (pour Uinclusion) idéal contenant un sous
ensemble E de A : c¢’est I'intersection de tous les idéaux contenant E. On 'appelle idéal
engendré par E. Explicitement, ¢’est 'ensemble des x € A de la forme x = a1e1+- - -+ a,e,
ou r € N*, les e; sont dans F, et les a; sont dans A. Lorsque E = {x,--- ,z,}, on note en
général cet idéal (xq, -+, x,). On dit qu’un idéal est

— de type fini $’il est engendré par une famille finie d’éléments de A.

— principal 8’1l est engendré par un seul élément (on peut aussi dire monogéne).

1.2.10 Opérations sur les idéauzr. Soient I, J deux idéaux d’un anneau A. On a déja
défini la somme I + J et le produit I -J de ces idéaux. Rappelons simplement que I + J est
I'idéal engendré par I U J, tandis que [ - J est 'idéal engendré par les éléments ij, ¢ € I,
J € J. Bien que cela puisse étre ambigu, nous noterons souvent /.J au lieu de I - J.
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Remarque. — Sil = (ay,--- ,a,) et J = (by,--- ,bs),alors [+J = (a1, -+ ,a,,by,- -+, bs)
et IJ = (aflbla"' 7a7‘b1aa1b27"' 7a7‘b27"' 7arbs)

On a bien str les inclusions d'idéaux I C I+ J, JCI+JetIJCINJ

Exercice. — Avec A =7, I = nZ et J = mZ supposés propres et non nuls, montrer que
IJ=nmZ, INJ=ppem(n,m)-Z, I+ J=pged(n,m)-Z.

Remarque. — Dans un anneau A général, il n’est pas vrai que si deux éléments a, b n’ont
pas de diviseur commun alors (a) + (b) = A. Par exemple dans Z[v/—5], on a vu que l'idéal

p=(2) + (1 ++/—5) est propre, puisque p* = (2).

Application a la topologie de Zariski de C". Nous montrerons plus tard que tout idéal [
de C[Xy, -+, X,] est de type fini. Il s’ensuit que les sous-ensembles algébriques de C" sont
exactement les sous-ensembles de la forme V(1) = {z € C", Vf € I, f(z) = 0}. Mais alors,
on vérifie facilement que V(1.J) = V(I)UV(J) et V(3 icp k) = Nker V (Ix). Puisqu’on
a aussi V({0}) = C" et V((1)) = 0, on en déduit que les V(I) sont les fermés d’une
topologie, dite topologie de Zariski, sur C". Cette topologie est beaucoup plus grossiére
que la topologie usuelle, et en particulier n’est pas Hausdorff.

1.2.11 Idéauzx premiers et marimauz. On dit d’'un idéal I dans un anneau commutatif
A qu’il est :
— mazimal s'il est maximal pour l'inclusion parmi les idéaux propres de A (i.e. dis-
tincts de A).
— premier s'il est propre et siVe,y € A, zy € I = (x € T ouy € I).
— radiciel il est propre et siVe € A, (Fk e N*, zF e l) =z e L.

LEMME. — Pour un idéal I, on a I mazximal = I premier = I radiciel.

Démonstration. Supposons I maximal, soient x,y € A tels que zy € I, et considérons
'idéal (x) 4+ I. Si c’est idéal est propre il est égal a I par maximalité de I et on a alors
x € I. S’il n’est pas propre, on a (x) + [ = A, donc on peut écrire 1 = ax + i avec i € [
et a € A, d’ou 'égalité y = axy + iy qui montre que y € I. On a donc montré que [ est
premier. L’autre implication est immédiate. O]

Ezxemple. — Dans Z, tout idéal est principal, donc de la forme nZ pour un unique n > 0.
Un tel idéal est propre si n # 1. Dans ce cas, il est premier si et seulement si n est premier,
auquel cas il est aussi maximal. Par ailleurs, il est radiciel si et seulement si n est sans
facteur carré (exercice).

Ezemple. — Un anneau A est intégre si et seulement si son idéal nul I = {0} est premier.

FEzxemple. — Dans l'anneau A = C[X,Y], l'idéal (X) est premier mais non maximal,
puisque contenu dans (X,Y). Ce dernier est par contre maximal. En effet, pour tout
polynome f = f(X,Y), ona f € f(0,0) + (X,Y), et donc f(0,0) € (f,X,Y). Donc si
f ¢ (X,Y), le nombre f(0,0) (vu comme polynome de degré 0) est non nul donc inversible
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dans C[X, Y] et l'idéal (f, X,Y) contient un inversible donc est égal & C[X,Y]. Il s’ensuit
que (X,Y) n’est contenu dans aucun idéal propre.

Remarque. — Dans 'anneau C[ X1, - -+ , X,,] on dispose d’une “chaine” d’idéaux premiers
emboités
(0) C (Xy) C (X1, Xo) C-o- C( Xy, , Xo).

La longueur de cette chaine est n et on peut montrer que toute autre chaine maximale
d’idéaux premiers est aussi de longueur n. On peut donc retrouver la dimension n de C" a
partir de considérations relevant exclusivement de la théorie des anneaux sur O(C").

Topologie de Zariski “abstraite”. On note généralement Spec(A) I'ensemble des idéaux
premiers de A. Il est muni d’une topologie dont les fermés sont les

V(I):={p € Spec(A), p D I}

pour [ idéal de A. En effet, on a V(A) = (), V({0}) = Spec(A), on vérifie sans peine que
V(X orer Ie) = Nier VUx) et on vérifie aussi que V(IJ) = V(I) U V(J) en utilisant la
propriété d’étre premier. Cette topologie n’est pas Hausdorff.

L’ensemble Max(A) hérite de la topologie induite par celle de Spec(A), qui peut aussi se
définir directement de maniére analogue. On montre (exercice) que Max(A) est 'ensemble
des points “fermés” de Spec(A) (i.e. dont le singleton associé¢ est fermé). On peut faire le
lien avec la topologie de Zariski “concréte” sur C" de la maniére suivante. A tout z € C"
on associe un idéal m, = {f € O(C"), f(z) = 0}. Cet idéal est maximal (exercice) et on a
I cm, < (Vf el f(z) =0). Ainsi 'application C* — Max(O(C")) ainsi obtenue est
injective et continue. Le Nullstellensatz, que I'on démontrera plus tard, affirme qu’elle est
bijective et il s’ensuit aisément que c’est un homéomorphisme.

Ezxercice. — Soit ¢ : A — B un morphisme d’anneaux et [ un idéal de B. Montrer que
I premier = ¢~ !(I) premier. Montrer que I’application ¢! : Spec(B) — Spec(A) ainsi
obtenue est continue pour les topologies de Zariski.

Trouver un exemple ot [ est maximal et ©~!(I) ne I'est pas. Ce défaut de fonctorialité
de Max explique que l'on préfére souvent travailler avec Spec. Néanmoins, nous verrons
que si A et B sont des algébres de type fini sur un corps, alors I'image réciproque d’un idéal
maximal est un idéal maximal. Nous verrons aussi (peut-étre) que dans ce cas, Max(A)
est dense dans Spec(A) et qu'il n’y a donc pas grande différence & travailler avec 1'un ou
I'autre.

THEOREME. (utilise 'axiome du choix) — Tout anneau posséde un idéal mazimal.

Démonstration. Le lemme de Zorn est un résultat de théorie des ensembles équivalent a
I'axiome du choix qui affirme la chose suivante : si dans un ensemble ordonné (E, <), toute
chaine (= sous-ensemble totalement ordonné) posséde un magjorant, alors E posséde un
élément mazimal. Soit A un anneau et F 'ensemble de ses idéaux propres, ordonné par
inclusion. Si Iy € I, C --- C I, C --- est une suite croissante d’idéaux, alors le sous-
ensemble | J,. /i de A est un idéal qui contient chaque I; et qui est propre puisqu’il ne
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contient pas 1. C’est donc un majorant, dans F, de cette suite. Le lemme de Zorn nous
affirme donc l'existence d’un élément maximal dans F, comme voulu. O

1.2.12 Anneauz quotients. Voici une construction fondamentale qu’il est important
de bien comprendre. Soit A un anneau et I un idéal de A. On munit 'ensemble A de la
relation d’équivalence définie par

x =y (mod ) si et seulement si x —y € I.

Les classes d’équivalence pour cette relation sont donc de la forme = + 1 = {x +i,i € I}
pour x € A. On note A/I 'ensemble des classes d’équivalences, appelé ensemble quotient
de A par cette relation d’équivalence, et 7; : A — A/I la projection canonique qui envoie
x sur sa classe d’équivalence. Nous noterons indifferemment selon '’humeur 7;(z), T, x + I,
x (mod I), 'image de x dans A/I.

PROPOSITION. — [l eziste une unique structure d’anneau commutatif sur A/I telle que
w1 soit un morphisme d’anneaus.

Démonstration. L’unicité découle de la surjectivité de ;. En effet, la contrainte que 7
soit un morphisme d’anneaux force les identités

Tt+y=x+yetT y=uy.

Reste a voir que ceci est bien défini et satisfait les axiomes qui définissent un anneau. Pour
voir que c’est bien défini, il faut vérifier que pour z = 2’ (mod [) et y = ¢/ (mod ), on a
(x+y) = ('+y') (mod I) et zy = 2’y (mod I'). Ceci est immeédiat ; vérifions par exemple la
deuxiéme relation : si on écrit 2’ = z+i ety = y+i' aveci,i’ € I, on voit que 2’y = zy+1”
avec i = (iy + i’z +ii") € 1.

De méme on vérifie sans difficulté que les deux lois ainsi construites font de A/I un
anneau avec pour éléments neutres 0 et 1. O

[’anneau A/ est appelé anneau quotient de A par I.

Ezemple. — Panneau “bien connu” Z/nZ est le quotient de Z par I'idéal (n) = nZ.
Ezemple. — Si I = A, le quotient A/I est 'anneau nul.

On a la correspondance suivante entre propriétés de I et propriétés de A/I.

PROPOSITION. — Soit A un anneau commutatif et I un idéal de A.
i) I est mazimal si et seulement si A/I est un corps.

ii) I est premier si et seulement si A/l est intégre.

iii) I est radiciel si et seulement si A/I est réduit.

Démonstration. i) Supposons I maximal. On veut montrer que tout élément non nul de
A/I posséde un inverse. Un tel élément est de la forme T = o + I avec x ¢ I. Par
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maximalité de I, on a I 4+ (z) = A donc il existe i € [ et y € A tels que i + xy = 1. Alors
ry = 1 (mod I) donc yT = 1 et T posséde bien un inverse dans A/I. Ce dernier est donc
un corps. Réciproquement, supposons que A/ est un corps, et soit J un idéal contenant
strictement /. On doit montrer que J = A. Choisissons un élément j € J/I. Son image j
dans A/I admet un inverse @ pour a € A et on a donc aj € 1+ 1. Il s’ensuit que 1 € (j)+1
donc (j) + 1 = A et a fortiori J = A.

ii) Pour deux éléments x,y € A on a les équivalences T =02 € [, g=0&y e [
et Ty = 0 & xy € 1. Le point ii) découle donc immédiatement des définitions. De méme
pour iii). O

Ezercice. — Montrer que I'application J — 77 !(.J) induit une bijection

{idéaux de A/} =5 {idéaux de A contenant I}

dont la bijection réciproque est I’ — m;(I'). Montrer que 7;'(v/0) = v/I. Montrer que
cette bijection induit un homéomorphisme de Spec(A/I) sur le fermé V(I) de Spec(A).

1.2.13 Propriété universelle des quotients. Lorsqu’on travaille avec des anneaux quo-
tients, on utilise trés rarement la définition en termes d’ensemble de classes d’équivalence.
Il est beaucoup plus efficace d’utiliser la “propriété universelle” suivante.

PROPOSITION. — Pour tout morphisme d’anneauz p : A — A’ tel que I C Ker(yp), il
existe une unique factorisation @ = @ o w; comme dans le diagramme suivant.

A2 oA,

7
Y
“Il s
/ go

Al

De plus, @ est injectif si et seulement si I = Ker(yp).

Démonstration. L’unicité découle de la surjectivité de 7;. En effet, si7 € A/I, on doit avoir
?(7) = ¢(x). Pour lexistence, il faut d’abord vérifier que ceci définit sans ambiguité @.
Pour cela, il faut vérifier que si = 2’ (mod I'), on a bien ¢(z) = p(2’). Ecrivons 2/ = x +1
avec i € 1. On a donc ¢(2') = p(z) + ¢(i) = p(z) puisque i € Ker(y), comme voulu. On
a donc bien une factorisation d’applications ¢ = P o 7y, et il reste a vérifier que @ est bien
un morphisme d’anneaux. Mais ceci est clair vu la définition de la structure d’anneau sur
A/l

Montrons la derniére assertion. Supposons d’abord que @ est injective. Alors le fait
général Ker(p) = m;'(Ker(p)) montre que Ker(p) = 7;'({0}) = I. Réciproquement,
supposons Ker(y) = I. Pour tout T € Ker(®), le méme fait général nous dit que = € Ker(p)
doncx€letz=0=0. O

Remarque. (Qu’est-ce qu’une propriété universelle 7) — Dans le langage “méta-mathé-
matique”, une propriété d’'un objet est dite universelle si elle caractérise cet objet parmi
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tous les objets de la méme “Catégorie”ﬂ Autrement dit, un objet qui posséde cette pro-
priété universelle est déterminé de maniére unique a isomorphisme unique prés (la notion
d’isomorphisme étant celle pertinente pour la catégorie d’objets considérée). Dans le cas
qui nous intéresse ici, la paire (A/I, ) vit dans la “catégorie” (A, I) — Alg des A-algébres
(B, ) telles que ¥(I) = 0 avec pour morphismes les morphismes de A-algébres. La propo-
sition nous dit que cette paire posséde la propriété suivante : pour toute A-algébre (A, p)
telle que o(I) = 0, il existe un unique morphisme de A-algébres A/l — A’.IZ] Supposons
qu’une autre A-algébre (B, 1)) avec (1) = 0 vérifie la méme propriété. Alors en appliquant
cette propriété a (A’ p) = (A/I, ;) on obtient un morphisme de A-algéhres B — A/I.
D’un autre coté la proposition nous fournit un morphisme de A-algébres A/ 5 B. La
composition 7 est un endomorphisme de la A-algébre A /I, mais la proposition nous dit
qu’il existe un unique tel endomorphisme. Comme l'identité est clairement un endomor-
phisme de A-algébres, on doit donc avoir 7 o 1) = idy /1. De méme la propriété supposée
de (B, 1)) nous assure que 1) o™ = idp et on obtient ainsi un isomorphisme de A-algébres
A/l = B qui est est de plus unique d’aprés la propriété ou la proposition.

COROLLAIRE. — Tout morphisme d’anneaur ¢ : A — A’ admet une unique factori-
sation
0: A— A/Ker(p) — Im(p) — A’

ow la premiére fleche est la projection canonique sur le quotient A/ Ker(y).

On rappelle que le symbole — désigne une surjection, le symbole < désigne une injec-
tion, et le symbole = désigne un isomorphisme.

Démonstration. En appliquant la proposition a I = Ker(y), on obtient une factorisation
@ = pom. De plus, ¥ est injective, donc réalise un isomorphisme de sa source sur son
image Im(®) = Im(), qui est un sous-anneau de A’ O

Exemple. — Soit V' un sous-ensemble algébrique de C". Vu la définition de I'algébre des
fonctions polynomiales O(V'), 'application de restriction des fonctions O(C") — O(V)

6. Le mot “catégorie” a en fait un sens mathématique précis. Informellement, une catégorie C est for-
mée d’une classe d’objets Ob(C) et d’une notion de morphismes entre ces objets, composables comme
on s’y attend. Plus précisément, on se donne pour chaque paire d’objets A, B un ensemble C(A, B) de
“morphismes” de A vers B, et pour chaque triplet A, B,C d’objets, une loi de composition associative
C(A,B) x C(B,C) — C(A,C) pour laquelle il existe dans chaque C(A4, A) un élément neutre (a droite
et a gauche) généralement noté id4. Exemples : la catégorie des ensembles munis des applications, la
catégorie des espaces topologiques munis des applications continues, la catégorie des groupes abéliens mu-
nis des morphismes de groupes, la catégorie des anneaux munis des morphismes d’anneaux, la catégorie
des A-algébres munies des morphismes de A-algébres, etc. Dans une catégorie, un isomorphisme est un
morphisme qui admet un inverse a droite et a gauche.

7. En d’autres termes, lobjet (A/I,7;) de (A4,I) — Alg admet un unique morphisme vers tout autre
objet de (A,I) — Alg. On dit que c’est un objet initial de la catégorie (A4,I) — Alg. Autres exemples : Z
est un objet initial dans la catégorie des anneaux. L’espace vectoriel nul est un objet initial de la catégorie
des espaces vectoriels sur C. L’ensemble vide est un objet initial de la catégorie des ensembles.

8. Ce raisonnement trés général montre que dans une catégorie, un objet initial est “unique a isomor-
phisme unique prés”, au sens o deux objets initiaux sont isomorphes d’une seule maniére.
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est surjective. Soit Z son idéal, elle induit donc un isomorphisme O(C")/Z = O(V) qui
présente O(V) comme un quotient de Palgébre de polynéme C[X7, -+, X,,].

1.2.14 Morphismes entre quotients. Soit maintenant J O [ un idéal de A contenant
I. La propriété universelle du quotient A/I nous fournit une factorisation

g AT AT TS A

PROPOSITION. — L’image J/I := 7;(J) de J dans A/I est un idéal et le morphisme
77 induit un isomorphisme
(A/D)/(J]T) — A/ J.

Démonstration. Puisque le morphisme 7; est surjectif, le morphisme 7; ’est aussi, et il
nous suffit de voir que son noyau est donné par Ker(7;) = 7;(J) (ce qui démontrera au
passage que m7(.J) est bien un idéal). On a 7; ' (Ker(7,)) = Ker(7; o 7;) = Ker(m;) = J.
Mais puisque 77 est surjectif, on a Ker(7 ;) = m;(7; ' (Ker (7)) = 7/(J). O

Ezemple. — On retrouve le fait “bien connu” que pour m|n 'application a — a (mod m)
se factorise par un morphisme Z/nZ — 7 /mZ via l'application a — a (modn) et induit

un isomorphisme (Z/nZ)/m(Z/nZ) — Z/mZ.

Variante : au lieu de partir de J D I, partons de J quelconque et appliquons la pro-
position a l'idéal I + J, qui contient /. On obtient une factorisation m;,; = 7, ; o T avec
T4y qui induit un isomorphisme

(A/D/((I+J)/1) = A)(I+J).

1.2.15 Théoréme des restes chinois. Soient I, J deux idéaux de A. Le noyau du
morphisme A — A/l x A/J, a — (a(modI),a(modJ)) est visiblement égal & I N J
donc, par la propriété universelle des quotients, ce morphisme se factorise via m~; par un
morphisme injectif

A/(INJT) ™5 A/ x A,

PROPOSITION. — Le morphisme (71,7 y) est surjectif (et donc bijectif) si et seulement
si I +.J = A. Dans ce cas, on a ausst IJ =10 J et on obtient donc un isomorphisme

A/TT =5 AJ(INJ) =5 AJT x AJJ.

Démonstration. Pour prouver la surjectivité de (7;,7) il faut montrer que pour tous
a,b € A, lintersection (a + I) N (b+ J) est non vide. En effet, si c’est le cas, pour tout ¢
dans cette intersection on a (¢ (mod I),c(mod J)) = (a(mod I), b (mod J)).

Supposons donc que I + J = A, et choisissons ¢ € I et j € J tels que i + 7 = 1. Alors
I'élément ¢ = aj + bi est dans (a + I) puisque ¢ = a — ai + bi et dans (b + J) puisque
¢ =>b—"bj+aj. 1l Sensuit que (77, 7;) est bien surjectif.
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Réciproquement, supposons que (77, 7;) est surjectif. Alors en particulier il existe j € A
tel que (1,0) = (m;(j),7s(4)), ce qui est équivalent & (j € 1+ I et j € J). En posant
i1=1—j,onai€leti+j=1donc on obtient que I + J = A comme voulu.

Enfin, il nous reste a vérifier que IJ = I'NJ. On a toujours l'inclusion I.J C I'N.J, donc
montrons l'inclusion réciproque. Ecrivons 1 =i+ j et soit a € I N J. Alors a = ai + aj et
ai,aj € 1.J, donc a € 1J. O]

Exemple. — Avec A = Z, I = nZ et J = mZ supposés propres et non nuls, on a
I'NnJ =ppem(n,m)-7Z et I + J = pged(n,m) - Z. En particulier la condition I + J = A
équivaut a pged(n,m) = 1 et dans ce cas on retrouve le lemme des restes chinois usuel :
Z/nmZ — 7/nZ x Z./mZ.

Exemple. — Si I et J sont deux idéaux maximaux distincts, la condition I + J = A est
vérifiée.

1.3 Généralités sur les modules

Les modules sont aux anneaux (commutatifs) ce que les espaces vectoriels sont aux
corps. Néanmoins, ils ne possédent pas nécessairement de base, ce qui rend leur étude bien
plus délicate.

1.3.1 DEFINITION.— Soit A un anneau. Un A-module M est un groupe abélien muni

d’une “action” de A
AxM — M

(a,m) — a-m
satisfaisant les axiomes suivants pour tous a,a’ € A et m,m’ € M :
i)a-(m+m')=a-m+a-m' (linéarité de laction).

i) (a+d) - m=a-m+d-met(ad)-m=a-(a-m).

iit) 1-m =m.

On dit aussi que M est un “module sur A”.

Remarque. — L’axiome i) nous dit que Papplication m — a - m est un endomorphisme
du groupe abélien M, et les axiomes ii) et iii) nous disent que application A — End(M)
qui en résulte est un morphisme d’anneaux (noter que le produit de End(M) est donné
par la composition des endomorphismes donc est non-commutatif mais cela n’affecte pas

la notion de morphisme). Réciproquement tout morphisme d’anneaux ¢ : A — End (M)
(endomorphismes du groupe abélien M) définit une structure d’anneau en posant a - m :=

P(a)(m).

Nous simplifierons souvent la notation en écrivant am plutdt que a - m. La définition
suivante est sans surprise :

DEFINITION. — Un morphisme ¢ : M — M’ de A-modules est un morphisme de
groupes abéliens qui est A-linéaire au sens ou Va € A, Vm € M on a p(am) = ap(m).
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Nous noterons Hom (M, M") ensemble des morphismes de A-modules et End4 (M)
I’ensemble des endomorphismes du A-module M. Notons qu’ils sont eux-méme munis d’une
structure naturelle de A-module par les formules

a-p:me—ap(m), et o+¢ : m— p(m)+ ' (m).

Comme d’habitude, un isomorphisme de A-modules est un morphisme inversible a gauche
et a droite. On vérifie sans peine qu’un morphisme est un isomorphisme si et seulement si
il est bijectif (en tant qu’application).

Ezxemple. (A = Z) — Tout groupe abélien posséde une unique structure de Z-module,
donnée par 1'unique morphisme d’anneaux Z — End(M). Ainsi un Z-module n’est rien
d’autre qu'un groupe abélien et tout morphisme de groupes abéliens est aussi un morphisme
de Z-modules.

Ezemple. (A un corps) — Un module sur un corps K est un K-espace vectoriel et un
morphisme de K-modules est une application K-linéaire.

1.3.2 Restriction des scalaires. Soit ¢ : B — A un morphisme d’anneaux, et soit M
un A-module. La composée
B — A — Endz (M)

munit M d’une structure de B-module, donnée par b-m := @(b)m. On dit que ce B-module
M est la “restriction des scalaires via ¢” du A-module M. Si on veut lever ’ambiguité de la
notation M sur la structure considérée on pourra noter ¢*M ou Mz ou encore Res5 (M)
ce B-module.

Ezremple. — La restriction des scalaires d’'un A-module M via le morphisme canonique
7, — A est le groupe abélien sous-jacent a M.

Remarquons qu’un morphisme de A-modules M — N est aussi un morphisme de
B-modules o*M — ¢*N, la réciproque n’étant en général pas vraie. On a donc une
inclusion

Homy (M, N) C Homp(M, N).

Exercice. — Vérifier que c’est une égalité si ¢ est surjectif.

Remarque. — Les A-modules munis des morphismes de A-modules forment une catégorie
que l'on note souvent A —Mod. De méme on a une catégorie B — Mod de B-modules. Nous
venons d’associer & tout A-module M un B-module p*M et a toute paire de A-modules
M, N une application ¢* : Homs(M, N) — Hompg(M, N) (qui est ici une inclusion) qui
est évidemment compatible avec la composition des morphismes de chaque coté. Ceci est
un exemple de foncteurﬂ entre deux catégories.

9. Plus généralement, un foncteur ' : C — C’ entre deux catégories est la donnée d’une “application”
Ob(C) — Ob(C’) et d’applications F : C(A,B) — C'(F A, FB) compatibles & la composition et aux
éléments neutres.
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1.3.3 Retour sur les A-algébres. Nous avons défini une A-algébre comme un anneau B

muni d’un morphisme ¢ : A — B. On a alors les propriétés suivantes :

— B est un A-module. En effet, B est un module sur lui méme donc, par restriction
des scalaires & A, devient un A-module. Explicitement I'action de A est donnée par
a-b=1(a)b.

— Pour tout b € B les applications b’ — bb’ et V' — b'b sont A-linéaires.

— Le morphisme 9 est donné par ¢ (a) = a- 1.

Réciproquement, partons d’'un A-module B muni d’une structure d’anneau d’unité 15 telle
que pour tout b € B les applications b’ — bb' et ' — b'b sont A-linéaires. Alors 'application
a + a - 1g est un morphisme d’anneaux qui fait de B une A-algébre.

1.3.4 Sous-modules, modules quotients. Sans surprise, un sous-A-module de M est un
sous-groupe de M stable par 'action de A sur M.

Remarque. — A est un A-module via la multiplication. Un sous-A-module de A n’est
rien d’autre qu’un idéal de A.

Ezemple. — L’image Im(yp) d’un morphisme ¢ : M — M’ est un sous-A-module de
M’ et son noyau Ker(p) = ¢~ (0) est un sous-A-module de M. Plus généralement, si N
est un sous-module de M, son image ¢(N) est un sous-module de M’, et si N’ est un
sous-module de M’ son image inverse ¢~ '(N') est un sous-module de A.

Soit M un A-module et N un sous-A-module de M. Considérons I’ensemble quotient
M/N de M par la relation d’équivalence

m~m <<m-—-m eN

et notons 7 : M — M /N la projection canonique. Comme précédemment, on notera selon
I'humeur 7(m), m, m + N ou encore m (mod N) la classe d’équivalence de m.

PROPOSITION. — [l existe une unique structure de A-module sur M/N qui fait de m un
morphisme de A-module.

Démonstration. C’est le méme argument que pour la construction du quotient A/I. L’uni-
cité découle de la surjectivité de m qui nous impose les formules suivantes : am = am et
m +m = m + m'. Pour lexistence, il faut vérifier que ces formules font sens, c’est-a-dire
que
/ / / / !/ !/
m~m' = am~am’ et m ~my,m ~mj; = (m+m')~ (mg +mi)

ce qui découle immédiatement du fait que N est un sous-A-module. O
Ezercice. — Montrer que 7! induit une bijection
{sous-modules de M/N} — {sous-modules de M contenant N}

dont la bijection réciproque est P +— w(P) = P/N.
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Comme pour toute notion de quotient, on peut aussi caractériser M /N par une propriété
universelle.

PROPOSITION. — Soit 1 : M — M' un morphisme de A-module tel que (N) = {0}.
Il existe un unique morphisme de A-module ) : M/N — M’ tel que 1 =) o .

COROLLAIRE. — Tout morphisme M —— M’ admet une factorisation unique
M — M/ Ker(y) = Im()) — M’

Soit maintenant P un sous-module de M contenant N. Le noyau de la projection
canonique wp : M — M /P contient donc N et la proposition ci-dessus nous donne donc
une factorisation de mp

M % M/N 22 M/P.

COROLLAIRE. (ler théoréme d’isomorphisme) — 7p induit un isomorphisme
(M/N)/(P/N) =+ M/P.

Démonstration. Puisque 7y est surjective, on a Ker(7p) = ny(Ker(7wp)) = ny(P) = P/N,
donc 7p se factorise via un morphisme injectif (M/N)/(P/N) < M/N. Ce dernier est
aussi surjectif, puisque 7p, et donc 7p 'est. O

Considérons maintenant la situation suivante : soit M un A-module et soient N, P deux
sous-modules de M. On définit leur somme

N+P:={meM,Ine N,3Ip€ P,m=n+p}

qui est visiblement un sous-A-module de M (le vérifier!) contenant N et P. De méme,
Iintersection N N P est un sous-A-module de M. Alors le noyau du morphisme composé

p: N—N+P —»(N+P)/P
contient visiblement N N P et ce morphisme se factorise donc par un morphisme
N/(NNP)— (N + P)/P.
PROPOSITION. (2éme théoréme d’isomorphisme) — Ce morphisme est un isomorphisme
N/(NNP) = (N + P)/P.

Démonstration. Pour l'injectivité, il faut prouver que Ker(p) = N N P, ce qui est clair.
Pour la surjectivité, il faut voir que tout élément de (N + P)/P se reléve en un élément de
N via la projection N + P — (N + P)/P ce qui est aussi immeédiat, vu la définition d’un
quotient. O]
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1.3.5 Suites exactes, complezes. Soit A un anneau. Considérons une suite

de morphismes de A-modules. On dit que cette suite est un complere si on a d;;1 od; =0
pour tout i € Z. On dit que cette suite (ou ce complexe) est ezacte si on a Ker(d;1) =
Im(d;) pour tout i € N. Par exemple, la suite

0—N-—>M-—>P—0

est exacte si et seulement si ¢ est injective, 7 est surjective, et Ker m = Im¢. Dans ce cas, ¢
identifie N a un sous-module de M, et 7 identifie P au quotient de M par ce sous-module.
On parle alors de suite exacte courte.

FEzercice. — Soit ¢ : M — N un morphisme de A-modules. On pose Coker(p) :=
N/Im(yp) et on note m, : N — Coker(y) la projection canonique. La paire (Coker(y), 7,)
est appelée conoyau de .

i) Montrer que le conoyau est universel parmi les paires (P,1)) constituées d’'un A-

module P muni d’un morphisme ¢ : N — P tel que ¥ o p = 0.

ii) Montrer que la suite suivante est exacte.

0 — Ker(p) — M -2 N =% Coker(p) — 0

1.3.6 Sommes directes et produits. Soit I un ensemble et soit (M;);e; une famille de
A-modules indexée par I (on pourra penser & [ = Nou I = {1,---,r}). On rappelle que
le produit cartésien [[,.; M; est I'ensemble des familles (1m;);e; indexées par I ot m; € M;
pour tout ¢. On munit ce produit cartésien d’une structure de A-module en posant :

— (Mi)ier + (M)ier = (M +m})ier

— a- (Mi)ier = (@my)ier.

(On laisse au lecteur le soin de vérifier que ¢’est bien un A-module dont I’élément 0 est la
famille (0);c;). Ce module sera appelé produit des M; et noté

HMi , ou plus simplement M; x -+ x M, lorsque I = {1,--- ,r}.
iel
Pour chaque j € I, la projection (m;);e; — m; est un morphisme de A-modules
[ = M.
iel

On définit maintenant

@ M, = {(mi)iel S H M;, m; = 0 pour presque tout z} ,

iel iel
le sous-ensemble des familles a support fini (i.e. tel que m; = 0 hors d’un sous-ensemble

fini de I). On voit que ¢’est un sous-A-module de []._; M; et on Pappelle somme directe
ou coproduit des M,;.

i€l
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Remarque. — Si I est fini on a @,.; M; = [[,c; M;. Lorsque I = {1,--- ,r} on le note
aussi @;_, M; ou simplement M; & - -- & M,.

Pour chaque 5 € I, on a une application

L : M]%@Mz

il

qui envoie m sur la famille (m;);c; telle que m; = 0 pour ¢ # j et m; = m. Cette application
est visiblement un morphisme de A-modules.

Ces modules, munis de leurs familles de morphismes, satisfont chacun une propriété
universelle, et ces propriétés sont en quelque sorte “duales” I'une de 'autre.

PROPOSITION. — i) Soit N un A-module muni d’une famille de morphismes 1; :
N — M; pour chaque v € I. Alors il existe un unique morphisme W : N —
[Lic; M; tel que vy = 0V pour tout i. Autrement dit, application W — (m;0V);e;
induit une bijection

Hom 4 (N, 11 MZ) = [ [ Homa (N, M;) .

el i€l

i) Soit N un A-module muni d’une famille de morphismes v; : M; — N pour chaque
i € 1. Alors il existe un unique morphisme V¥ : @,.; M; — N tel que ¢; = Vo,
pour tout i. Autrement dit, application U — (W o ;);er induit une bijection

Hom 4 (@ M;, N) = [ [ Homa (M, N) .

el i€l

Démonstration. Tout cela est trés formel. i) Pour D'existence, il suffit de poser ¥(n) :=
(1;(n))ier. Pour P'unicité, si W’ est un autre morphisme, on voit que pour tout n, ¥(n) —
U’(n) est annulé par toutes les projections ;, donc est nul.

ii) Pour I'existence il suffit de poser W((1m;)icr) := > _,c; ¥i(m;), ce qui a un sens puisque
la famille v;(m;) est presque nulle (seulement un nombre fini de termes non nuls dans cette
somme). Pour I'unicité, si ¥’ est une autre solution, on voit que ¥ — ¥’ s’annule sur 'image
ti(M;) de chaque ¢;. Or tout élément de €5, M; est somme d’éléments de cette forme (ce
n’est pas vrai pour les éléments de [[,.; M; si I est infini). O

Remarque. (Produits et coproduits dans les catégories) — Supposons donnée une famille (X;);er
d’objets dans une catégorie C. On appelle produit de cette famille une paire (X, (m;);er) formée
d’un objet de C et d’une famille de morphismes m; € C(X, X;) telle que pour tout objet Y de C,
I’application

C(Y, X) — [[C(V. Xs), ¢ (miop)ic
el
est bijective. Si une telle paire existe, elle est unique a isomorphisme unique prés : en effet, c’est
un objet initial de la catégorie dont les objets sont les paires (Y, (¢;);cr) avec pour morphismes les
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morphismes ¢ € C(Y,Y”) tels que 1; = 1 o¢);. On note en général I'objet produit [],.; X;. Dans les
exemples “classiques” (modules, anneaux, espaces topologiques), les produits existent et ’ensemble
sous-jacent est le produit cartésien des sous-ensembles sous-jacents (on dit pompeusement que “les
produits commutent aux foncteurs d’oubli vers la catégorie des ensembles”...).

De maniére “duade”@]7 on appelle coproduit de la famille (X;);c; une paire (X, (¢;);cr) formeée
d’un objet de C et d’une famille de morphismes ¢; € C(X;, X) telle que pour tout objet Y de C,
I’application

C(Xv Y) — HC(XM Y)7 P = (90 © Li)ie[
i€l
est bijective. A défaut de meilleure notation, on note généralement le coproduit [Lic; Xi. Clest
d’ailleurs la notation usuelle pour la réunion disjointe d’ensembles, qui n’est autre qu'un coproduit
dans la catégorie des ensembles. On remarquera que les coproduits existent dans les catégories de
modules, mais “ne commutent pas au foncteur d’oubli vers la catégorie des ensembles” : ’ensemble
sous-jacent d’une somme directe n’est pas la réunion disjointe des ensembles sous-jacents.

Remarque. (Foncteurs représentables) — Un foncteur F' : C — Ens est dit représentable
8'll est “isomorphe” (on dit aussi “équivalent”) & un foncteur de la forme Y — C(X,Y). Plus
précisément, un représentant de F est un couple (X, ) avec X dans Ob(C) et a € F(X) tel que
pour tout objet ¥ dans Ob(C) l'application C(X,Y) — F(Y), ¢ — F(¢)() soit une bijection.
Un représentant, s’il existe, est unique & isomorphisme unique prés. Par exemple, un coproduit
(X, (t5)ier de la famille (X;);cr) représente le foncteur Y — [[,o; C(X;,Y).

1.3.7 Somme de sous-modules, modules engendrés. Soit M un A-module. Comme
I'intersection de deux sous-modules est encore un sous-module, on peut parler du “plus petit
sous-module” M (FE) contenant un sous-ensemble donné E C M. C’est aussi 'intersection
de tous les sous-modules contenant E, et on l'appelle le sous-module engendré par E.
Explicitement, c’est ’ensemble

M(E)={m=aje; +---+a,e,, 7 €N,e; € E,a; € A}.

Supposons maintenant donnée une famille (M;);c; de sous-modules indexée par un
ensemble 1. On note

ZM“ ou plus simplement My + -+ M, si I ={1,--- ,r}

iel
le sous-module de M engendré par la réunion | J,.,; M;. Explicitement, il est donné par
S My={)_m;, JCI fini ,m; € M},
iel icJ

De maniére plus formelle, considérons le morphisme ¥ : @, , M; — M associé aux
inclusions v; : M; < M fourni par la propriété universelle du coproduit. Alors

> M; =Im(P).

iel

10. On remarquera qu’a toute catégorie C on peut associer sa catégorie “opposée” C°PP dont les objets
sont les mémes et les fleches données par C°PP(A, B) := C(B, A). Le passage a la catégorie opposée échange
formellement les notions de produits et coproduits.
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DEFINITION. — On dit que les M; sont “en somme directe” si le morphisme VU ci-dessus
est injectif. Il induit alors un isomorphisme @, ; M; = Yoier M.

On peut traduire I'injectivité de ¥ comme ceci : pour toute famille finie d’élements
m; € Mia on a Zie[mi =0 :>VZ - I,mi = 0.

Ezercice. — Montrer que les sous-modules M, - - - M, sont en somme directe si et seule-

ment si pour chaque ¢ =1,--- ;7 on a M; N Z#i M; = {0}.

Remarque. — Lorsque A = k est un corps, on sait que tout sous-espace vectoriel W
d’un espace vectoriel V' admet un supplémentaire, c¢’est-a-dire un sous-espace W' de V tel
que V =W @ W' Cecin’est plus vrai en général. Par exemple pour A = Z, le sous-module
27 de M = 7Z n’admet pas de supplémentaire, puisque tout sous-module non nul de Z a
une intersection non nulle avec 2Z.

Un sous-module N d’un module M qui admet un supplémentaire est appelé facteur
direct de M.

1.3.8 Modules libres. Un cas particulier important de somme directe est celui ou
M; = A pour tout ¢+ € I. On note alors

Al = HA et AD .= @A.

icl el

Lorsque I est fini, on a bien-sir AY) = A! et on utilise plutot la seconde notation, qui
est plus simple. Lorsque I = {1,--- ,r} on note aussi simplement A” ou A®" plutdt que
At Pour @ € I, notons e; I'élément de AD) dont toutes les composantes sont nulles
sauf celle en i qui vaut 1. Par exemple, si I = {1,--- ,r},onae; = (0,---,1,---,0) o le
1 est placé a la i-éme position.

PROPOSITION. — i) Tout élément de AW s’éerit de maniére unique sous la forme
Y icr @ie; pour une famille presque nulle (a;)c; d’éléments de A.

i) Le A-module A) posséde la propriété universelle suivante : pour tout A-module
M et toute famille (m;);e; d’éléments de M, il existe un unique morphisme de A-

modules U : AY) — M qui envoie e; sur m;. En d’autres termes, Uapplication
Ui~ (U(e;))ier est une bijectionm

Hom(AD, M) = M1

Démonstration. i) découle de la construction

ii) Remarquons d’abord que pour tout élément m d’'un module M, il existe un unique
morphisme de A-module A 22 M qui envoie 1 sur m. Il est défini par om(a) == am.
Ainsi pour tout ¢ on a un morphisme ¢, : A — M, et il ne reste plus qu’a invo-
quer la propriété universelle des sommes directes. Explicitement, on a tout simplement

11. Autrement dit, le couple (4, (e;);er) représente le foncteur M > M.
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DEFINITION. — Soit (m;)e; une famille d’éléments de M et ¥ : AD — M le mor-
phisme associé. On dit que la famille est
— libre si U est injectif, ce qui équivaut & la condition ), a;m; = 0= Vi,a; =0
— génératrice si U est surjectif, ce qui équivaut a ce que tout m € M puisse s’écrire
sous la forme Ziel a;m; avec a; € A pour tout 1.
— une base de M si U est un isomorphisme, ce qui équivaut a ce que tout m € M

s’écrive de maniéere unique sous la forme Ziel a;m; avec a; € A pour tout 1.

Lorque M admet une famille génératrice finie, on dit qu’il est de type fini.

Exemple. — Soit A=7Z et M =7.

— La famille {2,3} est génératrice de M, puisque tout n € Z est de la forme 2a + 3b
par Bézout. Mais ce n’est pas une base, puisque 0 =2-3 — 3 - 2.

— La famille {2} est libre, mais pas génératrice, donc pas une base.

— Les seules bases de M sont {1} et {—1}.

Exemple. — Plus généralement, pour M = A, toute famille contenant deux éléments
distincts a, a’ n’est pas libre & cause de la relation a.a’ —a’.a = 0. Il s’ensuit qu’une famille
libre est un singleton {a} avec a élément régulier de A. De plus un tel singleton est une
base si et seulement si a est inversible.

DEFINITION. — Un A-module M est dit libre s’il posséde une base. Tout choix de base
induit alors un isomorphisme AW =M pour un ensemble I convenable.

Exemple. — Quelques modules non libres :

— Si I est un idéal propre et non nul de A, alors le A-module M := A/I n’est pas
libre. En fait, M ne posséde aucune famille libre, puisque I'action de tout i € I'\ {0}
annule M.

— Soit A = C[X,Y] et M = (X,Y) (idéal engendré par X et V). Puisque M C A,
Iexemple précédent nous dit que les seules familles libres de M sont les singletons
{f(X,Y)} ou f(X,Y) est un polynéme non nul de terme constant nul. Mais on voit
aisément qu’un singleton n’est jamais générateur de M.

Les modules libres partagent quelques propriétés agréables des espaces vectoriels sur
un corps. Par exemple, si M est libre de base (e;);—1... , et N est libre de base (f;)i=1,... m,
et ¢ un morphisme de A-module N — M, on peut écrire o(f;) = > ., a;je;. On obtient
ainsi une bijection (et méme un isomorphisme de A-modules)

Homu (N, M) — M, m(A)

avec les matrices n X m & coefficients dans A. Lorsque N = M, il s’agit méme d’un
isomorphisme d’anneaux.
Il y a cependant des différences notables. En voici quelques exemples :
— Un endomorphisme injectif d’un module libre de rang fini n’est pas nécessairement
surjectif. Exemple : A =7Z = M et ¢ 'endomorphisme m — 2m de M.
— On ne peut pas nécessairement extraire une base d'une famille génératrice. Exemple

A =7 =M et famille {2, 3}.
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— Une famille libre ne peut pas nécessairement étre complétée en une base. Méme
exemple avec comme famille libre {2}.

— Un sous-module d’'un module libre de rang n n’est pas nécessairement libre, ni
engendré par une famille de cardinal inférieur a n. Exemple A = C[X,Y], n =1 et
M= AX + AY.

Une bonne nouvelle tout de méme :

PROPOSITION. — Soit M un A-module libre de type fini. Alors toutes ses bases sont
finies et ont méme cardinal. On Uappelle le rang de M. De plus, le cardinal d’une famille
libre (resp. génératrice) est inférieur (resp. supérieur) au rang de M.

Démonstration. Supposons d’abord que M admette une base finie £ = (eq,--- ,e,) et soit
F = (f1, -+, fm) une famille d’éléments de M. Nous allons montrer que si F' est génératrice
alors m > n. Par symétrie il en découlera que si F' est une base, alors n = m.

Pour montrer m > n, nous allons nous ramener au cas connu ou l'anneau de base est
un corps. Ecrivons f; = Z” a;;e;. La matrice P = (a;;)ij € Mpxm(A) est la matrice d'un

morphisme A™ —5 A" et F est génératrice si et seulement si ¢ est surjectif. Choisissons
maintenant un idéal maximal m de A et notons 7 : A — A/m le morphisme de passage
au quotient. La matrice (7(ai;))ij € Mupxm(A/m) est la matrice d’un morphisme 1 :
(A/m)™ — (A/m)"™ qui s’inscrit dans un diagramme commutatif

Am 2 g
S
(A/m)™ —— (A/m)"

(rappelons que la commutativité du diagramme signifie que 7™ o ¢» = 1) o 7). Puisque 7"
est surjective, on voit que (¢ surjective) = (7" 04} surjective) < (¢ o 7™ surjective) = (¢
surjective. Mais puisque A/m est un corps, on sait que 1) surjective = m > n.

Montrons maintenant que si m > n, la famille F' est liée. Soit r le plus grand entier tel
que P admette un mineur de taille  x r non nul. Si » = 0, tous les f; sont nuls et F' est
évidemment liée, donc on supposera r > 1. On a aussi 7 < n < m. Quitte & renuméroter
les familles, nous pouvons supposer que le mineur p; = det((a;;)i<i<r2<j<r+1) €St non
nul. Pour £ =2,--- ,r 4 1, notons alors j le mineur det((a;;)1<i<ri<j<r+1,j2k- Alors pour
tout 2 = 1,--- ,n, la somme Z;ill(—l)k“aikuk est un mineur de taille » + 1 de P ou le
déterminant d’une matrice ayant deux lignes égales. Elle est donc nulle. Comme E est une
base, il s’ensuit que Z;:ll(—l)k“ukfk =0, et comme pq # 0, on voit que la famille F' est
liée.

Enfin, il reste & nous débarrasser de ’hypothése initiale que M admet une base finie.
Cette hypothése n’est pas dans ’énoncé de la proposition, qui suppose simplement que
M ~ AU pour un ensemble I. Supposons donc I infini, et que M admette par ailleurs
une famille génératrice finie, disons de cardinal m. On doit trouver une contradiction. Pour
cela, soit J C [ un ensemble de cardinal n > m. On dispose d’un morphisme canonique

AD L5 AT qui projette sur les composantes indexées par J. Ce morphisme est surjectif,
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donc la famille p(F) engendre A7 = A", ce qui contredit la discussion précédente puisque
m<n 0

1.3.9 Limites projectives. Les produits et coproduits sont des cas particuliers d’une
construction plus générale o ’'on part d’un ensemble d’indices ordonné (I, <). Un systéme
projectif d’ensembles indexé par [ est une famille (£;);c; d’ensembles munis d’applications
fij + E; — Ej pour chaque couple i > j et telles que fji0 fi; = fir et fii = idg,. On définit
la “limite projective” (ou simplement “limite”) du systéme projectif comme le sous-ensemble

suivant du produit [[.., E; :

lim Ez = {(xi)ief € HE“ Vi = ja X = fl](xl)}

I icl

Supposons maintenant que les E; sont des groupes/anneaux/ modulesH, alors le produit

[L.c; Ei est naturellement un groupe/anneau/module et son sous-ensemble l}LnieIEi est

un sous- groupe/anneau/module. On 'appelle toujours “limite (projective)” du systéme
projectif (E;);c; et on vérifie sans peine qu’on a une bijection ¢ +— (m; 0 ©)ier

Hom(FE,lim E;) — lim Hom(FE, E;)
ot le Hom est a prendre au sens des groupes/anneaux/modules et la limite projective
a droite est celle du systéme projectif d’ensembles (Hom(E, E;));e; muni des transitions
Hom(E, E;) — Hom(E, E;), ¢; + fij o @; pour ¢ > j. Encore mieux, si les E; sont
des ensembles/groupes/anneaux topologiquesm et les fi; sont continues, alors lim F; est

At
fermé dans [[, £; muni de la topologie produit, ce qui en fait un ensemble/groupe/anneau
topologique.

Remarque. — Plus généralement, un systéme projectif indexé par I dans une catégorie C est une
famille (X;);e; munie de morphismes f;; € C(X;, X;) pour ¢ > j. Une paire (X, (m;)icr)) formée
d’un objet X de C et d’une famille de morphismes m; € C(X, X;) est appelée limite (projective)
du systéme (X;);er si pour tout objet Y I’application f +— (m; o f);es induit une bijection

C(Y,X) = 1lim  C(Y, X;),

el

ot le membre de droite est la limite du systéme projectif d’ensembles (C(Y, X;));er dont les
applications de transition sont données par ¢; — fij o ¢; : C(Y, X;) — C(Y, X;). Une telle paire,
si elle existe, est unique a “isomorphisme unique prés”.

Ezemple. (L’anneau des entiers p-adiques) — Soit p un nombre premier, et considérons
le systéme projectif (Z/p"Z)nen indexé par ensemble I = N muni de 'ordre usuel, et ou

12. rayer les mentions inutiles
13. ce qui signifie qu’ils sont munis d’une topologie pour laquelle les lois de compositions et passage a
I’inverse sont continues
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les applications “de transition” sont les projections f., : Z/p"Z — Z/p™Z pour m < n.
La limite projective

Ly :=lim Z/p"Z

—neN
est appelée “anneau des entiers p-adiques” et a une importance fondamentale en théorie
des nombres. Notons ¢ : Z — 7Z, le morphisme d’anneaux canonique, qui est donné
explicitement par ¢(a) = (¢ mod p"),en. Notons aussi 7, : Z, — Z/p"Z la projection sur
le facteur Z/p"Z et posons v(a) := Max{n € N,m,(a) = 0} qui est bien défini dés que
a # 0. Voici d’abord quelques propriétés algébriques de Z,.

PROPOSITION. — i) On a Ker(m,) = {a € Zy,v(a) = n} = 1(p)"Z,.

ii) Le morphisme v est injectif et induit par passage auz quotients des isomorphismes
Z)p" 7 =5 7y u(p)" L,y pour tout n.

i) Zy est integre et ) = {a € Zy,v(a) = 0}. Ses idéaux sont les 1(p)"Z,, n € N. En
particulier, Z, est principal et possede un um’quelﬂ idéal mazimal, & savoir 1(p)Z,.

Démonstration. i) La premiére égalité est claire. Puisque 7,(c(p)") = 0, on a évidemment
I'inclusion Ker(m,) D ¢(p)"Z,. Pour 'autre inclusion, considérons un élément a = (G, )men
dans le noyau Ker(7,) (ici a,, € Z et a,, = a,,(modp™)). Alors p™ divise a,, et donc divise
chaque a4, pour m > 0. Poson by, := Gpin/p", alors la famille b = (by,)men est un
élément de Z,, tel que p"b = a.

ii) Soit a € Z. Son image t(a) = (a(modp™)),en dans Z, est nulle si et seulement si
p" divise a pour tout n, donc si et seulement si @ = 0. Ainsi ¢ : Z — Z, est injectif.
Considérons la composée Z/p"Z — Z,/i(p)"Z, — Z/p"Z dans laquelle T et 7, sont
induites par ¢ et m, par passage au quotient. Cette composée doit étre I'identité car c’est le
seul endomorphisme d’anneau de Z/nZ, et on vient de voir que 7, est injective. Il s’ensuit
que ces deux morphismes sont des isomorphismes réciproques.

iii) Donnons-nous deux éléments a = (@ )nen €t b = (b, )nen. Supposons a non nul. 11
existe donc un n tel que p"” ne divise pas a,, et par conséquent ne divise pas non plus a,,
pour tout m > n. Supposons maintenant ab = 0. Alors pour tout m on a p"|a,b,,. Par
notre choix de n, il s’ensuit que p™~" divise b,, pour tout m > n. Fixons alors m > n. On
a P |brsn €t bryn = by [p™], done p™|by, et b,, = 0. Ceci s’applique pour tout m > n donc
b =0, et Z, est bien intégre.

Si a € Z), on doit avoir m(a) € (Z/pZ)*, donc v(a) = 0. Réciproquement, soit
a = (Gp)nen tel que v(a) = 0. Cela signifie que p ne divise pas a; et donc ne divise aucun
a,. Il existe donc des entiers u,,v, tels que u,a, + p"v, = 1. Pour m > n, on a alors
P (U@ — upay,). Comme on a aussi p™|(am, — ay), il suit p"|(Uman — Unay) = (U, — Up) Gp,
puis p"|(up, — uy,). Ainsi la suite (w,)neny définit un élément v de Z,, et puisque u,a, = 1
dans Z/p"7Z pour tout n, on a bien au = 1.

Soit I un idéal non nul de Z,, et soit v(I) := Min{v(a),a € I}. D’aprés le i), on a
p*Dla pour tout a € I, c’est-a-dire I C p*DZ,. De plus, soit a € I tel que v(a) = v(I).

14. on dit que c’est un anneau local
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Ecrivons a = p"a’ pour un (unique) o’ € Z,. Alors v(a) = 0, done o’ € Z;, et il sensuit
que p*!) € I puis finalement que p*VZ, = I. 0

Remarque. — On voit sur les définitions que v(t(n)) = v,(n) (valuation p-adique). Le
iii) implique donc que pour tout entier n premier & p, I'élément +(n) est inversible dans Z,.

Ezercice. — Montrer que la multiplication par ¢(p)" induit des isomorphismes de mo-
dules Z,/1(p)Z, — 1(p)"Zy/1(p)" ' Z,.

On oubliera dorénavant souvent le ¢ dans les notations et on identifiera Z a un sous-
anneau de Z,. Nous munissons maintenant Z, de la topologie produit en considérant chaque
Z/p™Z comme un anneau topologique discret. Voici quelques propriétés topologiques de Z,,.

PROPOSITION. — i) Z, est un anneau compact et “totalement dz’scontmu’@ dont
la topologie est engendrée par les ouverts de la forme

a+p"Z,={z € Z,v(z—a) =n},

o a € Z, et n € N. C’est aussi la topologie métrique associée a la distancem
la — b| := p~via=h),

ii) Le morphisme v est injectif et fait de Z, le complété de Z pour la topologie engendrée
par les ensembles de la forme a + p"Z (appelée topologie p-adique), qui est aussi la

topologie métrique associée a la distance p-adique |a — b|, = prela=b)

i1) Toute série Y . anp" avec a, € Z est convergenle dans Ziy,, el tout élément a de
Z,, s’écrit de maniere unique comme limite d’une série

a =, cnanp" avec a, € {0,--- ,p—1},Vn € N.

Démonstration. 1) Rappelons qu’un produit de compacts, muni de la topologie produit,
est compact. De plus, un produit d’ensembles discrets, muni de la topologie produit, est
totalement discontinu (exercice... indication :remarquer que le complémentaire d’un ouvert
standard d’un tel produit est encore ouvert). Ainsi Z,, qui est fermé dans [[ Z/p"Z, est
aussi compact et totalement discontinu. Par définition, la topologie dont on a muni Z, est
engendrée par les ensembles de la forme 7, ' (U) ou U est un ouvert de Z/p"Z. Ce dernier
étant discret on peut se restreindre aux singletons U = {a} avec a € Z. Il nous faut donc
vérifier que dans ce cas 7, (U) = 1(a) + p"Z,. Quitte a translater par ¢(a), cela équivaut
a montrer que Ker(m,) = p"Z,, ce que l'on a fait au i) de la proposition précédente. La
derniére assertion est une simple réinterprétation de I'égalité p"Z, = {z € Z,,v(z) > n}.
ii) D’aprés le i), la topologie induite sur Z est bien de la forme décrite, et on constate
qu’elle est donnée par la distance mentionnée. Comme Z, est compact et donc complet, il
reste a voir que Z est dense dans Z,. Or si a = (ay,)nen est un élément de Z,, la suite (ay,)nen

15. cela signifie que ses sous-ensembles connexes maximaux sont les singletons
16. Cette distance vérifie I'inégalité triangulaire “ultramétrique” suivante : |a — b| < max(|a — ¢/, |c — b]),
laquelle vient en I'occurence de l'inégalité v(a — b) > min(v(a — ¢),v(c — b)).
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(ou plutdt ¢(an)nen pour étre précis) tend vers a puisque ¢(a,) — a € Ker(m,) = p"Z,, et
la suite décroissantes d’ouverts a + p"Z, est une base de voisinages de a dans Z,.

iii) Remarquons d’abord qu’une série de la forme ) a,p™ avec a,, € Z a toujours une
unique limite dans Z, puisque ses sommes partielles forment une suite de Cauchy.

Soit a € Z, et (ay)nen € NV une suite telle que a = (a,)nen. Soit a, = > @ (c,)p™
le développement de «,, en base p (avec donc an, () € {0,---,p — 1}). Posons a,, :=
Am(Qmy1). Alors pour tout n > m + 1, on a a, = i [p™], donc an(a,) = an,. 1
s’ensuit que p"|(ay, — an;ll a,p™) et donc aussi que v(a — 22;11 amp™) = n, ce qui
montre que la série ) a,p"” converge vers a.

Pour T'unicité, SUpposons a = > anp;1 = > —ap" avec ap,a, € {0,---,p — 1},
et notons s, = Y . a,p™, s, = y o _ a p™ les sommes partielles. Alors s,,s!, €

{0,--- ,p" — 1} et m,(s,) = ma(s,) dans Z/p"Z. Donc s, = s, pour tout n, et il s’ensuit
que a,, = a,, pour tout n. ]

Remarque. — On peut donc penser a un nombre p-adique comme a un développement
en base p avec éventuellement une infinité de chiffres. La somme et le produit donnés par
les algorithmes usuels (avec retenues) sur les développements en base p d’entiers passent a
la limite pour donner la somme et le produit dans Z,.

FEzercice. — Ecrire le développement en base p de l'inverse de 1 + p dans Z,,.

Remarque. — Plus généralement, si A est un anneau et I un idéal, la limite projective
A;:=1lim A/I"
n

est appelée “complété I-adique de A”. Le morphisme A — A; (donné par la propriété universelle
de la limite projective) fait de A; le séparé-complété de A pour la topologie engendrée par les
ensembles de la forme a + 1", a € A, n € N.

Voici un exemple de limite projective d’un genre un peu différent.

Ezemple. — Considérons I’ensemble I des parties non vides de {1, 2} ordonné par conte-
nance. Un systéme projectif d’ensembles indexé par I est donc la donnée d’'un diagramme

Ey

Ik

By,

La limite projective s’identifie alors au “produit fibré” E; x g, Fy = {(e1,e2) € E; X
Es, fi(er) = fa(ea)}. Lorsque Ey, E5 sont des sous-ensembles de E et f1, fo les inclusions
associées, alors ce produit fibré n’est autre que I'intersection E; N Ej.

D’autres exemples apparaitront au fil du cours, comme par exemple le groupe de Galois
absolu de Q, qui est limite projective de groupes finis. Si on aime ’analyse fonctionnelle, on
pourra s’émouvoir d’apprendre qu’un espace de Fréchet est une limite projective d’espaces
de Banach dans la catégorie des espaces vectoriels topologiques.
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Remarque. — La notion de limite admet encore une généralisation naturelle oi 'on remplace
(I,<) par une “petite catégorie” Z (i.e. dont les objets forment un ensemble I), et on remplace
la notion de “systéme projectif indexé par (I, <)” par celle de “diagramme indexé par Z” qui par
définition est simplement un foncteur X : Z — C, et qui n’est finalement qu’une famille (X' (7));er
d’objets munie d’'une famille de morphismes X (i) Gl X (j) pour chaque f € Z(i,7) satisfaisant
X(fog)=X(f)oX(g) et X(id;) = idy(;). Lorsque C est la catégorie des ensembles, on définit la
limite d’un diagramme par

el
Puis, pour une catégorie C quelconque, on définit une limite d’'un diagramme & valeurs dans
C comme une paire (X, (m € C(X,X(i)))icr) telle que 'application ¢ — (m; o );er soit une
bijection C(Y, X) = lm(C(Y, X)) pour tout Y, o C(Y,X) désigne le diagramme d’ensembles
%

i C(Y.X(0)), f € Z(i,4) = [C(Y. X(0) " 74" C(V. X ().
Beaucoup de constructions sont des cas particuliers de limites en ce sens étendu.

Exemple. — Soit G un groupe fini, et G la catégorie avec un seul objet e et morphismes
C(e,0) = G (avec la loi de composition de G). Soit par ailleurs Vecc la catégorie des espaces
vectoriels de dimension finie sur C. Alors un foncteur G — Vece est donné par une représentation
linéaire de G sur un espace vectoriel V. La limite projective associée n’est autre que le sous-espace
V& des invariants sous G.

1.3.10 Limites inductives. Soit a nouveau (I, <) un ensemble ordonné. Un systéme
inductif indexé par I dans une catégorie C est un systéme projectif indexé par I dans la
catégorie opposée C°PP. C’est donc une famille (X;);c; d’objets de C munie de morphismes

X; EEN X, pour 7 < j qui se composent bien. On appelle alors colimite ou limite inductive
d’un tel systéeme toute paire (X, (¢;);er) qui est une limite projective dans C°PP. Ainsi, pour
tout objet Y, Papplication f +— (f o (;);er doit induire une bijection

C(X,Y) = lim C(X,,Y),

el

ou le membre de droite est la limite du systéme projectif (C(X;,Y"));cr dont les applications
de transition sont données par ¢; — ¢; o f;; : C(X;,Y) — C(X;,Y) pour i > j.

Ezxemple. — Tout systéme inductif d’ensembles admet une limite inductive, donnée par
’ensemble quotient suivant (exercice)

e
el i€l
ot la relation d’équivalence est déterminée par x; = fi;(x;) = x; ~ x; pour tous i < j.

Exemple. — Tout systéme inductif de modules admet aussi une limite inductive donnée
par le quotient de @,.; M; par le sous-module engendré par les v;(x;) — ¢;(fi;(2;)) pour
i < jetax; €M; (exercice).
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Remarque. — Remarquons que si les M; sont des sous-modules d’un module M tels que
i < j= M; C M; alors le systéme inductif obtenu (avec applications de transition données
par les inclusions) a pour limite la somme ), , M; calculée dans M. Ainsi, lorsqu'on a
plus généralement un systéme inductif a transitions injectives de modules qui ne sont pas
nécessairement contenus dans un module ambiant, on peut penser a la limite inductive
comme une maniére “externe” de faire exister cette somme. C’est selon ce principe qu’on
construira les clotures algébriques plus tard.

Fzremple. — La notion de germe d’une fonction (polynomiale, holomorphe, etc.) en un
point z de C" est en général définie comme une classe d’équivalence de paires (U, f) formée
d’un voisinage ouvert de z et d’une fonction (polynomiale, holomorphe) sur U. Soit alors
I Pensemble des voisinages ouverts de z, ordonné par contenance. On constate ainsi que
le C-ev des germes de fonctions holomorphes (par exemple) en z est la limite inductive du
systéme inductif des C-espaces vectoriels O(U) des fonctions holomorphes sur U € I avec
morphismes de transition O(U) — O(V') donnés par restriction des fonctions f — fy
pour U D V.

Remarque. — Comme précédemment, on peut remplacer systémes inductifs par diagrammes
indexés par une petite catégorie. La colimite (ou limite inductive) se définit comme ci-dessus. Dans
Iexemple de la catégorie G associée a un groupe fini G et d'un diagramme G — Vece donné par
une représentation V de G, la colimite est ’espace quotient Vg de V' par le sous-espace engendré
par les v — gv, v € V et g € G (appelé coinvariants de G).

1.3.11 Modules et anneaux noethériens. Les modules de type fini ont les propriétés
suivantes :
— M de type fini et N C M = M/N de type fini (exercice).
— N de type fini et M/N de type fini = M de type fini. En effet, si NV est engendré
par my,---m, € M et si M/N est engendré par des éléments 7,41, - , M1 (avec
Myit1, -, Meys € M), alors M est engendré par myq, - --m,, (exercice).
Par contre, un sous-module d’un module de type fini n’est pas nécessairement de type fini!
Voici deux exemples :

Ezxemple. — M = A = Z[X;,i € N], ('anneau des polyndmes en une infinité de variables,
cf plus bas) et N 'idéal formé de tous les polynomes de terme constant nul. Toute famille
finie de IV est contenue dans I'idéal engendré par Xi,--- , X,, pour n assez grand, et cet
idéal ne contient pas X,, 1. Donc N n’est pas de type fini.

Ezemple. — M = A =7 et N l'idéal engendré par la suite (x,),en 00t 79 = 2 et x,, est
une racine carrée de x,_1. A nouveau, toute sous-module de type fini de N est contenu
dans le sous-anneau engendré par xq,--- ,x, pour n assez grand, et ce dernier ne contient

pas Tp41-

Pour éviter ces pathologies, on introduit la notion de module et anneau noethérien (en
’honneur d’Emmy Noether qui a inventé ces notions)

PROPOSITION. — Soit M un A-module. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
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i) tout sous-A-module de M est de type fini.

ii) toute suite croissante de sous-A-modules devient stationnaire & partir d’un certain
rang.

iii) tout ensemble non vide de sous-A-module de M admet un élément mazimal pour
Uinclusion.

Démonstration. i) = ii). Soit (M, ),en une suite croissante de sous-modules. Alors la
réunion M = J,cy M, est aussi un sous-module (le vérifier!). Sous la propriété i), il est
engendré par une famille finie d’éléments, laquelle est contenue dans un M, pour n assez
grand. Il s’ensuit que M = M,, et que My = M,, pour tout N > n.

i1) = ti1). Montrons la contraposée. Supposons qu’il existe un ensemble de sous-A-
modules de M sans élément maximal. On peut alors construire par récurrence une suite
strictement croissante, et donc qui ne devient jamais stationnaire.

i11) = 1). Soit M’ un sous-module de M. Considérons ’ensemble des sous-modules de
type fini de M’ qui est non vide puisqu’il contient {0}. Sous la propriété iii), il admet un
élément maximal N. Soit alors m’ un élément quelconque de M'. Le sous-module N + (m/)
de M’ est de type fini, donc contenu dans N par maximalité de ce dernier. Donc m' € N
et M’ = N est de type fini. ]

DEFINITION. — Un A-module M satisfaisant les conditions équivalentes de la proposi-
tion sera dit noethérien. L’anneau A est dit lui-méme noethérien, s’il est noethérien en
tant que A-module.

Ainsi, un anneau est noethérien si tous ses idéaux sont de type fini. En particulier, un
anneau principal (i.e. dont tous les idéaux sont principaux) est noethérien.

PROPOSITION. — i) Soit M un A-module et N un sous-module. Alors M est noe-
thérien si et seulement si N et M/N le sont.

ii) Une somme directe finie de modules est noethérienne si et seulement si chacun des
facteur est noethérien.

iii) Sur un anneau noethérien, tout module de type fini est noethérien.

w) Soit B — A un morphisme d’anneauz. Si M est de type fini, resp. noethérien, en
tant que B-module, alors il I’est aussi en tant que A-module.

Démonstration. i) Supposons M noethérien. Alors tout sous-module de N est un sous-
module de M donc est de type fini, et N est noethérien. De plus, tout sous-module P de
M/N est 'image par la projection M — M /N d’un sous-module P de M (contenant N),
lequel est engendré par une famille finie m4, - - - ,m,. Donc P est engendré par my, - - - , 71,
et M /N est noethérien.

Supposons maintenant que N et M /N sont noethériens et soit P un sous-module de M.
Alors PNN, qui est un sous-module de N est de type fini. Par ailleurs, le quotient P/(PNN)
est canoniquement isomorphe au quotient (N + P)/N (2éme théoréme d’isomorphisme),
lequel est un sous-module de M/N (cf Exercice du paragraphe donc est de type
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fini. Il s’ensuit que P est lui-méme de type fini : si P N N est engendré par pi,---,p, et
P/(NNP) est engendré par p,, -+ ,D,, alors P est engendré par py,- -+ ,ps OU Pri1, - - Ds
sont des relévements quelconques de p, ., -+ ,p, dans P.

ii) c’est un cas particulier de i) lorsque il y a 2 facteurs puisque, si M = M; @ My, la
projection sur My induit un isomorphisme M /M, = M,. On passe a n facteurs par une
récurrence immédiate.

iii) Supposons que M est engendré par my,--- ,m,. A cette famille correspond un
morphisme surjectif A" — M (qui envoie e; sur m;). Ainsi M est un quotient de A” qui,
par le point ii), est noethérien, donc M est noethérien par le point i).

iv) Pour “de type fini”, il suffit de remarquer que toute famille génératrice pour B est
a fortiori pour A. Pour “noethérien”, il suffit de remarquer que toute suite croissante de
sous-A-modules de M est aussi une suite croissante de sous- B-modules. ]

COROLLAIRE. — Tout anneau quotient d’un anneau noethérien est noethérien.

Démonstration. Supposons A = B/J avec B noethérien. Le B-module B/J est de type
fini (et méme monogeéne) donc noethérien, et donc noethérien aussi en tant que A-module
d’aprés le iv) de la proposition précédente. Donc 'anneau A est noethérien. O

Une vertu des anneaux noethériens est qu’ils possédent suffisamment d’éléments irré-
ducibles (contrairement a 'anneau Z qui n’en posséde aucun, par exemple).

THEOREME. — Soit A un anneau intégre et noethérien. Tout élément non nul et non
tnversible est produit d’éléments irréductibles.

Démonstration. Considérons I'ensemble Z de tous les idéaux principaux (a) engendrés par
un élément non nul et non inversible qui n’est pas produit d’éléments irréductible. Si cet
ensemble Z est non vide, il posséde un élément maximal (a) car A est supposé noethérien.
Puisque a n’est pas irréducible, on peut I’écrire a = be avec b, ¢ non inversibles. Alors (b) et
(c) contiennent strictement (a). En effet, si on avait par exemple (b) = (a), ie b = ad pour
un d € A, on aurait a = acd et donc cd = 1 (A est intégre), contredisant la non-inversibilité
de c. Maintenant, puisque a n’est pas produit d’irréductibles, il en va de méme pour b ou
pour ¢, mais cela contredit le choix de (a) comme élément maximal de Z. ]

Remarque. — Il n’est peut-étre pas inutile d’expliciter le lien entre éléments irréductibles
et idéaux principaux dans un anneau intégre. Remarquons d’abord qu’un élément a € A
est irréductible si et seulement si I'idéal principal (a) est mazimal parmi les idéauzx propres
principauz de A. En effet, supposons a = bc avec b non inversible. Alors (b) est un idéal
principal propre contenant (a), et on voit que (b) = (a) si et seulement si ¢ est inversible
(remarquer que b = ad = a = acd = 1 = cd car A est supposé intégre). En fait,
I'application a — (a) induit, dans tout anneau intégre, une bijection

{ éléments irréductibles modulo équivalence }
+— { idéaux principaux, maximaux parmi les idéaux principaux propres}.
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1.4 Anneaux de polyn6mes

1.4.1 L’algébre d’un monoide : construction et propriété universelle. Soit A un anneau
commutatif et soit (N, +,19) un monoide associatif d’élément neutre 9. Nous allons pro-
fiter de la loi de A pour munir le A-module libre AN) d’une structure de A-algébre. Pour
cela, considérons la base canonique (e, ),en de AN, de sorte que tout élément de AW
s’écrit de maniere unique (a,)ven = Y, cpn AvCu-

PROPOSITION. — Il existe une unique structure de A-algébre sur AN telle que
ey, €y = €y pour tous v,V € N.

Démonstration. Supposons qu'une telle multiplication existe. Alors par A-linéarité on doit
avoir
(aV)VEN : (bu)ue./\/' = (Cu)ue./\/' avec ¢, = Z aubm
ptp=v
ce qui montre I'unicité.

Pour 'existence, remarquons d’abord qu’on peut définir ¢, par la somme ci-dessus car
celle-ci est finie puisqu’on est dans AW) et pas dans AV. Un calcul immédiat montre alors
lassociativité et la A-bilinéarité. L’élément neutre est e,, et la structure de A-algébre est
donnée par le morphisme A — AN a1+ ae,,. ]

Remarque. — Malgré notre notation + pour la loi de N, la construction marche trés
bien si N n’est pas commutatif. Dans ce cas, AY) n’est pas commutatif non plus.

DEFINITION. — La A-algébre ainsi définie est appelée A-algébre du monoide N et se
note généralement AN]. Lorsque N est un groupe, on parle aussi de A-algébre de groupe.

L’algebre A[N] munie de sa base (e,),en peut aussi étre caractérisée par une propriété
universelle, qui comme souvent est la meilleure maniére de 1'utiliser.

PROPOSITION. — Soit B une A-algébre munie d’un morphisme de monoides v + b,
(N, +,10) — (B, -, 1). Alors il existe un unique morphisme de A-algébres o : AN] —
B tel que ¢(e,) = b, pour tout v € N. En d’autres termes, pour toute A-algébre B,
Uapplication ¢ — (v +— @(e,)) est une bijection

Hom 41z (A[N], B) — Hompmono (N, (B, -)).

Rappelons que “v + b, est un morphisme de monoides” signifie qu’'on a dans B les
égalités b,b, = by+y/ pour tous v, Ve N et by0 = 1.

Démonstration. Puisque la famille (e,),en est une base de A[N], la propriété universelle
des A-modules libres nous assure l'existence d’un unique morphisme de A-modules ¢ :
A[N] — B qui envoie e, sur b,. On en déduit a fortiori 'unicité d’'un morphisme comme
dans I’énoncé. Pour 'existence, il faut voir que ce morphisme ¢ est bien compatible a la
multiplication. C’est clair sur la base (e, ),en puisque p(e,e,) = @(ey1) = by = byby.
Par linéarité, c’est vrai partout. O
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Les exemples qui nous intéressent dans ce cours sont développés ci-dessous. Auparavant,
voici un exemple parlant pour ceux qui connaissent les représentations de groupes.

Ezemple. — Supposons que N est un groupe, que nous noterons G pour des raisons
psychologiques, et considérons la C-algébre C[G] du groupe G. On se rappelle qu'un module
sur C[G] est un groupe abélien V muni d’un morphisme d’anneaux C[G] — Endzf( V). C’est
donc aussi un C-espace vectoriel V' muni d’un morphisme de C-algébres C[G] — End¢(V).
Par la propriété universelle, se donner un tel morphisme revient a se donner un morphisme
de groupes G — Autc (V) = GL(V), c’est-a~dire une représentation complexe de G. Ainsi
la catégorie des représentations de G n’est autre que celle des C[G]-modules.

1.4.2 Polynémes en 1 variable. C’est le cas particulier ou (N, +, 19) = (N, +,0). Notons
alors X 1'élément e; = (0,1,0,0,---) de A[N] = A™ ., Par définition on a X™ = e, donc la
famille {1, X, X2 ---} est la base canonique de A™. Tout élément s’écrit donc de maniére
unique (an)pen = Y ey @ X" avec a, = 0 pour n >> 0, et la multiplication s’écrit

() (Zhr) =50 (32 o) e
n n n p+q=n
DEFINITION. — La A-algébre A|N] se note A[X] et est appelée A-algébre des polynomes

en l'indéterminée X sur A. Ses éléments sont appelés polynomes (en 'indéterminée X) a
coefficients dans A.

La A-algébre des polynomes A[X]| munie de son élément X est caractérisée par la
propriété universelle suivante :

PROPOSITION. — Pour toute A-algébre B (commutative ou non) et tout élément b € B,
il existe un unique morphisme de A-algébres ¢ : A[X| — B tel que p(X) = b. En d’autres
termes, pour toute A-algébre B, Uapplication ¢ — p(X) est une bijection

Hom ., (A[X], B) — B.

Sa bijection réciproque associe & un élement b € B le morphisme d’“évaluation en b”, i.e.
le morphisme A[X] — B qui envoie f =) a,X" sur f(b) :=>_ a,b".

Démonstration. C’est une reformulation de la propriété universelle de I'algébre A[N], une
fois qu’on a remarqué qu'un morphisme de monoide N — (B, -) est entiérement déterminé
par 'image de 1 € N. ]

On peut résumer informellement la proposition ci-dessus ainsi : Se donner un morphisme
de A-algébres A|X| — B revient a se donner l'image b € B de X.

COROLLAIRE. — Soit M un A-module et x un endomorphisme du A-module M. Il
eriste une unique structure de A[X]-module sur M qui étend celle de A-module et telle
que X agisse par x. Ainsi, la donnée d’un A[X]-module est équivalente a celle d’un couple
formé d’un A-module et d’un endomorphisme de celui-ci.
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Démonstration. En effet, si A — Endz (M) est le morphisme d’anneau qui définit la
structure de A-module sur M, alors d’aprés la proposition précédente, il existe un unique
morphisme de A-algébres A[X] 2 Endy (M) qui prolonge p et envoie X sur y. Celui-ci
définit la structure de A[X]-module annoncée. O

La propriété universelle de A[X] et celle des quotients impliquent une propriété univer-
selle pour une A-algébre de la forme A[X]/(f) ou f € A[X].

COROLLAIRE. — Soit f € A[X], et notons X Uimage de X dans A[X]/(f). Alors pour
toute A-algébre B, Uapplication ¢ — p(X) induit une bijection

Homs g (A[X]/(f), B) = {b € B, f(b) = 0}.

On peut grossiérement paraphraser cet énoncé en disant que “se donner un morphisme
de A-algébres A[X|/(f) — B revient a se donner une racine de f dans B”.

Démonstration. Tout d’abord, I'application de I'énoncé est bien définie car flo(X)) =
e(f(X)) = o(f(X)) = @(f) = ¢(0) = 0.

Construisons maintenant la bijection réciproque. Partons de b € B tel que f(b) = 0.
La proposition précédente nous fournit un unique morphisme ¢ : A[X] — B tel que
P(X) = b. On a alors ¢(f) = f(b) = 0, donc f € Ker(p) et la propriété universelle
des quotients nous dit que ¢ se factorise par un morphisme ¢ : A[X]/(f) — B tel que
P(X) = ¢(X) =0b.

Par construction, ces deux applications sont inverses I'une de ’autre. ]

Exemples. — se donner un morphisme d’anneaux Z[X|/(X"™) — B revient a se donner
un élément nilpotent d’indice < n de B. Se donner un morphisme d’anneaux Z[X]/(X" —
1) — B revient a se donner une racine n-éme de 'unité de B.

Voici un autre corollaire utile de la propriété universelle (que on pourrait aussi voir
plus laborieusement sur la construction).

COROLLAIRE. — Soit [ un idéal de A. Notons ¢ : A[X| — A/I[X]| l'unique morphisme
de A-algebres qui envoie X sur X. Alors ¢ induit un isomorphisme

@ A[X]/TA[X] = A/I[X].

Démonstration. Puisque ¢(I) = 0, I'idéal TA[X] de A[X] est contenu dans Ker(y) et donc
© passe bien au quotient pour donner ¢ comme dans I’énoncé. Dans l'autre sens, partons
du morphisme A — A[X] et composons-le avec la projection A[X] — A[X]/TA[X].
Le morphisme v obtenu est nul sur I donc se factorise par un morphisme de A-algébres
Y AJI — A[X]/IA[X]. La propriété universelle de A/I[X] nous fournit alors un unique
morphisme ¢ : A/I[X] — A[X]/IA[X]. La composée @ ot est 'unique endomorphisme
de la A/I-algébre A/I[X] qui envoie X sur X, donc c’est 'identité. De méme pour l'autre
composée, de sorte que les morphismes ¢ et @Z sont inverses I'un de l'autre. O
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1.4.3 Transfert de propriétés. Nous allons voir que certaines propriétés d’un anneau A
se transférent a anneau A[X]. Rappelons d’abord quelques définitions.

DEFINITION. — Soit f =) a,X" un polynome non nul.

i) Son degré deg(f) est le plus grand indice n tel que a, # 0.
i) Son coefficient dominant est dqeg(y)-
i) On dit que f est unitaire si ageg(s) = 1.

PROPOSITION. — Soit f = > a,X" et g =) b, X" dans A[X] supposés non nuls.
Ecrivons fg =3 ¢, X". Alors on a deg(fg) < deg(f)+deg(g) avec égalité si et seulement
50 Qdeg(f)bdeg(g) 7 0. Dans ce cas, 0n a Caeg(fg) = Gdeg(f)bdeg(q)-

Démonstration. La définition du produit montre que fg = adeg(f)bdeg(g)Xdeg(f)+deg(g)+
(termes de degré plus petit). O

Remarque. — Pour que I'égalité sur le degré d’un produit soit vraie sans restriction sur
les facteurs, on déclarera que le degré du polynome nul est —oo, et que ce symbole vérifie
les relations d’ordre —oo < 0 et d’addition Vn € N, —oo +n = —o0.

Fzercice. — Donner un exemple de polynomes ot deg(fg) < deg(f) + deg(g).

COROLLAIRE. — Si A est intégre, alors A[X] est intégre aussi, et A[X|* = A*.

Démonstration. L’égalité deg(fg) = deg(f) + deg(g) implique que f,g # 0 = fg # 0,
ie que A[X] est intégre. Enfin, si fg = 1 et puisque deg(1) = 0, on doit avoir deg(f) =
deg(g) =0, donc f,g € A et finalement f,g € A*. ]

Exemple. — Parfois A[X]* peut étre strictement plus gros que A*. Soit A = Z/p*Z.
Alors le polynome 1 4+ pX est inversible dans A[X], d’inverse 1 — pX. En effet, on a
1+pX)1-pX)=1-p*X =1.

PROPOSITION. (Division euclidienne) — Soit f € A[X]| un polyndme unitaire (et donc
non nul). Alors pour tout g € A[X] non nul, il existe un unique couple (q,r) € A[X]? tel

que deg(r) < deg(f) et g=qf +r

Démonstration. Existence. On procéde par récurrence sur § := deg(g) — deg(f). Notons
que si 6 < 0, on peut prendre ¢ = 0 et » = ¢g. D’un autre coté, si 6 > 0, on peut
considérer g’ 1= g — beg()X Sf. ot baeg(q) €St le coefficient dominant de g. Alors clairement
§' = deg(g') — deg(f) < 9, et par récurrence il existe ¢/, r’ tels que ¢ = ¢’ f +1'. On a donc
g = (¢' + bdeg(y) X°) f + r’ comme voulu.

Unicité. Sigf +r=¢ f+7r,ona (¢—¢)f =1 —r. Supposons que r’ # r. Alors on
a deg(r’ —r) < deg(f) et deg(qf — qf’) = deg(q — ¢') + deg(f) car f est unitaire, ce qui
est impossible. On a donc r = 7/, puis qf = ¢f’ et enfin ¢ = ¢’ car f n’est pas diviseur de
zero, étant unitaire. O]

COROLLAIRE. — Soit f € A[X] unitaire de degré d. Alors le quotient A[X]/(f) est un
A-module libre de base {1,X,--- ,Xdilh oty X désigne limage de X dans A/(f).
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Démonstration. Soit g € A[X]. Ecrivons g = ¢f + r avec deg(r) < deg(f). On a donc
r = Z?;(]l c; X" pour des ¢; dans A. Alors 'image g de g dans A[X]/(f) est donnée par
g=7= Z?:_Ol ¢ X, ce qui montre que la famille de ’énoncé est bien génératrice. Par
ailleurs, supposons que Z?Zl X = 0. Alors r = Z?Zl c; X" € (f) et par Punicité de la
division euclidienne, on a r = 0, donc ¢; = 0 pour tout 7 et la famille de 1’énoncé est bien
une base du A-module A[X]/(f). O

Remarque. — Attention, A[X]/(f) n’est bien-str pas libre en tant que A[X]-module,
sauf si f = 1.

THEOREME. (Thm de la base de Hilbert) — Si A est noethérien, A[X| est noethérien.

Démonstration. Soit I un idéal de A[X]. On veut montrer qu'’il est de type fini. Comme
principe général, on peut remarquer que, par 1.3.7, il suffit de montrer que I/J est un idéal
de type fini dans A[X]/J ot J C I est un sous-idéal de type fini de notre choix.

En particulier, lorsque I contient un polynéme unitaire f, on peut prendre J = (f). Le
corollaire précédent nous dit que A[X]/J est un A-module de type fini, donc noethérien,
et I/J est donc de type fini sur A et a fortiori sur A[X].

Néanmoins, I peut ne contenir aucun polynéme unitaire. Dans ce cas, considérons
I’ensemble K C A de tous les coefficients dominants de polynomes f € [. Il s’agit clairement
d’un idéal de A (le vérifier), et donc il est engendré sur A (qui est noethérien) par des
éléments aq,--- ,a,. Choisissons pour chaque ¢ = 1,--- ;7 un polynome f; € I dont le
coefficient dominant est a;, et notons J C I I'idéal de A[X] engendré par fi,--- , f,. Nous
allons montrer que 'image I/J de I dans A[X]/J est un A-module de type fini, ce qui
suffit & conclure d’apreés le premier paragraphe.

Pour cela, soit d = max{deg(f1), - ,deg(f,)}. Il suffit de montrer que

(*) Tout polynome f € I est congru modulo J a un polyndéme de degré < d.

En effet, si on admet (*), on voit que I/J est 'image de I N (A+ AX + -+ AX? 1) qui
est un sous-A-module de (A + AX +--- + AX?!) donc est de type fini sur A noethérien.
Donc I/J est lui méme de type fini.

Montrons donc (*), par récurrence sur deg( f). La propriété étant tautologique si deg(f) <
d, supposons deg(f) > d et notons ¢; := deg(f) — deg(f;) > 0 pour i = 1,--- ,r. Alors le

coefficient dominant de f est de la forme ageg(s) = c1a1 + - -+ + cra, pour ci,--- ,c. € A.
Il ’ensuit que si on pose f/':= f— > ¢;X%f; alors f' = f (mod J) et deg(f') < deg(f).
On applique ’hypothése de récurrence a f’' pour conclure. O

1.4.4 Polynomes a plusieurs variables. On s’intéresse ici & ’algébre du monoide N =
N™. Un élément v € N est donc un n-uplet (v4,--- ,v,) d’entiers positifs et la somme est
définie terme a terme par v + v = (v; + 14, -+ , v, + nl)). Posons alors, dans A[N"],

Xi = €(,.. 1,--,0), ol le 1 est en i-éme position.
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On a donc, pour tout v = (vq,- -, v,) égalité
e, = X' X532 X

Ainsi la famille (X7" -+ - X""), ... 1,)enn est la base canonique de A[N"], autrement dit tout
éléement f de A[N"] s’écrit de maniére unique sous la forme

N V1 V,
F= Y e XX

(V1,5vn)

Pour simplifier les notations, il est d’usage de noter X" := X*-.- X’ et donc f =
> venn @ X", La multiplication est alors donnée par

DEFINITION. — L’algébre A[N"] se note aussi A[Xq,- -+, X,| et s’appelle aussi “algébre
des polynomes en les n indéterminées X1, -+, X,,”. Ses éléments sont appelés polynomes
en les X; et les élements XV = X" X3 --- X" sont les mondmes.

Ainsi les monomes forment une base de A[ X1, -+ , X,,] et tout polynome est combinaison
A-linéaire de monomes. Le degré total du mondome X" est par définition lentier |v| =
vy + -+ -+ vy,. Le degré total d’'un polynome f = > a, X" est le plus grand des degrés des
monoémes X" tels que a, # 0.

La propriété universelle satisfaite par A[N"| s’exprime plus aisément en termes des X :

PROPOSITION. — Pour toute A-algébre B munie d’éléments by, --- ,b,, il existe un
unique morphisme de A-algébres p : A[Xy,---, X,] — B tel que p(X;) = b; pour tout
i. En d’autres termes, pour toute A-algébre B, application ¢ — (o(X1), -+, p(X,)) est
une bijection

Hom _a,(A[X1,- -+, X,], B) — B™.

Sa bijection réciproque associe G un élement (by,--- ,b,) € B™ le morphisme d’“évaluation
en (bi,---,b,)% i.e. le morphisme A[Xy, -, X,] — B qui envoie f = Y a, X" sur
f(bla . 7bn) = Zy aybllll “ e b;;n

Démonstration. On peut le montrer directement. Mais il est plus naturel de le déduire de

la propriété universelle de A[N"] en remarquant que se donner n éléments by, --- , b, est
équivalent & se donner un morphisme de monoides (N*,+,0) — (B, -, 1), v + b, via la
relation b, = b* b5 - - - o, O

On peut paraphraser la proposition en disant informellement que se donner un mor-
phisme A[X1, -+, X,] — B revient a se donner les images by, - - b, des X;.

COROLLAIRE. — Soient fy,--- , f des polynomes dans A[Xy,--- , X,|. L’application de
la proposition précédente induit par restriction une bijection

Homy_ag(A[Xy, -+, X0]/(f1,--, f+), B) = {(b1,--- ,by) € B", fi(by,--- ,b,) =0, Vi}.
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Démonstration. Par la propriété universelle des quotients, le terme de gauche s’identifie
au sous-ensemble {¢ € Homy_n,(A[Xy, -+, X,], B), o(f1) = -+ = ¢(f,) = 0} de l'en-
semble de gauche dans la proposition précédente. Comme on a dans B l'égalité ¢(f;) =
file(Xy), -+, (X)), ce sous-ensemble est bien envoyé sur le terme de droite par la bijec-
tion de la proposition. O

On peut & nouveau paraphraser ceci en : se donner un morphisme de A-algébres
AlXy, -, X0/ (f1,- -+, fr) — B équivaut a se donner un n-uplet (by,---,b,) € B"™ tel
que fl(bla"' 7bn) == fr(bly"‘ >bn> =0.

On aurait pu aussi construire inductivement les polynoémes en plusieurs variables en
considérant A[Xy, -+, X,_1][X,]. C’est aussi une A-algébre munie d’un n-uplet d’éléments
X1, -+, X,. Comme on peut s’y attendre on obtient le méme objet.

~Y

COROLLAIRE. — Il y a un unique isomorphisme de A-algébres A[Xy,---, X, —
A[Xla e 7Xn—1][Xn] tel que X’L = Xz

Démonstration. 1l suffit de montrer que la A-algeébre A[X, -+, X,,_1][X,] satisfait la méme
propriété universelle que A[X;, -+, X,,]. Soit donc B une A-algébre munie de n éléments
by, -+, b,. La propriété universelle de A[Xy,---, X,,_;1] nous fournit un morphisme de A-
algébres A[Xy,---,X,,_1] dans B qui envoie X; sur b; pour i = 1,--- ,n — 1. Cela fait
de B une A[Xj, -+, X, _1]-algébre. Ensuite, la propriété universelle des polynomes en une
indéterminée nous fournit un morphisme de A[Xj,--- , X,,_1]|-algébres

@ : A[Xl, >Xn71][Xn] — B

qui envoie X, sur b,. Ainsi, ¢ est aussi un morphisme de A-algébres qui envoie X; sur b;
pour tout 7. Montrons qu’un tel morphisme est unique. Si ¢’ est un autre tel morphisme,

ON & P|A[Xy, Xp1] = Pla[x, X,y PAT Pt¢ universelle de A[Xq, -, Xpo1], puis ¢ = ¢ par
pté universelle des polynomes en une variable. O
COROLLAIRE. — Si A est intégre, resp. noethérien, alors A[Xy,---,X,] est intégre,

resp. noethérien.

Démonstration. Grace au corollaire précédent on est ramené par récurrence au cas d’1l
indéterminée que nous avons déja traité. O]

Remarque. — Dans C[X,Y], Iidéal (X,Y)" est engendré par les monomes X*Y"F
k=20,---,n. Par un argument de degré, on voit que tout systéme de générateurs de cet
idéal devra contenir une base de I’espace des polyndmes homogénes de degré n, et donc
n—+1 est le cardinal minimal d’un tel systéme. Ceci montre que dans un anneau noethérien,
le nombre d’¢léments nécessaires pour engendrer un idéal peut étre arbitrairement grand.

Application. — Soit F(C™) la C-algébre de toutes les fonctions C* — C. Parmi ces
fonctions il y a les fonctions coordonnées z1, - - - , z,. On définit la C-algébre O(C™) des fonc-
tions polynomiales sur C" comme I'image du morphisme de C-algébres C[ Xy, -+, X,,| —
F(C™) qui envoie X; sur z;. En d’autres termes, une fonction est polynomiale si elle est de
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la forme (z1,- -+, 2,) — f(21,- -+, 2z,) pour un polynéme f € C[Xy,--- , X,]. Notons que ce
polynome est uniquement déterminé par la fonction (exercice). En d’autres termes, le mor-
phisme C[ X7, --- |, X,,] — F(C") est injectif et on peut identifier C[X7, -, X,,] = O(C").
Notons que la propriété universelle fournit une bijection

C" =5 Home_a,(O(C"),C), 2+ (f — f(2))

qui permet de voir tout point de 1™espace” C" comme un morphisme d’évaluation sur
'algebre des fonctions sur cet espace.

Plus généralement, soit V' C C™ un sous-ensemble algébrique de C" et F(V) la C-
algebre de toutes les fonctions V' — C. Une telle fonction est dite polynomiale si c’est
la restriction d’une fonction polynomiale sur C". L’application de restriction des fonctions
fournit donc un morphisme surjectif

O(C") = C[X1,- -, X, = O(V).

Soit I son noyau, i.e. I'idéal des fonctions f € O(C™) qui s’annulent sur V. D’aprés le dernier
corollaire, I est de type fini, engendré par des polynoémes f1,--- , f, € C[Xy, -, X,]. On
a donc

V= V(I) = V(fl, 7f7"> = {(217"' >Zn> e C", f1<217"' >ZTL> == fr(zlﬂ"' 7ZTL)}'

[En effet, Uinclusion V' C V(I) est claire, et puisque V est algébrique donc de la forme
V(fi, -+, fl) pour d’autres polynomes f/, on a f/ € I pour tout i, et donc V(I) C
V(fi,---,f) = V.| On s’apercoit donc que la propriété universelle pour le quotient
C[Xy, -+, X,|/I = O(V) fournit la bijection

V =5 Home_ay(O(V),C), z € (f = f(2))

et que, a nouveau, les points de I'espace V s’interprétent comme des morphismes d’évalua-
tion sur sa C-algébre de fonctions polynomiales.

Rappelons maintenant que nous avons défini une application polynomiale de V- C C"
vers V' C C" comme une application obtenue par restriction d’une application polyno-
miale C* — C" a V. Si h: V — V' est une telle application, elle induit dualement
un morphisme de C-algébres O(V') — O(V), f" — h o f’. Réciproquement tout mor-
phisme ¢ : O(V') — O(V) induit une application ¢* : V = Homc_,,(O(V),C) —
Home_n4,(O(V),C) = V'. Ces deux procédés fournissent des bijections réciproques

App.Pol(V, V') +— Homg_,,(O(V"),0(V))

qui montrent que la bonne maniére “intrinséque” de caractériser un ensemble algébrique
(sans référence a4 un espace ambiant et un systéme d’équations) est d’utiliser son algébre
de fonctions polynémiales. Celle-ci est une C-algebre réduite de type fini (et donc noethé-

rienne).

Réciproquement, toute C-algeébre réduite de type fini A est 'algébre des fonctions d’un
sous-ensemble algébrique : choisi un morphisme surjectif C[ Xy, -+, X,,] — A, des géné-
rateurs (fi, -, f») de son noyau et considérer V(fi, -, f,).
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1.4.5 Polynomes de Laurent. On s’intéresse ici a ’algébre du monoide Z (qui est donc
un groupe!). La A-algébre A[Z] posséde donc une base (e,)ncz telle que eye,, = €, pour
tout n,m € Z. Notons alors X := e;. On a e, = X" pour tout n € Z, et tout élément de

A[Z] s’écrit de maniére unique f =3 ., a, X"

DEFINITION. — L’algébre A[Z)] est appelée “algébre des polynémes de Laurent”. On la
note généralement A[X, X 71|, ou parfois aussi A[X*!].

La propriété universelle de A[X, X '] s’exprime ainsi :

PROPOSITION. — Pour toute A-algebre B munie d’un élément inversible b, il existe
un unique morphisme de A-algebres ¢ : A[X, X '] — B tel que p(X) = b. En d’autres
termes, pour toute A-algébre B, l'application ¢ — p(X) induit une bijection

Hom . (A[X, X7, B) = B*.

On peut paraphraser en disant que se donner un morphisme A[X, X~ — B revient
a se donner un élément inversible de B, a savoir [image de X.

PROPOSITION. — Si A est intégre, resp. noethérien, alors A[X, X 1] est inlégre, resp.
noethérien.

Démonstration. Supposons A intégre. L’anneau des polynomes “ordinaires” A[X] est contenu
dans A[X, X '] et on sait qu’il est intégre. Soient alors f,g € A[X, X '] tels que fg = 0.1l
existe un entier n € N tel que fX" € A[X] et g X" € A[X]. Alors I'égalité (fX™)(gX") =0
qui a lieu dans A[X] implique que fX™ = 0 ou gX™ = 0. Puisque X est inversible dans
A[X, X 'ona f=0o0ug=0.Il ensuit que A[X, X '] est intégre.

Supposons maintenant A noethérien. Nous allons présenter A[X, X '] comme un quo-
tient d’un anneau que l'on sait étre noethérien. Pour cela considérons I'unique morphisme
A[X,Y] — A[X, X7'] qui envoie X sur X et Y sur X' (donné par la pté universelle).
Il envoie aussi X™ sur X" et Y sur X" et on voit ainsi qu’il est surjectif, puisque son
image contient une base de A[X, X~!]. On a vu que A[X,Y] est noethérien, on en déduit
que A[X, X1 Iest aussi. O

Ezercice. — Montrer que le noyau du morphisme A[X,Y] — A[X, X~!| qui envoie X
sur X et Y sur X! est I'idéal engendré par XY — 1, de sorte que

A[X, XY = A[X, Y]/(XY — 1).

1.4.6 Polynomes de Laurent a n indéterminées. C’est 'exemple N = Z". L’algébre

A[Z™] contient la sous-algébre A[N"] donc les éléments X7, - -+, X,, définis précédemment.
On voit alors que les monomes de Laurent X{* --- X pour v = (vy,- -+ ,1,) € Z" forment
une A-base de A[Z"]. On note aussi cet anneau A[X;™, ... X*!]. Se donner un mor-
phisme A[X™ ... X*'| — B équivaut a se donner un n-uplet (by,--- ,b,) d’élements
inversibles de B. Ceci nous permet de voir, comme dans le cas des polynémes ordinaires,
que AXF' - X ~ AIXF - XEL][X Y. Par récurrence on en déduit que si A est
intégre, resp. noethérien, alors A[X7!, -, X*!] Iest aussi.
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Remarque. — Il n’est pas vrai en général que A intégre implique A[N] intégre. Par
exemple pour N = Z /27, on a A|Z/27) ~ A[X]/(X?—1) (exercice) dans lequel (X —1)(X+
1) = 0 mais X —1 et X +1 sont non nuls. Quant a la propriété “ A noethérien implique A[N]
noethérien”, 'exemple des polynomes & une infinité de variables ANY] = A[X}, X5, -]
montre qu’elle n’est pas toujours vraie. Elle est néanmoins vraie si le monoide N est
engendré par un nombre fini d’éléments (exercice).

1.5 Anneaux factoriels, principaux, euclidiens

Dans cette section, tous les anneaux considérés seront intégres (et commutatifs), sauf
mention du contraire.

1.5.1 Généralités sur les anneaur factoriels. Soit A un anneau intégre. Rappelons

quelques définitions et propriétés déja rencontrées :

— un élément p € A non nul et non inversible est dit irréductible si pour tous a,b € A,
(p=uab) = (a€ A* oube AX).

— deux éléments irréductibles p,p’ € A sont dits équivalents (ou “associés”) s’il existe
un inversible u € A* tel que p’ = up, ce qui équivaut a I'égalité d’idéaux (p) = (p')
(on utilise I'intégrité de A ici).

— un élément x € A non nul et non inversible est irréductible si et seulement si idéal
(x) est maximal parmi les idéaux principaux propres.

— si l'idéal (x) est premier, alors = est irréductible.

Ceci étant, rappelons la définition suivante.

DEFINITION. — L’anneau intégre A est dit factoriel (en anglais : Unique Factorisation
Domain ou UFD) lorsqu’il satisfait les deux propriétés suivantes :

(Ez) : tout élément x € A non nul et non inversible est produit x = py---p, d’éléments
irréductibles.

(Un) : deux factorisations v = py---p, = p}---pl, comme dans (Ex) sont équivalentes au

sens ot r =1’ et il existe une permutation o de {1,--- r} telle que p; et p/a(i) sotent
équivalents (1e (p;) = (P,;)))-

On a vu que les anneaux noethériens satisfont (Ex), mais il y a aussi des anneaux
non noethériens qui satisfont (Ex), par exemple C[NY] = C[X},---,X,,,---]. On a aussi
rencontré des anneaux noethériens, comme Z[y/—5|, qui ne satisfont pas (Un). Voici un
autre exemple dans lequel, méme la longueur d’une décomposition en produit d’irréduc-
tibles n’est pas unique : dans Z[v/—23], les nombres 3 et (2 £+ 1/—23) sont irréductibles et

on a pourtant I'égalité (2 + /—23)(2 — /—23) = 3°.

Remarque. (Pathologies dans un anneau non intégre) — Considérons A = C[X,Y]/(XY).
L’élement X engendre un idéal premier (car le quotient C[X,Y]/(XY, X) = C[Y] est intégre) et
pourtant I’égalité X (1 +Y) = X montre que X n’est pas un élément irréductible! (noter que
1 +Y n’est pas inversible puisque (XY,1+Y) = (X,Y + 1) est un idéal propre dans C[X,Y]).
Pire : bien que A soit noethérien, X n’est pas produit d’irréductibles. En effet si X = py - - p, et
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si on écrit chaque p; sous la forme p; = X fi(X) + ¢;(Y), alors on constate que l'un des g; doit
étre nul. Mais alors 1’égalité (1 4+ Y)p; = p; montre a nouveau que p; n’est pas irréductible.

LEMME. — Soit A un anneau intégre satisfaisant (Ex). Alors les assertions suivantes
sont équivalentes :

i) A satisfait (Un)
ii) A satisfait le lemme d’Euclide : (p irréductible et plab) = (pla ou p|b).
iii) A satisfait le lemme de Gauss : (albc et a,b sont sans facteur commun) = alc.

iv) pour tout élément irréducible p, l'idéal (p) est premier.

Démonstration. iii) = ii) est tautologique puisque le lemme d’Euclide est un cas particu-
lier du lemme de Gauss.

Montrons ii) = 7). Plus précisément, montrons par récurrence sur r qu'une égalité de
produits d’irréductibles p; - - - p, = p} ---pl, implique r = r’ et I'existence d’'une permuta-
tion o de {1,---,r} telle que (p;) = (pl;). Traitons d’abord le cas r = 1. Dans ce cas,
le lemme d’Euclide nous dit que p; divise I'un des p), disons p| quitte & permuter. Mais
alors, si 7’ > 1 on a ph---pl, € AX, ce qui est absurde. Donc " = 1. Supposons mainte-
nant r > 1. Comme précédemment, p, divise 'un des p} et on peut supposer qu’il divise
p., quitte a permuter. On a donc p,. = w.p, pour un inversible © € A* et on se retrouve
avec une égalité py---p,—1 = p} -+ pl._o(pl._ju) justiciable de I'hypothése de récurrence.
Celle-ci affirme donc r = 7’ et fournit une permutation ¢’ d’out 'on déduit la permutation
cherchée o en tenant compte de la premiére permutation effectuée pour avoir p,|p..,.

Montrons ¢) =- 4ii). Choisissons une factorisation b = p;---p,, puis une factori-
sation ¢ = pgi1---pr. Alors la propriété (Un) implique qu’il existe un sous-ensemble
I ¢ {1,---,r} et une unité u € A* tels que a = u[[,.;p;. Puisque a et b sont sans
facteur commun, on a I N{1,--- s} =0, et donc I C {s+1,---,r}, et finalement alc.

Enfin, i) et iv) sont tautologiquement équivalents. En effet, dire que (p) est premier
signifie ab € (p) = (a € (p) ou b € (p)). Or, pour tout z € A on a = € (p) < p|z. O

1.5.2 Valuations.

LEMME. — Soit A un anneau intégre noethérien et p un élément irréductible.
i) Pour tout élément non nul a € A l’ensemble E des n € N tel que p"|a est fini.
ii) Le plus grand élément vy(a) de E est l'unique entier n pour lequel on peut écrire
a = p"a’ avec a’ non divisible par p.

i) On a : (p) premier < Va,b € A\ {0}, v,(ab) = v,(a) + v, (D).
Démonstration. i) Supposons que ’ensemble considéré E ne soit pas borné, c’est a dire
que Vn € N on a p"|a. Ecrivons alors a = p™a,, et remarquons que puisque A est intégre,
on a pour m > n, p"a,, = p"a, donc p™ "a,, = a, et a,, divise a,,. Comme a,, ne divise
pas a,,, il s’ensuit que la suite d’idéaux (a,), n € N est strictement croissante, contredisant
la noethériannité de A.
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ii) Puisque p*»(¥|a on peut factoriser a = p”»@a’ et, par maximalité de v,(a), p ne
divise pas a/. Supposons qu’on ait une autre factorisation a = p™a” avec a” non divisible
par p. Alors par définition n < v,(a). Comme A est intégre on obtient p»(Y~"a' = a” et
donc vy(a) —n = 0, ainsi que a’ = a”.

iii) Supposons (p) premier, et fixons a,b # 0. Ecrivons a = p»@a’ et b = p»®¥. On a
donc ab = p WG g/l Mais puisque p ne divise ni a/ ni v/, i.e. a’,b' ¢ (p), on a a't’ & (p)
(puisque (p) est premier), et donc p ne divise pas 'b’. Le ii) implique alors 1’égalité voulue
(@) + 1p(5) = wy(ab).

Réciproquement, supposons cette égalité vraie pour tous a, b non nuls. Alors ab € (p) <
plab = vy(ab) > 0 = (vp(a) > 0 ou v,(b) > 0) = (p|a ou p|b) < (a € (p) ou b € (p)). Donc
(p) est premier.

O

DEFINITION. — Sous les hypotheses du lemme, on appelle valuation p-adique de a et
on note v,(a) le plus grand entier naturel n tel que p™|a.

Si a est inversible, on a donc v,(a) = 0 pour tout p. Il est d’usage de prolonger cette
définition en posant 1,(0) = oco.

Remarque. — On trouve aussi la notation ord,(a), pour “ordre de a en p”. Celle-ci
vient de Uinterprétation géométrique suivante : dans C[X| vu comme espace des fonctions
polynomiales sur C, et pour tout z € C, le polynome X — z est évidemment irréductible
et Pentier vx_,(f) = ordx_.(f) est 'ordre d’annulation de la fonction f en z.

PROPOSITION. — Soit A un anneau factoriel.
i) Soit p un élément irréductible. On a : Va,b € A, v,(ab) = vy(a) + v,(b)
ii) Soient a,b € A. On a : (alb) & (Vp € A irréductible, v,(a) < v,(D)).
i) Soit p un élément irréductible et a € A de factorisation a = py - --p,. Alors v,(a)
est le nombre de facteurs p; équivalents a p.

iv) Soit P un ensemble de représentants des classes d’équivalence d’éléments irréduc-
tibles de A. Pour tout a € A non nul, ’ensemble {p € P,v,(a) # 0} est fini et il
existe u € A* tel que a = u Hpep pr @),

Démonstration. i)Lorsque ab # 0, cela vient du iii) du lemme précédent. Lorsque ab = 0,
I’égalité reste vraie avec la convention que oo + oo = o0

ii) L’implication = découle de i). Pour 'implication < on procéde par récurrence sur
le nombre 7(a) de facteurs irréductibles de a. Si r(a) = 0 alors a est inversible et on a bien
alb. Si r(a) > 0 choisissons un diviseur irréductible g de a. On a v,(b) > v,(a) > 0 donc ¢
divise aussi b. Posons a = ga’ et b = gb'. On a v, (b') = v,(b) — 1 > y,(a) — 1 = v,(a’) et
pour tout p # ¢ on a v,(b') = v,(b) = v,(a) = vy(a’). Comme r(a’) < r(a), on peut donc
appliquer HR a o', ¥, ce qui nous donne a'|b’, puis a|b.

iii) On utilise i) pour avoir v,(a) =Y ;_, v»(p;). Or on a

1 sip est équivalent a p;
vp(pi) = { 0 sinon. l
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iv) Factorisons a = p; - - - p,. D’aprés iii) on a v,(a) # 0 si et seulement si p est équivalent
a l'un des p; d’on la ﬁnitude de {p € P,v,(a) # 0} et donc celle du produit [] » prr(@,
De plus, toujours le point iii) nous dit que v,(a) est le cardinal de 'ensemble I, := {i €
{1,---,r},pi € A*p}. On a donc Hidp p; € AXp@. Comme les I, non vides forment une

partition de {1,--- 7}, on en déduit que a € A* Hpepp’jp(“) comme voulu. ]

Remarque. — Dans un anneau intégre noethérien non factoriel, toutes ces propriétés
peuvent étre mises en défaut. Prenons 'exemple de Z[/—5] et de la factorisation 2 x 3 =
(14++/=5)(1—+/=5). On peut montrer (exercice ou voir TD) que 2,3,1++/—5 et 1 —/—=5
sont des éléments irréductibles 2 & 2 non équivalents. Il s’ensuit que :
— en prenant p=2,a=1++/=5 et b=1—+/=5 on a un contre-exemple a la pté i).
— en prenant a = 2(1 ++/—5) et b = 6 on a un contre-exemple & I'implication < de
ii).

— En prenant p = 2, a = 6 et la factorisation 6 = (1 + v/—5)(1 — v/—5) on obtient un
contre-exemple & iii)

— En prenant a = 6, le produit [ .pp"@ est divisible par 2 x 3 x (1 4+ v/=5)(1 —
v/—5) = 36 donc pas de la forme annoncée dans le iv).

Nous donnons maintenant une sorte de réciproque a la proposition ci-dessus. On appelle
valuation d’un corps K toute application v : K \ {0} — Z telle que v(zy) = v(z) + v(y)
et v(z +y) = Min(v(z),v(y)) pour tous z,y € K. Ces axiomes assurent que ’ensemble
A, ={r € K, v(x) >0} U{0} est un sous-anneau de K.

PROPOSITION. — Soit K un corps et V un ensemble de valuations de K tel que :
i) Vo € K,{v e V,u(x)#0} est fini.
ii) Yv € V,3p, € K tel que v(p,) =1 et (w # v = w(p,) = 0).

Alors Uanneau A ==, Ay = {x € K,Vv € V,v(x) > 0} U{0} est factoriel et les p, sont
un systeme de représentants de ses classes d’irréductibles.

Démonstration. Aprés avoir remarqué que A* = {x € K* Vv € V,v(x) = 0}, montrons
que les p, sont irréductibles. En effet, si p, = ab et a ¢ A* alors w(a) = w(b) = 0 pour
tout w # v, et v(a) +v(b) = 1 avec v(a) # 0, donc v(b) = 0 et b € A*. Par ailleurs,
si a est non nul et non inversible, il existe v tel que v(a) > 0, donc p;'a € A et par
conséquent p,|a. I s’ensuit que tout irréductible est associé a un p,. L’hypothése i) nous

(a)

assure maintenant que pour a € A\ {0} le produit [], ., po est bien défini. Comme

all,ev p{v(a) € A%, on en déduit que A vérifie la propriété (Ex). Il nous reste a montrer
que A vérifie la propriété (Un), et pour cela nous montrons que p, satisfait le lemme
d’Euclide. On a p,|ab < v(ab) > 0 = (v(a) > 0 ou v(b) > 0) < (p,|a ou p,|b).

O

17. on verra plus loin un exemple pas si exotique d’anneau noethérien ou cette finitude n’est pas vérifiée
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1.5.3 Pgcd et ppem dans un anneau factoriel.

PROPOSITION. — Soit A un anneau factoriel et aq,--- ,a, € A.

i) L’idéal I := (ay) N---N(ay) est principal. Pour un élément m € A, les assertions
suvantes sont équivalentes :

(a) m est un générateur de I
(b) Yi,a;lm et pour tout x € A on a : (Vi,a;|z) = m|x.
(¢) Vp irréductible v,(m) = max{v,(a;),i =1,--- ,n}
ii) L’ensemble des idéaux principaux contenant tous les a; contient un unique élément
minimal. Pour un élément d € A, les assertions suivantes sont équivalentes :

(a) d est un générateur de J

(b) Yi,d|a; et pour tout x € A on a : (Vi,z|a;) = x|d.

(¢) Vp irréductible v,(d) = min{v,(a;),i =1,--- ,n}
Ceci nous invite a la définition suivante.

DEFINITION. — Awec les notations de la proposition, tout générateur de I est appelé
un ppcem des a;. Tout générateur de J est appelé un pged des a;. On dit que les a; sont
premiers entre eux si J = A.

On prendra donc garde au fait qu'un ppecm ou un pged n’est défini qu’a multiplication
par un inversible prés.

Démonstration. Choisissons un ensemble P de représentants des classes d’équivalence d’élé-
ments irréductibles de A.

i) Pour tout p € P, posons v, := max{v,(a;),i = 1,--- ,n}. Puis m := Hpeppvp7 qui
est bien défini par le iv) de la proposition précédente. Comme v,(m) = v, > v,(a;), le ii) de
la proposition précédente nous assure que chaque a; divise m, donc m € I. Par ailleurs, si
x € I, on a d’aprés ce méme point ii) v,(z) > v,(a;) pour tout p et tout a;, donc v,(x) > v,
et finalement m|z. Donc I = (m) est principal. On en déduit aussi I'équivalence entre (a)
et (¢). Quant a I'équivalence entre (a) et (b), elle est tautologique puisque pour tout = € A
on a équivalence (tautologique) entre (x € I) et (Vi, a;|x).

ii)Pour tout p € P, posons u, := min{v,(a;),i = 1,--+ ,n}. Puis d := [[,cpp"r. Alors
d|a; pour tout i (proposition précédente) donc (d) contient chaque (a;). Réciproquement,
si (z) contient chaque (a;), alors x divise chaque a; et v,(z) < v,(a;) pour tout i, donc
vp(2) < up = v,(d) et z divise d. Ainsi 'idéal (d) est le plus petit idéal principal contenant
chaque (a;). Le méme argument montre 1’équivalence de (a), (b) et (¢). O

Remarque. (Attention) — Par définition, a et b sont premiers entre eux si A est le
seul idéal principal qui contient (a,b). On prendra garde au fait que cela n’implique pas
en général que (a,b) = A. Par exemple dans C[X,Y] (dont on verra plus loin qu’il est
factoriel), on a (X,Y) & C[X,Y].
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1.5.4 Anneauzx principauz et euclidiens. Un anneau A est dit principal s’il est intégre
et si tous ses idéaux sont principaux. Un tel anneau est donc en particulier noethérien.
Les exemples les plus célébres sont Z et K[X], et plus généralement les anneaux euclidiens
(voir plus loin).

THEOREME. — Soit A un anneau principal.
i) A est factoriel.
ii) Tout idéal premier non nul est mazimal.

ii) Sia,b € A sont premiers entre eux alors (a,b) = A.

Démonstration. iii) Puisque A est principal, I'idéal (a,b) est principal. L’hypothése “pre-
miers entre eux” signifie que le seul idéal principal contenant (a,b) est A. Donc (a,b) = A.

ii) Soit I un idéal premier non nul. Puisque A est principal, I est engendré par un
élément non nul, disons I = (z). Puisque [ est premier, x est irréductible, et donc (z) est
maximal parmi les idéaux principaux propres. Mais comme tous les idéaux sont principaux,
(x) est un idéal maximal “tout court”.

i) A est principal donc noethérien donc il satisfait 'existence (Ex) de factorisations.
Par ailleurs, si x est irréductible, nous venons de voir que (z) est un idéal maximal, donc
a fortiori premier. D’aprés le lemme vu plus haut, A vérifie donc (Un). ]

DEFINITION. — Un anneau intégre A est dit euclidien s’il admet une fonction N :
A\ {0} — N wérifiant la propriété suivante : pour tous a,b non nuls, il eriste q,r € A
tels que b=qa +r et (N(r) < N(a) our=0).

THEOREME. — Soit A un anneau euclidien. Tout idéal I non nul est engendré par tout
élément a € I\ {0} tel que N(a) soit minimal. En particulier, A est principal.

Démonstration. Soient I et a comme dans I'énoncé, et soit b € I. Ecrivons b = qa + r
avec (N(r) < N(a) our =0.Sir #0, alors r = b — ga € I et la minimalité de N(a) est
contredite. Donc r = 0 et b € (a), et finalement I = (a). O

Bien-stir, Z est le prototype d’anneau euclidien, avec N la fonction “valeur absolue”.

Ezxemple. — Soit K un corps. Alors la fonction f — N(f) = deg(f) fait de K[X] un
anneau euclidien, donc principal, et donc factoriel. Un idéal I de K[X] est engendré par
tout polynome f € I de degré minimal.

Attention, si A n’est pas un corps, A[X] n’est pas euclidien (ni principal). Nous avons
en effet défini la division euclidienne par un polynéme unitaire de A[X], ce qui s’étend & un
polynoéme dont le coefficient dominant est inversible dans A, mais si ce coefficient dominant
n’est pas inversible, il n’y a pas moyen de diviser “euclidiennement”. Concrétement, soit
a € A un élément non nul et non inversible, alors 'idéal (a, X') n’est pas principal.

Ezemple. — Soit A = Z][i]. Alors la fonction z — N(z) := zZ en fait un anneau euclidien,
donc principal (¢f TD). De méme pour A = Z[\/—2] et pour Z][j].
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Ezercice. — On va montrer que 'anneau d’entiers A = Z[*Y=191 egt principal, mais
2 3

pas euclidien.

i) Montrer que dans un anneau euclidien, il existe un élément non inversible z tel que
tout élément non nul du corps A/(x) est image d’un inversible de A.

ii) Montrer que A* = {£1} mais que A n’a aucun morphisme d’anneaux surjectif vers
[y et F3. En conclure que A n’est pas euclidien.

iii) Montrer que pour a,b € A\ {0}, il existe (¢q,7) tels que (r =0 ou N(r) < N(a)) et
(b = qr + a ou 2b = qr + a). Puis montrer qu’un idéal I de A est engendré par un
élément a € I de norme minimale.

Notre prochain but est de prouver le théoréme de transfert de Gauss qui affirme que si
A est factoriel alors A[X] I'est aussi. Nous aurons besoin de la notion de corps des fractions
d'un anneau intégre.

1.6 Localisation, corps des fractions

1.6.1 Localisation : construction. Dans un anneau commutatif A, on dit qu’un sous-
ensemble S de A est une partie multiplicative si S est stable par multiplication, contient 1
mais ne contient pas 0. (Autrement dit, S est un sous-monoide unitaire de (A \ {0}, -, 1)).

Ezxemples. — Voici quelques exemples de parties multiplicatives.

— Lorsque A est intégre, 'ensemble S = A\ {0}.

— Pour A non intégre, 'ensemble S = A,., des éléments réguliers de A.

— Si f € A n’est pas nilpotent, ’ensemble S = {f",n € N} des puissances de f.
— Si p est un idéal premier, 'ensemble complémentaire A \ p (le vérifier).

Soit .S une partie multiplicative de A. On munit ’ensemble A x S de la relation d’équi-
valence suivante (exercice : vérifier la transitivité) :

(a,8) ~ (d',s") & Ft € S, tlas’ —a's) = 0.

On remarquera que lorque A est intégre, le coté droit se simplifie en : as’ — a’s = 0. On
notera S~'A := (A x S)/ ~ I'ensemble quotient, et ¢ la classe d’équivalence de (a, s). On
définit sur S~ A une addition par la formule suivante :

LEMME. — i) L’application (A x S) x (Ax S) — A X S qui envoie ((a,s), (b,1))
sur (ar + bs, sr) induit une loi associative et commutative
+: STMTAxST'A - STA
(¢ é) s @ b arths

shr s T sr
d’élément neutre 0 := g pour toul s.
i) L’application (A x S) x (A x S) — A x S qui envoie ((a,s),(b,r)) sur (ab, sr)
mduit une lot associative, commutative, et distributive par rapport a +,

SIAXx S7IA — S714
(a,8) 5 a.b_ab

s’r s r sr
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d’élément neutre 1 := 1. Ainsi (S™*A, +,-) est un anneau.

ii) L’application A — S7'A, a — { est un morphisme d’anneauz.

Démonstration. i) Vérifions d’abord que la loi est bien définie. Soit (a/,s') ~ (a,s) et
(b',1") ~ (b,r). Il existe donc t,u € S tels que t(as’ —a’'s) = 0 = u(br’ — V'r). On a alors
ut((ar+bs)s'r' — (a'r" +V's")sr) = 0 et il S’ensuit que (ar +bs, sr) ~ (a'r’ +V's', s'r’), ce qui
montre que la loi + est bien définie sur S7'A. La commutativité de cette loi est évidente,
ainsi que le fait que % en est un élément neutre (indépendant de s). L’associativité résulte
aussi d'un calcul sans difficulté.

ii) Méme raisonnement que ci-dessus en plus facile, laissé au lecteur.
iii) Il suffit de écrire. O

Remarque. — Le noyau du morphisme canonique ¢ : A — S~'A est constitué des
¢léments a tels que (a,1) ~ (0,1). On voit donc que Ker(r) = {a € A,3t € S,at = 0} est
constitué en particulier de diviseurs de 0.

PROPOSITION. — Si A est noethérien, alors S~ A est noethérien.

Démonstration. Soit J un idéal de S™'A. Posons I :=~'(J) = {a € A, ¢ € J}. Alors pour
tout ¢ € J,ona % =2.2¢J donca € I Ilsensuit que J = ¢(1)- S A est engendré
par I'image de I dans S7!A, et donc par tout systéme de générateurs de I dans A. O

Fzercice. — Rappelons que 1'on note Spec(A) ’ensemble des idéaux premiers de 'anneau
A. Montrer que Iapplication p — ¢~(p) induit une bijection

Spec(S71A) = {q € Spec(4), qN S = 0}
dont la bijection réciproque est q — S~'q:= (S x q)/~ = (q) - ST A.

Ezercice. — Montrer que A réduit implique S™1A réduit.

1.6.2 Localisation : propriété universelle. La propriété remarquable de S™1A est que
les éléments de S “y deviennent inversibles”. En effet, si s € S on a dans S™!A 'égaliteé
g.l=2.2 =2 =2 =1 Enfait, ST'A4 est caractérisé, en tant que A-algebre, par la
propriété universelle suivante :

PROPOSITION. — Pour toute A-algébre A — B telle que ©(S) C B>, il existe un

unique morphisme de A-algébres STA -5 B (autrement dit un unique morphisme d’an-
neauz tel que oL = p).

Démonstration. Unicité : si ¢ est comme dans I’énoncé, on doit avoir pour tout a,s € Ax S
Pegalité p(2)@(2) = @(4) = ¢(a), et donc $(2) = p(a)p(s)~". D’ou l'unicité de ¢.
Existence : il nous faut vérifier que Pexpression $(%) := ¢(a)p(s)™" est bien définie.
Or, si (d/,s") ~ (a,s) il existe t € S tel que tas’ = ta’'s donc p(t)p(a)e(s’) = p(t)p(a’)p(s),
puis p(a)p(s) ™t = ¢(a’)p(s’) ™! (noter que la commutativité de la multiplication est ici cru-
ciale). L’expression voulue est donc bien définie. Reste a voir qu’elle définit un morphisme
d’anneau, ce qui est un calcul immeédiat. O
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Remarque. — Appliquée & B = S™1A, I'unicité dans la proposition implique que I'iden-
tité est 'unique endomorphisme de la A-algébre S—1A.

Remarque. — L’application ¢ : A — S™1A est en général loin d’étre surjective. Pour-
tant, 'unicité dans la proposition ci-dessus montre que ¢ est un épimorphisme au sens
catégorique du terme, i.e. il est simplifiable & gauche : pour toute paire 1,9’ : ST'A — B
de morphismes de A-algébres, on a Y or =1 o1 = 1) =)',

Remarque. — Dans la proposition on peut autoriser B a étre non commutative. Voici
une conséquence intéressante du cas non commutatif : un A-module M sur lequel chaque
élément s € S agit bijectivement est canoniquement un S~ A-module (et réciproquement).
De plus, si M et N sont des S~'A-modules, tout morphisme de A-modules est automati-
quement un morphisme de S~!A-modules, i.e.

Homg-14(M, N) = Homa(M, N).

Remarque. — La propriété universelle ci-dessus suggeére une autre construction pour
S~1A, qui utilise la propriété universelle de I'algébre A[S] du monoide S. En effet, 'ap-
plication s — + est un morphisme de monoides S — (S7'A\ {0},-,1), donc il existe un
morphisme de A-algébre ¢ : A[S] — S™'A qui envoie e, sur % pour tout s € S. On a
alors p(se; — 1) = p(s)p(es) —1 =21 —1 =0 pour tout s € S, donc ¢ se factorise par un
morphisme

¢: A[S]/(ses—1,s€S) — STA,
ou (se; — 1, s € §) désigne I'idéal engendré par les éléments se; — 1, s € S.
COROLLAIRE. — Le morphisme ¢ ci-dessus est un isomorphisme de A-algébres.

Démonstration. Construisons-lui un inverse. Soit f I'image d'un f € A[S] dans le quotient
A[S]/(ses — 1, s € S). On a Se; = 1, donc § est inversible dans ce quotient, et donc par
la proposition précédente il existe un morphisme v : S7'A — A[S]/(se; — 1, s € S) qui
envoie 1 sur ,. Puisque les &, sont une famille génératrice du A-module A[S]/(se,—1, s €
S), le morphisme v est surjectif. Par ailleurs, la composée ¢ o) est I'identité (cf remarque
ci-dessus), donc 1 est aussi injectif et ¢ est son inverse. O

1.6.3 Le corps des fractions d’un anneau intégre. Supposons A intégre et S = A\ {0}.

a

Dans ce cas, tout élément non nul de S7'A est de la forme 7 avec a,b # 0, et donc est
inversible d’inverse g Ainsi, S7!'A est un corps qui contient A (via ), appelé corps des
fractions de A et aussi noté Frac(A). On retrouve par exemple la construction de Q =
Frac(Z) ou du corps K (X) = Frac(K[X]) des fractions rationnelles en une indéterminée

SUr un corps.
LEMME. — Soit A intégre de corps des fractions K. Alors Frac(A[X]) = K(X).

Démonstration. Puisque tout élément non nul de A[X| C K[X] est inversible dans K (X)
(qui est un corps), la propriété universelle du localisé nous fournit un morphisme canonique
Frac(A[X]) — K(X), qui est d’ailleurs injectif puisque c¢’est un morphisme de corps.
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Montrons qu’il est surjectif. Pour cela, il faut vérifier que toute fraction rationnelle Q) =
§ € K(X) avec f,g € K[X] peut s’écrire % avec f,g € A[X]. Ecrivons f =3 3= X" et

g=">_, X" Posons a:=1T], b,[], dn. Il suffit de poser f:=af et g:=ag. O

Plus généralement, on note K(Xy,---,X,) := Frac(K[Xy,---,X,]). Le lemme ci-
dessus joint & l'isomorphisme K[Xi,---,X,] = K[Xy, -+, X,_1][X,] nous montre que
K(Xh e 7X7L> = K(Xb e 7Xn71>(Xn)~

Regardons maintenant le cas particulier d’un anneau factoriel :

PROPOSITION. — Soit A factoriel et K := Frac(A). Pour tout élément irréductible
p € A, la valuation p-adique se prolonge de maniére unique en une fonction

vy K — Z telle que vy(vy) = vp(z) + vp(y), Yo,y € K*.

De plus, st P désigne un ensemble des classes d’équivalence d’éléments irréductibles de A,
alors tout élément x € K* est de la forme v = u - Hpep pP®) quec w € A*. En particulier

on a
Vo e K*, x € A (Vp wrréductible, v,(z) > 0).

a

Démonstration. Si x = ¢, la condition d’additivité sur v, nous impose v,(a) = v,(% - %) =
Vp(§) +1p(b) et donc v,($) = vp(a) — v (b). D’ott 'unicité d'un éventuel prolongement. Pour
Iexistence, il faut vérifier que cette expression ne dépend que de z. Mais si x = g—,', on a
a'b = ab’ et donc v,(a') + v,(b) = vp(a) + 1v,(b') et finalement v,(a) — v,(b) = v,(a’) — v, (V)
comme voulu. La seconde assertion sur x = ¢ découle de la méme assertion valable dans
A appliquée a a et b. Cette seconde assertion montre le sens <= de la derniére équivalence,

tandis que le sens = est clair. O]

FExercice. — Montrer que pour tous z,y € K on a v,(z + y) > min(v,(x),v,(y)) (avec
la convention que v,(0) = oo et oo > n pour tout entier n). Ainsi v, est une valuation de

K(X) au sens de[L.5.2]

Nous sommes maintenant en mesure de prouver le théoréme dit “de transfert de Gauss”.

THEOREME. — Si A est factoriel, alors A[X] est factoriel.

Démonstration. D’aprés la proposition précédente appliquée a ’anneau factoriel (et méme
principal) K[X], tout polynome irréductible f € K[X] fournit une valuation v du corps
K (X). Notons V, I'ensemble de ces valuations.

Par ailleurs, si un élément p € A est irréductible dans A, il l'est aussi dans A[X]
au vu de l'additivité des degrés. De plus, 'idéal pA[X] qu’il engendre est premier car
A[X]/pA[X] ~ (A/pA)[X] est intégre (puisque A est factoriel). La valuation p-adique v,
de A[X] étend celle de A, et est donnée explicitement par

vp(f) = min{v,(a,),n € N} pour f=>" a,X".
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En effet, si m, désigne le nombre de droite on peut écrire a,, = p"?a], pour tout n et
f=p™f avec f' =) a, X" Comme I'un des a], n’est pas divisible par p, 'image de f’
dans A[X]/pA[X] ~ (A/pA)[X] est non nulle, donc f’ n’est pas divisible par p dans A[X]
et finalement m, = v,(f).

D’aprés la proposition précédente, v, s’étend au corps des fractions K (X). Notons Vj
I'ensemble des valuations de K de la forme v,, et posons V' := V5 U V.. On a alors

AlX] = K(X)y = {f € K(X),Vv € V,o(f) > 0}.

En effet, la proposition précédente nous dit que K(X)y, = K[X] et Ky, = A, donc la
formule v,(f) = Min{v,(a,),n € N} valable pour f € K[X] (car v,(f) = vp(af) —vp(a) et
on peut choisir a pour que af € A[X]) montre que K(X)y, N K[X]| = Ky, [X] = A[X].

Il ne nous reste plus qu’a montrer que V' satisfait les deux hypothéses de la deuxiéme
proposition [1.5.2]

i) Par la proposition précédente, si f € K(X) alors 'ensemble {v € V,v(f) # 0} est
fini. Pour la méme raison, pour a € K l'ensemble {v € Vj,v(a) # 0} est fini. La formule
de v,(f) pour f € K[X] montre alors que {v € Vi, v(f) # 0} est fini. Il en est de méme
pour toute f € K(X), puisque elle est de la forme ¢ avec g,h € K[X].

ii) Pour v € Vp, il existe p, € A tel que v = v,,. On a alors v(p,) = 1 et w(p,) = 0 pour
w € Vj distincte de v. De plus, pour w € V, on a aussi w(p,) = 0 puisque w est de la forme
v pour un polynoéme f de degré > 0. Soit maintenant v € V,. Elle est de la forme v; pour
un polynome irréductible f € K[X]. Soit ¢ =[]y, ) e A, et posons fo:=c1f. On
a alors w(f,) = 0 pour toute valuation w € Vj. De plus, on a aussi w(f,) = 0 pour w = v,
dans V, distincte de v. [

Remarque. — Pour A intégre général, on peut toujours mettre une fraction sous la forme

r = § avec a, b sans facteur commun. Lorsque A est factoriel, cette écriture est unique aux
unités pres, i.e. si v = & avec a, b’ sans facteurs communs, alors il existe u € A tel que
a’ = ua et b’ = ub. Cela découle de la proposition ci-dessus. Lorsque A n’est pas factoriel,

on n’a pas une telle unicité. Exemple dans Z[v/—5] : 1+\2/55 = 1"3/j5.

Que se passe-t-il si on localise un anneau intégre pour une partie multiplicative quel-
conque ?

LEMME. — Soit A intégre et S C A une partie multiplicative. On a un isomorphisme
canonique

STA S {x € Frac(A),3s € S, sz € A}
qui fait de ST'A une sous-A-algebre de Frac(A).

Démonstration. Puisque tout s € S est inversible dans Frac(A) la propriété universelle
du localisé fournit un morphisme canonique S~'A — Frac(A). Ce morphisme est injectif
puisque si ¢ est dans le noyau alors § aussi, donc a = 0 puisque A s’injecte dans Frac(A).
Son image est clairement celle décrite dans I’énoncé. ]

On peut remarquer que S~ A est en particulier intégre, de corps des fractions Frac(A).
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Ezercice. — Montrer que si A est factoriel, alors S™1A 'est aussi, et que l'application
x +— T induit une bijection de I'ensemble des classes d’association d’éléments irréductibles

de A ne divisant pas un élément de S sur ’ensemble des classes d’association d’éléments
irréductibles de S—1A.

1.6.4 Inversion d’un élément. Lorsque f € A est non nilpotent et S = {f™,n € N}, on
note aussi Ay ou encore A[f'] l'anneau S~'A. Cette derniére notation est justifiée par
le corollaire qui implique que I'unique morphisme de A-algébres A[X| — A[f~!] qui
envoie X sur % induit un isomorphisme

AIXT/(Xf=1) = A[f 7],

Remarque. — Comme Ker(A — A[f™']) = {z € A,3In € N, f"z = 0}, on voit que
A[f~1] est un anneau non nul, puisque f n’est pas nilpotent. Il contient donc un idéal
maximal, dont I'image réciproque dans A est, d’aprés 'exercice [1.6.1] un idéal premier p
tel que f ¢ p. On voit ainsi que l'intersection ﬂpESpec(A) p est formée d’éléments nilpotents
de A. Comme par ailleurs tout nilpotent appartient & tout p premier, on a donc obtenu :

PROPOSITION. — 1/(0)= () p.
peSpec(A)
Ezemple. — Dans 'anneau A[X], prenons f = X. On retrouve Uanneau A[X, X 1] des
polynémes de Laurent.

Ezercice. — Soit A =C[X,Y]/(X?Y) et f = X, montrer que A[f~'] = C[X, X!].

FEzercice. — Soit A =C[X,Y]/(XY) et f = X +Y. Montrer que 'élément e = XLJFY est
un idempotent dans A[f~!], puis montrer que A[f~'] = C[X, X '] x C[Y,Y].

Interprétation géométrique. (Fonctions réguliéres sur un ouvert principal de C*) — Si f
est une fonction polynomiale sur C", notons

Uy = {2 € C, f(z) £ 0} = C*\ V().

C’est un ouvert dense de C" et on a Uy N Uy = Uysp. On aimerait une bonne notion de
“fonction réguliere” sur Uy. On pourrait penser aux fonctions obtenues comme restriction
de fonctions polynomiales sur C", mais cela est contraire a I'intuition que sur Uy il devrait y
avoir “plus de fonctions réguliéres”, certaines se prolongeant a C™, d’autres non. La fonction
f ne s’annulant pas sur Uy, son inverse f~! semble étre le prototype de fonction réguliére
ne se prolongeant pas & C" et nous ameéne a la définition suivante : une fonction réguliére
sur Uy est une fonction de la forme z — g(2)f(2)™% pour une fonction polynomiale g sur
C" et un entier k € N. L’ensemble O(Uy) des fonctions réguliéres sur Uy est une C-algébre
et on a par définition un isomorphisme

O(Uy) =0(C)[f'].
a comparer avec l'isomorphisme O(V(f)) = O(C")/(f).

62



Ecole Normale Supérieure FIMFA

Interprétation géométrique. (Fonctions rationnelles sur C") — Considérons Iensemble
des paires (U, ) formées d’un ouvert principal de C" et d’une fonction réguliére ¢ € O(U)
(par définition, il existe donc f,g € C[Xy, -+, X,,] tels que U = Uy et ¢(2) = g(2)/f(2)™).
On identifie (U, p) ~ (U',¢") si purur = @yny:- On appelle alors fonction rationnelle sur
C" toute classe d’équivalence de paires (U, ). Le terme “fonction” est donc ici un peu abusif
puisque le domaine de définition d’une telle “fonction” n’est pas C" tout entier. L’ensemble
M(C™) des fonctions rationnelles sur C est une C-algébre : on a (U, ) + (U',¢') :== (U N
U,p+¢) et (U) U, )= UnNU, ). Cest méme un corps ou U'inverse est donné
par (Up, @)™t = (U, 1) si p(z) = g(2)/f(2) et ¢ # 0 (et donc g # 0). Ce corps n’est pas
mystérieux :

LEMME. — On a M(C") ~C(Xy, -, X,).

Démonstration. A une fraction rationnelle Q = % € C(Xy,---,X,) on associe la paire

/
(Uy, @) avec ¢(2) = g(z)/f(2). On obtient visiblement un morphisme de C-algébres non
nul, donc injectif puisque C(Xy,---,X,,) est un corps. Par ailleurs, ce morphisme est

surjectif par définition des fonctions rationnelles. [

1.6.5 Localisation en un idéal premier. Si p est un idéal premier d’'un anneau A, et
S := A\ p, on note généralement A, le localis¢ A, := S~'A. Noter que si (et méme
seulement si) A est intégre, I'idéal nul p = 0 est premier et on a vu que le localisé associé
est le corps des fractions de A. Ceci est un cas particulier du résultat suivant.

PROPOSITION. — Soit pA, lidéal de A, engendré par limage de p. Alors Ay = A,\pA,,
lidéal pA, est l'unique idéal mazimal de A, et le morphisme canonique A — A, induit
un morphisme injectif A/p — Ay /pA, qui identifie A,/pA, au corps des fractions de A/p.

Démonstration. Considérons la composée ¢ := A — A, — A,/pA,. Son noyau contient
clairement p donc elle se factorise par un morphisme @ : A/p — A,/pA,. Tout élément
non nul de 'anneau intégre A/p provient d'un élément de A\ p donc, par définition du
localisé Ay, est envoyé sur un élément inversible de A,/pA,. Par propriété universelle du
corps des fractions d’un anneau intégre on a donc une factorisation de p :

7 AJp = Frac(A/p) = A,/pA,.

Dans 'autre sens, considérons la composée ¢ : A — A/p — Frac(A/p). Elle envoie tout
élément de A \ p sur un élément non nul donc inversible dans Frac(A/p). Par propriété
universelle, ¢ se factorise par le localisé A, en 1) : A, — Frac(A/p). Clairement, p est
contenu dans le noyau, donc 1; se factorise & son tour par le quotient

b Ay —» Ay /pA, — Frac(A/p).
La composée v o ¢ est un endomorphisme de la A-algébre Frac(A/p), donc de la A/p-

algébre Frac(A/p), donc est égal a I'identité par I'unicité dans la pté universelle du localisé
Frac(A/p). De méme, la composée ¢ o 1) est un endomorphisme de la A-algébre A,/pA,.

63



Ecole Normale Supérieure FIMFA

Un tel endomorphisme est aussi A,-linéaire (cf remarque plus haut), i.e est un morphisme
de Ap-algébres, donc est égal a I'identité de A,/pA,. Ainsi @ et 1 sont des isomorphismes
réciproques de A-algébres.

A ce point nous en déduisons que A, /pA, est un corps, donc que pA, est un idéal
maximal de A, et aussi que Ay C A, \ pA,. Pour montrer U'inclusion réciproque, soit
r=7%¢€ Ayaveca € Aetb € A\ p. Sizest dans le complémentaire A, \ pA, alors
a € A\ p. Donc a est inversible dans A, et x aussi. D’ott l'inclusion A, \ pA, C A, voulue.
Cette inclusion implique aussi que tout idéal propre I de A, est contenu dans pA,, et donc

que ce dernier est bien le seul idéal maximal de A,. O

Remarque. — Le premier exercice de nous dit que 'application q — qA, est une
bijection {q € Spec(A),q C p} — Spec(A,) et la propriété universelle des localisés nous
fournit un unique isomorphisme de A-algébres A, = (Ap)qa, pour tout q C p.

FEzxemple. — Supposons A factoriel et p principal. Notons v, := v, la valuation associée
a n’importe quel générateur p de p (elle ne dépend que de p). Alors

A, = {x € Frac(A), v,(z) = 0}.

En effet, un lemme précédent identifie A, & {z € Frac(4),3s € (A \ p),sz € A}. Or,
A\p ={s € A r(s) = 0}, donc sz € A = v,(z) = (sx) > 0 et, réciproquement, si
vp(x) = 0 on peut mettre x sous la forme z = ¢ avec v,(s) = 0 d’aprés la proposition m
De méme on a

pA, = {x € Frac(A), vy(x) > 0}.

Considérons I'exemple A = C[X] et p = p, = (X — 2) pour un z € C (tout idéal
premier non nul de C[X] est de cette forme car C est algébriquement clos). On a vu que
la valuation vx_, est 'ordre d’annulation en z d’une fonction polynomiale. La discussion
ci-dessus identifie donc le localisé A, a la sous-algébre de C(X) formée des fractions
rationnelles qui n’ont pas de pole en z.

Interprétation géométrique. (Fonctions rationnelles sur une variété algébrique irréduc-
tible) — Apreés avoir introduit la notion de fonction rationnelle sur C" ci-dessus, on voudrait
maintenant faire de méme sur un sous-ensemble algébrique V' C C". Nous supposons ici que
V est irréductible, i.e. que O(V) est un anneau intégre, donc de la forme O(V) = O(C")/p
avec p idéal premier de O(C™). On a alors

V=Vp) ={ze€C" Vfep f(z) =0} et p={fecO(C"),fiy =0}

La discussion que nous avons faite pour C" s’adapte sans difficulté & V. On considére
les classes d’équivalences de paires (U, ) ot U est un ouvert de V de la forme U; =
{z € V,f(2) # 0} pour une fonction f € O(V) et p € OU;) := O(V)[f™!] est une
fonction réguliére sur U. On obtient un corps M(V') qui en termes algébriques s’identifie
a Frac(O(V)). D’ott une premiére définition commode :

(1)  M(V):=Frac(O(V)) = Frac(A/p) ou A := O(C") = C[Xy,- -, X,)].
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Néanmoins, I'intuition géométrique voudrait plutot que 'on tente de définir une fonction
rationnelle sur V' comme la restriction d’une fonction rationnelle (U, ¢) sur C". Cela n’est
évidemment possible que si le domaine de définition U intersecte V. Dans ce cas on dit que
la fonction rationnelle est “définie sur un ouvert de V" et on pose (U, ¢)v := (UNV, purv)
qui est une paire formée d’'un ouvert dense “principal” de V et d’une fonction “réguliére”
sur cet ouvert. Il est alors naturel de définir

(2)  M(V) comme l'ensemble des classes d’équivalence de paires de la forme
U NV, ounv),

ou la relation d’équivalence sur les paires formées d’un ouvert dense et d’une fonction est
la méme que précédemment.

Notons alors M(C™)y 'ensemble des fonctions rationnelles sur C™ qui sont définies sur
un ouvert dense de V. Via I'isomorphisme du lemme précédent, on constate que

M((Cn)v ~ {Q = g S C(Xl, ce 7Xn>7g|V 7é 0} = Ap.

La définition (2) présente alors M(V) comme le quotient de M(C™)y, par I'idéal Iy, des
fonctions qui s’annulent sur V. Or via le lemme précédent on peut identifier

f

Iy ~ {Q: Lecon x)gv 0 fvzo} A,

La définition (2) revient donc & poser M(V') := A,/pA, et la proposition ci-dessus nous
assure que la définition (1) lui est équivalente.

Interprétation géométrique. (Anneau local d’une variété algébrique en un point) — Conti-
nuons avec le contexte ci-dessus d’un ensemble algébrique irréductible V' C C", et fixons
un point z € V. Ce point fournit un morphisme d’évaluation O(V) — C dont le noyau
est un idéal maximal m,. Le localise O(V), = O(V),,. correspondant est un sous-anneau
de M(V) qui s’interpréte comme I’algébre des fonctions rationnelles sur V' définies au
voisinage de z. On ’appelle “anneau local de V en 2”

Ezxemple. (Un exemple d’anneau noethérien ot un élément admet une infinité de divi-
seurs irréductibles non associés) — Considérons la courbe V' d’équation X% —Y? = 0 dans
C? et le point z = (0, 0) (qui, si 'on fait le dessin des points réels, apparait comme un point
“singulier”). Dans C[X, Y], considérons la partie multiplicative S formée des polynomes de
terme constant non nul. Alors O(V), = STIC[X,Y]/(X? — Y?3) le quotient du localisé¢ par
I'idéal engendré par (X2 —Y?). Pour tout a € C, on a (aX +Y)(aX —Y) = (a’X? —Y?)
dans C[X,Y]. Dans O(V),, on a (a*X? — Y?) = Y?(a®’Y — 1), et élément a*Y — 1 est
inversible. Il s’ensuit que Y2 est divisible, dans O(V)., par tous les éléments aX +Y, a € C,
dont on vérifie facilement qu’ils sont irréductibles et 2 a 2 non associés.
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1.6.6 L’anneau total des fractions. Lorsque A n’est pas intégre, Uensemble A\ {0}
n’est pas une partie multiplicative de A, et on le remplace par ’ensemble S = A, des
éléments réguliers de A (ie non nuls et non diviseurs de 0). On note parfois Q(A) le localisé
S7LA et on lappelle anneau total des fractions. 11 a la particularité d’étre le “plus grand
localisé¢” dans lequel A s’injecte.

FEzercice. — Pour A = C[X,Y]/(XY), montrer que Q(A) = C(X) x C(Y). (Utiliser un
exercice précédent).

Plus généralement, lorsque A est réduit et noethérien, Q(A) est le produit d’'un nombre
fini de corps. Plus précisément :

PROPOSITION. — Supposons A réduit et notons Spec(A)min 'ensemble des idéaux pre-
miers minimauz de A.

i) Sip € Spec(A)min, alors pA, =0, et donc Frac(A/p) = A,.

i) Areg = A\ UA) p> et on a une bijection Spec(A)min = Spec(Q(A))min,

peSpec(
p = pQ(A) telle que Ay = Q(A)pga)-
iii) Supposons Spec(A)min fini. Alors Spec(Q(A)) = Spec(Q(A))min et le morphisme
produsit
Q) — Il QU= [ Frac(a/p)

pespeC(A)min pespeC(A)min
est un isomorphisme.

iv) Si A est noethérien, alors Spec(A)mm est fini.

Démonstration. i) Le premier exercice de nous assure que Spec(A4,) = {pA,}. Le
second nous assure que A, est réduit, donc pA, = {0}. La proposition nous dit alors
que Frac(A/p) = A, /pA, = A,.

ii) Soit p minimal et a € p \ {0}. On vient de voir que I'image de a est nulle dans le
localisé A,. Il s’ensuit que a est diviseur de 0. Réciproquement, soit a un diviseur de 0.
Choisissons b € A\ {0} tel que ab = 0. Puisque b est non nul et donc non nilpotent, il
existe un idéal premier q qui ne le contient pas. Le lemme de Zorn nous dit que l'on peut
trouver un premier minimal p dans q (car intersection d’une suite décroissante d’idéaux
premiers est un idéal premier). On a alors ab € p et donc a € p. Le reste de assertion
découle du fait que la bijection du premier exercice [1.6.1]est croissante et du fait que, dans
la situation de cet exercice, on a un unique isomorphisme de A-algébres A, = (S7tA)g-1,
par la propriété universelle.

iii) Vu la bijection du premier exercice [1.6.1] I'égalité Spec(Q(A)) = Spec(Q(A))min
équivaut a l'égalité {p € Spec(A),p N Awg = 0} = Spec(A)min. D’aprés le point ii), il
faut donc montrer que si p premier est contenu dans la réunion des premiers minimaux,
alors p est minimal. Puisque Spec(A)ni, est supposé fini, il existe un ensemble fini minimal
{p1, -+ ,p,} de premiers minimaux tel que p C p; U--- U p,. Supposons r > 2. Il existe
done a; € (p N pi) \ (U, ps) pour tout i. Puisque p; est premier, I'¢lément b; := [[,; a;
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de p est dans tous les p; sauf p;. La somme ) . b; est alors dans p mais dans aucun des p; :
contradiction. On a donc r =1 et p = p; € Spec(A)min-

Puisque tous les idéaux premiers de Q(A) sont minimaux, ils sont aussi maximaux.
Soit alors pQ(A) € Spec(Q(A)). Puisqu’il est maximal, Q(A)/pQ(A) est un corps, et
on a donc Q(A)/pQ(A) = Frac(Q(A)/pQ(A)). Puisqu’il est minimal, le i) nous dit que
Frac(Q(A)/pQ(A)) = Q(A)pqa)- En résumé, le morphisme Q(A) — Q(A)y(4) induit un

isomorphisme Q(A)/pQ(A) = Q(A)pg(a), et il ne nous reste plus qu’a prouver que le
morphisme produit
QA — [ QA)/pQ(4)

pespeC(A)min

est un isomorphisme. C’est une version du lemme chinois avec “plusieurs idéaux” (que I’on
reverra plus tard). Concrétement, ce morphisme est injectif car son noyau ﬂpESpec(A)min pQ(A)
est le nilradical de Q(A) qui est nul. Pour voir qu’il est surjectif, il suffit de montrer qu’il
contient chaque idempotent e, = (0,---,1,---,0) avec le 1 placé en l'indice p. Or, par
maximalité de tous les pQ(A), il existe des éléments a,y € Q(A) pour p # q tels que
apg € PQ(A) et apg + agy = 1. Mais alors, I'élément a, := [],, aq a pour image I'idem-
potent voulu e, dans le produit Hp Q(A)/pQ(A). On notera que ce produit n’est défini que
si 'ensemble Spec(A)pi, est fini.

v) Considérons I’ensemble Z des idéaux I pour lesquels Spec(A)s; := {p € Spec(A4),p D
I} posséde une infinité d’éléments minimaux. Si Z est non vide, il admet un élément
maximal I, puisque A est supposé noethérien. Alors I n’est manifestement pas premier, et
on peut donc trouver f,g € A\ I tels que fg € I. Un idéal premier contenant I contient
alors f ou g, de sorte que Spec(A)>; est réunion de Spec(A)x (s et Spec(A)sr4(y) et donc
Spec(A)>rmin est contenu dans la réunion de Spec(A)>r4(f),min €t Spec(A)>r4(g)min- Mais
ces deux ensembles sont finis, par maximalité de I, contredisant I'existence méme de I. [J

Interprétation géométrique. (Composantes irréductibles) — La proposition précédente
s’applique & la C-algébre O(V) d’un ensemble algébrique V' C C", puisque celle-ci est
réduite et noethérienne. Notons py, - - - , p, les idéaux premiers minimaux de O(V) et V; :=
{z € V,Vf €p;, f(z) = 0} le sous-ensemble algébrique de V' défini par p;. Un théoréme de
Hilbert que nous verrons plus loin, le Nullstellensatz, implique que p; = {f € O(V), fiv, =
0} (seule I'inclusion C est évidente). Ainsi, chaque V; est irréductible (au sens de
puisque O(V;) = O(V)/p; est intégre. La contrepartie géométrique de l'égalité ()_, p; =
{0} est la propriété de recouvrement V = V; U --- U V,. Le Nullstellensatz implique aussi
qu’aucun V; n’est contenu dans la réunion des autres V. Ceci caractérise la famille des
V; parmi les familles couvrantes de sous-ensembles irréductibles. On appelle les V; les
composantes irréductibles de V.

Définissons maintenant I’algébre des fonctions rationnelles M (V) sur V' comme le quo-
tient M(C")y /Iy avec les mémes définitions que dans Ainsi M(C")y est I'ensemble
des fractions rationnelles % avec g telle que g;y; # 0 pour tout i. C’est donc le localisé
de O(C") en la partie multiplicative (;_,(O(C™) \ p;) ou p; est la préimage de p; dans
O(C™). 11 s’ensuit que M(V) est le localisé de O(V') en (,_,(O(V) \ p;), et on a donc
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M(V) = Q(O(V)). La proposition précédente nous dit alors que M(V) = [[_, M(V;).

Remarque. — Lorsque Spec(A)mn n’est pas fini, il peut exister des idéaux premiers p
non minimaux contenus dans A\ A,es. Exemple : soit A = k[Xy, -+, X, -+ |/(XiXj, i # j).
Alors I'idéal maximal (X7, -+, X,,,---) est formé de diviseurs de 0 mais n’est pas minimal
puisqu’il contient strictement I'idéal premier (Xo, X3, -+, X, -+ ).

1.7 Produit tensoriel

Le lecteur a peut-étre déja rencontré la notion de “complexifi¢” d’un espace vectoriel
réel. Nous allons développer un procédé plus général qui permet de passer des modules sur
un anneau A & ceux sur une A-algébre B, et qui repose sur la notion de produit tensoriel.

1.7.1 Applications bilinéaires. Soit A un anneau commutatif unitaire et M, N, P trois
A-modules. Une application M x N — P est dite A-bilinéaire si pour tout m € M, resp.
pour tout n € N, les applications

O(m,—): N— Pet0(—,n): M — P

sont A-linéaires (i.e. des morphismes de A-modules).
Exemple. — Si B est une A-algébre, 'application produit B x B — B est A-bilinéaire.

Ezemple. — Si M et N sont deux A-modules, 'application M x Homy (M, N) — N,
(m, @) — p(m) est A-bilinéaire.
Nous noterons Bil, (M x N, P) 'ensemble des applications A-bilinéaires de M x N dans

P. c’est naturellement un A-module, avec 'addition (61 + 63)(m, n) := 01(m,n) + 02(m, n)
et 'action de A donnée par (af)(m,n) := a.0(m,n).

1.7.2 THEOREME.— Il existe un A-module M @4 N muni d’une application bilinéaire

MxN — M®uyN
(m,n) — m®n

universel au sens suivant : pour tout A-module P muni d’une application bilinéaire 0 :
M x N — P, il existe un unique morphisme de A-modules pg : M @ N — P tel que
O(m,n) = @g(m®n). En d’autres termes, ['application ¢ — po(—®—) est un isomorphisme
(de A-modules)

Homy (M ®4 N, P) =5 Bils(M x N, P).

De plus, le A-module M @4 N muni de l'application bilinéaire (m,n) — m ® n est unique
a 1somorphisme unique pres.

Remarque. — Pour une fois, nous définissons 1'objet par sa propriété universelle, plutot
que par sa construction. C’est parce que, en général, cette construction ne nous dit pas
grand chose.
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Démonstration. Comme d’habitude, 'unicité & isomorphisme unique prés sera conséquence
de la propriété universelle. Pour l’existence, il faut construire M ®4 N “4 la main” en
essayant de respecter le cahier des charges imposé par la propriété universelle.

Partons du A-module libre AM*N) dont nous noterons (em,n)(mm)eMxN la base “cano-
nique”. Considérons le sous-A-module K de AM*N) engendré par les éléments suivants :

— Emim/m — €mn — Em'm €6 €mntns — Emp — €y O MM € M et n,n’ € N.

— Camn — ACmp €L Eman — @ 0oume M, ne Netac A

Posons alors M @4 N := AMN) /K et notons m ® n = &, 'image de e,,,, dans ce
quotient. Remarquons que, par définition de K, on a la relation

/ /
(m+m)®n==Cnimmn==Cmn+Cmwn=mOn+m Qn.

De méme on a la relation

(am) @ N = Campn = QCamn = a.(M A n).

Ainsi, application m — m®n est A-linéaire pour tout n. De méme, 'application n — m®n
est A-linéaire pour tout m, et finalement Papplication (m,n) — m & n est A-bilinéaire.
Par composition on a donc, pour tout A-module P, une application

Homu(M ®4 N,P) — Bila(M x N, P)
o = (B, (mon) o> p(m@n))
Il s’agit de prouver que cette application est bijective.
Pour cela nous allons construire une application dans I'autre sens. Partons de 6 : M x
N — P bilinéaire. D’aprés la propriété universelle des modules libres, il existe un unique
morphisme de A-modules @y : AMN) — P tel que Pg(emn) = 0(m,n). On remarque
alors que

Qo(emtm'n — €mm — €mrn) = 0(m+m/;n) — 0(m,n) —O(m',n) =0,

la derniére égalité venant de la bilinéarité de . De méme on a

Qo(€amm — ) = O(am,n) —ab(m,n) =0,
puis aussi
Qe(em,n—‘rn’ —€mn — em,n’) =0= Sb(em,an - aem,n)'

On voit donc que K C Ker(pg). Par la propriété universelle des quotients, on en déduit
que Py se factorise par un unique morphisme @y : AMN) /K = M ®,4 N — P qui envoie
M &N = €, SUr Pg(€m,) = 0(m,n). On a donc construit une application

Bily(M x N,P) — Homa(M ®4 N, P)
0 — pg:mRn—0(m,n)’

Visiblement, les deux applications ainsi construites sont inverses 'une de 'autre.  [J
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Remarque. (Attention) — Un élément quelconque de M ®4 N n’est pas de la forme
m ® n, mais une combinaison A-linéaire de tels éléments.

Les éléments de M ®4 N sont parfois appelés tenseurs. Un élément de la forme m ® n
est appelé tenseur élémentaire. Tout tenseur est donc combinaison linéaire de tenseurs
élémentaires.

1.7.3 Propriétés fonctorielles. Soient M, N comme précédemment et soient ¢ : M —
M' ). N — N’ deux morphismes de A-modules.

LEMME. — [l existe un unique morphisme de A-modules
oR1Y: M4 N — M @4 N’
qui envoie m @ n sur (m) Q@ P(n) pour tous m € M et n € N.

Démonstration. Considérons 'application 6 : M x N — M’ ®4 N’ qui envoie un couple
(m,n) sur le tenseur ¢(m) ®1p(n). On a (am +m’,n) = (am +m') @ (n) = (ap(m) +
p(m')) @ p(n) = a(p(m) @ (n)) + o(m') @ ¥(n) = ab(m,n) +6(m’,n), et de méme on a
f(m,an+n’) = af(m,n)+6(m,n’). Donc 6 est bilinéaire, et il existe un unique morphisme
M®s N — M' ®4 N' qui envoie m ® n sur #(m,n) = p(m) @ ¥(n). O

Remarque. — L’unicité dans le lemme implique que si ¢’ : M — M" et ¢y’ : N' — N”
sont deux autre morphismes on a (¢’ @ ¥') o (po ) = (¢’ 0o p) @ (V' @ V).

1.7.4 Propriétés monoidales. Le produit tensoriel joue vraiment un role de “multi-
plication” sur la “catégorie” des A-modules. La proposition suivante nous dit qu’il est
“essentiellement” commutatif, associatif, distributif par rapport aux sommes directes, et
que A est un “objet” neutre.

PROPOSITION. — Soient M, M' et N des A-modules.

i) L’application M — A®4 M, m +— 1@ m est un isomorphisme de A-modules dont
[inverse envoie a @ m sur am.

ii) Il existe un unique isomorphisme de A-modules
M@y NS Noa M

qui envoie m @ n sur n @ m.

iii) Il existe un unique isomorphisme de A-modules
(MOM)@4 N 5 (M4 N)S (M @4 N)

qui envoie (m,m') @ n sur (m@mn,m' @n).

iv) 1l existe un unique isomorphisme de A-modules
(M @A M)@4N "5 M®s (M @4 N)

qui envote (m@m') ®@n sur m ® (m' @n).
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Démonstration. i) L’application AX M — M, (a, m) — am est A-bilinéaire donc provient
d’un morphisme A ®4 M %+ M qui envoie a ® m sur am. Notons 1 le morphisme de
I’énoncé. On a po)(m) = p(1®m) = m donc ot = idy,. Par ailleurs on a op(a®@m) =
Y(am) = 1® (am) = a(l ® m) = (a.1) ® m = a ® m. Comme les tenseurs élémentaires
engendrent A ®4 M, on en déduit que ¢ o ¢ = idag -

ii) L’application M x N — N ® 4 M qui envoie (m,n) sur n @ m est A-bilinéaire donc
provient d’un morphisme M ® 4 N — N ®4 M qui envoie m ® n sur n ® m. Celui-ci est
uniquement déterminé par cette propriété puisque les tenseurs m @ n engendrent M @4 N.
Le méme argument nous fournit un morphisme dans l'autre sens qui envoie n ® m sur
m ® n. Comme les tenseurs engendrent les produits tensoriels, les deux morphismes ainsi
construits sont inverses I'un de 'autre.

iii) L’application (M @ M')x N — (M @4 N)® (M’ ®4 N) qui envoie ((m,m’),n) sur
(m®n,m' ®n) est A-bilinéaire donc provient d’'un morphisme comme dans I’énoncé. Dans
l'autre sens, 'application M x N — (M & M') ® 4 N qui envoie (m,n) sur (m,0) ® n
est bilinéaire, d’ott un morphisme M ®4 N — (M & M') ®4 N qui envoie m ® n sur
(m,0) ® n. De méme on a un morphisme M’ ®4 N — (M @& M') ®4 N qui envoie
m @ n sur (0,m') ® n. La propriété universelle des sommes directes nous fournit alors un
morphisme (M ®4 N) & (M' @4 N) — (M & M') ®4 N qui envoie (m ® n,m' ® n) sur
(m,0) @ n+ (0,m") @ n = (m,m’) ® n. Ce morphisme est visiblement inverse de celui de
I’énoncé.

iv) On peut raisonner exactement comme pour ii) par exemple (laissé au lecteur). On
peut aussi plus élégamment remarquer que les applications

— 0 MxM xN—TWY:=(Me,M)®4 N, (m,m' ,n)— (mem')n et

— 2 MxM xN-—T?:=M@,4 (M @4 N), (m,m',n)—me (m n)
sont A-trilinéaires et vérifient chacune la propriété universelle suivante : pour toute appli-
cation A-trilinéaire 6 : M x M’ x N — P il existe un unique morphisme de A-module
oh : TW — P tel que § = 0" o ). Alors ¢}, est le morphisme de 'énoncé et ¢2, est son
isomorphisme réciproque.

]

Remarque. — Nous ferons parfois 'abus d’identifier M ®4(M' @4 N) et (M @4 M')@4 N
et de les noter simplement
M®s M @4 N.

Comme expliqué dans la preuve ci-dessus, ce dernier est muni de 'application A-trilinéaire
(m,m',n) » mem Qn.

FEzercice. - i) Utiliser i) et iii) de la proposition pour montrer que A" ®4 M ~ M".

ii) Généraliser iii) de la proposition a des sommes directes arbitraires ainsi :

(@M) @4 N~ (M;®4N).

i€l iel
iii) En déduire A ®@4 M ~ MD pour tout ensemble 1.
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Voici un exemple important ou le produit tensoriel prend une forme plus explicite.

1.7.5 PROPOSITION.— Le produit tensoriel de deux modules libres est libre. Plus préci-
sément, pour deuzr ensembles I, J, 'unique morphisme de A-modules

©: AUy A & AW)
qui envoie e; j sur e; ® e; est un isomorphisme AT A @ AU,

Démonstration. Cela pourrait se déduire de la proposition précédente renforcée par ’exer-
cice ci-dessus, mais voici un argument détaille. Considérons Iapplication AD) x AY) —

AUX)) définie par
(Z a;€;, ij@j) — Zaibjei7j.

On vérifie immédiatement qu’elle est A-bilinéaire. Il existe donc un unique morphisme de

A-modules
¥ AD @, AY) — AUXI)

qui envoie I'élément (3, aze;) ® (3_; bje;) sur >, azbje; ; et donc, en particulier, e; @ e;
sur e; ;. Puisque ¢ o p(e; ;) = e;;, on a 1 o = id aux.. Par ailleurs, pour m = 3. a;e; et
n=>bje;, ona

pop(m®n) = ¢ (Z aibjeiu’) = aibile; @e;) =Y ai(er @ (D be;))
ij i i j
= Zai(ei ®n) = (Zaiei) ®n=m®emn.
Comme les tenseurs élémentaires engendrent M @ N (cf la construction du théoréme),
cela montre que ¢ o1 = id 41 g A - O

Ezxercice. — Soit k un corps et V, W deux k-espaces vectoriels de dimension finie. Notons
V* := Homy(V, k) le dual de V.

i) Montrer qu’il existe un unique isomorphisme V* ®, W — Homy(V, W) qui envoie
f ® w sur lapplication k-linéaire v — f(v)w.

ii) Supposons W = V. Montrer qu’il existe une unique forme k-linéaire V* @,V — k
qui envoie f ® v sur f(v).

, ~
iii) Montrer que la composée Endy (V) = Homg(V,V) — V* @, V —— k est le mor-
phisme 90 — tr(g@) [On pourra choisir une base ey, --- ,e, de V, noter ef, cee ,e;f sa base duale dans V*, remarquer

que e;f ® e; correspond a I'’endomorphisme de V' dont la matrice dans la base choisie est la matrice élémentaire E;;, et enfin que

e(e] ®e;) = 8551

Remarque. — 11 est important de préciser 'anneau au-dessus duquel on fait le produit
tensoriel. Considérons par exemple deux C-espaces vectoriels V' et V'’ de dimension d et d'.
Alors V ®@c V' est un C-ev de dimension dd’ donc aussi un R-ev de dimension 2dd’. Par
contre V ®g V' est un R-ev de dimension (2d)(2d') = 4dd'.
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1.7.6 Ezxtension des scalaires. On suppose maintenant que le A-module M est une A-
algébre, et nous la noterons B. Nous allons étendre la structure de A-module sur B ® 4 N
en une structure de B-module.

PROPOSITION. — [l existe sur B ®4 N une unique structure de B-module telle que
Vb, € B)Nne N, V- (b®n)=(bb) @n.

Démonstration. On prescrit 'action de b’ sur les tenseurs élémentaires, donc l'unicité dé-
coule du fait que ces tenseurs élémentaires engendrent B ® 4 N. Reste a voir que 'action
de b’ ainsi prescrite est bien définie, et qu’elle définit une structure de B-modules.
Existence. Notons py : B — B, b — b/'b la multiplication par b dans B. C’est un
endomorphisme A-linéaire de B. D’aprés le lemme il existe un unique morphisme
Uy =y ®idy : B&a N — B®4 N qui envoie b ® n sur puy(b) @ n = (V'b) ® n.
Structure de B-module. Il s’agit maintenant de vérifier que Iapplication ¥ € B
Uy, € Endg (B ®4 N) est un morphisme de A-algébres. Or, 'égalité ((b' + b")b) @ n =
(U'b) @ n + (V'b) ® n montre que Wy = Wy + Wy, et par ailleurs on a Wy (b @ n) =
(b”b/b) XKn = \I’b//((b/b) (%9 n) = \I/b" 9] \I/b/(b X n), d’ou \Ilb”b’ = \Ijb” o \I/b/. O]

Eremple. — Si N = A, le i) de la proposition assure que B ®4 A = B. Plus
généralement, si I est un ensemble, le fait que le produit tensoriel “commute aux sommes
directes” nous assure que B ®4 AY) = BU), En d’autres termes :

PROPOSITION. — Si N est un A-module libre de base (e;)icr, alors B @4 N est un
B-module libre de base (1 ® e;)ier.

Exemple. — Soit V un R-ev. Lorsqu’on ne dispose pas du produit tensoriel, on introduit
souvent le complezifié Vo de V' de 'une des deux maniéres suivantes :

— soit en choisissant une R-base (¢;)icr de V et en posant V¢ := @,.; C.¢;,

— soit en posant Vi := V @ V et en définissant la multiplication de a + b € C sur

(v,w) par (a 4+ ib).(v,w) = (av — bw, aw + bv).

La premiére méthode est non-canonique puisqu’elle repose sur un choix de base. La seconde
semble plus naturelle, mais on serait bien en peine de la généraliser pour, par exemple,
définir le “réelifié” d’un Q-espace vectoriel ! Lorsqu’on dispose du produit tensoriel, la bonne
maniére de définir V¢ est de poser Vi := C ®g V. La proposition ci-dessus fait un lien
explicite avec la premiére méthode ci-dessus. Et la décomposition Cer V = (R®g V) &
(IR®r V)~V @iV fait le lien avec la seconde.

Voici maintenant la propriété universelle qui caractérise I’extension des scalaires.

PROPOSITION. — Pour tout B-module M et tout morphisme de A-modules ¢ : N —
M, il existe un unique morphisme de B-modules gy : B ®4 N — M tel que p(b®@n) =
bi(n). En d’autres termes, Uapplication ¢ — (¥, : n+— p(1 ®@n)) est une bijection

Homp(B ®4 N, M) — Hom (N, M)

dont linverse est donnée par 1 — py.
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Démonstration. Encore une fois I'unicité de ¢ = ¢, découle du fait que les tenseurs élémen-
taires b®m engendrent B ®4 M. Pour 'existence d’un morphisme de A-modules ¢ comme
dans I’énoncé, il suffit de vérifier que I'application Bx N — M, (b, n) — bn est A-linéaire,
ce qui est immeédiat. Il faut alors vérifier que ¢ est bien un morphisme de B-modules, ce
qui découle du calcul (V- (b®@n)) = p((0'b)@n) = b'bn = V'p(b®n). Enfin, il est clair que
Yy, = ¥, et d'un autre coté on a g (b@N) = by, (n) = bp(1@n) = p(b(1®n)) = E(b®n).
D’ou la derniére assertion de I’énoncé. O

Remarque. — Soit M un B-module et N un A-module. Le méme raisonnement que
pour la premiére proposition montre qu’il existe une unique structure de B-module
sur M ®4 N telle que I'action de b € B sur un tenseur élémentaire m ® n soit donnée par
b-(m®mn):= (bm) ®n. En d’autres termes, si p, : M — M désigne la multiplication par
b dans M, alors la multiplication par b dans M ® 4 N est donnée par p, ® idy.

1.7.7 Transitivité de l’extension des scalaires. Commencons avec M et N comme dans
la remarque ci-dessus et soit M’ un autre B-module. Le lemme suivant se montre comme

le iv) de la proposition [1.7.4]
LEMME. — Il existe un unique isomorphisme de B-modules
M ®p (M' ®4 N) — (M @p M') @4 N
qui envoie m @ (m' @ n) sur (m @ m') @ n pour tout m € M, m' € M" et n € N.
Le cas particulier M’ = B de ce lemme nous donne donc un isomorphisme

M®p(BRsN) = (M®zB) @4 N — M4y N

ou le second isomorphisme est ¢ ® idy avec 7 : M ®p B =M I’isomorphisme qui envoie
m & b sur b comme dans le point i) de la proposition L’isomorphisme réciproque

M®ANL>M®B(B®AN)

envoie m @ n sur m ® (1 ®n).
Supposons maintenant que M est une B-algébre, que nous noterons C'. On a donc deux
morphismes d’anneaux A — B — C.

PROPOSITION. — [l existe un unique isomorphisme de C'-modules
C@sN - C®p(B®aN)

qui envoie c@n sur ¢ ® (1 @n) et dont l'inverse envoie ¢ @ (b @ n) sur cb @ n.

Démonstration. Nous venons de voir que les morphismes en question existent et sont des
isomorphismes de B-modules. Il reste a voir qu’ils sont C-linéaires, ce qui est évident vu
la définition de ’action de C'. O]
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1.7.8 Extenston des scalaires par un morphisme quotient. On s’intéresse ici au cas ol
B = A/I pour un idéal I de A. Si M est un A-module, on note

]M = {mGM,Elzla 77:7‘€Ia5|m17”' 7mT€Mm:i1m1+...+irmT}

On vérifie sans peine que c¢’est un sous-A-module de M (on remarquera d’ailleurs que si
M est un idéal J de A, on retrouve la définition de l'idéal produit 1.J). Par construction,
I'action de I sur le A-module quotient M/IM est nulle. La structure de A-module A —
Endyz (M /IM) se factorise donc par A/I, ce qui fait de M/IM un A/I-module.

PROPOSITION. — L’application m — 1 ® m induit un isomorphisme de A/I-modules
M/IM = A/T @4 M.

Démonstration. L’application 1 de I’énoncé est A-linéaire. Elle envoie un élément ¢m sur
1® (im) =i(l®m) = (i.1) ® m dans A/I ®4 M. Or i.1 =0 dans A/I, donc (im) = 0
dans A/I ®4 M. Comme IM est engendré par les éléments de la forme im, on en déduit
que Y(IM) = 0 et que I'application de 'énoncé se factorise par le quotient M/IM en
une application A-linéaire ¢ : M/IM — A/I ®4 M. Dans I'autre sens, partons de la
projection M ™23 M/IM. Elle appartient & Hom (M, M/IM) et la propriété universelle
de I'extension des scalaires nous assure l'existence de ¢ € Homyu,;(A/I ®a M, M/IM) tel
que p(a ® m) = a.m. On a alors, pour tous a € Aet m € M, pop@®@m) =1®am =
a(l®@m) =a®@m, et po)(Mm) = p(1@m) = m. Ceci montre que et ¢ sont des bijections
réciproques. Comme ¢ est A/I-linéaire, son inverse ¢ l'est aussi. ]

Exemple. — Soit A = 7Z, M un p-groupe abélien, et [ un premier différent de p. Alors
7.)17 @7 M = 0. En effet, le corollaire nous dit que que ce module est isomorphe & M /IM,
mais la multiplication par [ est surjective sur M puisque, si m € M est annulé par p* et si
ul +vp* = 1, alors lum = m.

Exercice. — Soient I, J deux idéaux tels que I + J = A et soit M un A-module annulé
par I N J, c-a-d tel que (I NJ)M = 0. Montrer que M = IM & JM, que IM ~ M/JM et
JM ~ M/IM.

1.7.9 Extension des scalaires par une localisation. On s’intéresse ici au cas ou B =
S~1A pour une partie multiplicative S C A. Si M est un A-module, on peut construire un
S~1A-module S~'M de la méme maniére que pour construire S~'A. On munit M x S de
la relation d’équivalence (m,s) ~ (m/,s') < 3t € S,tsm’ = ts'm, et on note ™ la classe
d’équivalence de (m, s) dans 'ensemble quotient noté S~'A. On vérifie alors qu’il existe
une unique loi de groupe abélien sur S™1M telle que =+ ZL—// = smts'm huis une unique

ss’

action de S7'A telle que ¢ - = 4% On appelle S~'M le “localisé de M selon S”.

S

PROPOSITION. — L’application M — S™'M, m T induit un isomorphisme de
S~ A-modules
STTA@A M — S™'M.
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am

Démonstration. L’application de I'énoncé est A-linéaire puisqu’elle envoie am sur %% =
1+ T Par la propriété universelle de I'extension des scalaires, on en déduit un morphisme
de S7'A-modules ¢ : ST!A®4 M — S7'M. Dans lautre sens, on voudrait définir une

application ¢ qui envoie ™ sur %@m. Pour voir que cela fait sens, soit (m/, s") ~ (m, s), et

ttel que tsm’ =ts'm. Ona L @m' = L5 @m/ = ts(;5@m') = &5 @tsm’ = 5 Qts'm =
ts’(tsls, ®m) = fs—i, @m = % ® m. Ceci montre que ¢ est bien définie. On laisse au lecteur
le soin de vérifier que ¢ et ¢ sont des bijections réciproques. O

Remarque. — Avec les notations précédentes :

i) Si tout élément de M est annulé par un élément de S, alors S~'M = 0. En effet, si

m est annulé par t, alors pour tout s on a 7 = T—f = 0.

Exemple : si M est un groupe abélien fini, Q ®z M = 0.

ii) Si tout élément de s agit bijectivement sur M, alors S™'M = M. En effet, le noyau
de 'application canonique m — 5 est I'ensemble {m € M,3t € S, tm = 0} = {0},
et si on note s]}} la bijection réciproque (qui ne provient pas nécessairement de

-1 -1
I'action d’un élément de A), on a = = SsMs(m) = le(m)
application est surjective.

Exemple : Q ®7 Q = Q.

Exemple. — Soit A = Z et M un groupe abélien fini. On sait que M est un produit
Hp M, de p-sous-groupes abéliens finis, pour p premier (si on ne le sait pas, on le verra
plus loin). Soit Z,) le localisé de Z en I'idéal premier (p) (ie selon la partie multiplicative
S engendrée par les premiers [ # p). Alors on a

, ce qui montre que cette

Z(p) X7, M ~ Mp.

En effet, d’aprés le i) de la remarque précédente, on a Z,y ® M; = 0 pour | # p car M est
annulé par une puissance [* qui est inversible dans S. Et d’aprés le ii) de la remarque, on
a Zp) ® M, = M, puisque tous les [ # p agissent de maniére inversible (avec pour inverse
la multiplication par u ou ul + vp” =1 et p* annule M,).

1.7.10 Caractérisation tensorielle des A-algébres. Au paragraphe [1.3.3] nous avons
remarqué que la donnée d’une A-algébre (au sens d’un anneau B muni d’un morphisme
A — B) est équivalente & celle d’'un A-module muni d’une structure d’anneau dont
la multiplication B x B — B est A-bilinéaire. Cette multiplication induit donc une
application A-linéaire p : B ® 4 B — B. Réciproquement, on peut se demander quelles
propriétés une telle application u doit avoir pour étre la multiplication d’une A-algébre.

PROPOSITION. — Soit i : B®4 B — B un morphisme de A-modules. L’application
(b,6') = b0 = pubRV) fait de B une A-algébre commutative d’unité 1p si et seulement
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st les diagrammes suivants sont commutatifs :

BosBo,sB2YBo,B B®,B—~B B®y B
o] T e bt N
id ®u © bbb’ Qb id

B &y B———B, Bo,B—~B B < B

Démonstration. La commutativité du premier diagramme signifie po(p®id) = po(id ®u) :
B®aB®s B — B. Elle est équivalente a I’assertion Vb, 0/, b" € N, (b-0')-b" =b- (V' -b"),
c’est-a~dire a 1'associativité de la loi (b,0') — p(b ® b'). De méme la commutativité du
second diagramme est équivalente a la commutativité de la loi (b,0') — u(b®1?'), et celle du
troisiéme diagramme dit que 15 est élément neutre de cette loi. Quant a la distributivité par
rapport a ’addition, elle est incluse dans la bilinéarité de application (b, ') — p(b&b'). O

1.7.11 Coproduit de A-algébres. On se donne ici deux A-algébres B et C.

PROPOSITION. — [l existe sur B ®4 C une unique structure de A-algébres telle que
(bc) @) =bb @ cc pour tous b)) € B et ¢, € C.

Démonstration. Encore une fois, 'unicité du produit découle du fait que les tenseurs élé-
mentaires engendrent B ® 4 C. Pour lexistence, notons u? : B ®4 B — B et p¢ :
C ®4 C — C les morphismes donnant la multiplication de B et C, et considérons le
morphisme

P (B4 C)® (B®4C) 5 (B®a B)®4 (C®4C) "~ Bo,C.

Il envoie (b®c) ® (V' ® ) sur (b® ) ® (¢ ® c), puis sur (bb' @ cc’). Pour voir que puP®°
définit une structure de A-algébres sur B ®4 C, il faut vérifier la commutativité des dia-
grammes de la proposition précédente, laquelle découle péniblement mais sans difficulté de
la commutativité des mémes diagrammes pour p? et uC. [

Ezxercice. — Si M est un B-module et N un C-module, alors montrer qu’il existe une
unique structure de B ® 4 C-module sur M ®4 N telle que I'action de B ® 4 C' est donnée
sur les tenseurs élémentaires par (b ® ¢) - (m ®@n) = (bm ® cn).

Remarquons que les applications B =% B4 C, b b@1et C 25 B, C, c— 1®c
sont des morphismes de A-algébres. La A-algébres B® 4 C', munie de ces deux morphismes,
satisfait la propriété universelle suivante :

PROPOSITION. — Soit D une A-algébre munie de deux morphismes d’algébresn : B —»
D et : C — D, alors il existe un unique morphisme d’algebres B @4 C % D tel que
n=(n-¥)o(id®l) ety = (n-¢)o (l®id). De plus on a

n-=p"o(nev)
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qui est donné sur les tenseurs élémentaires par b ® ¢ — n(b)(c). En d’autres termes,
Uapplication 0 — (0 o (id®1),0 0 (1 ®1d)) est une bijection

Hom s (B ®4 C, D) — Homy_,(B, D) x Hom_.,(C, D)

dont Uinverse est donnée par (n,1) — n - 1.

On remarquera 'analogie avec la propriété universelle des sommes directes de modules
b)
qu’on avait aussi appelées “coproduits de modules”.

Démonstration. On vérifie d’abord immédiatement que - défini par P o (p®1)) est bien
un morphisme d’algébres, et qu’on a bien p = (p-1)o(Id®1) et ¢ = (¢-1) o (1®id). Pour
finir la preuve, il reste alors a voir que (fo (id®1))- (Ao (1®id)) = 6. Il suffit de le faire sur
les tenseurs élémentaires b ® ¢, or pour un tel tenseur on a f(b®c) = 0(b® 1)(1®c)) =
0(b® 1)0(1 ® ¢) comme voulu. O

Exemple. — Soient I et J deux idéaux de A. On a
AT @4 A)J ~A/(T+J).

En effet, soient 7/ : A/ — A/(I + J) et 7/ : AJJ — A/(I + J) les projections
canoniques. D’aprés la proposition elles fournissent un morphisme 7/-77 : A/I®4A/J —
A/(I+J) qui envoie (amod I)®(bmod J) sur (abmod I+.J). Dans I'autre sens, considérons
'application ¢ : A — A/l ®4 A/J qui envoie a sur ¢(a) ;= a- ((1mod ) ® (1 mod J)).
D’un c¢6té on a p(a) = (amodI) ® (1mod J), ce qui montre que I C Ker(p). De autre
coté on a aussi p(a) = (1modJ) ® (amodJ), ce qui montre que J C Ker(y). On a
donc I + J C Ker(p) et par conséquent ¢ se factorise par un morphisme A-linéaire @ :
A/(I+J)— A/I ®4 A/J. Par construction on a
— (rl 7 oplamod I +J) = (r!-7/)(a- (1 mod I)® (1 mod J)) = a-(1mod I +J) =
amodl + J
— po(rl-7)((amod I) ® (bmod J)) = ¢(abmod I +J) = ab- (1mod I) ® (1 mod J) =
a-(1mod/)® (bmodJ) = (amod ) ® (bmod J),
donc @ et 7! -/ sont inverses I'un de 1'autre.

Exemple. — L’unique morphisme de A-algébres qui envoie X; sur X; ® 1 et X5 sur
1 ® X5 est un isomorphisme

A[X1, Xo] = A[X] @4 A[X]

dont I'inverse est donné par le morphisme ¢; - t5 ol ¢; est 'inclusion A[X;] — A[X7, X5].
Plus généralement, si N7 et N5 sont des monoides commutatifs, on a un isomorphisme

A[Nl XNQ] l)A[ 1] ®a A[ 2]

déterminé par la condition e(,, n,) = €n, ® €,, et dont I'inverse est donné par ¢; - 1o ou
vt AN — AN, x Ny est déterminé par e,, — €, 0) €t to 1 AIN] — AN x N3] est
déterminé par e,, — €(on,)-
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Ezemple. (Interprétation géométrique) — L’exemple précédent nous fournit un isomor-
phisme de C-algébres O(C™)®¢ O(C™) = O(C™+"2) qui, en termes de fonctions, envoie
f1® fo sur la fonction (21, 22) — f1(21)f2(22) ot 21 € C™ et 29 € C"2. Plus généralement,
si V; C C™ est un sous-ensemble algébrique, alors V; x V5 est un sous-ensemble algébrique
de C™*t"2 et la proposition ci-dessus nous fournit un morphisme de C-algébres

Uy, 0 O(V1) @c O(Va) — O(Vi x V3)

donné par la méme formule sur les fonctions. Si my, désigne la surjection O(C™) — O(V;)
(donnée par restriction des fonctions), I'égalité Wy, v, o (T, ® Ty,) = Tyixw, © Yo cne
montre que Wy, y, est surjective. Montrons qu’elle est aussi injective. Choisissons pour cela
une C-base (g;);cr de O(V5). Alors un élément F € O(Vy) ®c O(Vs) s’écrit de maniére
unique F' =Y., fi ® g; ot f; € O(V1) (et est nul sauf pour un nombre fini de i dans I).
Si Uy, v, (F) = 0, alors pour tout v; € Vi, la fonction ) . ; fi(vi)e; est nulle sur V5, donc
chaque f;(v1) est nul, puisque les &; forment une base de O(V,). Comme v; est arbitraire,
il s’ensuit que f; = 0 pour tout ¢ et finalement ' = 0.

Remarque. — Si on part de deux sous-ensembles algébriques Vi, Vo C C™ d’idéaux annu-
lateurs respectifs I, [y C O(C™). Alors I'idéal I; + I annule ’ensemble algébrique Vi NV,
et le premier exemple ci-dessus nous fournit donc un morphisme surjectif

O(V1) ®ocmy O(V2) = O(V1 N 1a).

On peut montrer que I'idéal annulateur de V3 N V5 est le radical de I1 + I3, ce qui équivaut
a dire que le noyau du morphisme ci-dessus est le nilradical de O(V;) ®o(cr) O(V2). La
présence de nilpotents dans cette algébre est liée a la non-transversalité de 'intersection.
Par exemple dans C?, si V; est la parabole d’idéal (Y — X?) et V5 la droite d’idéal (Y),
alors I} + I, = (X?,Y) n’est pas radiciel puisque X ¢ I, + I.

Revenons aux notations générales. Si on voit maintenant B ® 4 C' comme une B-algébre
via ’homomorphisme id ®1, alors celle-ci satisfait la propriété universelle suivante :

COROLLAIRE. — Pour toute B-algébre D, Uapplication ¢ — (1, : ¢ = p(1 ®c)) est
une bijection
Homp (B ®4 C, D) — Homy_.4(C, D)

dont inverse est donné par 1 — @y 1 b® c — bip(c).

Démonstration. On peut déduire ce résultat de deux maniéres :

— Soit a partir de la proposition précédente dans laquelle on fixe 7 comme étant celui
qui donne la structure de B-algébre de D.

— Soit & partir de la deuxiéme proposition de appliquée & M = D et N = C en
remarquant que la bijection Homg(B®4C, D) — Hom(C, D) envoie morphismes
multiplicatifs sur morphismes multiplicatifs.

]
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Exemple. — L’unique morphisme de A-algébres qui envoie X sur 1 ® X est un isomor-
phisme
AX] 5 Ay Z[X)

dont I'inverse est donné par le morphisme ¢-x ot ¢ : A — A[X] est I'injection canonique et
Z|X] — A[X] est 'unique morphisme d’anneaux qui envoie X sur X. Plus généralement,
si A est un monoide, on a un isomorphisme

AIN] 55 Ay ZIN].

Ezemple. — Soit B une A-algébre, I un idéal de A et I B 'idéal engendré par 'image
de I dans B. Alors on a un isomorphisme de B-algébres

B®,(A/I) = B/IB

donné par 7 - ¢ ou 7 est la projection B — B/IB et + : A/I — B/IB est déduit
par passage au quotient de A — B —— B/IB. Pour construire 'inverse, on part de
id®l : B— B®4a (A/I), qui envoie b sur b ® (1mod/). On remarque que ce morphisme
de B-algébres envoie ib sur ib ® (lmod/) = b ® (imod/) = b® 0 = 0. Donc il se factorise
par un morphisme B/IB — B ®4 (A/I) qui est I'inverse cherché.

Exemple. — On a un isomorphisme
p: CerC ZsCcxC

qui envoie 23 ® zo sur (2122, 2122). Pour vérifier qu’il est bien défini on peut utiliser la
proposition et remarquer que ¢ = 1 - s ol ; : C — C x C est défini par ¢1(z) = (z, 2)
et wa(z) = (2,2). On remarque que p(z ® 1) = (z,2) et p(iz ®1i) = (—=z,2). On en déduit
que @ est surjectif, et par égalité des dimensions (sur C ou sur R) qu’il est bijectif. Plus
précisément, son inverse envoie (z,2) sur 5(: @ 1 —iz ® i+ 2/ @ 1 +1i2' ® ).

Voici une autre fagon de voir cet isomorphisme. Partons de I'isomorphisme de R-algébres
R[X]/(X? 4 1) = C qui envoie X sur i. Alors on a

CorC ~ C&r (RX]/(X?+1))=Car (R[X]®px (R[X]/(X*+1)))
= (CorR[X]) ®rx] (RIX]/(X?+1)) = C[X]/(X*+1)
= CIX]/((X —i)(X +1)) = C[X]/(X — i) x C[X]/(X +i) ~ C x C.

On a utilisé les exemples précédents a la premiére ligne et les restes chinois a la deuxiéme.
Si on veut expliciter cette suite d’isomorphismes, on constate qu’elle envoie z ® 1 sur (z, 2)
(car chaque isomorphisme est C-linéaire), et que, en écrivant z = a + b, elle envoie 1 ® z
sur ((@ + Xb) mod(X — i), (a + Xb) mod(X + 7)) = (a +ib,a — ib) = (2, ). On retrouve
donc bien I'isomorphisme précédent.

Ezxemple. — Essayons de généraliser 'exemple précédent en partant d’'un corps K de
dimension finie sur QQ et en regardant la C-algébre C®g K. Appelons plongement de K dans
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C tout morphisme de corps 0 : K — C. Notons qu’un tel morphisme est automatiquement
Q-linéaire, donc n’est rien d’autre qu'un morphisme de QQ-algébres. Le produit de tous ces
plongements est un morphisme de Q-algebres K — []_. ... C. Comme le terme de droite
est une C-algébre, le corollaire ci-dessus fournit un morphisme de C-algébres

(x) CeeK— [] C

o: K—C

qui envoie z ® x sur (z20(x)),.x—c. Nous montrerons plus tard que le corps K peut étre
engendré, en tant que Q-algébre, par un élément « (qui est loin d’étre unique). Ceci signifie
que 'unique morphisme de Q-algébres Q[ X| — K qui envoie X sur « est surjectif. Notons
I son noyau. Comme Q[X] est principal, il existe un unique polynéme unitaire f € Q[X]
tel que I = (f). On a donc un isomorphisme

QXI/(f) — K, X a

qui montre d’aprés le deuxiéme corollaire de que deg(f) = dimg(K) =: n et que
(1,a, -+ ,a™ 1) est une Q-base de K. Ceci nous permet de calculer

C®o K = Caq (QX]/(f)) = Cq QIX] ®qux) (QLX]/(f)) = CIX]/(f)-

Nous montrerons aussi que f se factorise en f = (X — ;) - (X — «,) dans C[X], avec
i, -+, ap distincts 2 & 2 dans C. Le théoréme des restes chinois nous assure alors que

CIXJ/(f) = CIX]/(X = an) x -+ x CIX]/(X = ag) = C".

Explicitons I'isomorphisme
(x%) C®yK — C"

ainsi obtenu. Il envoie z ® 1 sur (z, z,-- -, z) puisqu’il est C-linéaire. Par ailleurs, on a vu
que (1,a, -+ ,a™ 1) est une Q-base de K, donc on peut écrire un élement x € K sous la
forme = g(«) pour un unique polynome g(X) € Q[X] de degré < n. On constate alors
que I'isomorphisme ci-dessus envoie 1 ® z sur (g(X)mod(X —ay),- -+, g(X)mod(X — «,))
qui n’est autre que (g(ay),g(as), -+, g(a,)) € C™.

Quel rapport entre (%) et (xx)? Se donner un plongement de K = Q[X]/(f) dans C
revient a se donner 'image de X = a dans C et celle-ci doit annuler f, donc appartenir a
{ai, -+ ,a,}. On a donc une bijection o — o(«a) entre {o : K — C} et {racines de f}.
Notons o; le plongement tel que o;(a) = ;. Alors pour tout x = g(«) comme ci-dessus, on
a o;(z) = oi(g(a)) = g(os(a)) = g(ay). Ainsi, si 'on réécrit le morphisme (x) sous la forme

CRo K —C" 2@z (z01(x), - ,z0,(1)),

on constate que (xx) et (x) sont les méme morphismes, et on en déduit du coup que (x)
est un isomorphisme.
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Ezemple. — Reprenons l'exemple précédent, mais calculons cette fois la R-algébre R ®q
K. Avec les mémes notations, on a R®g K ~ R[X]/(f), mais cette fois f n’est pas scindé.
Soit r le nombre de racines réelles de f et 2s le nombre de racines non réelles (chacune
vient avec sa conjuguée, donc il y en a un nombre pair). On a n = r + 2s. Numérotons
les racines de sorte que aq, - - - , «, soient les racines réelles, et o141, -+ , a, les non réelles,
avec en plus la relation a4 51; = @,4; pour 2 = 1,--- ,s. On a alors la factorisation en
éléments irréductibles de R[X]

X — o st <r

f=Ffi fras avecfi:{XQ—Q%(ai)+|ai|2 sit>r

Comme les f; sont 2 & 2 premiers entre eux, le théoréme des restes chinois nous donne donc
un isomorphisme

r+s
R®g K — [[RIX]/(f;) =R" x C".
i=1
Explicitement, cet isomorphisme est toujours donné par y ® 1 — (y, -+ ,y) et 1 ® z —
(g(c1), -+, g9(aris)) si @ = g(a) avec deg(g) < n. En termes de plongements, il envoie
l®x sur (o1(z), - ,0.414(x)) (remarquer que pour i < r, 0;(K) C R).

Remarquons maintenant que, en composant avec la conjugaison complexe, on obtient
une permutation involutive (ie d’ordre 2) de I'ensemble des plongements {o : K — C}
et que l'ensemble ¥ := {0y, -+ ,0,45} est un ensemble de représentants des classes de
conjugaison de plongements. On écrit parfois I'isomorphisme sous la forme suivante :

Reg K — [[ R,

oeY

ou X oli, par convention, R, vaut R si o est réelle et C sinon.

1.8 Quelques conséquences du lemme chinois
Dans cette section, A est un anneau commutatif général.

1.8.1 LEMME.— Soit I un idéal de la forme I = m*my?---mY" avec my,--- , M, maxi-

maux deur o deux distincts. Alors le produit des projections canoniques est un isomorphisme
de A-algébres

AJT 5 A/m¥ x o x Ajmb

Démonstration. Nous avons déja démontré une version du théoréme des restes chinois sous
la forme :

J+ K = Aimplique A/(JNK) = A/J x A/K.
Remarquons que JK est toujours inclus dans J N K et lui est égal si J + K = A, puisque

danscecasona (JNK)=(JNK)-J+(JNK)-K C JK. On peut donc I’énoncer sous
la forme
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J+ K = A implique A/JK — A)J x A/K.

Montrons que mj* 4+ (m3?---m) = A. Ceci montrera que A/ ~ A/m{* x A/my?---m!r
et le lemme en découlera par récurrence sur r. Puisque m; et m;, 7 # 1 sont maximaux et
distincts, on a m; +m; = A pour ¢ > 1. Il s’ensuit que

A=m+m)% cm¥ +m’ 'm4 - +mm T+ m? Cmy + mY,
done A = my + . De méme A4 = (my + mf)"* C mi* + m" = 4. Enfin,

A= (4 m)(m o mg) (o m) i (mgm )

T
comme voulu. O

Notation. — Pour un A-module M et un idéal I de A on note

Ml :={me M,Vie l,im=0} et
M[I®] = | M[I"] = {m € M,3n € N,Viy,--+ ,i, € I, iy iym = 0}

neN

Ce sont des sous-A-modules de M. On dit que M est “annulé par I” si IM = 0, ce qui
équivaut donc a M[I] = M.

Rappelons aussi qu’on note Max(A) 'ensemble des idéaux maximaux de A.

1.8.2 THEOREME.— Soit A un anneau commutatif et M un A-module annulé par un
produit fini d’idéaur maximauz.

i) Pour tout m € Max(A) on a M[m™] ~ M,, et {m € Max(A), M, # 0} est fini.

Démonstration. Par hypothése, M est annulé par un idéal de la forme I = mj* - - - m?" avec
les m; maximaux et 2 & 2 distincts. D’aprés le lemme ci-dessus et I’égalité IM = 0, on a la
décomposition suivante de M :

() M = M/IM & (A/1) @4 M = [J(A/m) @ M = [ M/mis.

Remarquons maintenant que si les points i) et ii) sont vrais pour M et M’ a support fini,
alors ils le sont aussi pour M @& M’, qui est clairement a support fini aussi. D’aprés la
décomposition (x) on peut donc supposer que I est de la forme n” pour un n € Max(A).

Supposons d’abord que m # n. On a vu dans le lemme précédent que m + n’ = A,
choisissons donc p € m et ¢ € n” tels que p+ ¢ = 1. Alors p € m agit par l'identité
sur M donc M[m>] = 0. De plus, ¢ annule M mais ¢ € A\ m, donc M,, = 0. Donc les
deux modules M [m®] et M,, sont bien isomorphes et en fait nuls, ce qui montre aussi que
’ensemble considéré dans le i) posséde au plus un élément.
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Supposons maintenant m = n. Puisque n’ annule M, on a M = M[n>®] = M[n'] =
M /n*M. Pour montrer que M ——s M, il faut voir que tout z € A\ n agit de maniére
inversible sur M. Or, pour un tel , on a (x) +n = A par maximalité de n. Donc, comme
dans la preuve du lemme précédent, on a (z) +n” = A d’ou I'existence de y € A et ¢ € n”
tels que xy + g = 1. Comme ¢ annule M, I'action de x sur M est donc inversible, et son
inverse est ’action de y. ]

Remarque. — Si M est annulé par m{' ---m?" avec les m; maximaux et 2 & 2 distincts,
la décomposition du théoréme s’écrit plus précisément

M=Mw" @ & Mwm" |~ My, XX My,,.

1.8.3 Fzemple— Supposons que A = K[X] et M est un A-module qui est de dimen-
sion finie en tant que K-espace vectoriel. Ainsi 'action de X sur M est donnée par un
endomorphisme K-linéaire v de M. Si f, € K[X] désigne le polynome minimal de wu,
alors par définition l'idéal (f,) annule le K[X]-module M. Cet idéal est produit d’idéaux
maximaux puisque K[X] est principal. Ecrivons plus précisément f, = []i_, fi* pour des
fi € K[X] irréductibles deux a deux distincts. Chaque f; engendre un idéal maximal m
et on a (f,) = [[[_,m, et M[m)'] = Ker(f/"). Ainsi la décomposition ci-dessus n’est
autre que celle donnée par le “lemme des noyaux” M = @, Ker(f"). Lorsque K est al-
gébriquement clos, on a f; = X — \; et les \; sont les valeurs propres de u, tandis que
Mm?"] = Ker((u — X\;)") est le sous-espace caractéristique associé¢ a \;, de sorte que la
décomposition ci-dessus n’est autre que la décomposition de M en somme de sous-espaces
caractéristiques.

1.8.4 Modules de longueur finie. Voici un exemple important ot les hypothéses du
théoréme sont satisfaites.

DEFINITION. — Soit M un A-module et soit L [’ensemble des entiers n € N tels que il
existe une chaine strictement croissante de sous-modules 0 = My & My & --- G M, = M.
On note £(M) := Sup(L) € NU {oo} et on Uappelle longueur de M.

Ezxemple. — On a £(M) =1 si et seulement si M est non nul et ses seuls sous-modules
sont {0} et M. On dit alors que M est un A-module simple.

Remarque. — Si M est de longueur n, alors pour toute chaine 0 = My & M; & --- &
M, = M, les modules M;/M; 1 sont simples pour tout i = 1,--- ,n.

DEFINITION. — Si M est un A-module, [’annulateur d’un élément m € M est le sous-
ensemble

Anny(m) :={a € A,am = 0}.
C’est un idéal de A. L’annulateur Anny(M) de M est alors lidéal

Anna (M) := ﬂ Annyg(m) ={a € A,aM = 0}.

meM
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LEMME. — L’annulateur d’un module simple est un idéal mazimal. Un module de lon-
gqueur finie est annulé par un produit fini d’idéauz maxrimauz.

Démonstration. Si M est simple et m € M\ {0}, alors Am = M et le morphisme A “==%" M

induit un isomorphisme A/Ann,(m) s M. Puisque M est simple, Panneau quotient
A/Anny(m) n’a pas d’idéaux propres non nuls, donc est un corps, donc Anny(m) est
un idéal maximal. Soit maintenant M un A-module quelconque. Remarquons que pour un
sous-module N de M, si [ annule N et J annule M /N alors I.J annule M. En effet, 'action
de j € J est nulle sur M/N donc jM C N, et donc ijM C iN = 0. Il s’ensuit par une
récurrence immeédiate que si on a une filtration 0 = My & My & --- & M, = M et si I;
annule M;/M;_, pour i = 1,--- n, alors I1I5--- I, annule M. Lorsque M est de longueur
finie, on en déduit la seconde assertion de ’énoncé. O

Remarque. — Les applications M — Anny (M) et m — A/m établissent une bijection
entre modules simples a isomorphisme prés et idéaux maximaux. Par ailleurs, I’exemple
A=C[X,Y] et M = A/(X?Y) montre que Pannulateur d’'un module de longueur finie

n’est pas nécessairement un produit d’idéaux maximaux.
COROLLAIRE. — Le théoréeme[1.8.9 s’applique a tout module de longueur finie.

Ezemple. — Tout groupe abélien fini M est un Z-module de longueur finie (on le voit
par récurrence sur le cardinal par exemple). Un groupe abélien fini est donc canoniquement
produit (fini) M = [[, M[p>] de ses p-sous-groupes maximaux.

Le lemme suivant est utile pour faire des raisonnements par récurrence sur la longueur.

LEMME. — Soient N C M deuz A-modules. Alors M est de longueur finie si et seule-
ment si N et M/N le sont, et dans ce cas on a {(M) ={¢(N)+ {(M/N).

Démonstration. Soient 0 & Ny G --- & N, = N une chaine strictement croissante dans
Net0G M; &--- G M, = M/N une chaine strictement croissante dans M/N. Posons
M; := N;ysii=0,---,r et My; := 7 *(M;) pour i = 1,---s, ol 7 est la projection
M — M/N. On obtient une chaine strictement croissante de longueur r + s. Ceci prouve
que {(M) = ((N) + ((M/N).

Soit maintenant 0 G M; & --- G M,, = M une chaine strictement croissante dans M.
Posons N; := M;NN et M, := m(M;). On obtient deux chaines croissantes, mais en général
pas strictement croissantes. Néanmoins, la suite exacte Ny /N; = M1 /M; — M1/ M;
montre que pour tout i, on a N; & Ny ou M; & M. Il s’ensuit que si r et s désignent
les longueurs des chaines strictement croissantes obtenues en ne gardant que les sauts, on
ar—+s>=n.0nadoncl{(N)+{(M/N)>=(M). O

Ezxercice. — Si M est de longueur finie, montrer que toute chaine strictement croissante
maximale est de longueur ¢(M).

Ezxercice. — On dit qu’un module est artinien si toute suite décroissante de sous-modules
est stationnaire. Montrer qu’un module artinien et noethérien est de longueur finie.
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1.8.5 Application auz algébres de dimension finie. Voici un cas particulier important
du corollaire ci-dessus. Supposons que A soit une K-algébre sur un corps K, et soit M un
A-module qui est de dimension finie. Alors M est de longueur finie. En effet, toute suite
strictement croissante 0 = My & My & --- & M, = M est de “longueur” n inférieure
a dimg (M), donc on peut en prendre une de “longueur” n maximale, et les quotients
successifs d’une telle suite sont nécessairement simples.

COROLLAIRE. — Soit A une algébre commutative de dimension finie sur un corps K.
Alors Max(A) est fini et A est produit de ses localisées en ses idéaur mazimauz :

A= H An.

meMax(A)

Démonstration. C’est le cas M = A de ce qui précéde. ]

Ezemple. — Soit A = C[X]/(f) ou f est unitaire. Factorisons f = []'_, (X — z)". Le
théoréme des restes chinois nous donne A — C[X]/(X — f1)" x --- x C[X]/(X — f,)r.

Les idéaux maximaux de A sont les m;, 2 = 1,--- | r respectivement engendrés par I'image
de X — z; dans A, et le localisé A,,, n’est autre que le facteur C[X|/(X — f;)".

Rappelons que la A-algébre A, posséde un unique idéal maximal, a savoir mA,. On
dit qu’elle est locale. Le corollaire affirme donc que toute algébre de dimension finie sur
un corps est produit d’algébres locales. On peut préciser un peu la structure d’'une telle
algebre.

PROPOSITION. — Soit A une algébre locale de dimension finie sur un corps K, et soit
m son idéal mazimal. Alors m est nilpotent. Plus précisément on am? = 0 si d = dimg (A).

Démonstration. La suite décroissante m D m? D .-+ D m” D se stabilise avant I'indice
n = d puisque ce sont des K-ev de dimension finie. Supposons m"™'A = m"A. Le célébre
lemme suivant nous assure que m"A = 0. O

LEMME. (de Nakayama) — Soit A un anneau local d’idéal mazimal m et M un A-module
de type fini. St M = mM, alors M est nul.

Démonstration. Supposons M # 0 et soit {my,---,m,} un ensemble minimal de généra-
teurs de M. Puisque m, € mM il existe iy, -+ ,i, € m tels que m, = iymq + - - - +i,m,. Or
1 —i, ¢ m donc l'idéal (1 —,) n’est pas contenu dans m, donc il n’est pas propre (puisque
m est P'unique idéal maximal), donc il est égal & A et donc 1 — i, € A*. Il s’ensuit que
m, = (1 —4,) " (iymy + -+ 4,_1m,_1), contredisant ainsi la minimalité de 1’ensemble de
générateurs choisi. O

Application. — Une algébre commutative A réduite et de dimension finie sur un corps
K est un produit fini A = K; x --- x K, d’extensions finies de K.

Remarque. — Plus généralement, un anneau noethérien et artinien est de longueur finie
comme module sur lui-méme, donc est produit d’anneaux locaux dont les idéaux maximaux
sont nilpotents.
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1.9 Modules de type fini sur un anneau principal

On sait bien que les modules de type fini sur un corps sont classifiés, a isomorphisme
prés, par leur dimension. L’approche la plus élémentaire vers cette classification est donnée
par le pivot de Gauss : toute matrice n X m est équivalente & une matrice avec r entrées
égales a 1 sur la diagonale et toutes ses autres entrées nulles, 'entier r (le rang) étant
uniquement déterminé par la matrice.

Aprés les corps, les anneaux principaux sont quasiment les seuls & avoir le privilége
d’admettre une jolie classification de leurs modules de type fini a isomorphisme prés. L’ap-
proche la plus concréte est encore donnée par une adaptation du pivot de Gauss.

1.9.1 Equivalence de matrices. Soit My, (A) le A-module des matrices de taille n x m.
Comme sur un corps, on dit que R, R’ € M, (A) sont équivalentes s'il existe P € GL,,(A)
et Q € GL,,(A) telles que R’ = PRQ.

THEOREME. — Si A est principal, toute matrice R dans M., (A) est équivalente & une
matrice R “diagonale” telle que ajq|ass]---|ass 0% s = min(n,m) et l'on autorise a; = 0.
De plus, les idéauz (a;;) sont uniquement déterminés par R.

Démonstration. Existence de la matrice équivalente R'. Pour a € A, posons {(a) :=
ZPGM&X( A) vy(a). C’est le nombre de diviseurs irréductibles de a, & association prés et comp-
tés avec multiplicité. C’est aussi la longueur du A-module A/(a) (exercice), d’ou la notation.
Pour une matrice R = (a;;);; on pose {(R) := min{f(a;;),1 <i<n,1 <j<m}

On raisonne par double récurrence, sur s(R) = min(n, m), puis sur ¢(R).

Supposons s(R) =1 et R # 0. Quitte a transposer la matrice, on peut supposer n = 1.
Quitte & échanger des colonnes (multiplication & droite par une matrice de transposition),
on peut supposer que {(R) = £(aq1). Deux cas se présentent alors :

— si ayp divise tous les ay;, ce qui est en particulier le cas lorsque ¢(R) = 0 puisque a;
est alors inversible, on obtient une ligne (aj;,0,---,0) en multipliant par une matrice de
transvection & droite (substitution de colonnes) et on a donc terminé.

— sinon, on peut supposer aprés échange de colonnes que a;; ne divise pas ajo. Soit
alors d := pged(aq1, a12), et écrivons a;; = a;d et a;2 = al,d. 1l existe donc u,v tels que

Al
aju+ ajyv =1, et on constate alors que la matrice {u ac,llz] est de déterminant 1, donc
11
inversible et vérifie :
u —ayy 0
[an 12 } (% a’n 0 = [d 0 }

0 0 Iy

La ligne obtenue R’ vérifie /(R') < ¢(R) et on peut donc conclure le cas s(R) = 1 par
récurrence sur £(R).

Supposons maintenant s(R) > 1 et la propriété connue jusqu’a s(R)— 1, puis raisonnons
par récurrence sur ¢(R). Comme précédemment, on peut effectuer des échanges de lignes
et de colonnes pour avoir {(a;;) = ¢(R). Si {(R) = 0, alors aj; est inversible et on peut
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s’en servir de “pivot” pour faire des substitutions de lignes et colonnes afin d’obtenir une
matrice dont la premiére ligne et la premiére colonne sont nulles sauf a;;. On applique
alors 'hypothése de récurrence sur s(R) a la sous-matrice R’ = (a;;)2<i<m 2<j<n-

Si ¢(R) > 0, deux cas se présentent a nouveau :

— Si ay; ne divise pas la premiére ligne ou ne divise pas la premiére colonne, alors
comme précédemment, on peut faire chuter /(R) a 'aide d’une matrice 2 X 2 et du lemme
de Bézout.

— Si ay; divise la premiére ligne et la premiére colonne alors on peut faire des substi-
tutions de colonnes puis de lignes pour obtenir une matrice dont la premiére ligne et la
premiére colonne sont nulles sauf ai;. Si a;; divise tous les autres a;;, ¢ > 1 et j > 1, on
applique 'hypothése de récurrence a la sous-matrice R = (a;;)2<i<m,2<j<n- Sinon, si aj; ne
divise pas a;; on obtient par substitution de L; par L; + L; une matrice R’ équivalente a
R telle que aq; ne divise pas la premiére ligne. On se retrouve dans le premier cas juste
traité.

Unicité des (a;). Notons I.(R) l'idéal engendré par les mineurs de taille r x r de la
matrice R € M, (A). Le point clef est que si S € M,,»,(A), alors I, (RS) C I.(R)I,(S)
(voir ci-dessous). De cela il suit que si P est carrée de taille > r et inversible, alors
I,(P) = A, puis on en déduit que deux matrices équivalentes R et R’ satisfont I.(R) =
I.(R') pour tout 7. Si R’ est de la forme du théoréme, on a donc (a11) = I1(R), (aj1a12) =
I,(R), etc. Ceci montre que les (a;;) sont déterminés par R. O

FEzercice. — Soit u € Endy(Z"™) dont le déterminant det(u) € Z est non nul. Montrer
que Coker(u) est fini d’ordre égal & | det(u)].

1.9.2 COROLLAIRE.— Soit M un module de type fini sur A principal. Il existe un unique
entier r et une unique suite d’idéaur propres Iy O Is O --- D I, telle que

M~A/L®A/L®- & A/.
De plus, Uentier r est le nombre minimal de générateurs de M.

Démonstration. (Existence) En fait, seule I'existence est un corollaire du théoréme précé-
dent. L’unicité sera prouvée en [.9.7] Pour prouver I'existence, choisissons une famille gé-
nératrice mq,--- ,m, de M. Il lui est associé un morphisme surjectif 7 : A™ — M. Puisque
A est noethérien, Ker(m) est aussi de type fini, et est donc I'image d’un morphisme u :
A™ — A", En d’autres termes, 7 induit un isomorphisme Coker(u) := A™/u(A™) — M.
Soit R la matrice de u dans les bases canoniques, et soit P, () comme dans le théoréme pré-
cedent. Alors P est la matrice d’un automorphisme p de A" et @) celle d'un automorphisme
0 de A™. Posons u' := pouof : A™ —s A", Le morphisme 7o p~! induit un isomorphisme
Coker(v/) — M. Or, la matrice de u est la matrice “diagonale” R’ du théoréme. On a
donc Coker(u') = A/(a11) & --- @ A/(ass) ® A" °. Soit k le plus grand entier ¢ tel que ay;

est inversible (on pose k = 0 si ay; n’est pas inversible). Alors en posant I; := (g4 k+i)
pour 1 <i<s—ketl;=0pour s—k <i<n-—~k=:r, ona une suite décroissante
d’idéaux comme dans ’énoncé. O
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Remarque. — Ce corollaire est encore vrai pour les modules de torsion (au sens ci-
dessous) sur un anneau de Dedekind, ¢’est-a-dire un anneau intégre noethérien dont les
localisés en chaque idéal premier sont principaux. Par exemple I'anneau des entiers d’un
corps de nombres algébriques est un anneau de Dedekind.

Remarque. — Supposons que M est un A-module de type fini et de p*°-torsion pour un
idéal maximal p de A (i.e. M = M[p*]). En vertu du théoreme [1.8.2] la décomposition du
corollaire ne peut alors faire intervenir que des puissances de p. Il existe donc un unique
entier r et une unique suite m; < my < --- < m, telle que

M~Ap™ @A™ & @ Alp™.

1.9.3 Application a la réduction des endomorphismes. Reprenons les notations de
Iexemple Donc K est un corps, V un K-espace vectoriel de dimension finie n et
u € Endg (V) un endomorphisme de V', ce qui nous donne un A = K[X]-module M =V
ou X agit par u. Supposons K algébriquement clos et factorisons le polynéme minimal f,, =
[T;—, (X —X\;)". Nous avons déja décomposé M = @;_, M[(X — \;)"], ce qui correspond a
la décomposition V' = @;_, Ker((u — ;)" de V en somme de sous-espace caractéristique.
La remarque ci-dessus nous fournit une décomposition en somme de sous-modules cycliques

M[(X = X)"] = K[X]/(X = \)"™ & - @ K[X]/(X =A™,
Ecrivons cette décomposition sous la forme

VI =V @ @ Vi, avee Vi; = K[X]wi; et K[X]/((X = X\)™7) = K[X]w;

1

Alors chaque V;; est stable par u et la famille w;; := (u — \)F " (wy;), k= 1,--+ ,my; est
une K-base de V;; dans laquelle la matrice de u est de la forme A\;J/ + N ot N est la matrice
de taille m;; x m;; avec des 1 sur la “surdiagonale” et des 0 ailleurs. En d’autres termes, la
matrice de v dans la base {w;jx,i =1,---,r,j =1,--- ,1r;,k = 1,---m;;} est sous forme
de Jordan.

1.9.4 DEFINITION.— Soit M un module sur un anneau intégre A. On dit que m est un
élément de torsion si Anny(m) # {0}. Le sous-ensemble
Miors :=={m € M, Anny(m) # {0}}

des éléments de torsion est un sous-A-module de M appelé le sous-module de torsion de
M. On dit que M est sans torsion si Mos = {0} et est de torsion si M = M.

Ezercice. — Montrer que M /M. est sans torsion.

FEzercice. — Soit K = Frac(A). Montrer que M est sans torsion si et seulement si le
morphisme i : M — V := K ® 4 M est injectif.

En général, un module sans torsion n’a aucune raison d’étre libre. Par exemple, sur
A = C[X,Y] l'idéal (X,Y) est un A-module sans torsion (puisque contenu dans A) mais
pas libre. Néanmoins, sur A principal on a le résultat spectaculaire suivant :
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1.9.5 COROLLAIRE. (Théoréme des bases adaptées)— Soit A principal, et M un A-
module sans torsion de type fini. Alors

i) M est libre.

i) Si N un sous-module de M, il existe une base eq = (e1,-+- ,€,) de M, un entier
n < m et des éléments ai|as|---|a, de A tels que ajeq,--- ,ane, forment une base
de N. De plus, les idéaux (a1) 2 --- 2 (a,) ne dépendent que de M et N.

Démonstration. i) découle du corollaire précédent, puisque A/I est sans torsion si et seule-
ment si [ = (0).

ii) (Existence) Remarquons que N est aussi sans torsion, donc libre par i), et rappelons
que son rang n est inférieur au rang m de M. Choisissons deux bases e, = (¢,---¢/,) de
M et f.=(f, -, f)) de N, et notons R la matrice dans ces bases de l'inclusion N < M.
Soient P, Q) et R' = PR(Q) comme dans le théoréme On peut voir P~! comme la
matrice de passage de la base e, & une base e, de M, et () comme la matrice de passage
de la base f, a une base f, de N. Alors R’ est la matrice de l'inclusion N < M dans les
bases (f) et e,. La forme de R’ montre donc, avec les notations du théoréme [1.9.1, que
fj = ajje; pour tout j =1,--- n.

(Unicité) Avec e, et (a;); comme dans 'énoncé de ii), la matrice R € M,,x,(A) de
“diagonale” ay,- - - ,a, représente U'inclusion N < M dans certaines bases de M et N (a
savoir e, et fo = (aje, -+ ,ane,)). Toute matrice représentant cette inclusion dans d’autres
bases est équivalente a R donc 'unicité découle de celle du théoréme |1.9.1} O

Remarque. — Pour le i), Phypothése “de type fini” est aussi importante. Par exemple, le
Z-module Q est sans torsion, mais n’est pas libre. En effet, s’il admettait une base (€;);cr,
on pourrait définir un morphisme non nul vers Z/pZ en envoyant par exemple chaque e;
sur 1, mais il n’existe évidemment pas de tel morphisme.

1.9.6 Puissances extérieures. Afin de prouver 'unicité dans le théoréme et le
corollaire nous allons utiliser une construction classique utile dans d’autres domaines
comme la géométrie différentielle. Ici, A peut étre un anneau commutatif quelconque. Soit
M un A-module. Considérons le A-module

QM =M@y M®s--- @4 M (r facteurs)

et son sous-module A”"M engendré par les tous les tenseurs élémentaires m; ® --- ® m,
“redondants” au sens ou il existe i # j tels que m; = m;. Le module quotient

N'M = (@"M)/(A"M)

est appelé “r-eme puissance extérieure de M”. L’image d'un tenseur élémentaire m; ®
- ®@m, dans A"M est notée my A --- A m,. Partant d’égalités du type 0 = (mq + ma) A
(m1 4+ mg) = my A my + mg A my, on voit que pour toute permutation ¢ € &, on a
Mo(1) A=+ AMgy = sgn(o) -my A --- Am,. En fait, A"M possede la propriété universelle
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suivante : pour tout A-module N, on a une bijection canonique entre Hom4(A"M, N) et
I'ensemble Alt"(M, N) des applications r-multilinéaires alternées de M" dans N.

Les puissances extérieures sont fonctorielles en M : si u : M — N est un morphisme
de A-modules, il induit un morphisme ®"u : ®"M — ®"N qui passe au quotient pour
donner un morphisme A"u : A"M — A"N. De plus on a A"(vou) = A"vo A"u.

On a des morphismes évidents de concaténation : (M) ®4 (R2M) — QT2 M
qui passent au quotient pour donner (A" M) ®4 (A"2M) — A" T2). Si 'on pose aussi
@M = Aet A°M = A, alors ces morphismes de concaténation munissent la somme directe
®°*'M = @,y ®" M d’une structure de A-algébre non commutative (et graduée) appelée
“algébre tensorielle de M”. De méme on a une “algébre extérieure” A*M et la projection
canonique ®*M — A*M est un morphisme de A-algébres.

Soient maintenant M; et My deux A-modules. Fonctorialité et concaténation fournissent
donc des morphismes (A" M;) ® 4 (A"2My) — A™T72(My @ M).

LEMME. — La somme des morphismes ci-dessus est un isomorphisme

B ("M @4 (N2My) =5 A(My @ M),

ri+re=r

Démonstration. Nous allons construire un morphisme dans l'autre sens. Les propriétés
monoidales du produit tensoriel nous donnent une décomposition

®T<M1 D MQ) = @ Naa avec Na = Ma(l) D44 Ma(r)-
a:{l,-,r}—{1,2}

Fixons « : {1,---,r} — {1,2} et notons r, le cardinal de la fibre a~*(1). Soit o € &,
une permutation telle que o({1,--- ,7,}) = @~ '(1). On lui associe un isomorphisme

Voo No — (@7My) @4 (& M)
qui envoie un tenseur élémentaire ny ® - -- @ n, € N, sur le tenseur élémentaire
5gn(0) - (No(1) @ -+ @ No(r)) @ (No(rat1) @ -+ @ No(r))-
Cet isomorphisme dépend clairement du choix de o, mais la composée
VYo 1 No — (N M) @4 (N7 My)

n’en dépend pas. En sommant sur « on obtient finalement un morphisme
=P va: @M & M) — P (A" M) @4 (N?My).
@ 1472

Montrons que ce morphisme se factorise par A"(M; @ Ms). Pour cela, faisons agir (a droite)
S, sur ®" (M, & M,) par permutation des facteurs tensoriels : o(n1®- - -®@n,) = nen)®- - -®
No(r)- On remarque que 0(Ny) = Naoo €t que, par construction, Yae, = sgn(o) - (1q 0 o).
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Maintenant, par définition, A"(M; @ M,) est engendré par les tenseurs élémentaires
n=mn,®---@n, tels qu'il existe une transposition 7 telle que n = 7(n). Ecrivons un tel n
sous la forme ) n, (de maniére unique, donc) : on a alors nq., = 7(n,) pour tout «. Si
aoT # aon adonc Y(ng+naor) = Ya(na) +Vaor (Naor) = Ya(na) = 1a(T(Naor)) = 0 par ce
qui précede. Si o7 = o, alors 1, ,(n,) est fixe par la transposition 0~ '70 € &, x &,
(ou o est comme au début de la preuve), et donc ¥,(n,) = 0. En sommant, on obtient
¥(n) = 0, et donc le morphisme 1) passe au quotient pour donner un morphisme

) AT(My @ My) — @D (VM) @4 (N2 M),

r1+72

On laisse au lecteur le soin de vérifier qu’il est inverse de celui de I’énoncé. O

1.9.7 Preuve de lunicité dans le corollaire [1.9.3, Soit M = A/L @ --- & A/I, avec
I, D --- D I,. Nous allons voir comment récupérer s et les [, a partir des puissances
extérieures de M. Remarquons d’abord que pour tout r > 0, le lemme précédent fournir
par récurrence un isomorphisme

N(M)= @ AU A/L) @4 @a A (A/L).
ritetrs=r
On a A°(A/I) = A (par convention) et A'(A/I) = A/I. De plus, pour r > 1, tout élément
de ®"(A/I) est un A-multiple de 1 ® --- ® 1, donc A"(A/I) = 0 dés que r > 1. On peut
donc réécrire la somme ci-dessus sous la forme

N(M) = b An)e--e@A/IL,)= . Al L.

{k1<--<kr}c{l,-,s} {k1<<kr}C{1,-,s}

ou la deuxiéme égalité vient du fait que [, contient tous les autres [j,. Il s’ensuit que
s = Max{r € N, A"(M) # 0} et I, = Anny (AT M),

On a donc récupéré s et les I, et on remarquera que ce raisonnement n’utilise aucune
hypothése sur A.

1.9.8 Preuve de l'unicité dans le théoréme [1.9.1 On peut la déduire de celle du
corollaire de la maniére suivante : soit u : A™ — A™ le morphisme représenté par R
dans les bases canoniques. Alors la matrice R’ représente ce méme morphisme dans d’autres
bases. Il s’ensuit que Coker(u) ~ A/(a11) ©---® A/(as). L'unicité du corollaire nous
dit que les (a;) ne dépendent que de Coker(u) donc que de u et enfin, que de R.

Cependant, il est intéressant de terminer la preuve directe esquissée plus haut en dé-
montrant que [.(SR) C I.(R)I.(S) (cf les notations a la fin de la preuve du théoréme
. Pour cela, notons eq,--- ,e, la base canonique de A" et fi,---, f,, celle de A™.
Comme ci-dessus, on voit que A"(A") est libre de rang (Z) et que I’ensemble des

eri=ey N Neg, pour I ={ip <--- <.y C{l,---,n}
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en est une base. De méme on a une base (f;); de A"(A™),ou J C {1,--- ,m} est de cardinal
r. Soit alors A" R la matrice de A"u dans les bases (er)r et (f;),. Le lemme ci-dessous nous
assure que I.(R) = [;(A"R). Comme on a aussi A"(RS) = (A"R)(A"S), il s’ensuit que
I,(RS) = L(N(RS)) C L(AN"R)[1(A"S) = I,(R)I.(S). (Noter que pour r = 1, l'inégalité
I, (RS) C I,(R)I,(S) découle immédiatement des formules de produit matriciel).

LEMME. — L’entrée a}; de la matrice N"(R) est le mineur de R associé au sous-
ensemble de lignes I et au sous-ensemble de colonnes J.

Démonstration. Soit [ = {iy < --- <i,} et J ={ji1 <--- <Jj,}. Notons a;; les entrées de
R. On a

(NW)(fi Ao A ) = alfi) A Aulfy,), avee u(fy) =) aije.
i=1

En utilisant la multilinéarité pour développer le produit, et les égalités e;, ) A---Ae; =

sgn(o)-e;, A---Ae;, sio € S, on constate que le terme en e;, A---Ae; dans cette somme

est
> " sgn(0) - ai, )i, i,
UEG‘I'
qui est bien le mineur associé a I et J. O

2 Extensions de corps. Théorie de Galois

La “théorie de Galois” moderne est ’étude des extensions de corps et de leurs groupes
d’automorphismes. Elle est née d’un probléme bien concret que se posaient les mathé-
maticiens du 19™¢ siécle, qui était de savoir si toutes les “équations algébriques” étaient
“résolubles par radicaux”. En d’autres termes, tout polynome irréductible de Q[X] admet-il
une solution (dans C) qui s’exprime avec les opérations +, —, X, + et {/x ? Les formules
classiques du trindme, de Cardan (troisiéme degré) et Ferrari (quatriéme degré) montraient
que ¢’était possible jusqu’en degré 4, mais Galois (et Abel) a exhibé un polynome de degré
5 pour lequel ce n’était pas possible. En fait, il est méme rare que ce soit possible en degré
> 5. Pour ce faire, Galois a étudié les ensembles de symétries des solutions d’équations po-
lynomiales (que I'on appelle maintenant “groupes de Galois”) et a remarqué que la solubilité
par radicaux d’une équation polynomiale était équivalente a la résolubilité de son groupe
de symeétries (au sens de la théorie des groupes moderne, qui n’existait pas a I’époque).
Le groupe de symétrie d’une équation de degré n se plonge dans le groupe symétrique S,,.
Pour n < 5, le groupe &,, est résoluble, ce qui explique I'existence des formules classiques.
Par contre le groupe 25 est simple et n’est donc pas résoluble et Galois a justement exhibé
une équation dont le groupe de symétrie est 2As.
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2.1 Généralités sur les extensions de corps. Nullstellensatz

2.1.1 DEFINITION.— Soit k un corps. Une “extension” K de k est un corps K muni
d’un morphisme de corps k — K.

Remarquons qu’un morphisme de corps est simplement un morphisme d’anneaux, donc
une extension de k£ n’est rien d’autre qu’une k-algébre qui est un corps. Le terme “extension”
se justifie par le fait qu’un morphisme de corps est toujours injectif. On abuse souvent en
notant simplement & C K. Une sous-extension de K est alors un sous-corps K’ de K qui
contient k.

Notation. — Soit k C K une extension de corps et a € K. On notera
— k[a] la sous-k-algébre de K engendrée par .
— k() la sous-extension de K engendrée par .

Comme d’habitude “engendrée” signifie “la plus petite contenant o”. Concrétement, k[«
est I'image de "'unique morphisme de k-algébres k[X]| — K qui envoie X sur «, donc ko]
est engendrée, en tant que k-module, par les puissances de . Comme on a évidemment
kla] C k(a), on voit que k(a) = Frac(k[a]). En revanche, k(«) n'est pas toujours l'image
d’un morphisme k(X) — K.

FEremple. - k = Q C K = C, a = i. Dans ce cas, Q[i] = Q @ Qi est un corps, donc
Q[¢] = Q(7) est de dimension 2 sur Q alors que Q(X) est de dimension infinie sur Q. Comme
un morphisme de corps est injectif, il n’y a pas de morphisme de corps Q(X) — Q(3).

2.1.2 Alternative algébrique/transcendant.

PROPOSITION. — Soit k C K une extension de corps et o € K. Notons ¢, : k[ X] — K
le morphisme de k-algébres qui envoie X sur a. On a alors lalternative suivante :
i) Soit o est injectif, auquel cas il induit un isomorphisme k[X] — k[a] qui se
prolonge uniquement en un isomorphisme k(X) —» k(a). En particulier, ko] et
k(«) sont de dimension infinie sur k.

i) Soit @, n’est pas injectif, auquel cas on a les propriétés suivantes :
(a) Son noyau est engendré par un unique polynéme unitaire irréductible f, € k[X]
(b) po induit un isomorphisme k[X]/(fa) — k[a]
(¢) kla] est de dimension finie sur k, égale au degré deg(f.)
(d) k(o) = kla].
Démonstration. Dans le cas i), les seules choses a prouver sont l'existence et I'unicité du

prolongement de ¢, en un isomorphisme k(X) — k(a). Mais celles-ci découlent de la
propriété universelle du corps des factions, puisque ¢, envoie tout élément f € k[X] non
nul sur un élément inversible dans K.

Dans le cas ii), le fait que Ker(p,) est engendré par un seul polynome provient du fait
que k[X] est principal. Ce polynome est bien défini & multiplication par un inversible prés;
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on peut le rendre unitaire en multipliant par un A € k*, et cela le rend unique puisque
k[X]* = k*. Par ailleurs, ¢, induit un isomorphisme k[X]/Ker(pq) — kl[a] (propriété
universelle des quotients), et puique k[a| C K est intégre, Ker(p,) est un idéal premier et
donc f, est irréductible. On a donc prouvé (a) et (b). Le point (¢) découle alors du second
corollaire de Quant au point (d), il s’agit se prouver que k[a] est un corps. On peut
le voir de deux maniéres : soit en rappelant que tout idéal premier de k[X]| est maximal,
soit en invoquant le lemme d’intérét indépendant suivant :

LEMME. — Une algébre A intégre de dimension finie sur un corps k est un corps.

Démonstration. La multiplication par z € A\ {0} est un endomorphisme k-linéaire injectif
de A, donc bijectif par le théoréme du rang. Il existe en particulier y tel que xy =1. [

]

DEFINITION. — Dans le contexte de la proposition, on dit que o est transcendant sur
k dans le cas i), el on dit qu’il est algébrique sur k dans le cas ii). Dans ce dernier cas,
fao est appelé polynéme minimal de .

Ezemples. — Considérons Pextension Q C C. Les nombres complexes i, j ou v/2 sont
algébriques sur Q. Les premiers nombres transcendants construits furent les “nombres de
Liouville”, qui admettent de bonnes approximations par les nombres rationnels. Lindemann
prouva ensuite que les nombres de la forme e* avec a algébrique sont transcendants. Comme
e'™ = 1, cela implique que 7 est transcendant, ce qui montre au passage 'impossibilité de
la “quadrature du cercle”. Par contre, on ne sait toujours pas si des nombres comme e™ ou
T + e sont transcendants.

Remarque. — En fait il y a “beaucoup plus” de nombres complexes transcendants qu’il
n’y en a d’algébriques. Plus précisément, le sous-ensemble Q C C formé de tous les nombres
algébriques est dénombrable. En effet, chaque nombre algébrique annule un polynoéme a
coefficients entiers. Ces polynémes sont en bijection avec les suites presque nulles d’entiers,
et ces suites forment un ensemble dénombrable (exercice!). Il s’ensuit que I'ensemble C\ Q
des nombres transcendants est indénombrable.

2.1.3 Indépendance algébrique. Soit k C K une extension de corps, et soit (o );c; une
famille d’éléments de K indexée par un ensemble I. Comme dans le paragraphe précédent,
on note

— k[(a;)ier] 1a sous-k-algebre de K engendrée par les o

— k((a4)ier) la sous-extension de K engendrée par les «;.

DEFINITION. — On dit que la famille («;);e; est algébriquement indépendante sur k si
le morphisme de k-algébres k[(X;)ic1] — K qui envoie X; sur «; pour tout i est injectif.

Lorsque les «; sont algébriquement indépendants, le morphisme de la définition se
prolonge uniquement en un isomorphisme k((X;)ics) := Frac(k[(X;)ies]) — k(i )icr)-
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Ezxemple. — Sil'on prend “au hasard” n éléments dans C, ils ont toutes les chances d’étre
algébriquement indépendants. Par contre, il est trés difficile de prouver I'indépendance de
nombres donnés a l’avance, par exemple on ne sait pas si e et 7 sont algébriquement
indépendants. Il est conjecturé que les valeurs de la fonction ¢ de Riemann aux entiers im-
pairs (3), ((5), etc... sont algébriquement indépendantes (sur Q). La célébrité du théoréme
d’Apery, qui montre “simplement” l'irrationnalité de ((3), donne une idée de I’envergure
de cette conjecture.

Remarque. — Si I = I;UI, (réunion disjointe), on a k((«;)ier) = k(()ier, ) ((4)icn, ). De
plus, la famille (o );cs est algébriquement indépendante sur & si et seulement si la famille
(evi)ier, est algébriquement indépendante sur k et la famille («;);cs, est algébriquement
indépendante sur k((a;)ier, )-

2.1.4 DEFINITION.— Une extension k C K est dite :

— finie si K est de dimension finie comme k-ev. On note alors [K : k] := dimy(K) et
on lappelle degré de K sur k.

— algébrique si tout élément a € K est algébrique sur k.

— de type fini s1 K est engendrée, en tant qu’extension de corps, par une famille finie
d’éléments.

— monogéne st K est engendrée, en tant qu’extension de corps, par un seul élément.

— transcendante pure si K est engendrée par une famille algébriquement indépendante
sur k.

Remarque. — Vu les définitions, une extension finie est algébrique et une extension est
algébrique si et seulement si elle est réunion de sous-extensions finies. De plus, une extension
algébrique est finie si et seulement si elle est de type fini. Enfin, si « est algébrique sur k,
alors k(«) est finie et [k(a) : k] = deg(fa).

Ezemple. — L’extension k C k(Xy, -, X,) est de type fini et transcendante pure.

2.1.5 Le Nullstellensatz. On pourrait penser qu’une extension k C K puisse avoir une
propriété intermédiaire entre étre finie et de type fini, a savoir que K soit une k-algébre de
type fini. Mais le théoréme suivant montre qu’on n’obtient rien de nouveau.

THEOREME. — Soit k C K wune extension de corps telle que K soit une k-algébre de
type fini. Alors k C K est une extension finie (i.e. K est de dimension finie sur k).

Démonstration. On raisonne par récurrence sur le nombre n de générateurs de K comme
k-algébre. Sin = 0, il n’y a rien a montrer. Supposons donc n > 1 et choisissons ayq, - -+ , o,
tels que K = klag, -+, ). On a a fortiori K = k(aq)|ag, - -+ , ay), done notre hypothése
de récurrence assure que I'extension k(«;) C K est finie et il nous reste & montrer que a4
est algébrique sur k.

Choisissons une base 3y := 1,0, ,0, de K sur k(ap). La multiplication dans
K est déterminée par les formules 5,8, = > /", a;jufk avec a;x € k(oq). Par ailleurs,
écrivons chaque aq,---, o, sous la forme a; = Z;n:1 b;;B; avec bj; € k(aq). Soit alors
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A = klaijk, bijlijx 1a sous-k-algébre de k(a;) engendrée par les a;;;, et les b;;. On a mani-
festement k[aq, -+ ,a,] CABL @ @D ABpy,.

Supposons maintenant que oy est transcendant, de sorte que kf[og] ~ k[X]. Les a;jx
et les b;; sont donc des fractions rationnelles en «;, disons a;;, = i;j: et bj; = g—j avec
fijs fijks Gijs Gije € k[aq]. Il s’ensuit que si g est n’'importe quel polynome premier aux g;; et
ik (par exemple le produit des g;; et des g,j; plus 1), alors % ¢ A. Donc % ¢ klag, -, ay),
ce qui contredit I'hypothése k[ay, -, a,] = K. ]

Voici une formulation équivalente mais plus “géométrique”.

THEOREME. — Si m est un idéal mazimal de k[X1, - ,X,], alors son corps résiduel
K =k[Xy, -+, X,]/m est une extension finie de k.

Application géométrique : On a vu précédemment que les points d’un ensemble algé-
brique V' sont en bijection avec les morphismes de C-algébres O(V) — C, et donc avec
’ensemble des idéaux maximaux de O(V') dont le corps résiduel est C. Puisque toute ex-
tension finie de C est égale & C (on le rappellera plus loin), le théoréme ci-dessus implique
que Papplication z — m, = {f € O(V), f(z) = 0} est une bijection V —» Max(O(V)).

Il dit aussi, et cela justifie le nom Nullstellensatz, que tout systéme d’équations poly-
nomiales fi(z) = --- = f,(2) = 0 dans C" posséde au moins une solution dés que l'idéal

(f1, -+, fr) est propre. En fait, la bijection C" = Max(O(C")) induit une bijection

V(fi.o, fr) — {m € Max(O(C")),m D (f1,-- , f,)}

et Pexistence d’une solution découle donc du lemme de Zorn!
Voici maintenant un corollaire qui va nous mener a une forme plus forte de ces énoncés.

DEFINITION. — Un anneau A est dit de Jacobson si pour tout idéal I C A on a

Vi- ] =

ICcmeMax(A)

Remarque. — On a déja vu qu’on a toujours VI = ﬂlcpespecm)p. On voit donc que
A est de Jacobson si et seulement si pour tout idéal premier p on a p = ﬂpCmeMax(A) m.
Cette propriété équivaut a la densité de Max(A/I) dans Spec(A/I) muni de la topologie
de Zariski, pour tout idéal I de A.

COROLLAIRE. — Toute k-algébre de type fini est un anneau de Jacobson.

Démonstration. Quitte a quotienter par I on peut supposer I = 0. On doit alors mon-
trer que (\yeppan(a) M = Nilp(A). L'inclusion O est claire. Montrons l'autre inclusion par
contrapposée. Soit donc f non nilpotent. Alors A[f~'] = A[X]/(Xf — 1) est encore une
k-algebre de type fini. Choisissons un idéal maximal m de A[f~!] et soit m son image réci-
proque dans A. C’est un idéal premier de A qui ne contient pas f (cf exercice[1.6.1)), donc si
nous montrons qu’il est maximal, nous avons terminé. Or, on a k C A/m C A[f~]/m et le

97



Ecole Normale Supérieure FIMFA

théoréme précédent affirme que A[f~!]/m est une extension finie de k. Il s’ensuit que A/m
est une k-algébre intégre de dimension finie, donc un corps, et m est bien maximal. O

Application géométrique. Nous pouvons enfin décrire précisément 1’algébre des fonctions
polynomiales O(V) d’un ensemble algébrique V- =V (f1,--- , f,) C C". En effet, on a par
définition O(V) = O(C™)/I1(V) avec

[(V) = {feO(@"),VzeV,[f(z)=0}
= {feoC)VzeC" fi(z)=---=f(2) =0= f(2) =0}
= {f € O(C"),Vm € Max(O(C")), f1,--, [r em= f € m}

N A S

meMax(O(C?),f;em

De la on déduit que les applications I — V(I) et V — I(V) sont des bijections
réciproques entre ’ensemble des idéaux radiciels de O(C™) et I'ensemble des sous-ensembles
algébriques de C™.

Exercice. — Montrer que si ¢ : A — B est un morphisme d’anneaux avec A de
Jacobson et B de type fini sur A, alors pour tout m € Max(B) on a ¢ '(m) € Max(A).
Donner un exemple d’anneau (et méme de k-algébre) qui n’est pas de Jacobson, et un
exemple de morphisme d’anneaux pour lequel il existe m maximal tel que ¢! (m) n’est pas
maximal.

2.1.6 Cloture algébrique relative.

LEMME. — Soit k C k' C K une tour d’extensions de corps.

i) K est finie sur k si et seulement si K est finie sur k' et k' est finie sur k. De plus,
on a dans ce cas l'égalité [K : k| = [K : K'|[K : k].

ii) K est algébrique sur k si et seulement si K est algébrique sur k' et k' est algébrique
sur k.

Démonstration. i) L’équivalence est claire. Pour I'égalité, posons n = [K : k'] et m =
(K : K]. Alors K ~ k'™ en tant que k’-ev, et k' ~ k™ en tant que k-ev. Il s’ensuit que
K ~ (k™)™ = kK™ en tant que k-ev. En pratique, si aq,- -, a, est une base de K sur £’
et si B, -, By est une base de k' sur k, alors {a;0;,i =1,--- ,n;j =1,--- ,m} est une
base de K sur k.

ii) L’implication = est claire. Pour l'autre implication, soit & € K. Notons f, =
X"+ a; X" '+ -+ +a, € ¥[X] son polynome minimal sur k. Ainsi « est algébrique sur

le corps k(ay, -+ ,a,). Or chacun des a; est algébrique sur k, donc k(aq,--- ,a,) est fini
sur k (par une récurrence a l'aide de i)). Il s’ensuit que k(aq, -, an, ) est fini sur k et en
particulier o est algébrique sur k. ]

La proposition suivante montre que toute extension contient une unique sous-extension
algébrique maximale.
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PROPOSITION. — Soit k C K une extension de corps. L’ensemble Ky, de tous les

éléments de K algébriques sur k est un corps. On ['appelle cloture algébrique de k dans
K.

Démonstration. Soient «, 5 € K algébriques sur k. Alors k(«) est fini sur k et, comme 3
est a fortiori algébrique sur k(a), k(«, 3) est fini sur k(«). 1l s’ensuit que k(«, 5) est fini
sur k. En particulier, o + 3 et af sont algébriques sur k. O

Ezemple. — L’ensemble Q introduit plus haut est la cloture algébrique de Q dans C.

2.1.7 Bases de transcendance et degré de transcendance. Une extension k C K contient
toujours une sous-extension k& C K’ transcendante pure et telle que K’ C K soit algébrique.
En effet, il suffit de prendre pour K’ I'extension engendrée par une famille algébriquement
indépendante maximale (pour I'inclusion). L’exemple suivant montre que K’ est loin d’étre
unique.

Ezemple. — Soit C la courbe d’équation X2 = Y3 — 1. Son anneau de fonctions poly-
nomiales est A = C[X,Y]/(X? — Y3 + 1) et son corps de fonctions rationnelles est K =
Frac(A) = C(Y)[X]/(X?—=Y3+1). Le corps K n’est pas transcendant pur, mais est de degré
2 sur le corps C(Y) transcendant, pur. On peut aussi I'écrire K = C(X)[Y]/(Y? — X2 - 1),
ce qui montre qu’il est de degré 3 sur le corps C(X) transcendant pur.

On voit néanmoins dans cet exemple que les sous-corps purement transcendants sont a
une indéterminée. Ceci se généralise ainsi.

THEOREME. — Soit k C K. Les familles maximales d’éléments de K algébriquement
indépendants sur k sont toutes de méme cardinal. On les appelle bases de transcendance
de K sur k et leur cardinal est appelé degré de transcendance de [’extension k C K et noté
deg.tr.(K/k).

Démonstration. Nous ne prouvons ce résultat que lorsque K admet une famille algébri-
quement indépendante maximale finie. Supposons donc qu’il existe des éléments algébri-
quement indépendants «aq, - -, a, tels que K est algébrique sur k(aq,- -+, ay). Soit alors
B1,- -+, Bm une autre famille algébriquement indépendante. Il nous suffira de montrer que
m < n. Nous allons utiliser plusieurs fois le lemme suivant.

LEMME. — Soient a, f deux éléments de K, chacun transcendant sur un sous-corps k'
mais algébriquement liés sur ce sous-corps. Alors « est algébrique sur k'(f3).

Démonstration. 1l existe un polynéme irréductible f € k'[ X, Y] tel que f(«, 5) = 0. Déve-
loppons f =", gx(Y) X" avec gr € K'[Y]. Puisque f est non nul, les polynomes g, sont
non tous nuls. Puisque [ est transcendant, les éléments gx(3) sont donc eux aussi non tous
nuls. 11 s’ensuit que « est racine d’un polynéome non nul a coefficients dans £'(3). O

Revenons a la preuve du théoréme. Posons I := {1,--- ,n}. Puisque f; est transcendant
sur k, ’ensemble
{I C Iy, 5y est transcendant sur k((c;)ier)}
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contient I = () et est donc non vide. Choisissons I; maximal dans cet ensemble. Puisque (3;
est algébrique sur k(aq, -+, ), on a I1 & Iy. Pour chaque j € Iy \ 11, les éléments 51 et
a; sont algébriquement liés sur k((o;)ier,) et le lemme nous assure que «; est algébrique
sur k(B81)((a;)ier, ). Il s’ensuit que K est algébrique sur k(S1)((a;)ier )-

En particulier, £, est algébrique sur k(51)((a;)ier, ), mais transcendant sur k(f;). Donc
il existe I & I; maximal tel que [y est transcendant sur k(S1)((«;)ier,) et, comme ci-
dessus, K est alors algébrique sur k(S1, 82)((a;)ier, ). Par récurrence, on trouve un sous-

ensemble [, de Iy tel que K est algébrique sur k(f51, -+, Bm)(()icr, ). Comme la suite
Iy 2 I 2 -+ 2 I, est strictement décroissante, on a 0 < |I,,,| < n —m, ce qui montre que
m < n. ]

Ezemple. — Comme Q(X7,---,X,) est dénombrable pour tout n, on voit que C est de

degré de transcendance infini sur Q.

Remarque. — Si V' C C™ est un sous-ensemble algébrique tel que O(V) est intégre, alors
I'entier deg.tr.(M(V)/C) joue le role d’une dimension. On peut montrer que ¢’est aussi la
longueur de toute chaine maximale d’idéaux premiers po = {0} & p1 & --- & p,, & O(V).

LEMME. — Soit k C k' C K deux extensions de corps. K est de degré de transcendance
fini sur k si et seulement si il en est de méme de k' sur k et de K sur k'. De plus, on a

alors deg.tr.(K/k) = deg.tr.(K/K") + deg.tr.(k'/k).

Démonstration. Clair. O

2.2 Corps algébriquement clos, clétures algébriques

2.2.1 DEFINITION.— Un corps K est dit algébriquement clos si les conditions équiva-
lentes suivantes sont satisfaites :

— tout polynome f € K[X] posséde une racine dans K

— tout polynome f € K[X] est scindé

— les éléments irréductibles de K[X] sont les polynomes de degré 1.

On rappelle qu'une “racine de f dans K” est un élément = € K tel que (X — x)|f
(ce qui équivaut & f(x) = 0), et que “f est scindé” signifie que f se factorise f = M\ X —
ap) -+ (X — ay). On rappelle aussi le célébre théoréme suivant.

THEOREME. — C est algébriquement clos.

Démonstration. Soit f = X" + a; X" ' + --- + a,_1X + a,. Raisonnons par I’absurde,
et supposons que f ne s’annule pas sur C. Montrons que f atteint son minimum sur C.
On a f(0) = a, # 0. Comme lim.|,; |P(2)] = 400, il existe donc R > 0 tel que
|z| > R = |P(z)] > |a,|. Comme le disque D = {z € C,|z| < R} est compact, f y atteint
son minimum. Celui-ci est inférieur a f(0) = |a,| et est donc le minimum de f sur C.
Quitte a faire un changement de variable X +— X + 2, on peut supposer que f atteint son
minimum en 0. Quittes & multiplier f par une constante, on peut supposer que f(0) = 1.
Alors, si k est Pordre d’annulation en 0 de f — 1, on a f(2) = 1+ a, 12" + o(z*) au
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voisinage de z = 0. Soit maintenant 0 tel que a, _e™*® = —|a, | (ie k0 = 7 — arg(a,_x)).

Alors f(re?) =1 — |a,_x|r* + o(r*), et donc f(re?) < 1 pour r assez petit non nul, ce qui
contredit le fait que 1 est le minimum de f. ]

2.2.2 DEFINITION.— Soit k un corps. Une cloture algébrique de k (absolue) est une
extension algébrique k C k avec k algébriquement clos.

LEMME. — Soit k C K une extension avec K algébriquement clos. Alors la cloture
algébrique (relative) Kag de k dans K est une cloture algébrique (absolue) de k.

Démonstration. Par construction, K, est algébrique sur k. Il s’agit donc de montrer que
K, est algébriquement clos. Soit donc f € K,,[X]. Puisque K est algébriquement clos,
f admet une racine o dans K. Cet élément o est algébrique sur K,,, et donc aussi sur k.
Donc il appartient a K y,. ]

Exemple. — Q est une cloture algébrique de Q.

Si on a deux extensions k — K et k — K’', un morphisme d’extensions est un mor-
phisme de k-algébres, ce qui est la méme chose dans ce contexte qu’un morphisme k-linéaire
de corps K — K. Il induit donc I'identité sur k. Comme un tel morphisme est toujours
injectif, on parle aussi de plongement, ou si I’on veut préciser, de k-plongement.

2.2.3 PROPOSITION.— 57 k C k est une cloture algébrique de k, alors toute extension
algébrique de k se plonge dans k.

Démonstration. Soit K une extension algébrique de k et soit K’ C K une sous-extension
munie d’un plongement ¢ : K’ < k. Le point clef est que pour tout a € K, le plongement ¢
admet un prolongement a K'(«). En effet, puisque « est algébrique sur k, donc a fortiori sur
K',ona K'(a) = K'|a] ~ K'[X]/(fa)- out f, € K'[X] désigne le polynéme minimal de «
sur K'. Considérons alors le polynéme ¢(f,) € k[X] obtenu en appliquant ¢« aux coefficients
de f,. C’est donc I'image de f, par I'unique morphisme de K’-algébres K'[X] — k[X]
qui envoie X sur X et K’ dans k via ¢. Puisque k est algébriquement clos, on peut choisir
une racine z de ¢(f,) dans k. Considérons alors 1'unique morphisme de K’-algébres ¢ :
K'[X] — k qui envoie X sur z et prolonge «. Pour tout polynome f € K’'[X] on a
o(f) = o(f)(z). En particulier ¢(f,) = 0, donc ¢ se factorise par un morphisme de K'-
algébres
K'[X]/(fa) — F

lequel est nécessairement un plongement de corps, et prolonge ¢ comme voulu. Remar-
quons cependant que ce prolongement est loin d’étre canonique puiqu’il dépend du choix
de la racine x de f, choisie, et méme de «, puisque K’(«) admet certainement d’autres
générateurs.

On contourne le probléme de non-unicité des prolongements en invoquant le lemme de
Zorn. Considérons 1'ensemble P des paires (K’, /) formées d’une sous-extension K’ C K

de k et d’un plongement ¢ : K’ — k. Cet ensemble est partiellement ordonné par la
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relation d’ordre (K',/) < (K",/") < (K’ C K" et V' = 1j,). Cet ordre est “inductif”, au
sens ou toute suite croissante posséde un majorant. En effet, si (K], )nen est une suite
croissante, alors K’ := (J,, K est un sous-corps et on définit un plongement ¢’ en envoyant
x € K’ sur i (x), qui ne dépend pas du choix de n tel que z € K/,. Alors la paire (K’ /)
majore tous les (K, ). Maintenant, le lemme de Zorn nous dit alors que tout ensemble
ordonnée inductif posséde un élément maximal. Soit donc (K’,/) maximal dans P. S’il
existait o € K \ K, la construction du début de la preuve contredirait la maximalité de

(K',/). Donc K' = K. O

COROLLAIRE. — Deuz clotures algébriques k et ¥ de k sont 1somorphes, en tant qu’ez-
tensions de k.

Démonstration. D’aprés la proposition, il existe un k-plongement k¥ < F. L’image K de
ce plongement est un corps isomorphe a El, donc algébriquement clos. Tout élément o de
k est algébrique sur k, donc a fortiori sur K. Son polynéme minimal f, sur K est de degré
1 puisque K est algébriquement clos, donc de la forme X — ag. Il s’ensuit que a = ay € K,
puis que K =k et [y O

Remarque. — Il n’y a généralement pas d’isomorphisme canonique. Par exemple, C,
R[X]/(X?+1) et R[X]/(X?+ X + 1) sont des clotures algébriques de R mais il n’y a pas
d’isomorphisme canonique entre ces corps. On peut paraphraser le corollaire en disant :
une cloture algébrique est unique & isomorphisme non unique prés.

Remarque. — Soit K une extension finie de k. Supposons que K soit monogéne et
choisissons un élément o € K tel que K = k(«). Alors, en notant f, € k[X] le polynome
minimal de «, la preuve de la proposition fournit une bijection ¢ — ()

{Plongements k-linéaires + : K — k} <> {Racines de f, dans k}.

2.2.4 Construction d’une cloture algébrique. Nous allons maintenant prouver ’exis-
tence de clotures algébriques pour tout corps k. Commencons par un moyen inductif de
construction de corps :

Tn—1

LEMME. — Soit kg — k1 — --- = k, — --- une suite de morphismes de corps.
Alors 1l existe un corps ko muni de plongements v, : k, — ko tels que t, 0 Tp_1 = tp_1
pour tout n > 0, et qui satisfait la propriété universelle suivante : pour tout corps K et
toute collection o, : k, — K de plongements telle que o, 0 7,1 = 0,1 pour tout n > 0,
il existe un unique plongement ko, — K tel que o o1, = o, pour tout n.

Démonstration. Si la suite de morphismes donnée était une suite d’inclusions kg C k; C

-+ C ky C -+ alintérieur d'un “gros” corps K, il suffirait de prendre ks := {J, k,. La

subtilité ici est qu’on se donne des corps “abstraits” non contenus dans un gros corps, et
qu’il faut donc construire de facon “externe” leur “réunion”.

ur nsidéron mme dir . un kg-ev et méme une ky-algébr

Pour cela, considérons la somme directe €, o kn- C’est un kg-ev et méme une kg-algebre

sans unité (un idéal de ], k). Par définition des sommes directes, on a des inclusions

102



Ecole Normale Supérieure FIMFA

R @meN k., qui envoient un élement x,, € k, sur la suite nulle partout sauf au rang
n ou elle vaut x,. Soit R le sev engendré par les éléments 7,,(7,-1(2n-1)) — ln-1(Tpn-1) =

(07 U 707 —Tn—1, 7—nfl(xnfl% 07 07 U ) pour n € N* et Tn—1 € kn*l' Posons
koo = (@kn> /R et uy: kn%@km—»k:oo
n meN

Par définition, pour tout n > 0 on a Z,,_1(k,_1) C (k) + R donc v, 1(kn_1) C tn(kn)-
Comme on a aussi kes = ), o tn(kn), on en déduit que ko = (J,, tn(ky). Par ailleurs, grace
a U'injectivité des 7; on voit que toute suite (x,,)men dans R admet au moins deux termes
non nuls. Il s’ensuit que pour tout n on a i,(k,) N R = {0} et donc ¢, est injective. Ainsi
L, induit un isomorphisme kg-linéaire de k, sur son image ¢, (k,) pour tout n, et chaque
inclusion ¢, 1(k,—1) C tn(k,) correspond au morphisme 7, _; via ces isomorphismes. En
d’autres termes le diagramme suivant est commutatif :

kp ———tn(kn)

-

Fn—1 TN_l>Ln—1(kn—1)

On peut maintenant munir le kg-ev k., d’'une multiplication : pour x,y € k.., choisissons n
assez grand pour que z,y € v,(k,) et posons zy := 1, (¢, (2)e,, (y)). Alors cette définition
ne dépend pas du choix de n et fait de k., une kp-algébre. Comme cette algébre est réunion
des sous-corps ¢, (k,), c’est un corps.

La propriété universelle de k., muni des ¢,, se prouve sur le méme principe : si © € ko,
est dans I'image de ¢, on pose o(z) := o,(1,(z)), et on a tout fait pour que cela ne
dépende pas du choix de n. L'unicité de o découle du fait que koo =, tn(kn)- O]

Nous appliquerons ce lemme sous les hypothéses du suivant :

LEMME. — Avec les notations du lemme précédent. Supposons que pour tout n > 0 et
tout polynome f, € k,|X]|, le polynome 7,(f,) € kni1[X] admette une racine dans k1.
Alors ko, est algébriqguement clos.

Démonstration. Soit f € koo[X]. Il existe n tel que les coefficients de f soient dans ¢,,(k,).
Alors f est de la forme ¢,(f,) pour un (unique) polynoéme f, € k,[X]. Par hypothése, le
polynome 7,,(f,,) € k,1[X] admet une racine x,, 1 dans k1. Il s’ensuit que t,,41(,11) est
une racine du polynéme ¢, 11(7.(f)) = tn(fn) = f dans k.. Donc k., est algébriquement
clos. 0

Ainsi, pour prouver l'existence de clotures algébriques, il suffira d’utiliser inductivement
la proposition suivante :

PROPOSITION. — Soit k un corps. Il existe une extension algébrique K de k dans la-
quelle tout polynome f € k[X| admet une racine.
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Remarque. (Corps de rupture) — Avant de donner la preuve, remarquons qu'il est facile
de construire une extension Ky de k dans laquelle un polynome irréductible f € k[X]
donné admet une racine. Il suffit de prendre K, := k[X]/(f), qui est un corps puisque (f)
est un idéal maximal, et dans lequel X (ou plutot son image) est une racine de f. Un tel
corps Ky s’appelle corps de rupture de f.

On peut alors tout aussi facilement construire inductivement une extension Ky, .. f,
de k dans lequel chacun des polyndémes f; donnés admet une racine. On peut méme le
faire pour une famille (f,,)nen en utilisant le premier lemme par exemple. Mais en général,
I’ensemble des polynomes irréducibles n’est pas nécessairement dénombrable. La preuve
qui suit adapte cette idée au cas général.

Démonstration. Notons (f;)icr la famille des polynémes irréducibles unitaires de k[X].
Considérons I'anneau de polynomes R := k[(X;);cs| dont les indéterminées sont indexées
par I, et son idéal Z engendré par les f;(X;) pour i € I.

Supposons que cet idéal est propre. Alors, par Zorn, il est contenu dans un idéal maximal
m de R, dont le quotient K := R/m est un corps contenant k. Par construction, l'image
de X; dans K est une racine de f; dans K. De plus, K est engendré par les images de X;
(en tant qu’extension), donc K est algébrique et satisfait la proposition.

Il nous suffit donc de prouver que Z est bien un idéal propre de R. Raisonnons par
Iabsurde et supposons que Z = R. Alors il existe un sous-ensemble fini J C [ et des
éléments g; € R tels que Z]EJ 9;f;(X;) = 1. Puisque J est fini, on a expliqué ci-dessus
qu’il existe une extension K; de k dans laquelle chaque f; posséde une racine, disons x;.
Considérons alors 'unique morphisme de k-algébres R — K ; qui envoie X; sur x; sii € J
et sur 0 si ¢ ¢ J. Ce morphisme envoie f;(X;) sur fj(z;) = 0, donc aussi >, ; g; f;(X;)
sur 0. Comme 0 # 1 dans le corps K; on obtient une contradiction. ]

2.2.5 THEOREME.— Tout corps posséde une cloture algébrique.

Démonstration. Soit k = kg un corps. La proposition précédente nous fournit une extension
algébrique ki dans laquelle tout polynome f € ko[X]| posséde une racine. Inductivement

on en déduit une suite d’extensions algébrique ky C ky C --- C k, C --- satisfaisant les
hypothése du second lemme ci-dessus. Mais alors la construction du premier lemme nous
fournit un corps algébriquement clos k., contenant k et algébrique sur k. O

2.3 Automorphismes. Extensions normales

Nous commencons cette section en fixant une cloture algébrique & de k.

2.3.1 Automorphismes de k. On note généralement

Aut(%/k) = Autk,alg(%) = Homk,alg(E, E)
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le groupe des automorphismes de I’extension k& O k. Notons que si ¥ est une autre cloture
algébrique de k alors tout isomorphisme d’extensions ) : k¥ = % induit un isomorphisme
o v loy s Aut(k/k) — Aut(k /k).

LEMME. — Soit K O k une extension algébrique de k et soient 11,15 1 K < k deuz k-
plongements de K dans k. Alors il existe un automorphisme o € Aut(k/k) tel que 15 = oouy.

Démonstration. C’est une conséquence de la proposition En effet, le plongement ¢y
fournit une cloture algébrique de K. Le plongement ¢, fait de k une extension algébrique
de K. La proposition nous fournit alors un morphisme de K-extensions o : k — k.
Mais attention, ici le terme de gauche est une extension de K via ¢ et celui de droite via
L. On a donc o o 11 = 15 par définition d’un morphisme de K-extensions. Par ailleurs, o
est k-linéaire puisque ¢1 et to le sont. Donc o € Aut(k/k). O

2.3.2 Conjugaison dans k.

PROPOSITION. — Pour a, B € k, les propriétés suivantes sont équivalentes :
i) 1l existe o € Aut(k/k), o(a) = 5.
i) fo = fz (polynomes minimauz sur k.)

Lorsque ces propriétés sont satisfaites, on dit que o et 5 sont conjugués.

Démonstration. Pour o € Aut(k/k), notons encore o : k[X] — k[X] I'unique automor-
phisme de k-algébres qui prolonge o et envoie X sur X. Ainsi pour tout polynéome f € k[X]
et tout z € k, on a o(f(z)) = o(f)(c(z)). De plus, puisque le polynome minimal f, de x
sur k est dans k[X], on a o(f,) = f..

i) = ii). Supposons que 3 = o(a) pour un o € Aut(k/k). Alors, f.(B8) = fa(c()) =
0(fa)(o(a)) = o(fala)) = 0. Donc fg|fa. De méme f,|fs et finalement f, = f5.

it) = i). Si fo = f3, il existe un unique isomorphisme de k-algébres k] = k[B] qui
envoie a sur 3 (passer par I'intermédiaire k[X]/(f) avec f = fo, = f3). En composant avec
I'inclusion k[8] C k, on obtient un plongement ¢ : k[a] < k qui envoie « sur 3. Mais alors
le lemme précédent appliqué & K = k[a|, ¢; inclusion naturelle et 15 = ¢ nous fournit un
plongement o : kK — k qui prolonge ¢, et envoie donc « sur . O

Ezemple. — Sik =Ret k = C,on a Aut(C/R) = {id, z > z} et la notion de conjugaison
de la proposition redonne celle de conjugaison complexe usuelle.

Ezemple. — Soit k = Q et k = Q. L’ensemble des conjugués de /2 est {v/2,7v/2, j2v/2},

ouj = #ﬁ est une racine 3-éme primitive de I'unité.

2.3.3 Sous-extensions normales de k.

PROPOSITION. — Soit K une sous-extension de k. Les propriétés suivantes sont équi-
valentes :

i) Pour tout o € K, les racines de f. dans k appartiennent K.
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ii) Pour tout o € Aut(k/k), on a o(K) C K.

S1 ces propriétés sont satisfaites on dit que K est une sous-extension normale de k.

Démonstration. i) = ii). Soit o € Aut(k/k) et a € K. La proposition précédente nous dit
que o(«) est une racine de f,, donc ’hypothése i) implique que o(«) € K. D’ou ii).

it) = 1). Soit @ € K et [ une autre racine de f,. Alors fz = f, et la proposition
précédente nous fournit o tel que o(a) = 5. Puisque K est stable par o (hypothése ii)), on
a bien § € K. ]

COROLLAIRE. — Soit K C k une sous-extension normale. L’application de restriction
o+ ok induil un morphisme de groupes surjectif

Aut(k/k) — Aut(K/k)

dont le noyau est Aut(k/K).

Démonstration. Le ii) de la proposition précédente nous dit que I'application est bien défi-
nie. C’est évidemment un morphisme de groupes. Enfin, le dernier lemme nous assure que
tout automorphisme v de K se prolonge en un automorphisme o de k : il suffit d’appliquer
ce lemme a ¢; 'inclusion naturelle et 15 la composée de v et de I'inclusion naturelle. D’otu
la surjectivité annoncée. Le noyau est formé des automorphismes o € Aut(k/k) tels que
o|x = idg, c’est-a-dire des automorphismes de K-algébres de k comme annoncé. O

Ezemple. — Soit k= Q et k = Q.

— L’extension Q[j] de Q est normale (de degré 2) puisque tout o € Aut(Q) envoie j
sur j ou j2, donc laisse stable Q[7].

— L’extension Q[v/2] de Q (de degré 3) n’est pas normale, car il existe o € Aut(Q) tel

que 0(V2) = jV2 ¢ Q[V/2].
— L’extension Q[j, v/2] de Q est normale (de degré 6).

2.3.4 Eaxtensions normales. Ici nous ne travaillons pas a l'intérieur d’une cléture k
fixée.

PROPOSITION. — Soit K D k une extension algébrique. Les propriétés suivantes sont
équivalentes :
i) Pour tout o € K, le polynéome f, est scindé dans K[X].

i) Si 11,19 sont deux plongements de K dans une cloture algébrique k alors 1, (K) =
LQ(K).

iii) L’image de K par tout plongement dans une cloture algébrique est une sous-extension
normale au sens du paragraphe précédent.

Si ces propriétés sont satisfaites, K D k est dite normale
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Démonstration. i) = ii). Soit o € K. Puisque f, est scindé, chacun des plongements ¢1, 15
induit une bijection de I’ensemble des racines de f, dans K dans celui des racines de f,
dans k. En particulier ¢5(c) est une racine de f,, donc de la forme ¢1(3) et en particulier
dans ¢1(K). Ceci montre 15(K) C ¢1(K) et 'autre inclusion suit par symétrie.

i1) = iii). Soit ¢+ : K < k. Pour tout ¢ € Aut(k/k), ii) implique que o(:(K)) = +(K),
donc ¢(K) est une sous-extension normale de k.

iii) = i). On peut plonger K dans une cloture algébrique ¢ : K < k. Le polynome
1(fa) est alors scindé dans k[X] : on peut écrire o(f,) = [[1~,(X —2;)¥". Mais iii) implique
que les z; sont dans ((K), disons z; = t(q;). Il s’ensuit que f, = [[,(X — a;)" est scindé
dans K[X]. O

Ezemple. — Reprenons 'exemple du paragraphe précédent de maniere “abstraite” (i.e.
non plongée dans Q). L’extension Q[X]/(X? + X + 1) D Q est normale et I'extension
Q[X]/(X? —2) D Q ne 'est pas.

2.3.5 Corps de décomposition d’un polynéme. Voici I'exemple fondamental d’extension
normale.

DEFINITION. — Soit f € k[X]. Un corps de décomposition de f est une extension K
de k telle que

— [ est scindé dans K[X], c-a-d 3xy,- - 2, € K tels que f = MN[[_ (X — z;),

— K est engendrée par les racines x; de f.

COROLLAIRE. — Tout polynome admet un corps de décomposition, et celui-ci est unique
& isomorphisme (non unique) pres. De plus, ce corps est un extension normale de k.

Démonstration. Soit k une cloture algébrique de k. Le polynéme f se scinde en f =
M (X — ;) avec X € ket @y, , 2, € k. Alors le sous-corps Ky = k(zy,--- ,20)
de k est un corps de décomposition de f. Soit maintenant K’ O k un autre corps de
décomposition de f. Alors K’ est algébrique sur k donc se plonge dans k. Son image est
engendrée par les racines de f donc égale & K. Donc K’ est isomorphe & K. Ceci montre
aussi que Ky est normale. O

Ezemple. — Le corps de décomposition de X3 — 2 sur Q est le corps Q[7, \3’/5}

Ezxercice. — Soient n,m € N. Montrer que le corps de décomposition de X™ — m est
Q[¢n, /m] ou (, = exp(2im/n) et Ym est 'unique racine n-éme réelle positive de m.

Remarque. — L’action de Aut(K/k) sur K; permute I’'ensemble f~1(0) des racines de f
dans Ky. Comme celles-ci engendrent K, on a une injection dans le groupe de permutations

Aut(Kf/k) — Gf—l(o).
L’idée basique de la théorie de Galois est d’utiliser le groupe Aut(K;/k) comme groupe de

symétries de ’équation algébrique f = 0. Néanmoins, ce groupe peut parfois étre trivial :
prenons k = F,(T) et f = XP — T. Dans ce cas K; = F,(T)[X]/(X? — T) = F,(T"/?). En
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fait, f se factorise en XP — T = (X — T/P)P dans K/, ce qui montre que TP est la seule
racine p-éme de 7' (avec multiplicité p). Donc le groupe &y-1(gy est trivial et Aut(K;/k)
aussi. Ce phénoméne appelé “inséparabilité” est étudié dans les sections suivantes.

2.4 Caractéristique et endomorphisme de Frobenius

2.4.1 Caractéristique d’un corps. Soit A un anneau commutatif. Il existe un unique
morphisme d’anneaux Z — A. En effet, un tel morphisme doit envoyer 1 sur 14 et n sur
g+ -+ 14 (n fois). Le noyau de ce morphisme est appelé idéal caractéristique de A.
Lorsque A = k est un corps, deux cas peuvent se produire :

— l’idéal caractéristique est nul auquel cas on dit que k est de caractéristique nulle.

— l’idéal caractéristique est premier, donc engendré par un unique nombre premier p,

auquel cas on dit que k est de caractéristique p.

Remarque. — Si p est un nombre premier, on dit plus généralement qu'un anneau A
est “de caractéristique p” si l'idéal caractéristique de A est égal a (p). Dans ce cas, le
morphisme Z — A se factorise par F, := Z/pZ, le corps fini a p éléments, et A est donc
une [Fp-algébre. Réciproquement, toute F,-algeébre est un anneau de caractéristique p.

2.4.2 Sous-corps premier. On appelle sous-corps premier d’un corps k le plus petit
sous-corps de k, c’est-a-dire l'intersection de tous les sous-corps de k. Deux cas peuvent se
produire :

— Si k est de caractéristique nulle, alors k contient Z donc Frac(Z) = Q et le sous-corps

premier de k est donc Q.
— Si k est de caractéristique p > 0, alors k£ contient [F,,, qui est donc le sous-corps
premier de k.

2.4.3 Endomorphisme de Frobenius.

PROPOSITION. — Soit A un anneau de caractéristique p. Alors application
Fp:A— A a—adf
est un endomorphisme de Fy-algébres. On l'appelle endomorphisme de Frobenius de A.

Démonstration. Soit a,b € A. On a clairement (ab)? = aPbP. Par ailleurs on a (a + b)? =

F o (g)ap_kbk avec (Z) = Wik)!. Maintenant, pour 0 < k < p, p ne divise ni k! ni (p—k)!.
Mais p divise p!, donc divise (g) Il s’ensuit que, dans A, on a (a + b)? = a? + bP. ]

Remarque. — Les endomorphismes de Frobenius “commutent” avec n’importe quel mor-
phisme de F,-algébres : si ¢ : A — B est un tel morphisme, alors ¢ o F)y = Fp o ¢.

Pour un corps k de caractéristique p, notons

kY= {r €k, Fi(v) = 7}
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I’ensemble des points fixes de 'endomorphisme de Frobenius. C’est un sous-corps de k,
puisque Fj, est un endomorphisme de corps.

LEMME. — k% est le sous-corps premier F, de k.

Démonstration. Pour x € k,on a Fi(z) =2 < 2P = v < (X —2)|(X?— X) dans k[X]. Par
ailleurs, pour tout a € F), on a a” = a. Comme les polynémes irréductibles X —a sont deux
a deux premiers entre eux lorsque a décrit IF,, on a la factorisation X? — X = Haer (X —a)
dans [F,[X] et dans k[X]. Donc z € F,,. O

Plus généralement, pour tout » € N*, le sous-ensemble
K= {x €k, F}(z) =z}

des points fixes de 'endomorphisme F] = Fj, 0 Fj, 0--- o F} est un sous-corps de k. Le cas
ol k est une cloture algébrique de IF,, est particuliérement intéressant.

2.4.4 Corps finis. Choisissons une cloture algébrique F, de F, et notons F son auto-
morphisme de Frobenius.

THEOREME. — Le corps ny- est un corps de décomposition du polynéme XP — X sur
F,. Réciproquement, toute extension finie de IF,, est un corps de décomposition du polynome
XX sur F,.

Démonstration. Pour x € F,, on a F"(r) = z < (v racine de X" — X). Ainsi Fﬁr est
I'ensemble des racines de X?" — X dans F,. Comme c¢’est un corps, c’est donc en particulier
un corps de décomposition de X7 — X.

Réciproquement, soit k une extension finie de F,. Notons r := [k : F,]| sa dimension sur
[F,. Alors k est fini de cardinal |k| = p", donc son groupe multiplicatif £* est de cardinal
p" — 1 donc tout élément x € k* vérifie 2P ~! = 1. Il s’ensuit que tout élément x de k est
racine du polynome X (X?" —1) = X?" — X. En particulier, k est un corps de décomposition
de ce polynome. ]

Comme tout corps fini est extension finie de son corps premier, ce théoréme donne une
?
recette pour “construire” tous les corps finis. Il dit aussi que, & isomorphisme prés, il y a
au plus un corps de cardinal p” pour p premier et r € N*. Pour compléter le théoréme, il
T

reste a calculer le cardinal de Fp , ce qui revient a compter les racines de X" — X (il y en
a au plus p").

2.5 Polynémes et extensions séparables.

2.5.1 Dérivation des polyndomes. Soit A une k-algébre. Une dérivation O de A est un
endomorphisme k-linéaire de A qui vérifie 'axiome :

Vf, g€ A, O(fg) =0d(f)g+ fo(g).
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Ainsi, on constate par récurrence que O(f") = nd(f) pour tout n € N et en particulier
d(A) = AJ(1) = 0 pour tout A € k.

Sur l'algébre A = k[X], toute dérivation est donc uniquement déterminée par sa valeur
en X. Notons 0 I'unique dérivation de k[X] telle que O(X) = 1. Pour un polynéme f =
X"+ ap_ 1 X" P4 4+ ag on a donc

af = naan—l + (TL - 1)an—1Xn_2 +---t+ay.

On appelle Of le polynome dérivé de f et on le note f’ en 'absence d’ambiguité.

Remarque. — Soit 7 : k — k' un morphisme de corps. Notons aussi 7 : k[X]| — k'[X]
le morphisme d’anneaux qui prolonge 7 et envoie X sur X. Alors Vf € k[ X], 7(f) = 7(f').
LEMME. — Soit f € k[X] tel que f' = 0.
i) Si k est de caractéristique nulle, alors deg(f) = 0.
ii) Si k est de caractéristique p > 0, alors il existe un unique polynome g € k[X] tel
que | = g(X?).

Démonstration. i) est clair. ii) En écrivant f = Y a,X" et f' = > na, X" ' =0, on
voit que a, # 0 = pln donc f =) apmXP™ = g(XP?) pour g = > a,, X"™. L'unicité
de g est claire. O

2.5.2 Polynomes séparables.
DEFINITION. — Un polynome [ € k[X] est dit séparable si lidéal (f, f') de k[X] est

Uidéal unité (ie f et f' sont premiers entre eut).

Soit f € k[X]. Si k est une cloture algébrique de k, alors f se scinde dans k[X] en
f=ay(X —a)" (X — a)’ o a, est le terme dominant de f (ie n = deg(f)),

Z;’il v; =n et les a; € k sont supposés distincts. Les a; sont donc les racines de f dans k
et v; est la “multiplicité” de la racine «;.

PROPOSITION. — Pour f € k[X], les propriétés suivantes sont équivalentes :

i) f est séparable.

i) f et f' n'ont pas de racine commune dans une cloture algébrique de k.

iii) Toutes les racines de f dans une cloture algébrique de k sont de multiplicité 1.
iii’) f posseéde deg(f) racines distinctes dans toute cloture algébrique.
iii”) Si k est une cloture algébrique de k, la k-algebre k[X]/(f) est réduite (auquel cas,

elle est isomorphe a FY) S xFxox k).

Démonstration. i) = ii). Soit k une cloture algébrique de k. Si g, h € k[X] sont tels que
fg+ f'h =1, alors la méme égalité dans k[X| montre que f et f’ n’y ont pas de diviseur
irréductible commun, donc pas de racine commune.
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i1) = 411). Montrons la contraposée. Supposons donc que f posséde une racine double
« dans une cloture algébrique k. Il existe donc g € k[X] tel que f = (X —a)?-g. Il s’ensuit
que [/ = (X —a)(2g+ (X — «a)g’), ce qui montre que « est une racine commune a f et f’.

i1i) = ). Montrons encore la contraposée. Si (f, f’) n’est pas I'idéal unité de k[X]
alors f et f’ admettent un diviseur irréductible commun, disons h € k[X]. Il existe donc
g € k[X] tel que f = hg. En dérivant, on obtient f' = h'g+ hg'. Comme h|f’, on en déduit
que h|h'g. Deux choses peuvent se produire :

— Si A # 0, alors h ne divise pas h' car deg(h’) < deg(h), donc d’aprés le lemme
d’Euclide, h divise g. Il s’ensuit que h? divise f. Or h admet une racine dans k et
celle-ci est donc une racine double de f.

— Si A = 0, alors d’aprés le lemme précedent, k est de caractéristique p > 0 et
h = e(X?) pour un e € k[X]. Alors e admet une racine o dans k et donc X? — «
divise h dans k[X]. Mais a admet une racine p-éme 3 dans k, donc X?—a = (X — )P
et [ est racine multiple de h et donc de f.

[’équivalence entre iii) et ii’) est évidente. Il reste a vérifier que iit) < ii”). Pour cela,
on scinde f = a,(X — ;)" - (X — ay,)"™ dans k[X] avec les ; distincts deux a deux, et
on constate grace aux restes chinois que

EIX]/(f) = ] RIX]/(X = oa)™.

i=1

Cet anneau est réduit si et seulement si chacun de ses facteurs k[X]/(X — ;)" est réduit,
7.deg(f)
. [

ce qui équivaut a v; = 1. Dans ce cas on a m = deg(f) et donc k[X]/(f) ~ k
Remarque. — On voit grace a la propriété iii) que si f divise un polynome séparable
alors f est séparable.

Application. (Corps finis) — On peut maintenant compléter le théoréme [2.4.4] Puisque
le polynome X" — X est séparable (son polynéome dérivé est f' = —1), il admet p” racines
distinctes dans I,. Il s’ensuit, d’aprés le théoréme , que son corps de décomposition

ia

Ff' est de cardinal p". On obtient ainsi le théoréme de classification des corps finis :

2.5.3 THEOREME.— Pour toute puissance p" d’un nombre premier, il existe un corps
F, de cardinal p", unique a isomorphisme prés. C’est un corps de décomposition du poly-
nome X? — X sur F,. Toul corps fini est de celte forme.

Démonstration. Soit k un corps fini. Il est nécessairement de caractéristique non nulle,
disons p. Il est de degré fini, disons r, sur son corps premier [F,, donc, d’apres le théoréme
c’est le corps de décomposition de X?" — X. Voici pour I'unicité. L’existence vient
du théoréme et de la séparabilité de XP" — X, comme expliqué ci-dessus. ]

2.5.4 Ertensions séparables.

DEFINITION. — Soit K D k une extension algébrique. On dit que
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— « € K est séparable sur k, si son polynome minimal f, € k[X] est séparable.
— K est séparable sur k si tout élément de K est séparable sur k.

Afin de donner un analogue de la proposition [2.5.2] pour les extensions, il faut se de-
mander quel est ’analogue, pour une extension, de la notion de racine d’un polynome.
Pour cela, il faut se rappeler la bijection suivante, pour f € k[X] irréductible :

Homy,—ag(K[X]/(f), k) = {a € K, f(a) = 0}

donnée par + +— +(X) ot X est 'image de X dans K[X]/(f). Ainsi I’analogue de la notion
de racine est la notion de plongement. Le lemme suivant nous dit que, tout comme un
polynome f posséde au plus deg(f) racines, une extension finie X' O k admet au plus
[K : k] plongements.

PROPOSITION. — Soit K D k une extension finie et k une cloture algébrique de k. Alors
le nombre de k-plongements de K dans k vérifie l'inégalité

[Homy, 1. (K, k)| < [K : K].
Démonstration. La propriété universelle de 'extension des scalaires fournit une bijection
Homy, ., (K, k) = Homg_alg(E or K k), 1T,

caractérisée par I'égalité 7(A® a) = \i(a). Posons I := Homg_alg(E ®r K, k) et considérons
le morphisme produit

Ir: ke, K — EI, A@a— (TIA® a))rer-
Le lemme suivant nous dit que ce morphisme est surjectif, donc
K+ k] = dim(k @5, K) > dimg(k') = [Homy,_ag (K, F)|.

LEMME. — Soit A une k-algébre commutative de dimension finie. Alors le morphisme

—HomE7alg (A,E)

Ir: A—k ;@ (T(a))TEHomgialg(A,E)

est surjectif et son noyau est le nilradical de A.

Démonstration. Fixons un morphisme 7 : A — k de k-algébres. Alors 7 est surjectif
puisque 7(\ - 14) = A pour tout A € k. Donc m := Ker(7) est un idéal maximal de A,
et 7 se factorise en 7 : A - A/m —» k avec 7 bijectif. En fait, 7 est déterminé par
m. En effet, la composée 1y, : k — A — A/m fait de A/m une extension finie de &,
donc est un isomorphisme puisque k est algébriquement clos. Mais alors, 7 o ¢y est un
automorphisme de la k-algébre k, donc est I'identité. Il s’ensuit que 7 coincide avec le

morphisme 7, : A — A/m “ny %. On a donc montré que

Homg_alg(A,E) = {7, m € Max(A4)}
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et que 'application II7 de I’énoncé se factorise en

~ FHomg . (AK)

A— J[ A/m =k

meMax(A)

ou la premiére fleche est a — (a (mod m))memax(4) et la seconde est le produit [], ¢'. Le
théoréme des restes chinois nous dit alors que II7 est surjective. De plus, son noyau est
ﬂmeMax(A) m. Or, puisque A est de longueur finie comme A-module, on sait que A est annulé
par un produit fini d’idéaux maximaux. Il est donc annulé par une puissance convenable
de ﬂmeMax(A) m, ce qui signifie que ﬂmeMax(A) m est nilpotent, donc inclus dans le nilradical
N(A) de A. Réciproquement, puisque le quotient A/ ﬂmeMaX(A) m est réduit, on a aussi
N(A) C Nperag(a) M> Aot Iégalite. O

]

THEOREME. — Soit K D k une extension finie. On a équivalence entre :
i) K est séparable sur k
ii) Pour toute cloture algébrique k de k on a l’égalité |Homy_.. (K, k)| = [K : k].
iii) Pour toute cloture algébrique k de k, la k-algébre k @y K est réduite (auquel cas elle
. . KK - = _
est isomorphe a k =kxkx---xk).

Démonstration. L’équivalence ii) < iii) découle immédiatement du lemme ci-dessus, via
le raisonnement de la preuve de la proposition.

i) = 1i). Commengons par la remarque suivante. Soit K’ C K une sous-k-extension de
K, et considérons I'application de restriction

Homk,alg([(, E) — Homk,alg(K/,E), L — UK

La proposition nous dit que cette application est surjective. De plus, la fibre au-dessus
de t/ : K — k est 'ensemble Hom g a1, (K, k) des plongements K — k qui prolongent ¢/,
i.e. des morphismes de K’-algébres pour lesquels k est muni de la structure de K’-algébre
donnée par /. On a donc

[Homy_ae (K, k)| = > |Hom g/ _ag . (K, )

LIGHOmk,alg (K,,k)

En particulier, si on sait que [Homg a4 (K, k)| = [K : K'] pour tout ¢ et [Homy, (K, k)| =
[K': k], alors on obtient

(*)  |Homy (K, k)| = [K': K|[K : K'| = [K : k]

Cette remarque nous permet de faire un raisonnement par récurrence sur le nombre de
générateurs r de K sur k. Sir = 1, K est de la forme K = kf[a;] = k[X]/(fa,) et on a
vu ci-dessus que Homy_,, (K, k) est en bijection avec 'ensemble des racines f,, qui est
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de cardinal deg(f,,) = [K : k| puisque «; est séparable. Supposons K engendré par r
éléments g, - -+ , ;- et notons K’ := k[ay, - -+, a,_1]. Par récurrence, on peut supposer que
|Homy,_a.(K’, k)| = [K’ : k]. De plus, puisque K est engendrée sur K’ par (au plus) 1
élément o, on a [Hompg: e (K, k)| = [K : K'] pour tout plongement ¢/ : K’ < k (un tel
plongement fait de k une cloture algébrique de K’). On conclut par (x).

i1i) = 1). Avant de prouver cette implication, remarquons que pour toute sous-extension
K’ C K, le morphisme canonique de k-algébre k @, K/ — k ®; K est injectif. En effet, si
(€;)icr est une base du k-ev K telle que (e;);ep soit une base du k-ev K'; alors (1 ® €;);er
est une base du k-ev k @, K et la sous-famille (1 ® €;)ier est une base du k-ev k@, K'. 11
s'ensuit donc que si k®j, K est réduite, alors k®j, K’ 'est aussi. Appliquons ceci a K/ = ko]
pour a € K quelconque. Alors k ®;, k[a] est réduite, donc puisque k[a] ~ k[X]/(fa), fa
est séparable d’aprés le iii”) de la proposition Comme « était quelconque, K est
séparable sur k. O

Application. — Si f € k[X] est séparable, k[X]/(f) est une extension séparable de k.
Cela découle en effet de 'implication iii) = 7).

COROLLAIRE. (De la preuve) — Soit k C K' C K une tour d’extensions finies. Si K
est séparable sur K' qui est séparable sur k, alors K est séparable sur k.

Démonstration. On répéte 'argument utilisé pour 'implication i) = ii) pour obtenir I’éga-
lité (x) de cette preuve, qui montre que K est séparable sur k. O

Application. — Une extension finie K engendrée par des éléments séparables est sépa-
rable (récurrence sur le nombre de générateurs). En particulier, un corps de décomposition
d’un polynome séparable de k[X] est séparable sur k.

Remarque. — Pour une extension algébrique K D k infinie, assertion ii) du théoréme
n’a pas de sens. Mais le raisonnement utilisé donne 1I’équivalence :

K séparable sur k < k ® K est réduite.

2.5.5 Théoréeme de I’élément primitif. Le corollaire suivant est assez spectaculaire pour
qu’on lui donne un nom évocateur.

COROLLAIRE. (Théoréme de 'élément primitif) — Toute extension finie séparable K D
k est monogéne (i.e. engendrée par un seul élément).

Démonstration. Soit o € K, et considérons 'application de restriction
Homy,_ a0 (K, k) — Homk_alg(k:[a],E), L Ljkfa]-

On a vu que cette application est surjective, que la source est de cardinal [K : k| (puisque
K est supposée séparable) et la cible de cardinal [k[a] : k] = deg(f.) (puisque « est
séparable). On a donc I’équivalence

K =kla] & [K : k| = [kla] : k] & (0 — e est injective).
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Par ailleurs, 'application ¢/ — ¢/(), est une injection de Homy, ., (k[a], k) dans k (puisque
c’est méme une bijection sur 'ensemble des racines de f, dans k). On a donc

K = kla] & (1 () est injective) < o ¢ U Ker(t1 — t2).
L1#£L2

Notons que chaque Ker(i; — t3) est un k-sev propre de K. Lorsque k est infini, il nous
suffira donc d’invoquer le lemme suivant :

LEMME. — Soit k un corps infini et V un k-ev de dimension finie. Alors le complémen-
taire d’une union finie de k-sev propres est non-vide.

Démonstration. On raisonne par récurrence sur d = dimy (V). Pour d = 1, 'assertion est
claire (et vraie pour k fini d’ailleurs). Supposons d > 1 et donnons-nous des k-sev propres
Vi,-++, V.. On peut supposer que les V; sont des hyperplans deux & deux distincts. Alors
ViNV; est un k-sev propre de Vi pour tout ¢ > 1 donc, par hypothése de récurrence, il existe
vy € Vi \ U;»q Vi- Choisissons w; € V' \ Vi et considérons la droite affine D = w; + kuvy.
On a DNV; = 0. De plus, pour i > 1 on a |[DNV;| < 1. En effet, si wy + \v; et wy + poy
sont dans V;, alors (1 — A)vy € Vi donc = A. Il s’ensuit que D N Y;_, Vi est fini, donc de
complémentaire non vide puisque la droite D est infinie. O

Reste a traiter le cas ou k est fini. Pour cela on peut supposer k = F,. Alors K = -
pour r = [K : k] et K* est le groupe des racines p” — 1-éme de l'unité (ie les racines des
XP" —1). Le lemme suivant nous dit que ce groupe est cyclique. Mais alors tout générateur
a de ce groupe est aussi un générateur de F,- sur [, [

LEMME. — Soit k un corps et G C k* un sous-groupe fini de k*. Alors G est cyclique.

Démonstration. Notons n = |G|. On veut montrer qu’il existe un élément d’ordre n dans
G. Soit m le ppcm des ordres de tous les éléments de G. Le résultat de structure des
groupes abéliens finis (modules de torsion sur I’anneau principal Z) implique qu’il existe
un élément x € G d’ordre m (en fait, cela se prouve directement et facilement : exercice).
Il suffit donc de montrer m = n. Or, par définition on a 2™ = 1 pour tout x € G, donc
G est formé de racine m-émes de 'unité, et donc |G| = n < m. Comme m|n, on a donc
m =n. O]

Remarque. — Une extension finie non séparable n’est pas nécessairement monogéne.
Prenons par exemple K = F,(X,Y) D k =[F,(X?,Y?). On vérifie assez facilement que la
famille des X'Y7, 0 < 4,5 < p est une base de K sur k, de sorte que [K : k| = p?. Et
pourtant pour tout a € K, on a o € k donc [klo] : k] = deg(f.) < p.

Ezemple. — On a vu que le corps Q(+/2) n’est pas normal sur Q, mais qu’il le devient
si on lui adjoint j (on obtient alors le corps de décomposition de X2 — 3, de degré 6 sur Q).
Le théoréme de I’élément primitif nous dit que ce corps est monogéne, mais pas comment
trouver un générateur. Nous verrons plus loin comment en trouver, et montrerons que par
exemple j + v/2 est de degré 6, et engendre donc Q(j, v/2).
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2.6 Corps parfaits et imparfaits

2.6.1 DEFINITION.— Un corps k est dit parfait si tout polynome irréductible f € k[X]|
est séparable ou, ce qui est équivalent, si toutes ses extensions algébriques sont séparables.

Soit f € k[X] irréductible. Alors, puisque (f) est maximal, on voit que (f, f’) = k[X] si
et seulement si f ne divise pas f’. Puisque deg(f’) < deg(f), ceci équivaut encore a f" # 0.
On a donc :

Pour f irréductible, [ séparable < f' 2 0.

On en déduit alors facilement le théoréme suivant.

2.6.2 THEOREME.— k est parfait si et seulement si k est de caractéristique 0 ou son
endomorphisme de Frobenius est surjectif (et donc bijectif ).

Démonstration. Supposons d’abord k imparfait. Alors il existe f € k[X] irréductible tel
que f" = 0. Puisque f est non constant, k doit étre de caractéristique p et f de la forme
> @npX ™. Sile Frobenius de k était surjectif, on pourrait trouver b, € k tel que by = Qnp,
et on aurait alors f = (>, bnpX™)?, contredisant I'irréductibilité de f.

Réciproquement, supposons k de caractéristique p, de Frobenius non surjectif. Choisis-
sons « € k \ kP et considérons le polynome f := X? —a. On a f" = 0. Montrons que f est
irréductible. Soit f = f; f> une factorisation non triviale de f dans k[X]. Si 5 désigne une
racine p-éme de o dans une cloture algébrique k de k, alors f = (X — )P dans k[X], et
donc f; = (X — )" avec 0 < r; < p. Noter que r; et ry sont premiers entre eux, donc il
existe u, v tels que ury +vry = 1. Par conséquent, on a I'égalité fi'fy = X — 3 dans k(X).
Comme k(X) N k[X] = k[X] (intersection dans k(X)), on en déduit que X — 3 € k[X] et
donc que (8 € k, ce qui contredit 'hypothése sur a. ]

Ezxemples. — i) Tout corps fini est parfait, puisque une application injective d’un
ensemble fini dans lui-méme est aussi bijective.

ii) Tout corps algébriquement clos est parfait, puisque ’équation X? — x posséde une
solution pour tout = € k.

iii) Le corps F,(T") n’est pas parfait, car 7" n’a pas de racine p-éme, donc n’est pas dans

1
I'image du Frobenius. Mais le corps F, (T T%,T?, .-+ ) est parfait .

2.6.3 Corps imparfaits, extensions purement inséparables.

DEFINITION. — Soit K D k une extension algébrique. On dit que

— Un élément a € K est purement inséparable sur k si son polyndome minimal est de
la forme XP" — x pour un x € k.

— K est purement inséparable sur k si tout o € K \ k est purement inséparable sur k.

Exemple. — L’extension K = F,(T) D F,(T?) = k est purement inséparable. En effet,
Vo € K on a of € k donc f, divise X? — of = (X — )P et lui est donc égal si o ¢ k.
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Plus généralement, si k est un corps de caractéristique positive et x € k n’est pas dans
I'image du Frobenius, alors K := k[X]/(X? — x) est une extension purement inséparable.

LEMME. — Soit f € k[X] irréductible sur k de caractéristique p > 0. Il existe un unique
g € k[X] irréductible et séparable et un unique r € N tels que f = g(X?").

Démonstration. Existence. Si f est séparable, ¢’est clair. Si f est inséparable, on a f/ =0
donc il existe fi tel que f = f1(XP). Le polynome f; est clairement irréductible aussi, donc
on peut recommencer le processus inductivement : soit f; est séparable, soit il existe f, tel
que f; = fo(XP), etc. Comme le degré est divisé par p & chaque étape, il existe 7 tel que
fr est séparable.

Unicité. Supposons f = g(X?") comme dans I’énoncé et regardons cette égalité dans
E[X | ou k est une cloture algébrique de k. On constate que p” est la multiplicité de chaque
racine de f, donc r ne dépend que de f. De plus, on constate que les racines de g sont
les puissances p"-émes des racines de f, ce qui détermine entiérement g dans E[X | puisque
celui-ci est séparable. O

La proposition suivante décrit la structure d’'une extension algébrique sur un corps non
parfait, vis a vis de la notion de séparabilité.

PROPOSITION. — Soit K D k une extension algébrique. Alors l'ensemble Ko, des élé-
ments séparables de K sur k est un sous-corps de K appelé cloture séparable de k dans
K, et Uextension K D K, est purement inséparable.

Démonstration. Soient o, € Kgp. L'extension k& C k[a] est séparable. Le polynéme
minimal de 3 sur k[a] divise f5 donc est séparable, donc lextension k[a] C k[« 8] est aussi
séparable. D’aprés le corollaire kla, B] est séparable sur k et en particulier o — [ et
af~! sont séparables sur k. Il s’ensuit que Ky, est un corps.

Soit maintenant o € K \ K, et g, son polynome minimal sur K. Soit r tel que
Jo = ha(XpT) avec h, séparable. Alors toute racine de h, est séparable sur Ky, donc aussi
sur k& (toujours par le corollaire 2.5.4), donc appartient a Ky,. Comme hy, est irréductible,
on a hy, =X —  pour un 8 € K. Il s’ensuit que g, = XP — . O

DEFINITION. — i) Un corps k est dit séparablement clos si tout polynéme irréduc-
tible séparable de k[X] est scindé.

ii) On appelle cloture séparable (absolue) d’un corps k toute extension algébrique sépa-
rable et séparablement close de k.

PROPOSITION. — Tout corps k admet une cloture séparable et celle-ci est unique a
wsomorphisme pres. De plus, toute extension séparable s’y plonge.

Démonstration. Soit k une cloture algébrique de k. Alors Esep est une cloture séparable de
k (vérifier les détails). O
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2.7 Extensions Galoisiennes. Correspondance de Galois

2.7.1 DEFINITION.— Une extension finie K D k est dite Galoisienne si elle est normale
et séparable. On note alors Gal(K/k) := Aut(K/k) le groupe des automorphismes de la
k-algebre K et on ’appelle groupe de Galois de K sur k.

Le théoréme suivant résume les caractérisations utiles des extensions Galoisiennes.

2.7.2 THEOREME.— Soit K D k une extension finie. On a équivalence entre :
i) K est Galoisienne sur k
it) Pour tout o € K, on a fo = [Iscau/pya(X — B) dans K[X].
iii) K est le corps de décomposition d’un polynome séparable.
w) |Autp_ag(K)| = [K : k]
v) KAWER) =k (points fizes dans K pour laction de Aut(K/k)).

Démonstration. i) < ii). Par définition, K est Galoisienne sur k si et seulement si Vo € K,
fo est séparable et scindé dans K[X]. Par ailleurs on a déja vu que les racines de f, dans
une cloture algébrique k sont permutées transitivement par Aut(k/k). Plongeons donc K
dans k. Comme Aut(k/k) stabilise K, on en déduit que Aut(K/k) permute transitivement
les racines de f, dans K, de sorte que Aut(K/k)a = {racines de f, dans K}.

i) < iii). On a déja vu qu'un corps de décomposition d’un polyndéme séparable f
est une extension normale (corollaire [2.3.5)) et séparable (& la suite du corollaire [2.5.4).
Réciproquement, si K est Galoisienne, elle est monogéne puisque séparable, et contient
toutes les racines du polynéme minimal f, d’un générateur «. C’est donc un corps de
décomposition de f,.

i) = ). Soit k une cloture algébrique de k. Puisque K est séparable sur k on a
|Homy,_a1s(K, k)| = [K : k]. Fixons un plongement ¢; € Homy_ (K, k) et considérons
Papplication Auty,_a(K) — Homy (K, k), 0 + 11 0 0. Cette application est injective
puisque ¢; est injective. Elle est aussi surjective puisque tout autre plongement 1o : K < k
a la méme image K’ dans k que ¢, si bien que la composée o : 1] oty est un automorphisme
de K tel que 13 =1 00. On a donc |Aut(K/k)| = [K : k.

iv) = v). Notons k' := KAWE/R) qui est évidemment un sous-corps de K contenant
k. On a donc Aut(K/k') = Aut(K/k). Choisissons un plongement ¢+ : K < k' de K dans
une cloture algébrique de k’. Alors 'application o + ¢ o o est une injection de Aut(K/k’)
dans Homy . (K, k). D’aprés la proposition on a donc |[Aut(K/E')| < [K : K']. Or,
on a aussi [K : K| < [K : k] = |Aut(K/k)| = |Aut(K/K')|. Donc [K : k'] = [K : k], puis
[k : k] =1 et finalement k' = k.

v) = ii). Soit a € K, et posons go = [[scau(r/nyo(X — B) € K[X]. On sait que g,
divise f, puisque chaque 5 € Aut(K/k)a est une racine de f,. Puisque f, est irréductible
dans k[X], il nous suffira donc de montrer que g, € k[X]. Pour cela, étendons 'action de
G := Aut(K/k) a K[X] comme d’habitude : G agit sur les coefficients des polynémes. Sous
’hypothése v), on voit qu'un polynéme f € K[X] est dans k[X] si et seulement si il est
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fixe par G. Or pour tout ¢ € GG, on a

o(ga)= [[ X=0) = ] X=v=]] X=1) = g0

BeGa yeoGa veGa

Donc g, est fixe par G et appartient a k[X]. ]

2.7.3 Ezemple (Corps finis)- L’extension F,» D F, est Galoisienne puisque c¢’est un
corps de décomposition du polyndome séparable X?" — X. Soit F' ’endomorphisme de Fro-
benius de F,r, qui est un automorphisme, donc un élément de Gal(F,-/F,). On a bien-siir
F" = id. De plus, pour s < 7, on a vu que le sous-corps des points fixes I}, est 'ensemble
des racines de X?° — X, donc de cardinal < p”. Il s’ensuit que F est d’ordre r et donc que
Gal(FF,- /F,) est cyclique d’ordre r, engendré par F.

2.7.4 Ezemple (Extensions cyclotomiques)— L’extension n-cyclotomique d’un corps k
est “le” corps de décomposition k, du polynéme X" —1, c’est-a-dire “1”extension engendrée
par les racines n-émes de l'unité. Si k est de caractéristique p > 0 et si n = p*n’ avec
(n',p) =1, 0ona X" —1= (X" —1)*" donc k, = k. On supposera donc que (n,p) = 1
sans perte de généralité. L’extension k, D k est Galoisienne puisque X" — 1 est séparable.
Cherchons a calculer Gal(k,, /k). Il est clair que tout o € Gal(k,,/k) stabilise le sous-groupe
tin (k) des racines n-émes de 'unité dans k,, et est entiérement déterminé par son action
sur pi,(k,) (puisque celui-ci engendre k,, sur k). De plus, o agit par automorphismes de
groupes sur fi,(k,), donc on obtient ainsi une injection

Gal(k,/k) = Autgep(pin(kn)).

Maintenant, on a vu au cours de la preuve du théoréme que le groupe i, (k,) est
cyclique d’ordre n. On sait calculer le groupe des automorphismes d’un groupe cyclique
d’ordre n : si ¢, est un générateur de pu,(k,) (i.e. une racine n-éme “primitive” de 1'unité),
alors 0((,) en est un autre générateur, donc de la forme (% pour un a, € Z, uniquement
déterminé modulo n, et tel que (a,,n) = 1. On obtient ainsi une injection

Xk Gal(k,/k) = (Z/nZ)*, o — (a, (modn)).

On ne peut pas dire grand chose de plus sans information supplémentaire sur k. Voici
quelques exemples :

— k = F,. Dans ce cas, on sait que k,, doit étre de la forme F,» = k,_;. Donc r
est le plus petit entier tel que n|p” — 1, c’est-a-dire 'ordre de p dans (Z/nZ)*.
On a vu que Gal(F,-/F,) est cyclique d’ordre r, engendré par le Frobenius F'. Il
en est donc de méme de Gal(k,/k) et, par définition du Frobenius et de x, on a
vi,(F) = (p (modn)).

— k= Q. On a donc Q, = Q(e*™/™). Si ¢ désigne la conjugaison complexe, un auto-
morphisme de C qui préserve nécessairement le sous-corps algébriquement clos Q
et la sous-extension normale Q,, alors on voit que xg(c) = (=1 (modn)) puisque ¢
envoie e2™/™ sur e~27/" En fait nous allons démontrer :
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THEOREME. — xq est un isomorphisme Gal(Q,/Q) —» (Z/nZ)*.

D’apres la discussion précédente, ceci équivaut a ’égalité
[Q(e*™™) - Q) = ¢(n) = |(Z/nZ)"|

(indicatrice d’Euler). Pour la prouver, notons

e,(X)= ] x-mm= [ X-¢eqQ]

0<i<n, (a,n)=1 ¢d’ordren

ol le second produit est indexé par les racines n-émes primitives de 1. On a donc la
factorisation
X"~ 1 =[] ®a(X) dans QLX].
dn

En fait, ®,,(X) € Q,[X] est invariant par Gal(Q,/Q) puisque tout conjugué d’une
racine primitive n-éme est une racine primitive n-éme. On a donc, d’aprés le v) du
théoréeme, @, (X) € Q[X] (on peut aussi le voir par récurrence grace au produit
ci-dessus). Du coup, Q, est aussi un corps de décomposition de ®,, et, puisque
deg(®,) = ¢(n), il nous suffira de montrer que

LEMME. — ®,, est irréductible dans Q[X].

Démonstration. Soit ®,, = fg dans Q[X]| avec f, g unitaires et deg(f) > 0. Cette
factorisation correspond & une partition de ’ensemble des racines primitives n-émes
de l'unité. On veut montrer que f = &, et pour cela il suffit de montrer que
I'ensemble des racines de f est stable par 'action de (Z/nZ)*, c’est-a-dire par
élévation a la puissance a pour tout a premier & n. Il suffit bien-sur de montrer la
stabilité par élévation a la puissance p, pour tout premier p premier a n.

Avant cela, montrons que ®,, € Z[X]. On peut le voir par récurrence a partir de la
formule du produit. On peut aussi remarquer que, ses coefficients appartiennent au
sous anneau Z[e?™/"] N Q de Q. Or Z[e*™/"] est engendré, en tant que Z-module
par les e2™™/" (0 < m < n (cf second corollaire de [1.4.3). Donc le sous-anneau
Z[eQ’”/”] N Q est de type fini en temps que Z-module, et donc égal a Z.

Montrons maintenant que f, g € Z[X]. Avec les notations de la preuve du théoréme
1.6.3} il suffit de prouver que v,(f),v,(g) = 0 pour tout nombre premier p. Or on
a v,(f),vp(g) < 0 puisque f,g sont unitaires, et aussi v,(f) + 1,(g9) = 0. Donc
v(f) = vylg) = 0. -

Fixons maintenant p premier et premier & n, et notons ®,,, f et g les images de ®,,,
f et g dans F,[X]. L’ensemble des racines de ®,, dans T, est I'ensemble des racines
primitives n-émes de 'unité, et la factorisation ®,, = fg correspond encore & une
partition de cet ensemble. En particulier, f et gP sont premiers entre eux, et on
peut donc trouver u, v € F,[X] tels que wf +vg” = 1. En choissant des relévements
u,v € Z[X] et en observant que g(X?) = g?, on voit qu’il existe w € Z[X] tel que

uf(X) +vg(XP) =1+ pw.
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Soit alors ¢ une racine de f. On a 1+ pw(() # 0. En effet, sinon on aurait w({) =
—1/p € Z[{]NQ = Z, ce qui est absurde. Donc (? ne peut pas étre une racine de g,
et doit étre une racine de f, comme voulu. O

2.7.5 Ezemple (Extensions radicales)— Soit a € k* et n € N. Notons p, le groupe des
racines n-émes de 'unité et supposons que |u,| = n (ie k contient toutes les racines n-émes
de l'unité). Considérons une extension K de k engendrée par un élément « tel que o™ = a
(ie fo| X™ —a). Alors K est le corps de décomposition du polynéme X™ — a sur k. En effet,
toute autre racine de X" — a est de la forme a( avec ( € u,, donc appartient & K. Cette
observation donne aussi des informations sur Gal(K/k). En effet, tout 0 € Gal(K/k) est
déterminé par son action sur «, qui est de la forme a(, pour un (, € u,. Pour un autre
o', on a alors (0'0)(a) = o'(al,) = o'(a)(, = a(,"(,, d’ou l'on tire que I'application

Gal(K/k) — pn, 0 (,

est un morphisme de groupes (injectif). Comme tout sous-groupe de p, est un p,, pour
m|n, on obtient ainsi un isomorphisme

Gal(K/k) = pim

pour m := [K : k] qui montre en particulier que Gal(K/k) est cyclique. Cherchons a
deviner m a partir de a. L’élément Na = [, o(a) est un élément de KSR = k. On
a Na=a™ ][], (, donc on voit que o™ € k. Comme le polynéme minimal f, de o sur f
est de degré [K : k] = m, on a f, = X" — o™ et en particulier m est le plus petit entier
r > 1 tel que o € k*. Il s’ensuit que m est le plus petit entier > 1 tel que a” € (k*)",
c¢’est-a-dire 'ordre de a dans le quotient £* /(k*)™. En particulier, on voit que le polynoéme
X" — a est irréductible dans k[X] si et seulement si a est d’ordre n dans k*/(k*)". En
résumé on a prouvé la premiére partie de :

THEOREME. — Soit k un corps tel que |, (k)| = n. Pour tout a € k, lextension k[/al
engendrée par une racine n-éme de a est Galoisienne de degré m égal a l’ordre de a dans
k*/(k*)", et on a un isomorphisme

o(/a)
Ve

Réciproquement, toute extension K D k de groupe de Galois cyclique d’ordre n est de la
forme k[{/a] pour un a € k.

Gal(k[/a]/k) — i, 0 —

Il nous reste & justifier la réciproque. Soit donc o un générateur de Gal(K/k), de
sorte que Gal(K/k) = {1,0,0%,-+- ,0" 1}, et soit ( € K une racine primitive n-éme de
I'unité. Le lemme ... ci-dessous assure que les o’ sont linéairement indépendants dans le
k-ev Homy_o, (K, K), de sorte que endomorphisme id +¢to + - - - (17™¢™! est non nul.
Il existe donc z € K tel que a := x + (" lo(z) + -+ + (! 70" 1(x) est non nul. Alors
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o(a) = Ca, donc les o' (a) = ("o pour 0 < 7 < n sont 2 & 2 distincts et

n—1 n—1

fo=T](X —0'(a) = [](X — ¢a) = X" — a.

1=0 1=0

En particulier, on a o € k* et, puisque f, est de degré n, on a K = k[a] comme voulu.
Le corollaire immeédiat suivant nous sera utile :

COROLLAIRE. — Soit k un corps tel que |u,(k)| = n et soit K D k une extension
engendrée par des éléments aq,--- , o, tels que o € k. Alors K D k est Galoisienne de
groupe de Galois abélien.

Démonstration. L’extension est normale puisqu’elle contient tous les conjugués des géné-
rateurs a; (qui sont de la forme ;(7). C’est donc un corps de décomposition du polynome
(X" — )+ (X" — ). Elle est séparable, puisqu’engendrée par des éléments séparables.
Elle est donc galoisienne. Considérons ’application

Gal(K/k) — HGal(k’(O‘z‘)/k)a o= (U|/<:(a1), e 70-|k(ar))'
i=1

Elle est bien définie puisque chaque extension k(«;) D k est galoisienne, elle injective
puisque les «; engendrent K, et c’est un morphisme de groupes. Donc Gal(K/k) est un
sous-groupe d’un produit de groupes cycliques et est donc abélien. O

Il nous reste & prouver le lemme général suivant.

2.7.6 LEMME.— Soit K D k une extension Galoisienne. Son groupe de Galois G est
un sous-ensemble linéairement indépendant de Homy,_., (K, K)

Démonstration. Choisissons une énumération (0;);—1.. , des éléments de G. Pour o € K
on peut former la matrice M, = (0:(a?));; € Muxn(K). Puisque 0;(a?) = o;(a)?, c’est
une matrice de Vandermonde et son déterminant est donc £ [[,_;(0i(ar) — 0j(a)). Prenons
pour v un élément primitif de K. Alors les o;(a) sont deux-a-deux distincts et on a donc
det(M,) # 0. Donnons-nous maintenant une relation de dépendence linéaire > | A\;o; = 0
dans Homy (K, K). Elle induit une dépendence linéaire » . A\;L;(M,) entre les lignes de M,,.
Mais puisque det(M,) # 0 on a donc A\; = 0 pour tout i. ]

Remarque. — Une autre approche, beaucoup moins élémentaire, consiste & se ramener a
prouver que l’ensemble Homy, . (K, k) = Homg_,, (k@i K, k) est linéairement indépendant
dans le k-ev Homy,_., (K, k) = Hom;__ (k ®;, K, k). Or, plus généralement, la surjectivité
dans le lemme nous dit que pour toute algébre de dimension finie A sur k, ’ensemble
Homg_alg(A,E) est linéairement indépendant dans Homg__ (A, k).
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2.7.7 Problémes inverses. Dans les exemples ci-dessus, tous les groupes de Galois étaient
abéliens. L’énoncé suivant est un corollaire immédiat et utile de la caractérisation v) du
théoréme [2.7.2] qui permet de voir que tout groupe fini est un groupe de Galois.

PROPOSITION. — Soit G un groupe fini d’automorphismes d’un corps K. Alors K¢ est
un corps et lextension K D K¢ est Galoisienne de groupe Gal(K/K¢%) = G.

Démonstration. Si a € K on remarque que le polynome g, := [[5cq.(X — 8) € K[X] est
invariant sous G donc dans K¢[X]. Comme g,(a) = 0, le polyéme minimal f, de o sur K¢
divise g,, donc est séparable. Il s’ensuit que « est séparable et de degré < |G|. Le théoréme
de I’élément primitif nous assure alors que K est finie sur K¢ et [K : K9] < |G|. Puisque
K est finie sur K¢ on a aussi 'inégalité [Autge ., (K)| < [K : K. Or, on a par définition
G C Autge_,,(K), et on en déduit donc les égalités [K : K¢ = |Autge_n,(K)| = |G|
La premiére égalité montre que K/KY est Galoisienne grace au iv) du théoréme La
deuxiéme égalité et l'inclusion G C Autyge_,,(K) montrent que G = Gal(K/K®). ]

Ezemple. — Le groupe de permutations S,, agit sur K, := k(Xy, -+, X,,) par permu-
tation des indéterminées. Tout groupe fini G se plonge dans un &,, (par exemple n = |G|
en faisant agir G sur lui-méme par translations a gauche). Alors I'extension K,, D K¢ est
Galoisienne de groupe G. On voit ainsi que tout groupe fini est un groupe de Galois. Le
probléme de Galois inverse, encore ouvert, demande quels groupes finis G peuvent étre
groupes de Galois d’une extension Galoisienne K D Q (on pense qu'ils le sont tous).

2.7.8 Correspondance de Galois. Nous allons établir une bijection remarquable entre
sous-extensions d’une extension galoisienne et sous-groupes de son groupe de Galois. Com-
mengons par le résultat suivant.

PROPOSITION. — Soit K D k une extension Galoisienne et k C K' C K une sous-
extension. Alors :
i) K est Galoisienne sur K' et K' = GK/K,
ii) Pour tout o € Gal(K/k), on a Gal(K/o(K')) = cGal(K/K")o ™.
iii) K' est Galoisienne sur k si et seulement si Gal(K/K') est distingué dans Gal(K /k).
Dans ce cas, Uapplication o — og induit un isomorphisme

Gal(K/k)/Gal(K/K") = Gal(K'/k).

Démonstration. i) Si K est un corps de décomposition d’un polynéme séparable f € k[X]
sur k, alors c’est aussi un corps de décomposition du méme f sur K’, lequel est toujours
séparable. Donc K est Galoisienne sur K’ et 'égalite K’ = KS /KD découle du v) du
théoréme.

ii) Soit 7 € Gal(K/k). On a 7 € Gal(K/o(K")) & (Va € K',7(0(d))) = o(d)) <
Va € K' o7 '10(a) = a) & o710 € Gal(K/K').

iii) Si Gal(K/K') est distingué dans Gal(K/k) alors d’aprés ii) on a

= Gal(K/k), O‘(K’) — KGal(K/o(K") _ KaGal(K/K’)a* _ KGal(K/K") _ K’
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donc K’ est normale sur k. Comme elle est aussi séparable, elle est bien Galoisienne. Réci-
proquement, supposons K’ Galoisienne sur k. Alors tout automorphisme de K/k laisse K’
stable et induit donc un automorphisme de K’/k. On obtient par restriction des automor-
phismes, un morphisme de groupes o — g

Gal(K/k) —> Gal(K'/k)

dont le noyau est le sous-groupe des automorphismes de K /k qui sont 'identité sur K’,
c’est-a~dire Gal(K/K"), qui est donc distingué. Pour voir que ce morphisme est surjectif, on
peut plonger K dans une cloture algébrique k et rappeler que la restriction Gal(E/ k) —
Gal(K'/k) est surjective. On peut aussi remarquer que le cardinal de 'image est [K : k|[K :
K'|™' =[K': k. ]

Fixons maintenant une extension finie Galoisienne K D k. Notons SE(K) I'ensemble
des sous-extensions K’ D k contenues dans K, ordonné par inclusion. Notons aussi G :=
Gal(K/k) et SG(G) 'ensemble des sous-groupes de G, lui aussi ordonné par inclusion. On
a deux applications, manifestement décroissantes :

SE(K) — SG(G) ; SG(G) — SE(K)
K' +— GalK/K') °© G — K¢

THEOREME. — Ces deux applications sont des bijections réciproques, qui échangent
sous-extensions Galoisiennes et sous-groupes distingués.

Démonstration. Découle de la proposition et du corollaire précédent. O

Ezemple. — Le corps de décomposition K de X3 —2 sur Q est une extension Galoisienne
de Q. On a vu que K = Q(j,V/2) est de degré 6 sur Q, puisque de degré 2 sur Q(+/2)
qui est de degré 3 sur Q. Donc Gal(K/Q) est un groupe d’ordre 6. Puisque Gal(K/Q) se
plonge dans le groupe des permutations &3 de Uensemble {v/2,jv/2,j2v/2} qui est aussi
d’ordre 6, on voit que Gal(K/Q) ~ G3. Donnons une autre description susceptible de se
généraliser. Gal(K/Q) contient le sous-groupe Gal(K/Q(j)) d’ordre 3, donc isomorphe &
7./37, et le sous-groupe Gal(K/Q(+/2)), d’ordre 2 donc isomorphe & Z/27Z. Le premier est
distingué puisque Q(j) est Galoisien sur Q, mais pas le second. Il s’ensuit que Gal(K/Q)
est un produit semi-direct

Gal(K/Q) = Gal(K/Q(V2)) x Gal(K/Q(j)) ~ Z/27 x Z/3Z.

On peut en déduire la structure des extensions intermédiaires : il y a exactement trois
sous-extensions de degré 3, a savoir Q(v/2), Q(jv/2) et Q(j2+/2), correspondant aux trois
sous-groupes d’ordre 2, et une sous-extension de degré 2, Galoisienne, & savoir Q(7).

On peut aussi maintenant montrer que o = j 4+ /2 est un générateur de K sur Q. En
effet, soit o le générateur de Gal(K/Q(v/2)) et soit 7 le générateur de Gal(K/Q(j5)) qui
envoie /2 sur jv/2. Alors on calcule que I'ensemble des conjugués de j + /2

{a,0(@), 7(a), (@), 07(q), o7 ()} = {j+V/2, 2 +V/2, j+jV2, j+5°V2, 2 +5°V/2, j2+5V2}

est de cardinal 6, donc deg(f,) = 6 et a engendre K sur Q.
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Voici une généralisation de cet exemple :

2.7.9 Ezemple (Extensions de Kummer sur Q)— Soit a € Q. On s’intéresse au groupe
de Galois du corps de décomposition K de X™ — a sur Q. Puisque le ratio de deux racines
n-émes de a est une racine de l'unité, on constate facilement que K = Q[{/a,(,] ou
(o 1= ¥/ et {/a désigne une racine n-éme de a dans Q C C. Le groupe de Galois
G := Gal(Q[¢,, {/a]/Q) contient donc deux sous-groupes remarquables,

Hy = Gal(Q[¢y, \/_]/Q[Cn]) et H, := Gal(Q[(,, \/_]/Q[\/_])

dont I'intersection Hy N H, est égale a {id} puisque ses éléments fixent ¢, et {/a.

Puisque Q[¢,] est Galoisienne sur Q de groupe (Z/nZ)*, le sous-groupe H; est distingué
de quotient G/H; ~ (Z/nZ)*, en particulier on a |G| = |Hi|p(n). On a aussi, d’aprés
I'exemple un plongement H; < ju, et on sait que n; := |H;| est 'ordre de a dans le
quotient Q(¢,)*/(Q(G) )"

Par ailleurs, on a l'égalité |G| = |H,|[Q[/a] : Q], et le caractére cyclotomique nous
fournit un plongement x,, g[va : Ha < (Z/nZ)*.

Supposons que le polynome cyclotomique ®,, reste irréductible dans Q[/a][X]. Ceci
équivaut a l'égalité [Q[{/a, (] : Q[/a]] = ¢(n), et donc a égalité [Q[a] : Q] = ny et
aussi a 1'égalité |G| = |Hy||H,|. Ainsi, dans ce cas, G est produit semi-direct de H; par
H,. Utilisant les descriptions de H; et H, on obtient I'isomorphisme

5, )

ou le produit semi-direct est pris pour 'action de conjugaison de H, sur H,;. Explicitons
cette action; pour 0 € Hy et 7 € H,, on a (to7 1) (/a) = (10)({/a) = 7(/al,) =
Va1(() = \/_ ¢%, donc c’est action naturelle (a, () — (% de (Z/nZ)* sur pi,,.

Notons que 1'on peut trés bien avoir n; = 1 (par exemple lorsque a est une puissance
n-éme dans Q). A Iautre extréme, on a n; = n si et seulement si X™ — a est irréductible
dans Q[(,][X] et, dans ce cas, notre hypothése sur @, est automatique puisqu’on a alors
Qa6 : Qall = nem)Q/al : Q" = p(n).

Enfin, sans hypothése sur ®,,, la méme formule que ci-dessus nous donne toujours un
plongement G' — p, X (Z/nZ)* tel que la composée G — (Z/nZ)* avec la projection
sur (Z/nZ)* soit surjective. Mais I'image de ce plongement peut étre délicate & décrire.

CGal(Q[Cn, ¥/a]/Q) — jin, X (Z/nZ)* : o +— (

Remarque. — Sil’on part de a tel que X" —a est irréductible dans Q[X], alors ’hypothése
sur ®,, ci-dessus équivaut a ’hypothése que X" — a reste irréductible dans Q[(,][X], ce qui
n’est pas facile a vérifier en pratique. Néanmoins, si n et p(n) sont premiers entre eux (en
particulier si n est premier), alors 1'égalité |H;|p(n) = n|H,| et les relations |H,||¢(n) et
|Hy||n montrent que |Hi| = n et |H,| = ¢(n), donc 'hypothése est vérifiée.

Voici un exemple ou I'hypothése n’est pas vérifiée : prenons a = —3 et n = 6. Le
polynéome X°+ 3 est irréductible dans Q[X] (par le critére d’Eisenstein par exemple) et le
corps Q[/—3] contient une racine carrée de —3 donc contient (s = —(3. Dans ce cas, on a
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done K = Q[v/=3], H, = {1} et H, d’ordre 3 de quotient G/H; d’ordre 2. Le groupe G est
d’ordre 6 non-abélien car la sous-extension Q[+/—3] n’est pas normale. On a donc G ~ Gs.
Via le plongement G < pg % (Z/67)* considéré ci-dessus, G s’identifie au sous-groupe
engendré par ((3,1) et ({2, —1).

2.7.10 Sous-extensions étrangéres et produits semi-directs. Soit K D k une extension
algébrique séparable et soient K, K5 des sous-extensions finies sur k. Voici un cadre général
pour montrer qu’'un groupe de Galois est un produit semi-direct.

PROPOSITION. — Notons Kis le sous-corps de K engendré par K, et Ky. Les 4 pro-
priétés suivantes sont équivalentes :

i) [Ki9: k] = [K7 : K][Ky : K]
i) [Ki9 @ K| = [Ks @ K]
iii) le morphisme canonique Ki Q@ Ky — K2, X1 ® T — 1129 est un isomorphisme.
iv) Ya € Ksy, le polynome minimal f, € k[X] de o sur k reste irréductible dans K,[X].
St de plus K1 ou Ky est normale sur k, alors ces propriélés sont aussi équivalentes a
v) KiNKy =k

Démonstration. L’équivalence i) < i) découle de I'égalité [Kio : k] = [Ki2 @ Ki][K] : k).
[’équivalence ii) < iii) découle de la surjectivité du morphisme considéré en i) (par
définition du “corps engendré”) et du fait que l'extension des scalaires (ici de k a K;)
conserve la dimension.

i11) = iv) L’isomorphisme considéré en i) induit un isomorphisme de K; ® kla] sur
son image, qui n’est autre que Ki[a], ce qui montre que le degré de a sur K est le méme
que sur k.

iv) = ii) Prenons « tel que k[a] = K», et notons f, son polynéme minimal sur k. On
a donc [K5 : k] = deg(f,). Par ailleurs, on a K15 = Ki[a] et iv) dit que f, est aussi le
polynéme minimal de « sur K;. Donc [Kis : K] = deg(f.) = [K> : k]

iv) = v) ne nécessite aucune hypothése supplémentaire. Si a € K; N K, alors le
polynéme minimal de « sur K est X — a. D’aprés iv) il vit dans k[X], donc « € k.

v) = iv). Notons d’abord que I’équivalence entre iv) et 7) montre que la propriété iv) est
symétrique si on échange les roles de K et K5, ce qui n’est pas évident a priori. Supposons
maintenant K5 normale sur k, pour fixer les idées. Alors pour a € K5, le polyndéme minimal
fo € k[X] de a sur k est scindé dans K»[X]. Soit g, € K;[X] le polynéme minimal de
a sur Kj. Alors g, divise f, donc appartient & K[ X| puisque ses coefficients sont des
polynémes en les racines de g, dans Ks. Il s’ensuit que g, € (K7 N Ky)[X]| = k[X] et donc

que go = fa- ]

Remarque. — L’hypothése supplémentaire est nécessaire pour que v) implique les autres
propriétés. Par exemple, Q(v/2)NQ(jv/2) = Q, mais Q(v/2, jv/2) = Q(3/2], j) est de degré

6 et non 9.
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COROLLAIRE. — Dans le contexte de la proposition, supposons Ko et Ky galoisiennes
sur k. Alors Gal(K2/k) est le produit semi-direct de son sous-groupe distingué Gal( K2/ K1)
par son sous-groupe Gal(Ky2/Ks). Plus précisément, Uapplication (o,7) — o7 est un iso-
morphisme

Gal(K12/K1) x Gal(K19/Ky) — Gal(Ky,/k)

ot le produit semi-direct est relatif a l'action de conjugaison.

Démonstration. Gal(Ki5/K>) est en effet distingué puisque Ky est Galoisienne. L’intersec-
tion Gal(K12/Ky) N Gal(Ki2/K7) est le sous-groupe des automorphismes qui fixent K7 et
K, et donc aussi le corps Ko qu’ils engendrent. Cette intersection est donc {id}. Il s’en-
suit que 'application de I’énoncé est injective. Comme les deux ensembles sont de méme
cardinal, elle est bijective. Enfin, la formule (o7)(0’7") = (0.70'771)(77') montre que c’est
un morphisme de groupes. O]

2.7.11 Cléture normale (Galoisienne) d’une extension. La notion de corps de décom-
position d’un polynéme a un analogue pour les extensions de corps : c’est la notion de
cloture normale.

DEFINITION. — Soit K D k une extension algébrique. On dit qu’une extension K>k
est une cloture normale de K si elle est normale et engendrée par toutes les images 1(K)
de k-plongements 1 : K — K.

Lorsque K D k est une extension séparable finie, on dit aussi que K O k est une cléture
Galoisienne de K D k. En effet dans ce cas, K est aussi séparable et finie sur k.

Ezxemple. — Le corps de décomposition d'un polynome irréductible séparable f € k[X]
est une cloture Galoisienne du corps de rupture de f.

PROPOSITION. — Toute extension admet une cloture normale, unique a isomorphisme
pres.

Démonstration. Choisissons une cloture algébrique k et notons K le sous-corps de k en-
gendré par toutes les images «(K), ou ¢ € Homy_,(K, k). C'est clairement une cloture

normale de K, et si K’ en est une autre, on peut la plonger dans k, son 1mage par ce
plongement est nécessairement K et on obtient ainsi un isomorphisme K = K. O

Alternativement, si K est plongé dans une cloture algébrique k, sa cloture normale dans
K est le corps engendré par les images o(K) ou o décrit Aut(k/k).
Ezemple. — Si K = k(ay, -+, ay) avec o; € k, alors K = K({aﬁj)}izlv.‘.Vn;jzlj...rj) ou

,j=1,---,r; désignent les conjugués de o; dans k. En d’autres termes K est le corps
de decomposmon du polynome f., fo, - fan-

Ezemple. — La cloture Galoisienne de Q(v/2,v/3) dans Q est Q(v/2, v/3, e*7/15),

(J)
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2.8 Résolubilité par radicaux des équations algébriques

Comme on I'a déja mentionné dans I'introduction de ce chapitre, la théorie de Galois
permet de résoudre le probléme de la résolubilité par radicaux des équations algébriques.
C’est, ce que nous allons expliquer ici.

2.8.1 Groupe de Galois d’un polynome. Soit f € k[X] un polynoéme séparable. On
appelle groupe de Galois de f le groupe de Galois Gy d'un corps de décomposition Ky de
f sur k. Ce groupe permute les racines de f, et son action sur K est déterminée par celle
sur les racines de f car celles-ci engendrent K. Ainsi G s’identifie & un sous-groupe du
groupe des permutations des racines de f. Si on numérote les racines oy, -, a,, de f dans
Ky, alors G s’identifie a un sous-groupe de &,,.

LEMME. — Le polynome f est irréductible dans k[X| si et seulement si Gy permute
transitivement les racines de f dans Kjy.

Démonstration. On a déja vu cela plusieurs fois. Répétons 'argument. Si f est irréductible
et «v, 5 sont deux racines, il existe un unique k-isomorphisme k|q/] = k[B] qui envoie o sur
B et celui-ci se prolonge en un automorphisme Ky =K ¢ car K est normale. Réciproque-
ment, la propriété ii) des extensions Galoisiennes nous dit que si G agit transitivement sur
les racines de f, alors f est le polyn6me minimal de chacune de ses racines, et en particulier
est irréductible. ]

Si on a au contraire une factorisation f = f; fo dans k[X], alors soit K, le sous-corps
de Ky engendré par les racines de f;. Puisque K, est galoisienne sur k, on a un morphisme
surjectif Gy — Gy, de noyau Gal(K;/Ky,). Le morphisme produit Gy — Gy, x Gy, est
lui injectif puisque K est engendré par Ky . Ky,.

2.8.2 Résolubilité par radicaux et groupes résolubles. Rappelons qu'un polyndéme f €
Q[X] est dit “résoluble par radicaux” si ses racines peuvent s’exprimer en appliquant suc-
cessivement des opérations parmi +, —, -, + et {/z & des nombres rationnels.

DEFINITION. — Un groupe fini G est dit résoluble s’il admet une suite décroissante
G =Gy DG D DG, ={1} de sous-groupes tels que G;y1 est distingué dans G; et
G;/Giyq est abélien.

Exercice. — Soit H un sous-groupe de G. Montrer que :
— G résoluble = H résoluble.
— Si H est distingué, G résoluble < (H et G/H résolubles).

Le théoréme de Galois s’exprime ainsi :

THEOREME. — Le polynome f est résoluble par radicaux si et seulement si son groupe
de Galois est résoluble.

Démonstration. Supposons d’abord f résoluble par radicaux. Ceci équivaut a ce que Ky
soit inclus dans le “dernier étage” K, d’une tour d’extensions Q = Ko C K; C --- C K,

128



Ecole Normale Supérieure FIMFA

telle que pour tout ¢ = 1,--- ,r, on a K; = K;_1(a;) avec o € K, 1 pour un n; € N.
On peut choisir cette tour de sorte que K; soit n-cyclotomique avec n le ppcm des n;.
Alors chaque extension K; D K; ; est (Galoisienne de groupe de Galois abélien, d’aprés
et Malheureusement K; n’est pas nécessairement Galoisienne sur Q pour i > 2.
Remplacons donc K; par sa cloture Galoisienne K! dans Q. On a donc une tour Q = K, C
K, = K] C K} C --- C K| d’extensions Galoisiennes avec K| = K{fl(agj),j =1,---,1r)
ou les agj) désignent les conjugués de o; dans Q. Alors (agj))”i est un conjugué de «;" donc
appartient & K] ,, et le corollaire nous dit que Gal(K!/K!_,) est abélien.
Traduisons cela via la correspondance de Galois. Notons G := Gal(K!/K]), qui est un
sous-groupe de G, = Gal(K!/Q). Alors les G sont distingués dans Gy, et les quotients
successifs G /G, sont abéliens. Le groupe Gj, est donc résoluble. Il s’ensuit que le groupe
Gy = Gal(K;/Q), qui est un quotient de Gy puisque K; C K, est aussi résoluble. En
effet, si Gy, désigne 'image de G dans G, alors chaque Gy, est distingué dans G et les
quotients successifs G;/Gy41 sont abéliens, puisque quotients de G;/G41.
Réciproquement, supposons maintenant que Gy = Gal(K/Q) est résoluble. Notons
K le corps engendré par Ky et les racines n-émes de l'unité ot n = [K; : Q]. Clest
aussi une extension Galoisienne de @, dont le groupe de Galois G’f se surjecte sur Gy
avec noyau Gal(K}/Ky) abélien (d’ordre divisant ¢(n)). Donc G'; est aussi un groupe
résoluble. Notons G| = Gal(K}/Q(eQi”/”)), qui est un sous-groupe distingué de G'; de
quotient G';/G"; | abélien (isomorphe & (Z/nZ)*). Puisque G; est résoluble, il existe des
sous-groupes G';; O Gy D - D G = {1} tels que G, soit distingué dans G’;; de
quotient abélien. En fait, puisque tout groupe abélien fini est produit de groupes cycliques,
on peut méme supposer que Cv”ﬁ/C?}’Z.Jrl est cyclique. Notons que pour ¢ > 1, 'ordre de
' i/ Glipy divise celui de G /G qui est égal an degré [K) : Q(e*™/™)], lequel divise
[Ky : Q] = n. Soit alors K}, := (K})%. La correspondance de Galois nous dit que la tour

@ C Q(e2iﬂ-/n) - K},l C K}"Q cC---C K},T‘ - K}

est formée d’extensions Galoisiennes telles que K ; /K’ ; | est de groupe de Galois cyclique
d’ordre n; divisant n. D’apres le théoréme une telle extension est de la forme K, =
K}, 1(%/a;). 11 s’ensuit que f est résoluble par radicaux. ]

2.8.3 Résolubilité des équations de degré au plus 4. A I'époque de Galois, on savait
déja depuis longtemps que les polynémes de degré au plus 4 étaient résolubles par radi-
caux. En voici une explication conceptuelle. Soit n := deg(f). On a vu que l'action de
permutation de Gy := Gal(K/K) sur I'ensemble des racines de f fournit un plongement
Gy — 6, (une fois qu'on a numéroté les racines). Or, pour n < 4, le groupe &,, est
résoluble. En effet, G, = Z/27Z est abélien, &3 se surjecte sur Z /27 (signature) avec pour
noyau A3 = Z/3Z, et &, se surjecte sur Z/27Z avec pour noyau 2, dont le sous-groupe
{id, (1,2)(3,4), (1,3)(2,4), (1,4)(2,3)} isomorphe a (Z/27Z)? est distingué de quotient iso-
morphe a Z/37Z. Comme tout sous-groupe d’un groupe résoluble est résoluble (exercice), il
s’ensuit que Gy est bien résoluble dés que deg(f) < 4.
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2.8.4 Non-résolubilité d’une équation de degré 5. C’est a Abel qu’est attribué le premier
exemple d’équation algébrique non résoluble par radicaux. Mais la théorie de Galois donne
une explication plus conceptuelle aux exemples d’Abel.

LEMME. — Le groupe &, n > 5 n’est pas résoluble.

Démonstration. 11 suffit de montrer que 2(,, n’est pas résoluble. Pour cela, il suffit de mon-
trer que 2, ne posséde aucun quotient abélien. Ceci équivaut a montrer que le sous-groupe
2., A,,] engendré par les commutateurs zyx~'y~! d’éléments de 2, est égal a 2,,. En effet,
tout morphisme A, — G avec G abélien est trivial sur [, 2A,].

Rappelons que 2, est engendré par les 3-cycles. En effet, il suffit de voir que le produit
de deux transpositions 7 = (i,7)(k,[) est un produit de 3-cycles. Si {i,j} = {k,{} on a
T =1id, si [{i,j} N{k,1}| = 1, alors, en supposant que j = k par exemple, on a 7 = (1, j, 1),
et si {i,7} N{k,1} =0 alors 7 = (4,5)(4,k)(J, k) (k, 1) = (4,4, k) (7, k, ).

Il nous suffit donc de voir que tout 3-cycle est un commutateur dans 2(,,. On a la formule
(i,7,k) = (1,7)(3, k) = (4,7) (4, k) (2, 7)1 (4, k)" qui montre que (4, j, k) est un commutateur
dans &,,. Pour passer & un commutateur dans 21,,, choisissons, [ # m distincts de (i, j, k),
ce qui est possible car n > 5. Alors, (I,m) commute & (i,j) et (i,k), donc en posant
7=(i,5)(l,m) et o = (i,k)(I,m), on a oo™ = (i,5,k), et 7,0 € A,,. O

Remarque. — En fait, on a beaucoup mieux : pour n > 5, le groupe 2, est simple, i.e.
ne posseéde aucun sous-groupe distingué propre et non trivial.

Notre but est maintenant de produire un polynéme de degré 5 dont le groupe de Galois
est G5. Pour cela, le lemme suivant sera utile :

LEMME. — Sin est premier, le groupe &, est engendré par toute paire d’éléments (o, T)
formée d’un n-cycle et d’une transposition.

Démonstration. Soit 7 = (i, j) avec i # j. Comme n est premier, I'unique puissance de o
qui envoie i sur j est encore un n-cycle. On peut donc supposer que j = o(7). On a alors
0’1o = (0°(i),0*"1(i)) pour tout s =0,--- ,n — 1. Soit alors r > 5. On a

(0" (@), 0" (@) - (0" (0), 0" 2(0)) (0" (i), o™ (0) ) (0" (6), 02 (8)) -+ (0" (), 07 (1))

= (0°(2),0"(2)),
ce qui montre que le sous-groupe engendré par o et 7 contient toutes les transpositions,
donc est égal a G,,. ]

Nous voulons donc trouver un polynéme de degré 5 dont le groupe de Galois contient
un H-cycle et une transposition. Remarquons alors :

LEMME. — Soit f € k[X] séparable. Si f est irréductible de degré premier p, alors Gy
contient un p-cycle du groupe des permutations des racines de f.

Démonstration. Tout corps de rupture de f est de degré p (isomorphe a k[X]/(f) puisque
f est irréductible), donc p|[K : k] et G contient donc un élément d’ordre p. Mais les seuls
¢léments d’ordre p de G, sont les p-cycles. [
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Pour trouver des polynoémes irréducibles, le critére suivant est trés utile.

PROPOSITION. (Criteére d’Eisenstein) — Soit f = X" + a, 1 X" ' + -+ + ag € Z[X].
Supposons qu’il existe un nombre premier p tel que p divise a; pour tout i, mais p*> ne divise
pas ag. Alors f est irréductible dans Q[X].

Démonstration. Soit f = gh une factorisation dans Q[X] avec ¢ et h unitaires. On a
déja expliqué qu’on a alors g,h € Z[X]. Ecrivons g = X™ + by, 1 X™ 1+ -+ + g et
h=X"4+c_1 X" '+ 4 ¢cy. Alors bycy = ag donc p ne divise pas by ou ne divise pas c.
Supposons que p ne divise pas ¢y et soit k le plus petit entier tel que p ne divise pas by
(qui existe bien puisque b,, = 1). Alors I'égalité a;, = ziﬂ.:k b;c; montre que p ne divise
pas ay, donc k =n et h(X) = 1. O

On voudrait maintenant un moyen de produire une transposition dans le groupe de
Galois d’un polynome irréductible de Q[X]. L’astuce pour cela est d’utiliser la conjugaison
complexe, qui au moins fournit un automorphisme d’ordre 2. Supposons en effet que f
posséde exactement 2 racines dans C\ R. Alors la conjugaison complexe permute ces deux
racines et fixe toutes les autres. Elle fournit donc une transposition dans Gy.

COROLLAIRE. — Le groupe de Galois du polynome f = X® — 10X + 5 € Q[X] est Gs.
En particulier, f n’est pas résoluble par radicauz.

Démonstration. Le critére d’Eisenstein avec p = 5 montre que f est irréductible dans
Q[X], donc le dernier lemme assure que G contient un 5-cycle. Par ailleurs, le tableau des
variations de la fonction R — R, z +— f(z) montre que f a trois racines réelles, donc Gy
contient une transposition. Il s’ensuit que Gy ~ Gs. O

2.9 Nombres constructibles a la régle et au compas

Voici une autre illustration des implications de la théorie de Galois sur des problémes
classiques de 'antiquité.

DEFINITION. — Dans le plan euclidien R?, un point P est dit :
— 0-constructible si P € {(0,0),(1,0)}
— n-constructible s’il est (n—1)-constructible ou s’il existe des points n—1-constructibles
A # B et C # D tels que P soit dans ['une des intersections suivantes, supposée
transverse :
— des droites (AB) et (CD)
— ou de la droite (AB) et du cercle de centre C' passant par D
— ou des cercles de centres respectifs C et A, passant respectivement par D et B.
Un nombre complexe z € C est dit constructible si le point correspondant est n-constructible
pour un n € N,

La géométrie élémentaire classique nous apprend a projeter un point orthogonalement,
sur une droite a la régle et au compas, ce dont on déduit :
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LEMME. — Un complexe est constructible si et seulement si ses parties réelles et ima-
ginaires le sont.

Notons E C C I’ensemble des nombres constructibles.

THEOREME. — E est un sous-corps de C stable par extraction de racine carrée.

Démonstration. Exercice. La stabilité par soustraction est claire, utiliser Thalés pour la
multiplication de réels, la construction de l'inversion géométrique pour le passage a l'in-
verse, puis Pythagore pour la racine carrée d’un réel positif. O

L’équation d’un cercle et celle d’'une droite montrent que les coordonnées de leurs
point(s) d’intersection sont solutions d’une équation du second degré en les coordonnées
des points utilisés pour définir le cercle et la droite. Les nombres constructibles sont donc
algébriques. Plus précisément, on a :

THEOREME. (Wantzen) — Un compleze z est constructible si et seulement si il existe
une suite de corps Ko =Q C Ky C --- C K, tels que [K; : K;_1] =2 et z € K,.

Démonstration. Exercice. On remarquera que toute extension quadratique est obtenue par
extraction d’une racine carrée. ]

Ici intervient la théorie de Galois, et notamment la notion de conjugué.

THEOREME. — Un nombre algébrique z € Q est constructible si et seulement si ’ex-
tension algébrique de Q engendrée par ses conjugués est de degré une puissance de 2.

Démonstration. Remarquons tout d’abord que si z est constructible alors ses conjugués
le sont aussi. En effet, si 0 € Gal(Q/Q) et si Ko = Q C K; C --- C K, est une tour
d’extensions quadratiques contenant z, alors 0(Ky) = Q C o(K;) C --- C 0(K,) est une
tour d’extensions quadratiques contenant o(z). Soit alors K, le corps engendré par les
conjugués de z. Il est contenu dans F et engendré par un élément primitif o. Puisque «
est constructible, il est contenu dans une tour d’extensions quadratiques, donc K, aussi,
et K, est bien de degré une puissance de 2.

Réciproquement, supposons que le corps K, est de degré une puissance de 2. Comme
c’est le corps de décomposition du polynéme minimal f, de z, c’est une extension Ga-
loisienne dont le groupe de Galois G, est un 2-groupe. Or, tout 2-groupe posséde un
sous-groupe (distingué) d’indice 2. Inductivement, il existe donc une suite décroissante
Go =G, DGy D DG, = {1} de sous-groupes de G, telle que [G; : G;11] = 2. En
prenant les corps de points fixes K; = K%, on obtient une tour d’extensions quadratiques
comme dans le théoréme précédent. O

Ce résultat s’applique au probléme classique de savoir quels polygones réguliers peuvent
étre construits a la régle et au compas. Si n est le nombre de cotés, c’est équivalent a
déterminer si exp(2im/n) est constructible. Par le théoréme précédent, c¢’est encore équi-
valent a ce que [Q(exp(2im/n)) : Q] soit de degré une puissance de 2. Or on a vu que
[Q(exp(2im/n)) : Q] = ¢(n). Par la formule usuelle de ¢(n), on obtient donc :
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COROLLAIRE. — Un polygone régulier a n cotés est constructible a la régle et au compas
si et seulement si n = 2%p1ps - - - P avec p; des premiers distincts de la forme p; = 1 4 2%,

Remarquons que pour que p = 1 4 2% soit premier, il faut que a soit lui-méme une
puissance de 2. En effet, si on écrit « = 2°m avec m impair, on a 1 +2% =1 — (—22b)m
qui est divisible par 1 + 22" Les nombres de la forme p=1+ 22" sont appelés “nombres
de Fermat” car Fermat avait émis 'hypothése qu’ils soient tous premiers, ce qui est vrai
jusqu’a b = 4, mais faux pour 5 < b < 23 et inconnu au-dela. En particulier, 17 est un
nombre de Fermat premier, et la constructibilité du polygone régulier & 17 cotés avait été
établie par Gauss.

2.10 Spécialisation du groupe de Galois

2.10.1 Soit A un anneau principal de corps des fractions K. Fixons un élément irré-
ductible p € A et notons k = A/pA le corps résiduel.

Soit maintenant f € A[X] un polynome unitaire et soit K ; “son” corps de décomposition
sur K. On a donc une décomposition f = (X —ay)--- (X — «,) dans K[ X].

Notons Ay := Alay, - -+, o] la sous-A-algébre de K engendrée par les racines «; de f.

LEMME. — En tant que A-module, Ay est libre de rang [Ky : K].

Démonstration. Manifestement A; engendre K; comme K-espace vectoriel. Vu le i) du
corollaire [1.9.5] il suffit donc de montrer que Ay est de type fini comme A-module. Or,
puisque f annule chaque «;, il est engendré par les éléments o' - - - o' avec nqy, -+ ,n, <
n. O]

Notons f l'image de f dans k[X]. Soit m C A un idéal maximal de A; qui contient p,
et soit ky := Ay/m le corps résiduel. C’est une extension finie de A/pA = k, engendrée par
les images @; des o;. La factorisation f = (X —@;)--- (X — @,) montre donc que k; est
un corps de décomposition de f sur k.

LEMME. — Si f est séparable dans k[X], alors f est séparable dans K[X].

Démonstration. Si f est séparable, les @; sont tous distincts, donc les o, aussi et f est
séparable aussi. O

Nous supposons dorénavant que f est séparable. Notons Gy = Gal(K;/K) et Gy =
Gal(ky/k) les groupes de Galois correspondants. Notre but est de comparer Gy et G7.

L’action de Gy sur Ky stabilise manifestement A; puisqu’elle permute les «;. Cette
action induit & son tour une action sur 'ensemble des idéaux de Ay qui stabilise 'ensemble
Max(Ayf) des idéaux maximaux, ainsi que le sous-ensemble Max(Af/p) des idéaux maxi-
maux contenant p. Notons alors Gy, le fixateur de I'élément m € Max(A;/p). On a donc
Gim = {0 € Gy,0(m) = m}, donc Gy s est aussi le stabilisateur de m dans Gy. L’action
de Gy n sur Ay par automorphismes de A-algebre passe alors au quotient pour donner une
action sur k; par automorphismes de A/p-algébres. On a donc un morphisme G, — Gy,

o +— T caractérisé par Va € Ay,5(a) = o(a) ou a désigne la réduction de a modulo m.
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THEOREME. — Le morphisme Gyn — Gy est un isomorphisme.

Démonstration. En suivant ’action sur les racines, on constate que ce morphisme s’inscrit
dans le diagramme commutatif suivant :

Gf,m(_> Gf(é“ 6{&17“'7071,} — 6n .

o—0

G?Q 6{51,..‘7571} == Gn

Son injectivité en découle immédiatement, et en particulier 'inégalité |G rn| < |G-
Par ailleurs, soit M := Gy -m C Max(A;/pAy) orbite de I'idéal maximal m sous Gy.
Le théoréme des restes chinois nous donne un morphisme surjectif de k-algébres

As/pAs — [ As/n,

neM
d’ou l’inégalité dlmk(Af/pAf) = [Kf . K] = |Gf| = ZneM dlmk(Af/Il) Or Chaque Af/ﬂ
est un corps de décomposition de f, donc dimy(Ay/n) = [k; : k] = |G5|. Puisque [M]| =
(G Gym], Vinégalité devient |G| > [Gy : Gy m]|G7l, et implique donc I'inégalité |Gy | >
|G7|. Puisqu’on a déja vu lautre inégalité, on a |G| = |Gyn|, et donc le morphisme de
I’énoncé est aussi bijectif.

O

Remarque. — Sous I’hypothése f séparable, le théoréme nous fournit donc un plonge-
ment iy : Gy < Gy. Ce plongement dépend a priori de deux choix : d’une part le choix

de m et d’autre part celui d’un isomorphisme de k-extensions Af/m = k7. Silon fixe m,
le plongement i, n’est donc bien défini qu’a “conjugaison a la source prés”. Que se passe-
t-il si maintenant on choisit un autre m’? La preuve ci-dessus implique que le morphisme
A /pAs = [laen Af/n est un isomorphisme, ce qui signifie que M = Max(Af/pAy), i.e.
que Gy agit transitivement sur Max(A;/pAy). 1l existe donc o € G tel que o(m) = w'.
On a alors 0Grmo~" = G, et les plongements iy et 7+ oin(7)o~" de G5 dans Gy
sont conjugués “a la source”. En d’autre termes, on a construit une classe de conjugaison
canonique de plongements G5 — G/.

2.10.2 Application auz polynomes dans Z|X]. Supposonsici A = Z. Dans ce cas k = F,
et on sait que G5 est cyclique engendré par le Frobenius F. Soit alors f="Ffifs [, la
décomposition de f en produit d’irréductibles dans F,[X], et soit n; := deg(f;). Cela
correspond & une partition de ’ensemble des racines

R(f)={a, -, @} = UR(7i>-

Cette partition est respectée par F, et F' agit transitivement sur chaque R(f;). Ainsi,
I'image de F' dans &,, est un produit ¢; - - - ¢, de cycles disjoints de longueurs respectives
ni, -+ ,n,.. On a donc prouvé :
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COROLLAIRE. — Soit f € Z[X] de degré n et p premier tel que f € F,[X] est séparable
et de décomposition en irréductibles f = f,fy--- f,. Alors Gy, vu comme sous-groupe de

Sy, contient un produit ¢y - - - ¢, de cycles disjoints de longueurs respectives deg(f,).

Pour appliquer cet énoncé, il faut donc étre capable de factoriser f. Pour cela, il est
utile de remarquer que f posséde un facteur irréductible de degré r si et seulement si il
admet une racine dans F,» qui n’est dans aucun F,: pour s|r, s # r. Par ailleurs, f admet
une racine dans [F,r si et seulement si il n’est pas premier & X?" — X, ce qui peut se vérifier
par divisions euclidiennes successives et/ou un peu d’astuce.

Exemple. — Condidérons le polynome f = X5 — X — 1.

— Modulo 2. On vérifie que f n’a pas de racine dans F,, mais il en a deux dans Fy
puisque f = X2 - X —1(mod(X* = X)) et f; =X? - X -1=X>+X+1|X*'-X. 1
s’ensuit que f = f, f, avec f, irréductible de degré 3. Le corollaire nous dit que G ¢ contient
une permutation de type (2,3), et le cube de cette permutation est donc une transposition.

— Modulo 3. On vérifie que f n’a pas de racine dans Fs, donc pas de facteur de degré
1. Puis on calcule le pged avec X — X (d’abord avec X% — 1 puis avec X* + 1) pour
constater que f n’a pas de racine dans Fy, donc pas de facteur de degré 2. Il s’ensuit que
f est irréductible et G ¢ contient donc un 5-cycle.

— Conclusion. Gy ~ Gs.

FEzemple. (Corps cyclotomiques) — Considérons le polynéme cyclotomique f = ®,,. Le
polynome f mod p est séparable si et seulement si p ne divise pas n. Comme le groupe de
Galois Gy = (Z/nZ)* est abélien, le plongement ¢ : G < G construit dans le théoréme
est canonique (et pas seulement & conjugaison prés). On voudrait calculer I'image du Fro-
benius ¢(F') & travers I'isomorphisme Gy = (Z/nZ)* donné par le caractére cyclotomique
Xn,@- Pour cela, on constate sur la construction de ¢ et les définitions de x,, g et xnr, que
le diagramme suivant est commutatif

Xn,
Gf(%@ (Z/nZ)X = Aut(/,l/n) C G{rac. prim. NEMeSs de 1} .

Xn,F
gf(ép. (Z/HZ)X — Aut ([Ln) C 6{rac. prim. n€Mes de 1}

On a donc xnq(t(F)) = Xnr,(F) = p € (Z/nZ)*. On peut en déduire la forme de la
factorisation de la réduction @, dans [F,[X] (toujours sous I'hypothése (p,n) = 1). En
effet, soit r Pordre de p dans (Z/nZ)*. Alors les orbites de l'action de p sur les racines
primitives n-émes de I'unité donnée par £ — &P sont de cardinal 7 et il y en a s := ¢(n)/r.
Il s’ensuit que ®, = f;--- f; dans IF »| X | avec f; irréductibles de degré r premiers entre eux
deux a deux. En particulier :
— @, est scindé dans F,[X] si et seulement si p = 1[n)].
— @, est irréductible dans F,[X] si et seulement si p est un générateur de (Z/nZ)*
(et on voit donc que ®,, n’est jamais irréductible dans F,[X] si (Z/nZ)* n’est pas
cyclique).
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Ezemple. (Corps quadratiques) — Soit d € Z sans facteur carré et f = X? —d. Si l'on

choisit une racine carrée v/d dans Q, alors K; = Q[v/d] et 'application £, : o + U(—\/@

est un isomorphisme Gy = {£1} qui ne dépend pas du choix de Vd. On voit que f =
f mod p est séparable si et seulement si (p, 2d) = 1. Dans ce cas, puisque G est abélien, le
plongement ¢ : Gy < G est encore canonique et on aimerait calculer L(F). Pour cela, on
vérifie sur la construction que le diagramme suivant est commutatif

G, % (41}

o
J'Jx—’; (+1}

On a donc g40(¢(F)) = €4, (F). Concrétement, on a eqp,(F) = —1 si et seulement si

f = X? — d est irréductible, c’est-a-dire si et seulement si d n’est pas un carré modulo p.
d

Il s’ensuit que le signe e4p, (F)) n’est autre que le symbole de Legendre (1—3>.
Application. (Loi de réciprocité quadratique) — Soit ¢ un premier impair. Un calcul
élémentaire montre que

a(g=1) q—1
2

¢"=(=1)=¢"

II G-¢r=n

0<i<j<q

Il s’ensuit que Q(¢;) D Q(y/¢*) ol on a posé ¢* = (—1)%61. Par la correspondance
de Galois, on a donc un morphisme surjectif Gal(Q((,)/Q) — Gal(Q(v/¢*)/Q). Via le
caractére cyclotomique x4 et le caractére quadratique e, g, ce morphisme devient un
morphisme surjectif (Z/qZ)* — {+1}. Mais puisque ¢ est premier, le groupe (Z/qZ)*
est cyclique, donc il existe un unique tel morphisme surjectif, et de plus, son noyau est le
sous-groupe des carrés dans (Z/qZ)* (ie 'image de x — z?).

Notons maintenant f = ®, et g = X? — ¢*, fixons p premier impair différent de g, et
notons f, g € F,[X] les réductions de f et g. Alors f et g sont séparables et k7 contient
un corps de décomposition ky de g (puisqu’on a toujours ([],;(¢; — ¢7))* = (¢*)?). Dot
un morphisme surjectif Gy — G On vérifie a nouveau sur leur construction que les
plongements ¢ sont compatibles & ces morphismes surjectifs, i.e. que le diagramme suivant
est commutatif

G —=G,
Lf] Lg]
(pour cela, on remarque que Ay = Z[(,] contient A, = Z[d,] ot 6, = [[,;(¢; — () et que

si my € Max(Ay) contient p alors m, := mnN A, € Max(A,) et contient toujours p, de sorte
que la surjection Gy — G, envoie Gy, dans Gy, .)
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Il s’ensuit que la surjection (Z/qZ)* — {£1} envoie p sur (%). On en déduit la
propriété remarquable suivante : ¢* est un carré dans F; si et seulement si p est un
carré dans F;. Autrement dit (%) = <§>. Un petit calcul utilisant la multiplicativité

<m> = (d—1> (%) et le fait (élémentaire) que (%) = (—1)*2 montre alors la fameuse

()

“loi de réciprocité quadratique”

Remarque culturelle. (Le théoréme de Chebotarev) — Comme remarqué plus haut, le
théoréme de spécialisation nous fournit, pour chaque premier p tel que f := fmodp est
séparable, une classe de conjugaison canonique de plongements G7 — Gy. Les images du
Frobenius F' € GT dans Gy sont appelées substitutions de Frobenius et forment une classe
de conjugaison C, dans Gy. Le théoréme de Chebotarev (conjecturé par Frobenius qui
avait prouvé un résultat un peu plus faible) affirme que pour toute classe de conjugaison
C de Gy, 'ensemble des premiers p tels que C' = C,, est infini, et a méme pour densité
“naturelle” |C|/|G], ce qui signifie que la suite

{p < N7C:Cp}‘ N @
{p < N} |Gl

Dans le cas particulier de f = ®,, on a Gy ~ (Z/nZ)* abélien, donc une classe de
conjugaison est un singleton C' = {a} pour un a € Z premier a n. Alors, vu le calcul de
L(F') ci-dessus, on a C' = C), si et seulement si p = a[n]. On retrouve ainsi le théoréme
de densité de Dirichlet, qui affirme que I’ensemble des premiers congrus a a modulo n est
infini, de densité 1/p(n). En fait, les idées de Dirichlet sont utilisées dans la preuve de
Chebotarev.

Dans le cas particulier f = X? — d, le théoréme de Chebotarev nous dit que d est un
carré dans F, pour “la moiti¢” des nombres premiers p (ie pour p dans un sous-ensemble
de densité 1/2).

2.10.3 Un théoréme de Hilbert. Supposons ici A = Q[T]. Tout élément t € Q fournit
une spécialisation de fr(X) € A[X] en un polynome f;(X) € Q[X], et le théoréme précé-
dent nous fournit un plongement Gy, — Gy,., unique a conjugaison pres. Hilbert a prouvé
le théoréme suivant, que nous citons pour la culture.

THEOREME. — Supposons fr irréducible dans Q(T)[X]. Alors l'ensemble des t € Q
pour lesquels Gy, = Gy, est infini.

Notons que pour un t comme dans le théoréme, f; est irréductible puisque 'action de
Gy, sur les racines est transitive comme celle de G¢,.. Notons aussi que le méme énoncé est
trivialement faux si on remplace QQ par C ou [F,,. La motivation de Hilbert pour prouver ce
théoréme venait du probléme de Galois inverse. On peut en déduire assez facilement que
pour tout n € N, les groupes G,, et 2, sont des groupes de Galois sur Q.
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2.11 Polyndémes symétriques

Considérons maintenant le corps K = k(ay,---,a,) des fractions rationnelles en n
indéterminées, et le polynome f = X" !4+ a; X" ' +...+a, € K[X]. Nous allons montrer
que ce polynome est séparable sur K et son groupe de Galois est Gy = &,,.

2.11.1 Actions du groupe symétrique. Faisons agit &,, sur N par la formule
o-v=»(0-v), - ,(0-V),) avec (0-V);:=Vs1(; si v=(v1, - ,Vp).

On a alors I'égalité (o00’)-v = o-(¢’-v) qui montre qu’on a ainsi défini une action a gauche
de G,, sur N,

Par la propriété universelle de ’algébre de monoide Z[N"] cette action s’étend en une
action de &,, sur Z[N"| par automorphisme d’anneaux. Explicitement, on a

o(f) = Z a, X7 = Z a,-1.,X" pour [ = Z a, X" .

veNn veNn? veN?

Identifions Z[N"] & Z[ X}, - -+, X,,] comme dans ..... On a donc XV = X' --- X} et

Xow = XL X X XY

Il s’ensuit que o0(X;) = X, pour tout i. En d’autres termes, I'automorphisme f — o(f)

de Panneau Z[X7,--- , X,] est 'unique automorphisme tel que o(X;) := Xo@).
2.11.2 Polynomes symétriques élémentaires. Pour 7 =1,--- . n, on pose
Ej = Z XilXig . ij = Z X[ avec X] = HXZ
1<ip << <n Ic{1,,n} i€l
[1]=j

Par exempleon a ¥ = X1+ Xo+---+ X, et X, = X1 X5--- X,,. Noter que G,, agit sur les
sous-ensembles de {1,--- ,n} par (o,1) — o(I), et que cette action préserve évidemment
le cardinal. Comme on a aussi 0(X;) = Xy(p), il s’ensuit que o(X,) = 3, pour toute
permutation ¢ € G,,. En d’autres termes, on a

Z)17"' 7271, S Z[Xh 7Xn]6n7

on dit que ce sont des polynomes “symétriques”. Ces polyndémes encodent les relations entre
racines et coefficients des polyndmes.

LEMME. — On a dans Z[ X1, -+, X,][T] l’égalité
(T —X)(T-X3) (T —X,) =T" =S T+ ST 2 4 -+ (=1)"%,

Démonstration. On laisse au lecteur le soin de faire une récurrence sur n. O
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Si on se donne un n-uplet aq,--- , a, d’éléments d’'un anneau commutatif A, alors en
“spécialisant” I'identité du lemme par le morphisme Z[ X7, - -, X,,][T] — A[X] qui envoie
T sur X et a; sur X;, on obtient dans A[X] I’égalité

(X —a)) (X —a,) =X"=Z1(ag, -, a) X" T (=1)"S, (g, -+, ).

Le spectaculaire théoréme suivant justifie la terminologie de “polynéme symétrique
élémentaire”.

2.11.3 THEOREME.— Les %; sont algébriquement indépendants dans Z[Xy,- -+, X,)
et engendrent le sous-anneau Z[X1, -, X,])%". En d’autres termes, 'unique morphisme
d’anneauz Z[Y1, -+ Y, — Z[Xq, -+ , X, qui envoie Y; sur 3; est injectif et son image
est Z|X1, -, X,]|%", ce que l'on écrit de maniére un peu imprécise :

Z[Xl, . ,Xn]S" - Z[Zb .. 7zn]_

Voici une preuve combinatoire et élémentaire de ce théoréme. Nous en donnons une plus
courte, et qui illustre plusieurs notions introduites dans ce cours, au paragraphe [2.12.4

Démonstration. Pour v € N", posons X¥ := 3'35% - - - ¥¥». Nous devons donc montrer que
la famille ($"),enn est une Z-base de Z[ X1, - -+, X,,]%".

Pour cela, nous allons d’abord exhiber une Z-base agréable de Z[X,--- , X,,]®", puis
nous exprimerons les ¥ dans cette base agréable. Soit f = " . a, X" invariant sous &,,.
Alors a, = a,., pour tout o € &,,, et on peut donc écrire, de maniére unique,

f= Z ayS”, ol 57:ZX”.

veEN" /G, VED

La famille (5”)yenn /e, est donc une Z-base de Z[Xj, -, X,]%". Néanmoins, la parameé-
trisation de cette base par I’ensemble quotient N"/&,, n’est pas pratique pour y exprimer
.

DEFINITION. — On dit que v € N" est dominant st v; > v > --- > v,. On note
A C N ’ensemble des n-uplets dominants.

Il est clair que toute G,,-orbite ¥ contient exactement 1 n-uplet dominant. I.’ensemble
A est donc un ensemble de représentants des &,,-orbites dans N". Pour A € A, on notera

simplement B
S)\ _ S}\ _ Z XV
veEGy-A
Exemple. — Pour j =1,--- nnotons 4/ = (1,---,1,0,---,0) € A avec j termes égaux

a 1. Alors i/ € A et S¥ =3,

Si X € A, on peut écrire

() SN =D cwS”

HEA
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pour des coefficients cy y., € Z uniquement déterminés. Afin d’étudier ces coefficients, il
est utile de remarquer que A est stable par addition, et de munir N de I'ordre suivant :

n

DEFINITION. — Pour v € N*, posons |v| == Y1,

On munit alors N de la relation d’ordre

vi et = (|v|,v,-++ 1) € NOTL

v1v et

ot < désigne 'ordre lexicographique sur N1,
L’ordre < est total et compatible & Paddition : v < vV et u<xp/ = v+pu v + .

LEMME. — Dans Uexpansion (x) on a cxyyu # 0= p A+ XN et ecxyvrsn = 1. En
d’autres termes, on a
PN e M+ N zZ.9
B=A+N
Démonstration. Pour v € N", notons A, == > ,_, ZX"'. Puisque < est compatible &

I'addition, on a AL, A-,» C A<yt Deplus,siA € Ajonaoc-\ < Apour tout 0 € &,,\ {id}.
On en déduit que S* € X* + A_, et

SASN e XA L Ay
Il s’ensuit que
SASY = SMN L P avec P e (Asyin)o.

Ecrivons P = ZME/\ c,S*. Comme ¢, est aussi le coefficient de X* dans le développement
de P dans la base des X”, on voit que ¢, # 0 = ¢ < A+ X' comme voulu. O

Ecrivons maintenant les YV dans la base des S*. On a
SV = B = (SR (SR
Posons alors
Aoi=vipt + - Fu™ €A

Le lemme nous dit que
est+ ) 7SN
A=<y
Or I'application
Nt — A, vi=> A\,

est bijective, d'inverse A — (A — Ag, -+, A1 — A\, Ap). Munissons donc N™ d’une nouvelle
relation d’ordre (total et compatible a 'addition) :

v<Lv s N, <A\,
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et posons S, := S*. Alors la famille (S,),en» est une Z-base de Z[ Xy, -+, X,]®", et on a

YWweN', Yes, + Z 7.S,,.

v'Qv

On en déduit que la famille (3%),cnn est libre sur Z ; en effet, soit > a,X” = 0 une relation
de dépendance linéaire, si {v,a, # 0} est non vide il posséde un plus grand élement 1,
mais alors on obtient la relation 0 € a,,S,, +>_, aw S, qui contredit la liberté des S,,.

On en déduit aussi que la famille (X%),cnn est génératrice sur Z. Plus précisément, on
montre que

VweN', S5, ex+ > Z%
Vv

par récurrence sur 'entier n(v) = |[{v/ < v}| par exemple.

]

2.11.4 Application : discriminant d’un polynome. D’aprés le théoréme, il existe un

unique polynome A € Z[3, - ,%,] tel que
[[(xXi = X)) = ()2 [(X = X)) = A(Sy, -+, ).
i<j i#]

En effet, le terme de gauche est manifestement un polynéme symétrique en les X;.
DEFINITION. — Soit A un anneau et f = X"+ a; X" '+ -+ a, 1X +a, € A[X] un
polynéme unitaire. On définit le discriminant de f par
disc(f) := A(=aq, -+ ,(—=1)"a,) € A.
Ezemple. — Soit A = Z[X4, -+, X,] et funiv le polynome scindé de degré n “universel”
Juniv = (T = X0)(T' = Xy) - (T = Xy) € Z[Xy, -+, Xo][T7.

Alors disc( funiv) = A, puisque funy = T — 7" 1 + -+ + (=1)"%,. On remarque aussi

(calcul) que

disc( funiv) = (=1)"" V2T £(X0).

i=1

PROPOSITION. — Soit k un corps et f € k[X]| unitaire. Pour toute extension K pour
laquelle f se scinde f = (X —aq) - (X — ) dans K[X], on a

disc(f) = H(ai —aj)? = (1D Hf’(oq)-

En particulier, f est séparable si et seulement si disc(f) # 0.
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Démonstration. Découle de Pexemple universel par le morphisme Z[Xy,---, X,,|[T] —
K[X] qui envoie T sur X et X; sur o;. O

Ezercice. — Montrer que disc(X™ + aX +b) = (=1)"™=D/2((1 — p)""La™ + nnp" ).
Voici un autre exemple d’utilisation du discriminant :

PROPOSITION. — Soit f € k[X] séparable et Gy son groupe de Galois, vu comme un

sous-groupe du groupe de permutation S, des racines de f dans un corps de décomposition
K; de f. Alors, sicar(k) # 2 on a Gy C U, < disc(f) € (k*)%

Démonstration. Soit aq,--- , o, les racines de f dans K. Notons 7 — o, l'injection de Gs
dans G,, associée a cette numérotation des racines. On a donc 7(«;) = Q. () pour tout .
Posons D :=[],_;(a; — ;) € K. Les deux racines carrées de disc(f) dans Ky sont D

et —D. Ainsi disc(f) € k* & D € k. Puisque k = Kff, étudions laction de Gy sur D.
Pour tout 7 € Gy on a, en notant ¢ la signature &,, — {£1},

7(D) = [[(a0, () — o, ) = elor) [ (e — ;) = £(0) D.

i<j 1<J
Si car(k) # 2, il s’ensuit que D € Kfo =k& GrC,. O

Remarque. — Si disc(f) ¢ k*, 'extension intermédiaire k& C k(y/disc(f)) C K, est
quadratique sur k et Gal(K;/k(y/disc(f))) = Gy NA,.

Ezemple. — Considérons X° + 20X — 16. On vérifie que f est irréductible dans F3[X]
et posséde une factorisation de type (1,1,3) dans F;[X]. Le groupe G contient donc un
5-cycle et un 3-cycle. Par ailleurs, f posséde 4 racines non réelles, donc contient un produit
de transpositions disjointes, d’ordre 2. Il s’ensuit que 30||G¢|. Enfin, disc(f) = (285°)?
est un carré, donc Gy C As. Or A5 ne contient pas de sous-groupe d’indice 2 (qui serait
distingué de quotient abélien), donc G ~ 2As.

2.11.5 Application : résolvantes. Le discrimant A peut étre vu comme le &,,-symétrisé
du polynome 2,-invariant 1) = [[,_;(X; — X;) et le critére ci-dessus nous dit que Gy C 2,
si et seulement si le polynome (T — (v, -+, o) (T + (g, -+ ,ap)) = T* — A(f) a une
racine simple dans k.

Plus généralement, si ¢ € k[X71,--- , X,,] est H-invariant pour un sous-groupe H < &,
on pose

Ry(T):= [ (T—ox) €k[Xy, -, X, | [T] = K[y, -, 5,][T,
c€6,/H

que l'on peut spécialiser 4 un polynome f = X"+ X" ' +--- +a, € k[X] en
Ry (T) = Ry(—ar, -+, (=1)"an)(T) € K[T].

Ce polynome est de degré |S,,/H|, et on a le critére suivant :
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PROPOSITION. — Si Ry, ;(T) posséde une racine simple dans k, alors Gy est contenu
dans un conjugué de H dans G,,.

Démonstration. Comme plus haut, soient ay,--- ,, les racines de f dans K;. Notons
T +— o, l'injection de Gy dans &,, associée a cette numérotation des racines.
Posons ¢ := v¥(aq, -, o) € Ky, et plus généralement o1 := (1), - - - ; Qp(n)) POUr

0 € &,. On a donc 00’ = ) si 0’ € H et on a 0,09 = 7(0th) pour 7 € G.

Les racines de Ry sont les 09 pour o décrivant &,,/H (ou plutot un ensemble de
représentants de &, /H). Supposons que o) est racine de Ry s dans k. Alors 0,00 =
T(w) = g1 pour tout T € Gy. Si de plus, o) est racine simple, alors 0,0 H = oH et
o, € cHo . L’action de G se fait donc a travers ocHo™ . O

Encore plus généralement, soient deux sous-groupes H C G C &,, et supposons que
G agisse & travers G sur les racines (pour un ordre préalablement choisi). On peut alors
simplement G-symétriser un polynoéme H-invariant ¢ en posant

Rg,f(T) = H (T_w<040'(1)7"' 7040'(n)) € Kf[X]
ceG/H

Ce polynome de degré [G : H| est alors Gy-invariant, donc dans k[X]. Comme ci-dessus,
s’il admet une racine simple dans k& alors I'action de G se fait a travers un conjugué de
H. Sinon, si K désigne le sous-corps de K; engendré par une racine simple de Rif, alors
Gal(K;/K) agit a travers un conjugué de H.

Remarque. — Ce principe de “calcul de G;” est un avatar du “principe de Lagrange”
pour résoudre le polynome f, .e. contruire K. Supposons en effet H distingué dans G et
Rg, s séparable. Si on sait construire le corps de décomposition K de R57 7 (qui est de degré
< deg(f)), on sait que le corps Ky de décomposition de f sur K sera de groupe contenu
dans H. Le principe de Lagrange est donc de bien choisir ¥ pour étre capable de résoudre
la “résolvante” ngf, puis inductivement construire ainsi Ky (en se ramenant a construire
des extensions successives de groupes de Galois cycliques). Bien-str ce principe ne peut
fonctionner que si G est résoluble.

Exemple : polynomes cubiques sur Q. Lagrange considérait la résolvante associée a
Y = (X1 + jXo + 7°X3)? qui est invariant par le groupe H engendré par le cycle (1,2, 3)
(il faut donc adjoindre j & @, et on peut rapprocher cela du discriminant en degré 2, qui
est associé a (X; — X»)?). Le polynome

Rw(T) = (T — <X1 +jX2 +]2X3)3)(T — (Xl +j2X2 +]X3)3) - Z{Xl, XQ, XgHT]

est de degré 2 en T et la preuve du théoréme [2.11.3| suggére un procédé inductif de calcul
de ses coefficients en tant qu’éléments de Z[3, ¥y, ¥3]. Si Pon spécialise & un polynome
f = X3+ aX + b sans terme en X2, les formules se simplifient un peu et on peut montrer
que Ry ; = T?+27bT —27a*. On sait résoudre un tel trinome. Si 1y, 1, en sont les racines,
on a donc (pour une numérotation convenable des racines) ¢, = (a; + jas + j2as)® et
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1y = (o + j2ay + jas)®. Aprés extraction de racine cubique, et tenant compte de 'égalité
a1 4+ as + a3 = 0, on trouve donc les «; en résolvant un systéme linéaire 3 x 3.

Exemple : polynomes de degré 4 sur Q. Lagrange utilisait la résolvante associée au
polynome ¢ = (X; + X5)(X3 + X4) qui est invariant par un sous-groupe H d’indice 3 de
S,4. On peut montrer par exemple que si f = X*+aX?+bX +calors Ry ; = T% —2aT? +
(a® — 4¢)T + b%. Par 'exemple précédent, on sait construire les trois racines 1, 1, 1, de
Ry s. Pour une bonne numérotation de ces racines, on a ¢, = (a; + a14;)(as + o) pour
chaque i = 1,2,3 et on {1,2,3,4} = {1,1 +4,7,!}. Mais alors, en utilisant »_ a; = 0, on
obtient que a; + a4, est une racine carrée de —1), pour i = 1,2,3. Puis aprés extraction
de ces racines, on n’a plus qu’a résoudre un systéme linéaire pour obtenir les «;.

2.11.6 Application : groupe de Galois du polyndome “général”. Commencons par un
corollaire du théoréeme|2.11.3|concernant les fractions rationnelles symétriques. Remarquons
au passage que I'action de &,, sur k[ X3, -+, X,,] se prolonge uniquement a k(Xy, -, X,,).

COROLLAIRE. — On a k(Xy, -, X,,)% = k(Zq,--+ ., 5,).

Démonstration. On a une inclusion claire, & savoir D. Pour I'autre inclusion, soit ¢ €
k(Xy, -, X,)%". Puisque k[X1, -, X,] est factoriel, on peut écrire ¢ de maniére unique
sous la forme ¢ = § avec (f,g) = 1 et f, g unitaires (choisir un ordre total sur N" pour

définir “unitaire”). On a alors, pour tout o € &,,, ¢ = o(¢) = % et aussi (o(f),0(g)) =1
et o(f),o(g) unitaires. Il s’ensuit que f = o(f) et g = (g). Donc f,g € k[X,--- ,%,] et

finalement ¢ € k(3,---,%,). O

Changeons maintenant de point de vue. Soit k un corps, et K := k(ay, - ,a,) le corps
des fractions rationnelles en les n indéterminées aq,--- ,a,. On s’intéresse au polynéme
“général” f = X" + a; X" ' + .-+ + a, € K[X], dont on veut déterminer un corps de
décomposition et le groupe de Galois G'y. Pour cela, considérons le corps L := k(aq, - -, o)
des fractions rationnelles a n-indéterminées o, --- , . Le théoréme nous dit que
les éléments X;(avq, -+ ,a,) € L sont algébriquements indépendants sur k. Il existe donc

un unique plongement
K — L, a; —r (—1)121'(041, s ,Oén).

THEOREME. — Le polynome f est séparable et irréductible dans K[X]. Le corps L est
un corps de décomposition de [ sur K dans lequel les oy sont les racines de f. L’action du
groupe de Galois Gy sur les oy identifie Gy a G,,.

Démonstration. Via le morphisme d’anneaux Z[ X, - -+ , X,,|][T] — L[X] qui envoie X; sur
a; et T sur X, la factorisation du lemme implique la factorisation (X —ay) -+ (X —
) = X"+ a; X"+ .- +a, dans L[X]. Il ’ensuit que les «; sont les racines de f dans
L, donc f est séparable et L est un corps de décomposition de f. L’action de Gal(L/K)
sur les a; nous fournit un plongement Gal(L/K) — &,,. Mais le corollaire ci-dessus nous
dit que K = LS", et la proposition implique que Gal(L/K) = &,,. En particulier,
Gal(L/K) agit transitivement sur les racines de f, donc f est irréductible, en vertu du

lemme 2.8.1] ]
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Remarque. — On peut se demander quelle implication peut avoir un tel résultat sur les
polyndémes qui nous intéressent vraiment, a savoir ceux oil les a; sont des éléments de k.
Il se trouve que la réponse dépend fortement de k. Par exemple si k = C, tout polynéme
f obtenu par spécialisation des a; en des éléments de C est scindé, donc son groupe de
Galois est trivial! Si £ = R et n > 2, une spécialisation de f n’est jamais irréductible et
son groupe de Galois est trivial ou égal & Z/27Z. Si k = F,,, une spécialisation de f peut étre
irréductible, mais son groupe de Galois est toujours abélien. Mais pour k£ = Q, un résultat
de Hilbert affirme que pour une infinité de spécialisations de f, le polyndéme spécialisé est
irréductible et son groupe de Galois est G, !

2.12 Extensions entiéres

2.12.1 Polynome caractéristique. Soit A un anneau (commutatif unitaire) et M un A-
module libre de type fini. Sil’on choisit une base e = (¢;);=1.... , de M, on a un isomorphisme
de A-algébres Endy (M) ~ M,,(A) qui & un endomorphisme u associe sa matrice M, (u).
Si €’ est une autre base, et P € GL,,(A) la matrice de passage de e dans €', alors M. (u) =
P7'M,(u)P. Ceci montre que le déterminant et la trace de la matrice M, (u) ne dépendent
que de u et pas de e. On les note

det(u) et tr(u) € A.

Remarquons que det(u) s’interpréte aussi comme le scalaire donnant I'action de A"u sur
A"M ~ A; en particulier on a det(u) = tr(A"u).
On définit maintenant le polynéme caractéristique de I’endomorphisme u

Xu(T) = det(T'idy —u) € A[T]

comme le déterminant de "endomorphisme T'®idy; —1®u du A[T]-module libre A[T|®4 M.
On retrouve bien la définition classique lorsque A est un corps. Le théoréme suivant est
classique lorsque A est un corps algébriquement clos.

THEOREME. (Cayley-Hamilton) — Soit M un A-module libre de rang fini et u €
End (M) un endomorphisme de M, Alors on a l’égalité x,(u) = 0 dans 'anneau End o(M).

Démonstration. Considérons le cas particulier on A = A, = Z[Xjj|i<ij<n, M = A" et
u,, est donné dans la base canonique par la matrice (X;;)1<; j<n. Puisque A, est intégre,
considérons son corps des fractions K, et une cloture algébrique K, de celui-ci. Le poly-
nome y,, est aussi le polynome caractéristique de la matrice u,, vue dans M, (K,,) ou dans
M, (K,). Ce polynome est scindé dans K,[T] et K, est somme directe des sous-espaces
caractéristiques de u,,. En calculant dans une base subordonnée a cette décomposition, on
constate que Xy, (u,) = 0 dans M, (K,) et puisque M, (A,) — M,(K,) est injective, la
méme égalité vaut dans M, (A,).

Revenons a I’énoncé général du théoréme. Choisissons une base de M et identifions M &
A". Notons (a;;);; la matrice de v dans cette base, et considérons le morphisme d’anneaux
“de spécialisation”

g An = Z[Xij]léi,jgn — A, Xij = Q.
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Ce morphisme induit aussi des morphismes d’anneaux A,[T] — A[T] et M,(A,) —
M,,(A) encore notés €. Il est clair que e(x,, (1)) = xu(T) et par 1a que e(xu, (un)) = xu(u).
On en déduit x,(u) = 0. O

Remarque. — On a Pégalité x,(T) = Y i (—1) tr(A'w)T"". Pour le vérifier, on peut
utiliser le méme argument que ci-dessus : on traite le cas “universel” en se ramenant a
un corps algébriquement clos ot la formule se vérifie facilement via les relations entre
coefficients et racines d’un polyndéme. Puis on spécialise le cas universel au cas souhaité :
avec € : A, — A comme ci-dessus, on a u = id @u,, € Ends (A ®a, - AY) = End4(A") et,
par fonctorialité, on a aussi A'u = id ® A’ u,, dans End4 (A ®4, - A"A") = End s (A"A™), de
sorte que tr(Au) = e(tr(A'uy,)).

COROLLAIRE. — Soit M un A-module de type fini et u € End (M) un endomorphisme.
Alors il eziste un polynome monique f € A[T) tel que f(u) =0 dans Enda(M).

Démonstration. Choisissons un épimorphisme 7 : A™ — M pour n convenable. Soit
(e1, -+ ,e,) la base canonique de A™. Pour chaque i = 1,--- ,n, choisissons un élément
fi € A" tel que 7(f;) = u(m(e;)). Cela définit un endomorphisme u de A™ donné par
u(e;) = f;- On a donc par construction mou = u o, et par itération 7 o u* = u* o 7, et
finalement 7 o xz(w) = xa(u) o w. D’aprés le théoréme précédent on a donc xz(u) o m = 0.

Or 7 est surjective, donc xz(u) = 0. O

2.12.2 FEléments entiers d’une A-algébre. On “rappelle” qu'un élément b d’'une A-
algébre B est dit entier sur A s'il existe f € A[X] unitaire tel que f(b) = 0.

PROPOSITION. — Soit B une A-algébre. Pour b € B, les propriétés suivantes sont
équivalentes :

i) b est entier sur A

i) Uanneau A[b] engendré par b est un module de type fini sur A.

iii) Il existe un A[b]-module fidéle qui est de type fini sur A.
Rappelons qu'un A-module M est “fidéle” si application A — Endz(M) est injective.

Démonstration. i) = ii). Soit f = X" + a; X" ' +--- + @, comme dans i). On a donc
b* € A4 Ab+--- + Ab" ! et par récurrence b™ € A+ Ab+ --- + A" pour tout m > n.
Donc A[b] est engendré par 1,b,--- 0" comme A-module.

i1) = 1ii). Il suffit de prendre le A[b]-module A[b]!

i11) = 1) découle du corollaire précédent. O

2.12.3 Cloture intégrale, normalisation.

COROLLAIRE. — Soit B une A-algebre. L’ensemble {b € B, b entier sur A} est une
sous-A-algébre de B. On l'appelle cloture intégrale de A dans B.
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Démonstration. Supposons b et b’ entiers sur A. Alors V' est a fortiori entier sur A[b] donc
A[b][b] est un A[b]-module de type fini, et donc aussi un A-module de type fini. C’est
aussi un A[b + V/]-module fidéle (puisqu’il contient A[b + b']) donc b+ b’ est entier par la
caractérisation iii) de la proposition précédente. De méme, bb’ est entier. O

Remarque. — Une A-algébre B d’anneaux est dite entiére si tout élément de B est entier
sur A. La proposition montre que si B est entiére sur A et si C' est une B-algébre entiére,
alors C' est aussi une A-algébre entiére.

Ezemple. — Soit K une extension finie de Q (on dit que K est un “corps de nombres”),
on note Ok la cloture intégrale de Z dans K et on 'appelle “anneau des entiers de K.

DEFINITION. — Si A est intégre, la cloture intégrale de A dans Frac(A) est appelée
normalisation de A. On dit alors que A est normal (ou encore intégralement clos) s’il est
égal o sa propre normalisation.

Ezremples. — i) Ok est normal car K = Frac(Ok). En effet, si x € K, soit a; € Q
tels que 2" + a12™ t + -+ - + a, = 0. Choisissons b € Z tel que ba; € Z pour tout i.
Alors (xb)" + (a1b)(zb)" ™' + -+ + (a,b™) = 0, ce qui montre que b € O et donc
que z € Frac(Ok)

ii) Z[v/—3] n’est pas intégralement clos car il ne contient pas I'élément j = %‘7

de Q(v/—3) qui est pourtant entier puisqu’il annule X3 — 1. En d’autres termes,
ZIv=3] & Og(y=3)

Exemple. — A factoriel = A normal. En effet, soit © € FracA vérifiant I’équation entiére
2" + a2t + -+ +a, = 0. Puisque A est factoriel on peut écrire z = a/b avec a et b sans
facteur commun. Alors a™ + a;a” b + - - - a,b" = 0, donc a™ € (b), i.e. b divise a", ce qui
implique que b est inversible dans A.

FEzercice. — Montrer que Z[Xy,--- , X,] est la cloture intégrale de Z[>q, - ,3,] dans
Q(Xb e aXn)

PROPOSITION. — Si A est normal et L est une extension finie de K := Frac(A), alors
x € L est entier si et seulement si son polynome minimal f, € K[X] est dans A[X].

Démonstration. Seul le sens = demande preuve. Supposons donc x entier et soit f € A[X]
tq f(z) = 0. Alors f,|f dans K[X] donc toute racine « de f, dans une cloture algébrique
K de K est une racine de f donc est entiére sur A. Les coefficients de f, sont donc aussi
entiers sur A, et puisqu’ils sont dans K et que A est normal, ils sont dans A. ]

FEzemple. — Soit K une extension quadratique de Q (ie de degré 2). Alors il existe
un unique entier d € 7 sans facteur carré tel que K = Q(v/d) (exercice). D’aprés la
proposition précédente, un élément o = a + bv/d de K est entier si et seulement si son
polynéme minimal f, est dans Z[X]. Si b # 0, Punique conjugué de o est a — bv/d et on a
donc f, = X% — 2aX + (a* — db?). Ceci montre que

Og(va) = {a+ bVd € Q(Vd), 20 € Z, et a* — db* € z} .
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Ezxemple. — Considérons la courbe plane C d’équation X? = Y3. Son anneau de fonc-
tions est donc 'anneau intégre A = C[X,Y]/(X? — Y?), dont le corps de fractions K =
C(Y)[X]/(X? — Y?) est une extension quadratique de C(Y). Le méme principe que ci-
dessus nous montre alors que la normalisation de A, qui n’est autre que la cloture intégrale
de C[Y] dans K puisque A = C[Y]+XC[Y] est entier sur C[Y], est A := C[Y]+2C[Y]. On
peut remarquer que I'unique morphisme de C-algébres C[T] — A qui envoie T sur )Y—{ est
un isomorphisme (noter qu’il envoie 7% sur Y et 7% sur X ). Géométriquement, la courbe C
présente une “singularité” en le point (0,0), et la non normalité de A est le reflet algébrique
de cette singularité. De plus, on observe que la normalisation A de A est I'anneau des
fonctions d’une courbe “lisse” C (isomorphe 4 la droite affine) et linclusion A C A fournit
une application polynomiale C — C (penser que les points de C sont les idéaux maximaux
de A) que l'on peut interpréter comme une “désingularisation” de la courbe C. Il se trouve
que toute courbe singuliére irréductible peut étre “désingularisée” par normalisation, mais
en dimension supérieure c’est bien plus compliqué...

2.12.4 Une autre preuve du théoréme [2.11.5 Avec les notations de 2.11.2] on sou-
haite montrer que Z[%y,---,%,] = Z[X1, -, X,]®" et que les 3; sont algébriquement
indépendants sur Z. La premiére étape est d’utiliser la théorie de Galois pour prouver que
Q(Xy, - ,%,) =Q(Xy, -+, X,)%. Posons K = Q(X1,---, X,)etk=Q(Xy,---,%,). On
a manifestement & C K®». La proposition nous dit que [K : K] = n! et le fait que
K soit un corps de décomposition du polynome f =T" — 7" + ... + (—1)"%, montre
que [K : k] < n!. L’égalité k = K¢ s’ensuit. La deuxiéme étape utilise la notion de degré de
transcendance. Puisque K est algébrique sur k, ils ont méme degré de transcendance sur Q
d’apreés le théoréeme [2.1.7] Mais cela implique que les ¥; sont algébriquements indépendants
sur QQ, et a fortiori sur Z. La derniére étape est d’utiliser la normalité pour prouver que
Vinclusion Z[¥y, -+, %, C Z[X1, -+, X,]%" est une égalité. Posons A = Z[¥y,--- ,3,] et
B = 7Z[Xy, -+, X,]. Puisque le polynome f ci-dessus est unitaire et dans A[T], Panneau
B est entier sur A. A fortiori, 'anneau B®" est entier sur A, et par ailleurs, il est contenu
dans le corps des fractions k = K% de A. Or, A est factoriel, donc normal, et il s’ensuit
que A = B.

2.13 Anneaux d’entiers algébriques

On s’intéresse ici a la structure de 'anneau des entiers O d’un corps de nombres K.
Le théoréme suivant montre que c¢’est un Z-module libre de rang [K : Q).

2.13.1 THEOREME.— Soit A normal et B la cloture intégrale de A dans une extension
séparable finie L de K = Frac(A). Alors il existe deux sous-A-modules M, M’ de L, libres
de rang [L : K] et tels que M C B C M'. En particulier :

— 51 A est noethérien, alors B est un A-module de type fini.

— Si A est principal, alors B est libre de rang [L : K].

La preuve repose sur la caractérisation de la séparabilité par la non-dégénérescence
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d’une certaine forme K-bilinéaire sur L. Pour la définir, considérons plus généralement
une extension A C B d’anneaux commutatifs avec B libre de rang fini sur A. Pour b € B,
on pose Trp/4(b) := tr(m(b)) ot m(b) est 'endomorphisme A-linéaire de B donné par la
multiplication par b. On définit alors la forme A-bilinéaire symétrique

HB/A : (b, bl) — TI'B/A(bb/>.

Comme d’habitude, on dit que cette forme A-bilinéaire est non-dégénérée siVvb € B,V € B
t.q. Op/a(bb’) # 0. Dans ce cas elle induit “un isomorphisme de B sur son A-dual”, i.e.
I'application A-linéaire B — Homyu (B, A), b+ (V' + 0p5/4(b'b)), est un isomorphisme.

LEMME. — Une extension finie K C L est séparable si et seulement si la forme K-
bilinéaire 01,k est non-dégénérée.

Démonstration. Soit K — K une cloture algébrique de K. Regardons K ®x L comme une
K-algébre de dimension [L : K|. Pour tout b € L, on a manifestement

Tr?@;gL/F(l X bb/> = TI"L/K<bb/).

En particulier, si by, - -, b, est une K-base de L, alors le discriminant det(Trz,x (b;b;)i ;)
de 01/ dans cette base coincide avec celui de bz ;7 dans la K-base (1®by,---,1®
b,). 11 s’ensuit que 07,k est non-dégénérée si et seulement si ORe 1 & €st non dégénérée.

D’un autre c6té, on a vu que L/K est séparable si et seulement si K ®x L est réduite,

auquel cas elle est isomorphe a 1’algebre produit KN Ainsi, si L/K est séparable, il
existe une K base eq,--- ,e, de K @k L dans laquelle la multiplication est donnée par
eie; = 0;;€;. On a alors TI'F@)KL/F(QZ') = 1 et le discriminant dans cette base est donné
par det(bzy, 1 /w(ei;€;5)) = det(l,) = 1, donc 01k est non dégénérée. Réciproquement, si
L/K n’est pas séparable, soit # € K ® L nilpotent non nul. Alors pour tout y € K Qg L,
I’élément xy est nilpotent, donc de trace nulle, et z est donc dans le noyau de Oz 1 k- U

Démonstration du théoréeme[2.13. 1 Notons n = [L : K]|. Soit by,--- , b, une base de L sur
K contenue dans B (existe car L = Frac(B)). On a donc M := @, Ab; C B. Soit b}, --- , b},
la base duale pour la forme non dégénérée 6,k (séparabilité). Pour tout b € B, on a

b= Trpx(bb;)b;
i=1
et Trp/x(bb;) € A d’aprés le lemme ci-dessous. Donc B C M’ := €p, Ab;. O
LEMME. — Dans la situation du théoréme|2.13.1, on a Trp/k(b) € A pour tout b € B.

Démonstration. Comme dans la preuve du lemme précédent, on a Trrx(b) = Trzg, 1 7z (1®

b). Puisque L est séparable sur K, le morphisme de ?—algéb_res K®g L — L., 7K
(ou le produit est indexé par les K-plongements de L dans K) est un isomorphisme. Cet
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isomorphisme envoie 1 ® b sur (¢(b)),.;.,%. Numérotons les plongements ¢y, - - , ,, et no-
tons e; 'idempotent de K ®p L associé a ¢;, de sorte que eie; = 0;5e;. Alors la matrice de
la multiplication par 1 ® b dans cette base est la matrice diagonale (¢1(b), -+ ,¢,()). On
en déduit sa trace :
Trr (b)) = Y ub).
vL—K

Or chaque élément +(b) € K a le méme polynéme minimal que b, donc est entier sur A.
Il s’ensuit que Trp,x(b) est entier sur A. Comme c’est un élément de K et comme A est
normal, on a Try/x(b) € A. O

2.13.2 Le probleme de ’élément primitif. On a vu que toute extension finie K de Q
est monogene, i.e. de la forme Q(a) pour un a € K. Il est naturel de se demander si Ok
est aussi monogeéne sur Z. C’est vrai (exercice) dans le cas [K : Q] = 2, mais il y a déja
plein de contre-exemples en degré 3, par exemple K = Q(+/175). Voici tout de méme un
critére qui parfois suffit a trouver un générateur.

PROPOSITION. — Soit K = Q|a] un corps de nombres de degré n, avec f, € Z[X] (donc

« entier). Si disc(f,) € Z est sans facteur carré, alors {1,a,--- ,a" '} est une base de
Ok sur Z (et donc Ok = Z[a]).

Démonstration. Nous allons encore utiliser la forme bilinéaire 0k /q. Si by, - , b, sont des
éléments de Ok, on note Dy /q(by, -+ ,by) = det (TrK/Q(bibj))ij. D’aprés le lemme pré-
cédent, c’est un élément de Z. Choisissons by, --- ,b, de sorte & former une Z-base de

Ok. Si by, --- b est une autre famille d’éléments de Ok, et P est la matrice de passage
(b,); = P.(b;);, alors on a

Dr (b, -+ ,b,) = det(P)? - Djg(br, -+, by).

Si by, , b, est aussi une Z-base de Ok, alors P € GL,(Z) a pour déterminant £1, et on
voit que I'entier
dlSC(K/Q) = DK/Q(b17 s ,bn>

ne dépend pas de la Z-base de O choisie. On 'appelle discriminant de K.
Prenons maintenant la famille (b},--- ;b)) = (1,a, -+ ,a""!). On a donc

Dgo(l, o, ,a" ) = disc(K/Q) - det(P)>.

Nous allons montrer que Dg/g(1,a, -+, ') = disc(f,). Par Phypothése de la propo-
sition, il s’en suivra que le terme de gauche ci-dessus est sans facteur carré, donc que
det(P) = +1, donc P € GL,(Z) et finalement (1,c,---,a" ') est bien une Z-base de O.

Pour calculer Dg/q(1,a, - ,a" 1), on utilise la formule prouvée dans le lemme pré-
cédent Trq(b) = > ..k ,gt(b). En numérotant les plongements ¢1,--- ¢, on constate

que
n

Trico(bi) =Y or (b)) (b))

k=1
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donc la matrice (Trg/q(bjb})); est le produit ‘U.U avec U la matrice (1;(}));;. Faisons
maintenant b; = o/~'. La matrice U est donc une matrice de Vandermonde (z;(c ) D) et
on a donc

Dijo(l,a,--- o) = det(U)* = [ [ (@) — (a))* = dise(fa),

i<j
la derniére égalité venant du fait que les ¢;() sont les racines de f, dans Q. [

Eremples. — Mémes notations que la proposition.

i) Si fo(X)=X3— X —1, on calcule disc(f,) = —23, donc Ok = Z[a].

i) Si fo(X) = X3+ X?—2X +8, alors disc(f,) = —2012 = —4 x 503. Dans ce cas, on
peut montrer que Z[o] # Ok.

2.13.3 Pour aller plus loin. Avec les notations de la preuve ci-dessus, le théoréme
d’échelonnage des matrices entiéres nous dit que | det(P)| est U'indice (O : Z[a]) du sous-
groupe Zla] dans Ok. La preuve nous borne cet indice, au sens ou pour tout premier p,
on a v,(O : Z[a]) < 1v,(disc(f,)). Pour pouvoir dire plus, il faut des informations sur
disc(K/Q)

PROPOSITION. — Soit K un corps de nombres. On a

i) sgn(disc(K/Q)) = (—1)" ot ry est la moitié du nombre de plongements imaginaires
K — C.

ii) disc(K/Q) =0 ou 1 modulo 4 (Stickelberger).

Démonstration. i) Soit wy, -+ ,w, une base de K/Q et oy, - , 0, les plongements K — C.
Soit M = (0i(w;))i; € M,(C). On sait que Dy g(wi, -+ ,w,) = (det(M))? et le signe que
Pon cherche est donc celui de (det(M))2. Or la matrice conjuguée M = (7;(w;));; s'obtient
A partir de M par 7y échanges de lignes, de sorte que det(M) = (—1)"2det(M). On en
déduit que (det(M)) = (—1)"2| det(M)|?, d’ou le signe annoncé.

ii) Soit v, -, une base de Ok sur Z et oy, -+ , 0, les plongements K — C. Alors
2
disc(K/Q) = <det <Ui(%‘>>i,j)2 _ 3 H"z i) - Y Haz (ers))
T€G, £(r)=1 i=1 T€G, £(T)=—1 i=1
— (P-1y
= (P+1)>—4PI

Nous allons montrer que P + I et PI sont des entiers (dans Z), ce qui impliquera que
disc(K/Q) = (P + I)*[4] = 0, 1[4] puisque le carré d’un entier est toujours congru a 0 ou
1 modulo 4.

Puisque les 0;(a;) sont des entiers algébriques, P + I et PI ont aussi des entiers algé-
briques, et il nous suffira donc de prouver qu’ils sont rationnels (dans Q), i.e. invariants
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par Gal(Q/Q). Soit donc v € Gal(Q/Q). 1l induit une permutation 7., : ¢ +— 7o o des
plongements oy, - - - , 0,,. Si 7, est paire, on a y(P) = P et y(I) = I. Si 7, est impaire, on a
v(P) =1 et v(I) = P. 1l s’ensuit que y(P+1) = P+ [ et v(PI) = PI, comme voulu. [

2.13.4 Corps quadratiques. Supposons K = Q(v/d) avec d € Z sans facteur carré. On
a alors

disc(X? — d) = 4d = disc(K/Q)(Ok : Z[Vd))?,

ce qui laisse a priori deux possibilités pour disc(K/Q) : soit il vaut 4d, soit il vaut d. Dans
ce dernier cas on doit avoir d = 1[4] d’aprés le théoréme de Stickelberger. On en déduit la
dichotomie suivante :

i) Si d=2 ou 3 modulo 4, alors disc(K/Q) = 4d et Ok = Z[V/d).

ii) Si d =1 modulo 4, alors ”2‘/& est entier donc Z[v/d] # Ok et disc(K/Q) = d. Dans

1+\/E]
=5

ce cas on a O = Z]

2.13.5 Corps p-cyclotomiques. Fixons un entier r > 1 et posons (. := exp(zpl;f) e C.
Nous allons montrer que Og,) = Z|[(,].

p" _ . ..
X 11. Calculons son discriminant par la

Le polynome minimal de ¢, est @, (X) = 7=

formule i
2@ (e(@")-1)

disc(®yr) = (=1) 2 No)/a( Py (G)-
Ona ®.(¢)=p" ggf’;; =" é"__ll. Remarquons que Ng,)/0(¢.) est une racine p"-éme de
I'unité dans Q, donc vaut 1 si p # 2. Si p = 2, alors la formule Ng(,)/0(¢r) = [Loe@z/przy < &
montre que Ng,)/o(¢) = 1 sauf dans le cas r = 1 ot Ng(c,),0(¢-) = —1. Par ailleurs, on a

r—1

p—1 p
Noe/a(G = 1) = Noe)/o(G — 1) = (H(Ci - 1))

=1

Le produit [[7Z} (¢} — 1) est le produit des racines du polynome ®,(1+T) = (1+T)?~' +
<+ 4+ (1+T)+ 1, donc est égal a (—1)P"'p. Finalement on obtient

1
pPr71
La formule disc(®,-) = (Ogc,) : Z[¢])*disc(Q(¢-)/Q) nous dit que p est le seul premier

susceptible de diviser I'indice (Og(c,) : Z[(,]). Pour conclure, on utilise le résultat suivant
joint a l'observation que ®,-(1 + X)) est Eisenstein en p avec @, (1) = p.

disc(®,r) = + ") - iprp’“—(rﬂ)prfl'

PROPOSITION. — Soit f € Z[X] un polynéme FEisenstein pour le premier p et a une
racine de f dans Q. Alors p ne divise pas Uindice de Z[a] dans Og(a)-

Démonstration. Nous allons supposer pour simplifier que f(0) = £p car cette hypothése
est satisfaite dans le cas cyclotomique qui nous intéresse (exercice : adapter au cas général).
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Nous voulons montrer que si # € Ok et pfz € Z[a] alors z € Z[a]. En notant n =
deg(f), 'hypothése Eisenstein implique " € pZ[a]. Il suffit donc de montrer que si x €
Ok et oz € Z[a] alors x € Z[a]. Par récurrence, on peut supposer k' = 1. Soit donc
r € Ok tel que ax € Z[a]. Soit 2™ + byz™ ! + -+ - + b, = 0 une équation entiére satisfaite
par z. En multipliant par o™, on constate que (ax)™ € aZ|a] D’aprés notre hypothése
supplémentaire, on a Zlo]/aZla] = Z[X]/(f, X) = Z/f(0)Z = Z/pZ, donc aZ[a] est un
idéal premier et « est un élément irréductible de Z[a] dont la valuation associée v, est
multiplicative. La relation (ax)™ € oZla] implique alors que v,(ax) > 0 donc il existe
y € Z[a] tel que ax = ay et finalement x = y € Z|a]. O

Remarque. — En adaptant la preuve, on peut montrer par récurrence sur le nombre de
facteurs premiers de n que Ogexp(2ir/n)) = Zlexp(2im/n)].
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