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Exercice 1. Calculer F(dp) et en déduire F(1). Montrer que F(Vp(l/z)) est impaire. Montrer que
xVp(l/z) =1 et en déduire F(Vp(1/z)).

Exercice 2. Soit E un espace de Banach. On dit que S = (S;)¢>¢ est un semi-groupe d’opérateurs linéaires
continus de FE si

i) S; : E — F est un opérateur linéaire continu V¢ > 0;
11) S() = IdE, Sert = SS 9] St;

iii) Vo € E, lim Siz = =.
t—0t+

1) Montrer qu’il existe § > 0 et M > 0 tels que ||S¢|| < M, Vt € [0,4].
2) En déduire qu’il existe w € R, tel que ||Sy|| < M e*?, Vt > 0.

Probléme 3. (Théoréme de Tykhonov et applications)

On rappelle le théoreme (de Brouwer) suivant. Soit C' un convexe fermé borné non vide de RY et soit
1 : C' — C une fonction continue. Alors ¢ admet un point fixe: il existe z € C tel que ¥(T) = Z.

1) - Soit E un espace de Banach réflexif séparable, soit C' un convexe fermé borné non vide de E et soit
¢ : C'— C une fonction continue au sens de la convergence faible de E. On souhaite montrer (théoreme de
Tykhonov) que ¢ posséde un point fixe.

a) Montrer qu'’il existe (f,) une suite dense de Bgs. On définit

o0

d:CxC—Ry, day) =Y 27" {foy—2)l.

n=1

Pourquoi est-ce une distance? Quelle est la topologie induite par d? On désigne par B(z,r) la boule de
centre z et de rayon r associée & d. Montrer que pour tout € > 0, il existe une famille finie (e;);er telle que
C C UjerB(e;,e/2).

b) - Soit C; 'enveloppe convexe des (e;);cr et soit . la fonction définie par

N i\ T
() := 291(:0) e; ou 6;(x):= L, ¢i(x) := max(e — d(p(x), €;),0).
icl Zje] qj (x)
Montrer qu’il existe Z. € C; tel que ¢.(Z:) = ..

¢) - En remarquant que d(¢(x),e;) < e lorsque 6; # 0, montrer que pour tout k € N et tout € F on a
|{fi, p(x) — pe(z))] < 2% e. En déduire qu’il existe z € C tel que p(z) = 7.



2) - Dans cette question € désigne un ouvert borné de RY.

a) Soit f : R — R une fonction continue telle que |f(s)] < C (1 + |s[?/9) Vs € R, avec C,p,q € [1,00).
Montrer que u — f(u) est continue de LP(2) dans L7(12).

b) Soit C := {v € HE(Q), |[v||gn < M} pour M > 0 & fixé. On suppose de plus que f € L=(R). Soit ¢ la
fonction définie par u = ¢(v) est la solution de

—Au= f(v) Q u=0 0OfN.

bl) - Montrer que ¢ : H}(2) — H}(2) (et on précisera le sens de la solution définie ci-dessus) et que ¢ est
continue au sens de la convergence faible de H{ (£2).

b2) - Montrer qu'’il existe M tel que ¢ : C — C.

b3) - En déduire qu’il existe u € H}(2) solution de 1’équation non-linéaire —Au = f(u) dans .
b4) - On suppose que f est décroissante. Montrer 'unicité de la solution obtenue ci-dessus.

3) Dans cette question on suppose que € est un ouvert borné de RY avec N > 3.

a) Soit f une fonction continue telle que |f(s)| < C (1+s|¥) Vs € R, avec k € [0, (N +2)/(N —2)]. Montrer
que la fonctionnelle E : H3 () — R,

E(v) ::%/Q|Vv|2d:1:—/QF(v)da:, F(t)_/otf(s)ds,

est bien définie. Montrer que E est G-dérivable et calculer (E’(u),v) pour tout u,v € H} ().

b) On suppose de plus ici que k¥ < 1. Montrer que E posséde un minimum. Retrouver le résultat de la
question 2b3).

¢) On suppose de plus maintenant que f est décroissante. Montrer que F est convexe, que E posseéde un
minimum, et que celui-ci est unique. Retrouver le résultat de la question 2b4).

d) Que dire dans le cas f = f1 + f2 avec f; continue décroissante telle que k1 < (N + 2)/(N — 2) et fa
continue telle que kg < (N 4 2)/(N — 2)?

Probléme 4 (Compacité par compensation). Dans tout cet exercice, Q désigne un ouvert borné de R2.
1) Soit u® : Q — RP la suite définie par

u(z) = x(z1/e) A+ (1 = x(21/¢))

ou A\, u € RP, x1 est la premiere coordonnées de x et ou x : R — R est la fonction périodique de période 1
telle que
x(t)=1 si 0<t<b, x(t)=0 si O0<t<], 0<f<1.

Quelle est la limite de u® dans (L2(£2))? faible? Si f : R? — R est une fonction continue telle que |f(u)| <
C (1 + |u|), quelle est la limite de f(u®) dans L?(€2) faible?

2) Pour f fixée comme ci-dessus, en déduire que si application u — f(u) est séquentiellement continue de
(L?(Q))P faible dans L?(Q) faible alors f est affine. De méme, en déduire que si I'application

ur [ f(u)dx
Q

est séquentiellement s.c.i. de (L?(Q))? faible dans R alors f est convexe.
3) On désigne par - le produit scalaire de R%. Soient (v.) et (w.) deux suites de (L?(£2))? telles que

ve—v  (L*(Q))? faible, we —v  (L*(Q))? faible.



a) - On suppose de plus que (v:) et (w.) sont bornées dans (L>°(£2))2. Montrer que I'on n’a pas en général
Ve - we —v - w au sens (L1, L>).

b) - On suppose de plus que (v.) est bornée dans (H'(Q))?. Montrer que I'on a alors v, - w. — v - w au sens
(LY, L),

¢) - On suppose maintenant que de plus

divve = 01 ve,1 + 0202 —~dive  dans L? (Q) faible,

w. =Vz, avec 2z — z dans L*(Q).

Montrer que (ve - w.) est bornée dans L(2) et v. - w. —v-w au sens de D'(Q). (Ind. On pensera a effectuer
une intégration par parties).
4) Pour a € H'(Q) on définit

da da
detDa;:%%_%%: <_8?z_gf;)'(8_wf>-

Oas
8LE2

Soit () une suite de (H'(Q))? telle que y* —y dans H*(Q2)2. Déduire de la question 3) que

det Dy — det Dy  D'(Q).

5) Montrer que si h : R — R est une fonction convexe, réguliere (disons de classe C?) et telle que |h(t)] <
C(1 + |t]) on a pour toute suite (y.) de (WH4(Q))? telle que y. —y dans (W14(2))? faible

/ h(det Dy) dz < liminf [ h(det Dy.)dz.
Q =0 Ja

6) - (Questions subsidiaires*) En quoi le résultat 3c) est-il surprenant en comparaison avec le premier résultat
énoncé dans la question 2)? Pour h convexe et A matrice 2 x 2, la fonction A — det A\ est-elle affine? la
fonction A — f(A) := h(det \) est-elle convexe? Comparer les résultats de la question 2) avec ceux des
questions 4) et 5).



