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Exercice 1 (Opérateur elliptique). Soit Q@ C RN, N > 3, un ouvert borné, b € C*(Q;RY) un champ de
vecteur et ¢ € L>°(2) une fonction. On introduit 'opérateur

Lu:=—-Au+div(bu) + cu.

a) - Montrer que si on prend p = pp > 0 suffisamment grand, alors pour tout f € H=1(Q) = (H}(Q))', il
existe une unique solution u € HE () & I'équation aux dérivées partielles

(1) Lu+pu=f dans 9, u=0 sur 09,

écrite sous forme variationnelle

(2) /Vqu+/ub~Vv+/(c+u)uv:<f,v>H717Hé Yo € Hy(Q).
Q Q Q

b) - On note ¢ : H} — H~! I'application qui & u € Hg associe ¢, € H~! définie par

ou: Hb — R, UGH(}»—Mpu(v):/Qvu.

On note T),, : H} — H} Vapplication qui & u; € H{ associe la solution us € Hj de (2) avec second membre
¢Yu, - Montrer que T, est un opérateur compact.

c) - On suppose g =0et ¢ > 0. Soit 0 < f € H~! au sens ot {f,v) > 0 pour tout 0 < v € H}. Le but
de cette question est de démontrer que s’il existe une solution u € Hg & I'équation (1) associée a f, alors
nécessairement u > 0, on dit que L satisfait un Principe du Maximum faible.

cl) - Démontrer que L satisfait le Principe du Maximum faible lorsque ¢ > 0 et b = 0 (Ind. Penser &
prendre v = u™).
Dans les questions c2), ¢3) et c4) on fait hypothese que b # 0 et on considere u € H} satisfaisant (2). On
suppose, par absurde, que ming u < 0 (au sens de l'infimum essentiel).

c2) - Choisissant k tel que ming v < k < 0, montrer que v = (u — k)~ satisfait
IVollZs < bl llvixl2 [Vollze, K :=suppVo.
c3) - En déduire qu’il existe C' = C(Q) et § = 6(N) > 0 tels que
Clollzs < [1Bllzee [[v] 2+ mes(K)°.
c4) - Démontrer qu’il existe une constante A > 0 (indépendante de k) telle que

vk > m&nu mes(suppVu N {u < k}) > A,



et arriver a une contradiction.

d) - On suppose ¢ > 0. Pour f € H~!, montrer que u € H{ est solution de (1) pour p = 0 si, et seulement
si, u satisfait

w— 10 Tpg u = (L + pio) ™" f.
Montrer que ker(Id — poT,,) = 0. En déduire que pour f € H~1 il existe une unique solution u € HJ a
léquation (1).

Exercice 2. Distance de Monge-Kantorovich. Soit (Q, d) un espace métrique compact et P(Q) 'espace
des mesures de probabilités sur Q: u € P(Q) si u € M (Q), p > 0et {(u,1) = 1. L’objectif de cet exercice est
de construire une distance § sur P(Q), appellée distance de Monge-Kantorovich. On peut montrer, ce que ’'on
ne démontrera pas ici, que cette distance est topologiquement équivalente & la topologie xo(M(Q), C(Q)).

a) - Pour pu,v € P(Q) on définit

H,u,u = {ﬂ- € P(QQ); <7T7</7® 1> = <:U‘7<P>a <7T7 1® <P> = <V7 <P> V(ﬂ € C(Q)}

Montrer que II,, ,, est non vide, convexe et fermé (au sens de la topologie faible * o(P(Q?), C(Q?))).

b) - On définit Papplication I : II,,, — Ry par
1] = (w0 = [ doy) wlde. dy).

Montrer qu'il existe 7 € 11, ,, tel que

I[7] = TrIeI%HLl’V Im] =:6(p, v).

c) - Sipu=wvon définit 7 : C(Q) ® C(Q) — R par m(p ® ¥) = {(u, 1) pour tout ¢, » € C(Q) (On
rappelle que C(Q) ® C(Q) désigne l'espace vectoriel des combinaisons linéaires de fonctions de la forme
(@) (x,y) = p(x)Y(y) pour ¢, ¥ € C(Q)). Pourquoi C(Q) ® C(Q) est-il dense dans C(Q?)? Montrer
qu'il existe # € P(Q?) unique tel que Tle@ec@) = ™ et que supp7® C A = {(z,y) € Q% y = z}.
Démontrer enfin que §(p, 1) = 0.

d) - Soient p; € P(Q),i=1,2,3 et ma € I, ,,, T3 € I, ;1. On définit

G :={p € C(Q); p(z,y,2) = p12(z,y) + P23(y, 2), wij € C(Q?)},

et m: G — R par
(T, 012 + p23) = (T12, @12) + (a3, P23).

Montrer qu'’il existe 7 € P(Q3) tel que #|g = 7. On définit 713 en posant
(mag)i= [ oles)mldndy.dz) Vo e OQ),
Q‘

Montrer que 73 € II,, ,,,, que

O, pe3) S/

d(z, 2)| 7(dz, dy, dz),
Q3

puis que 6(p1, p2) < (1, p2) + (2, p3).
Probléme 3. Soit E un evn et soit ¢ : E — RU {400} une fonction. On définit I’épigraphe epi(y¢) de ¢ par

epi(p) :=={(z,\) e EXR; A > p(z)} C E xR,



et le domaine D(p) de ¢ par
D(g) = {x € B; o(x) < oo}.

On dit que ¢ est propre si ¢ £ 400 et que ¢ est semi-continue inférieurement (sci) si x, — x dans F
implique ¢(x) < liminf p(z,) dans R. On remarque que ¢ est convexe sci et propre si, et seulement si,
epi(p) est un convexe fermé non vide de E x R.

On définit la tranformée de Legendre (ou fonction conjuguée) ¢* de ¢ en posant pour tout f € E’

@*(f) = sup [(f,z) — p(x)],

zeE

et la fonction biconjuguée ** de ¢ en posant pour tout x € F

¢ (x) = sup [(f,2) — " (f)]-

feE’

Partie 1. Soit ¢ : E — R une fonction convexe et sci. Le but de cette partie est de démontrer le théoréme
de Fenchel-Moreau: ¢** = .

a) - Montrer qu'il existe fo € E’, {y € R tels que p(x) > (fo,z) + €o pour tout z € E. [Ind. On pourra
appliquer Hahn-Banach dans E x R en remarquant que F' € (E x R)"\{0} si, et seulement si, il existe f € E’,
keR, (f, k) #(0,0) tels que (F, (x,\)) = (f,x) + k A pour tout (z,\) € E x R].

b) - En déduire (en trois lignes) que la fonction ¢* : B/ — R U {400} est convexe, sci et propre.

c) - Montrer que p(x) > ¢**(x) pour tout x € E.

d) - En supposant ¢ # ¢**, montrer qu’il existe 79 € E, fo € F’, @ € R tels que

VeeE  (—fo,x0) — ¢ (w0) > —a 2 (= fo,7) — ¢(),
et arriver a une contradiction. Conclure.
Partie 2. Quelques questions ”élémentaires”. Dans cette partie £ = R.
a) - Soit ¢ (z) = 5= |z|?. Montrer que ¥ (f) = 5|f|* pour tout f € R.

b) - Soit ¢ : R — R une fonction convexe. Montrer que ¢ est continue.

c) - Soit j : R — R une fonction convexe. Montrer que si |j(s)] < A (1+]s|) alors D(5*) C [-A, A]. Montrer
que si j(s) — 4oo lorsque s — +oo alors 0 € D(j5*).

d) - Soit ¢ : R — R une fonction strictement convexe, satisfaisant ¢(s) ~ C s? lorsque s — +oo. Montrer
qu’il existe £ : R — R continue telle que

VieR  ¢"(t) = t&(t) — (E(1))-
e) - Soit ¢ : R — R une fonction convexe. On définit

(eWe)(2) = inf [p(x) + e (y)].

rt+y=z

Montrer que . : R — R, ¢, est convexe, ). est continue et (¢0y.)* = ¢* + ¢}, [Indication.
Utiliser 'expression exacte de 1. uniquement pour montrer que (i, )(z) > —oo pour tout z € R]. Montrer

enfin que (O )* N\, ¢* et . p.

Partie 3. Soit © un ouvert borné de RY et j : R — R une fonction convexe continue satisfaisant
l7(s)] < C(1+1s]) Vs € R, on note j* sa transformée de Legendre. On définit pour tout u € L(Q)

J(u) :z/ﬂj(u(x))dx.



a) - Montrer que J : L'(Q2) — R est convexe et continue et, en notant J* sa transformée de Legendre, que
pour tout v € L*>(£2) on a

/j*(v(fr))dfr >J*v) = sup [(v,u)pe 1 —J(uw)]= sup [(v,u)r2 2 — J(u)]
Q ueL1(Q) ueL2(Q)

b) - Soit ¢ : R — R une fonction strictement convexe, satisfaisant ¢(s) ~ C s? lorsque s — +oo. Montrer
que si v € L*°(Q) alors

(1) = /Q 6" (v(x) d,

ot ®* désigne la transformée de Legendre (dans L?) de la fonction
®:L? >R, ®u)= / o(u(z)) de.
Q
c¢) - En introduisant la suite de fonctions j. := j + ¢}, montrer que pour tout v € L°(£2) on a

/Qj*(v(l‘))dir: sup A[U(z)v(z)—j(U(x))]dI,

weL2(Q)

et conclure que

7w = [ 7).

Partie 4. On fait les mémes hypotheéses que dans la question 3, et on suppose de plus que j(s) — +00
lorsque s — +o00.

a) - Montrer que
J(u) = sup [(u,v) = J"(v)].
veD()
b) - En déduire que si (uy,) est une suite de L(Q2) et u € L1(9) telles que
u, = u  D'(Q)
alors

J(u) < liminf J(up,).

Partie 5. On fait les mémes hypotheéses que dans la question 3, et on suppose de plus que j est strictement
convexe, j > 0 et j(s) — +oo lorsque s — F00. On se propose de montrer que si (uy,) est une suite de L(£2)
et u € L1(Q) sont tels que

up, = u dans D'(Q) et J(u,) — J(u) alors  u, — u dans L'(Q) fort.

a) - Montrer que
Uy + U

[ [t + 5 —5(=5)] —o.

b) - Montrer que si (¢,) est une suite de R et ¢ € R sont tels que

tn +1

Salta) + 5 () — 3 ("

5 5 )—0

alors ¢, — t, et en déduire qu’il existe une sous-suite (uy, ) telle que uy,, — u p.p.

c) - Montrer que fx = j(un,) — |j(tn,) — j(u)| — 0 dans L*() et conclure.



