Analyse fonctionnelle et EDP,
Examen, juin 2009
ENS, FIMFA, premiéere année,

Durée : 3 heures, aucun document.

Exercice 1 Dans tout cet exercice, ) désigne un ouvert borné régulier de
R, Pour tout u = (u")i=1,..a avec u* € D'(Q) pour i =1, ...,d, on pose

div(u) := d;u’

(dans la formule ci-dessus et dans toute la suite on utilisera la convention
d’Finstein de sommation sur les indices répétés) et pour tout i,j avec 1 <
1,7 <d, on définit

curly;(u) == d;u’ — du.

Pour tout f € L*(Q) eti € {1,....d}, 0;f définit un élément de H~1(2) par
<Oif,p>i= —/ foip, Yo € Hy(Q).
Q

Pour a € L*(Q)%, on identifiera ainsi div(a) et curly;(a) a des éléments de
H=1(Q).

Premieére partie: quelques formules d’intégration par parties

Dans cette partie, sauf mention contraire, u = (ul,...,ud) € CSO(Q)d,
v=(v,..,v%) € CX(Q)? et ¢ € C(N). On pose Au = (Aut, ..., Aud),
Av = (Av, ..., Av?), on note enfin x -y = x'y’ le produit scalaire de Rd

1. Montrer que

/chrlw(Av) @ curl;j(u) = —2/ Ay curl;j(u) 059
-2 /Q ©Au - Av + 2 /Q Av - (oV(div(u))
2. Montrer que pour tout § € C°(Q) on a :
/QVG - (Au — V(divu))) = 0. (1)
3. Montrer que
/QAU (pV(div(u) / Av - Vo div(u / V(div(v)) - Ve div(u)
/lev(Au )div(v / V(div(u)) - Vi div(v)
(indication : utiliser le fait que [o(Au— V(div(u)))V(ediv(v)) = 0).

1



4. En déduire que
/ngAu -Av = —% /Q curl;; (Av) ¢ curly;(u / Av' curl;j(u) 0j¢
/Av Ve div(u /V (div(v)) - Ve div(u)
/ div(Awu)div(v / V(div(u)) - Vi div(v)
Q

et étendre rigoureusement cette formule au cas ou u et v sont seule-

ment HZ () et ¢ € C2°(9).

Deuxiéme partie: le lemme ”div-curl”
Soit (ay,) et (by) deux suites de L?(Q)?, a et b dans L?(Q)? telles que

an — a, b, — b dans L?(Q)%. (2)

On suppose en outre que les suites div(a,) et (pour tout (i,j)) (curli;(by))
sont a valeurs dans un compact (fort) de H=(Q).

1. Montrer que a, - b, converge au sens des distributions vers a -b (in-
dication : on pourra introduire les fonctions ul, et v dans HE(Q)
solutions faibles de —Aul = al, et —Av!, = bl et utiliser les résultats
de la premiére partie).

2. Donner un contre-exemple au résultat précédent si on suppose seule-
ment les suites (a,) et (b,) faiblement convergentes dans L?(Q).

Exercice 2 Soit f et g deux fonctions 1-Lipschitziennes : R — R et Q un
ouvert borné réqulier de R%. Montrer que le systéme suivant:

—Au+u= f(v) dans Q, u=0 sur 99, (3)
—Av+ v =g(u) dans Q, v =0 sur 0. (4)

posséde une unique solution faible (u,v) € H(Q) x H ().

Exercice 3 Soit Q un ouvert borné de R et 1 < p < co. Soit (uy)n €
PN, w € LP(Q) tels que u, — u dans LP(Q)). On suppose de plus qu’il
existe A > 0 tell que

lim [{Jun| > A} = 0.

n—0o0

Montrer que u € L*(S2) avec ||ul|foo(q) < A



