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Résumé

L’objectif de cet exposé est de présenter un outil récent de l'ana-
lyse mathématique : la transformation en ondelettes. On donnera d’abord
I'idée générale de la construction et les résultats fondamentaux de la théo-
rie. On présentera ensuite quelques procédés pratiques de construction
d’ondelettes et par 14 méme plusieurs exemples de bases d’ondelettes. On
terminera en expliquant briévement comment en pratique on peut traiter
un signal & 'aide d’une base d’ondelettes.

L’analyse de Fourier traditionnelle part du principe suivant : un signal peut
étre vu comme superposition de signaux sinusoidaux de différentes fréquences
appelés harmoniques. Cette assertion mathématiquement floue se concrétise a
travers les formules suivantes : étant donné un signal 27-périodique mesurable
f tel que fo% |f(z)|dx < oo, on peut calculer ses coefficients de Fourier

1 27

Cr =5 ; f(z)e~*ede. (1)

Dans plusieurs cadres, on peut alors montrer la validité de la formule d’inversion

de Fourier 4
fla) = cxe’®™. (2)
k€EZ

Par exemple, on peut considérer l’espace L%,Pper des fonctions f : R — C

2m-périodiques mesurables telles que f027r |f(z)|?dx < oco. Ce dernier est natu-
rellement muni du produit scalaire

1 2m

(f9) =5 | [fl@)g(x)de

:27T 0

qui en fait un espace hilbertien. On peut alors profiter de toutes les propriétés
géométriques des espaces de Hilbert pour interpréter les formules (1) et (2). Le
membre de droite de (2) prend un sens comme série dans cet espace de Banach.



Plus précisément, la formule d’inversion de Fourier, dans ce cadre, se résume en
disant que les fonctions
z % (ke 7)

forment une base hilbertienne de Lgﬂ'—per' Ainsi, on dispose d’une technique
d’analyse des signaux & travers leurs harmoniques : c’est pourquoi on parle
d’analyse fréquentielle des signaux. Celle-ci débouche entre autres sur la résolu-
tion de certaines équations, comme ’équation de la chaleur qui constitue I’ori-
gine des travaux de Fourier, ou plus récemment sur la compression de données
en résumant un signal a ’aide de la suite des coefficients de Fourier.

Toutefois, cette technique a plusieurs inconvénients. D’abord, mathémati-
quement, les idées précédentes n’ont de consistance que pour des fonctions pé-
riodiques ; néanmoins en pratique on observe des signaux sur un intervalle de
temps fini et on peut donc les étendre par périodicité. De plus, les coefficients
de Fourier ne sont pas adaptés au traitement de signaux subissant des pertur-
bations locales : par exemple une petite bosse sur un signal va modifier tous les
coefficients de Fourier. Enfin, la vitesse de convergence de la série de Fourier
n’est pas suffisante pour des applications comme la compression de données.

La théorie des ondelettes vise & construire des bases hilbertiennes de L?(RR)
se comportant mieux que la base de Fourier vis-a-vis des problémes exposés
précédemment.

1 Rappels

On rappelle ici quelques résultats qui nous seront utiles dans toute la suite.

1.1 Espaces de Hilbert

Pour les preuves des résultats de cette partie, on renvoie a [1]. En vue de
manipuler des fonctions & valeurs complexes, on se place d’ores et déja dans le
cadre d’un espace de Hilbert complexe que ’on notera H.

Proposition 1.1. Soit F un sous-espace vectoriel fermé de H.
Alors on dispose d’un opérateur de projection orthogonale pr : H — F' caracté-
Tisé par la propriété suivante : pour tout x € H, pp(x) est l'unique y € F tel
que

VzeF, (xr—uy,z)=0.

L’application pr est un opérateur linéaire continu de H dans F. De plus, le
sous-espace Kerpp de H coincide avec le sous-espace F-. On en déduit alors
H = F@ F*. Ainsi, dans un espace de Hilbert, tout sous-espace vectoriel fermé
admet un supplémentaire orthogonal qui est fermé.

En particulier, lorsque F' est une droite de vecteur directeur u, la projection
orthogonale sur F' est donnée par

(z, u)

= -—u.
[[ul|?

Ve e H, pr(x)



Définition 1.1. Soit (E,),cn une suite de sous-espaces vectoriels fermés de H.
On dit que H est une somme hilbertienne des F,, si les F,, sont deux & deux
orthogonaux et si le sous-espace vectoriel de H qu’ils engendrent est dense dans

H. On note alors L
H= @ E,.
neN

Dans le cas ou pour tout n, F, est une droite de vecteur directeur e,,, H est
une somme hilbertienne des F,, si et seulement si les vecteurs e,, sont deux &
deux orthogonaux et si le sous-espace vectoriel qu’ils engendrent est dense dans

H. Si de plus, les vecteurs e, sont de norme 1, on dit que (e,,),ecn est une base
hilbertienne de H.

Théoréme 1.2. On suppose que H est une somme hilbertienne des sous-espaces
fermés (E,)nen- On fize un vecteur u € H et pour tout n on note u,, = pg, (u).

Alors on a :
oo
U = E U,

n=0

o0

llul > = lfuall?,

n=0
la premiére série étant convergente en tant que série dans l’espace vectoriel
normé H.
Réciproquement, si pour tout n € N, u, € E,, et si >_ |u,|? < 0o, alors la série
> uy, est convergente et si l’on note

[eS)
u = § Unp,
n=0

alors pour tout n, u, = pg, (u).

En particulier, si (e,)nen est une base hilbertienne de H et si E, est la
droite de vecteur directeur e, on a u, = (u, e,) e, d’ot ||u,|| = [{u,e,)| et par
conséquent les égalités précédentes se réécrivent sous la forme

oo

u= Z (u, en) en,

n=0

00
lull* = [{u, en) .
n=0

Réciproquement, si (o, )nen est une suite de nombres complexes qui vérifie
) €
3 Jan|? < oo, alors la série Y ay,e, est convergente et si I'on note

0o
U= § Un€n,
n=0



alors
VneN, a,= (ue,),

o0
ul> = o .
n=0
1.2 Transformée de Fourier

Pour cette partie, nous renvoyons a [6].

Définition 1.2. Si f : R — C est une fonction intégrable, on dispose de sa
transformée de Fourier :

FINE) = F©) = [ e oo
R
qui est une fonction continue tendant vers zéro a l'infini.
Dés que f est aussi intégrable, on définit la transformée de Fourier inverse :

F @) = — / 157 f(¢)de

2 Jr
dont ’appellation est justifiée par le résultat suivant :
Proposition 1.3. Lorsque f € L'(R) et fe L'(R), on a
f=F"Ff

La condition f € L' n’est pas automatique. C’est pourquoi on est amenés
a chercher un cadre dans lequel la transformée de Fourier se comporte mieux.
Comme pour les séries de Fourier, c’est dans I’espace L? que les bons énoncés
apparaissent, modulo une définition de la transformée de Fourier moins agréable
que dans le cas L.

Théoréme 1.4. La transformation de Fourier, déja définie sur le sous-espace
LY (R)NLA(R), peut étre prolongée en un opérateur linéraire F : L*(R) — L%(R)
qui respecte la structure hilbertienne au sens oti, pour toutes fonctions f,g € L*(R),
on a

1 o
1715 = 5= [ 1F©Pas

(f.g) = = /R F©)F@)de.

s

(formules de Plancherel). En particulier F est un opérateur linéraire continu.
De la méme maniére on peut étendre a L*(R) la transformation de Fourier in-
verse F~1. On montre alors que F est un automorphisme de L?(R) de réciproque
FL

On en profite aussi pour rappeler le comportement de la transformée de
Fourier vis-a-vis des opérations usuelles :



Proposition 1.5. Soient f,g € L*(R). Alors

VEER, Flf(z—k)(€) =e " f(©),

V>0, Flfel© =57 (£),

F(fxg)=F(f)F(g).

En particulier, si ’on note f(x) = f(—z), en prenant g = f dans la derniére
formule, on obtient

F(f=f)=If1~

1.3 Formule sommatoire de Poisson

On donne ici avec sa preuve la formule sommatoire de Poisson. On énonce
ensuite un de ses corollaires, qui sera trés utile dans la suite. Ce dernier se
base sur un lemme assez surprenant sur les coefficients de Fourier d’une fonc-
tion intégrable, que 'on préfére établir dés maintenant. On utilise la notation
L3, e pour désigner lespace des fonctions f : R — C 27-périodiques telles

que fo% |f(x)]dx < oc.

Lemme 1.6. Pour toute fonction f € Léﬂfper et tout entier k, on note ci(f)
le coefficient de Fourier de f défini par la formule (1).

Alors Uapplication linéaire ® : Ly, .. — [°°(Z) qui a une fonction associe la
suite de ses coefficients de Fourier est injective.

Démonstration. 1l s’agit de montrer que si tous les coefficients de Fourier d’une
fonction de L}, ., sont nuls, alors cette fonction est nulle. Soit donc f € L, .,
dont tous les coefficients de Fourier sont nuls. Par linéarité, on en déduit que
pour tout polyndme trigonométrique P : [0,27] — C, on a

' f(z)P(x)dz = 0.
0

Maintenant, si g appartient a L%ﬂ_per et est continue, on sait qu’on peut appro-
cher uniformément sur [0, 27] la fonction g par une suite (P, )nen de polyndmes
trigonométriques. Il s’en suit que

27 2m

f(@)Po(x)de —— f(@)g(z)da,

0 n—oo 0

d’ou
27

f(z)g(x)dx = 0.
0
Enfin, on peut construire une suite (g, )nen de fonctions dans Ly, ., continues,
bornées uniformément en module par 1, et qui converge presque partout vers
la fonction sgn(f) (pour cela, on peut par exemple, approcher sgn(f) dans



L'([0,27]), puis extraire une sous-suite qui converge presque partout, et enfin
tronquer les valeurs de module > 1, ce qui peut se faire sans perdre la continuité).
Le théoréme de convergence dominée donne alors

2m 2m 2m
f@a@)de ——— [ f@)sgn(sada = [ |fa)de
d’oit
2m
| i@laz =0,
0
ce qui permet de conclure que f = 0 dans L%,Tfpcr. O

Ce lemme est assez surprenant : en effet, on a déja dit que la formule d’in-
version de Fourier n’est pas vraie en général si la fonction de départ appartient
seulement & L3 . Pourtant, on vient de voir quune telle fonction est tout
de méme caractérisée par la suite de ses coefficients de Fourier !

Passons maintenant au résultat principal de ce paragraphe.

Théoréme 1.7 (Formule Sommatoire de Poisson). Fizons f € L'(R).

Alors la série
S(x) =Y fla+20m)
LEZ

converge absolument pour presque tout x et définit une fonction S € L%ﬂ_pcr

dont les coefficients de Fourier sont donnés par

() = o= (k) = F7f(-)

Démonstration. On a

/0 Z\f(sc+2l7r)|dw=2/0 \f (2 + 20m)| dee

leZ lEZ

21+ 1)
=S [ Wl = [ 15 ay

€7, lm

et cette quantité est finie puisque f est intégrable. En particulier,
Z |f(z+2lm)] < oo p.p.x,
€7

c’est-a-dire que la série S(x) converge absolument pour presque tout z, et de
plus

2 2
/0 \S(:z:)|dx§/0 Z\f(x+2[7r)|dx:/R|f(x)|da:<oo.

IeZ



La fonction ainsi construite est bien str 27-périodique et on en déduit que
S € Ly, e Reste a calculer ses coefficients de Fourier. Puisque

2m
/ Z|f(a:+2l7r)\dx<oo7
0 ez

on peut utiliser le théoréme de Fubini pour intervertir les symboles ) et [ dans
le calcul suivant :

1 27 X 1 27 .
ck(S) = — S(z)e e dy = —/ f(z + 2lm)e”**dg
21 0 2 0 IEZZ
1 27 " 1 2(l4+1)m ‘k
= — 2m)e” " dr = — g
DY | e ame o = o > | twetay

- /R Flye My = o j(F).
O

Corollaire 1.8. En conservant les notations du théoréme précédent, on voit que
1. S = 0 presque partout si et seulement si pour tout entier k, F~1f(k) = 0.

2. S =1 presque partout si et seulement si F~1f(0) = 1 et pour tout entier
k mon nul, F~1f(k) = 0.

Démonstration. Cela découle du fait qu'une fonction de Ly, ., est caractérisée
par la suite de ses coefficients de Fourier (cf. lemme 1.6). O
2 Ondelettes : définitions et résultats généraux

Avant de donner le principe général de construction, nous donnons un exemple
concret de base d’ondelettes.

2.1 Un exemple de base d’ondelettes : la base de Haar
Considérons la fonction !
o(x) = Tp,1y(x).
On introduit ensuite ses translatées

ok w = px—k) =1 pqy(x) (k€Z)

e fait que Iintervalle dans cette définition soit ouvert ou fermé n’a pas d’importance
puisqu’on identifie les fonctions égales presque partout.



qui forment une famille orthonormée de L?(R), et le sous-espace fermé V; de
L?(R) qu’elles engendrent :

Vo :®C§00,k-

kEZ

Par construction, toute fonction f € Vg s’écrit sous la forme d’une série conver-
geant dans L2(R) :

F=) cxpor ot Y ekl < oo.

kEZ kEZ

Dans cet exemple, on peut montrer aisément que Vj est exactement composé
des fonctions f constantes sur chaque intervalle [k, k + 1], k € Z au sens ou la
restriction de f & chaque intervalle [k, k + 1] coincide presque partout avec une
fonction constante.

Ensuite, introduisons aussi les translatées-dilatées

Pik x> 270(Pe — k) = 221 1 wny(2) (€L, ED)
277 27
La encore, pour tout entier j, les fonctions (¢, x)kez forment une famille ortho-
normée de L?(R). On note V; le sous-espace fermé de L?(R) qu’elles engendrent :

Vj ::€$9 Cojk,
kEZ

qui, dans cet exemple, est constitué des fonctions f constantes sur chaque in-
tervalle [£ E£L].

Ainsi, on dispose d’une suite croissante (V;);cz de sous-espaces fermés de
L?(R), chacun muni dune base hilbertienne explicite. Avec la caractérisation des
V; comme ensemble de fonctions constantes sur certains intervalles de longueur
277, on voit que 'on va pouvoir approcher des fonctions quelconques & partir

de ces sous-espaces. Plus précisément :

Proposition 2.1. Le sous-espace vectoriel ;o Vj est dense dans L3(R).

Démonstration. Puisque les fonctions en escalier & support compact sont denses
dans L2(R), il suffit de voir que I'on peut approcher Iindicatrice L4, d'un
intervalle fermé borné par des combinaisons linéaires des (¢; 1)jen kez c'est-a-
dire par des indicatrices d’intervalles dyadiques. Mais ceci est simple puisque

]l[ambn] ::; ]l[a,b] dans L2 (R),

ol a,, (resp. b,) désigne le développement dyadique d’ordre n de a (resp. b). O

Ainsi, le sous-espace vectoriel engendré par les (¢; x)jen,kez est dense dans
L?(R). Toutefois, ces fonctions ne forment pas une famille orthonormée et on



ne peut donc pas décomposer de fagon explicite une fonction f € L?(R) en une
série
F= Akein
3k

avec des coefficients facilement calculables, comme on le faisait avec les séries
de Fourier. On est donc amenés & orthonormaliser les (¢; k).
Pour cela, remarquons qu’on peut considérer V; comme un sous-espace fermé
de V1. On peut donc écrire
‘/1 = ‘/0 S¥ WO7

ou W, désigne le supplémentaire orthogonal de V{, dans V;. En répétant le
procédé, on peut écrire pour tout entier N > 1,

N-1
VNn=Vo® @ Wi,
=0

ot W; désigne le supplémentaire orthogonal de V; dans Vj;;. Puisque le sous-
espace |Jycy Vv est dense dans L?(R), le sous-espace vectoriel engendré par V;
et les (W;);en aussi, et on en déduit la décomposition en somme hilbertienne

PR =% |PW,
jen

Finalement, la question de I’orthonormalisation revient donc & chercher une base
hilbertienne de chaque W;.

Concentrons-nous pour le moment sur le cas j = 0. Il nous conduit & intro-
duire la fonction

V=1 1+ 1,

qui est de norme L2 égale & 1, et qui est orthogonale & ¢. On introduit ensuite
ses translatées

1/)0,/0 N g w(l’ - k) = _]l[k,k:+%]<x) + ]l[k+%,k+1] (.’I}),
La proposition suivante rend légitime ’'utilisation de cette fonction 1 :
Proposition 2.2. Les fonctions (1o k) rez forment une base hilbertienne de Wy.

Démonstration. Tout d’abord, les fonctions (g, )kez forment une famille ortho-
normale car elles sont toutes de norme 1, et elles sont orthogonales entre elles
puisque leurs supports ont deux & deux au plus un point commun. Ensuite, elles
appartiennent bien a Wy, c’est-a-dire qu’elles sont orthogonales aux (¢g1)ez-
En effet, on a vu que 9 = 1o était orthogonale a ¢ = g ; de plus, elle est
aussi orthogonale aux (¢o,;)i20 car le support de 1 n’intersecte le support de
ces derniéres qu’au plus en un point; il en résulte que toutes les translatées de
1 sont orthogonales & toutes les translatées de ¢. Reste & montrer que le sous-
espace vectoriel engendré par (¢o x)kez est dense dans Wy. Pour cela, il suffit



de montrer que les fonctions (o,1)iez, (o,ix)kez forment une base hilbertienne
de V; : toute fonction f € V; se décomposera alors en

F=Y " Ngor+ > mtbok

lez keZ
et, si de plus f appartient & Wy, on a pour tout entier I, A\, = (f, ¢o;) =0, et

donc
F=2 ok

keZ

Soit donc f € V;. Par définition, f se décompose en
f= Zcqwl’q ol Z leg|? < 0.
qEZ qEZ

On observe alors en utilisant les définitions des ¢, . et des ¥ que

V2
P12p = \[2]1[,,7”%] =5 (wo,p —%op) s

V2
P1,2p+1 = \/iﬂ[p+%,p+1] = 9 (‘PO,p + wom) :

On a donc par le calcul

f = Z CqP1,q = Z CopP1,2p T Z C2p+1P1,2p+1

qEL pEZ pEZL
V2 V2 V2 V2
= Z 7 CopPo,p — Z 7 Czpiﬂom + Z 7 C2p+1%0,p + Z 7 62p+11/)0,p
PEZL pEZ pEZ PEZ
V2 V2
= > 5 (c2p + c2pi1)90,p + > 5 (=e2p + copi1) Yo,
PEZ pEL

(ot tous les découpages de sommes sont justifiés par le fait que Y |c,|? < 00.)
O

Plus généralement, on introduit les translatées-dilatées de la fonction 1 :
Vi w272 — k) (j€Z,keZ),

qui dans ’exemple de la base de Haar s’écrivent

Vi =2/ <_]1[k‘: EREE R o ﬁ)

2727 ' 27 +1 2 " 27+1° 27

On peut voir exactement de la méme maniére que pour tout entier j, les fonctions
(1), )kez forment une base hilbertienne de W;. Néanmoins, nous verrons dans
le paragraphe suivant que cela se déduit du cas j = 0. Finalement, on obtient
le théoréme suivant :

10



Théoréme 2.3. Les fonctions de Haar (pok)kez, (V)k)jen ez forment une
base hilbertienne de L2(R) : toute fonction f € L?(R) peut étre représentée sous

la forme
f= Z ap, ko, k + Z Z Bi ks ks

keZ jENKEZ

ot la convergence des séries a liew dans L*(R).

Toutefois, la base de Haar a un inconvénient majeur : son irrégularité, qui
devient génante pour certaines applications, notamment en traitement d’images
lorsque 'on veut effectuer des opérations de lissage. La théorie des ondelettes
vise & généraliser le procédé mis en oeuvre dans la construction précédente, pour
obtenir des bases hilbertiennes de L?(R) répondant & certaines exigences issues
des diverses utilisations pratiques.

2.2 La construction dans le cas général
Au départ, on choisit une fonction ¢ € L?(R), telle que les translatées
wor:x—plx—k) (keZ)

forment un systéme orthonormé de L?(R). On note Vj le sous-espace fermé
qu’elles engendrent

Vo= @C%,k = {ch%,k, Z lek|? < oo} )

k€EZ kEZ kEZ

Pour nous aider & comprendre la situation qui va suivre, introduisons pour
tout entier j Uopérateur de dilatation A; : L?(R) — L?*(R) qui & une fonction
f associe la fonction @ — 27/2f(27x). On voit que A; est une bijection linéaire
isométrique (changement de variable) de réciproque A_;. Plus précisément, c’est
un automorphisme de I’espace de Hilbert L?(R) et en particulier Aj conserve le
produit scalaire.

Dans ces conditions, pour tout entier j, on note V; I'image de V; par I'ap-
plication A;, qui est donc un sous-espace fermé de L?(R), et on introduit les
translatées-dilatées ¢ = A;(po,x) de la fonction ¢ :

ik x s 2/20(2 — k).

Par construction A; réalise un isomorphisme canonique de Vp sur V;. Puisque
(¢0,k)kez est une base hilbertienne de Vp, on en déduit que les fonctions (¢; k) rez
forme une base hilbertienne de Vj. Ainsi :

V; = A;(V) = {h € LA(R)| 3f € Vo, h(x) = £(27) ppx} = P Cpin.
keZ

Pour reprendre la méme construction que dans le paragraphe précédent,
il faudra que la fonction ¢ soit choisie de telle sorte que les deux conditions
suivantes soient satisfaites :

VjEZ, V] CV]‘+1,

11



U V; est dense dans L*(R).

JEN
Une telle fonction ¢ est appelée une ondelette pére et la suite des sous-espaces
fermés (V;) ez est alors appelée un filtre multirésolution de L?(R). Remarquons
au passage qu’a I'aide des applications A, on voit que la premiére condition est
vérifiée si et seulement si Vo C V7.

Pour tout entier j, on définit ensuite W; comme étant le supplémentaire

orthogonal de V; dans Vj4;. On a alors pour tout N > 1,

N-1
V=V ® @ W;
=0

Puisque | jen V; est dense dans L?(R), on obtient que le sous-espace vectoriel
engendré par Vj et les W; (j > 0) l'est aussi. On a donc une décomposition en
somme hilbertienne :

rE =% (W,
jEN
Si pour tout entier j, (¥ x)kez désigne une base hilbertienne de W;, on

obtient alors que les fonctions (¢ x)rez, (¥).k)jen,kez forment une base hilber-
tienne de L?(R) : toute fonction f € L?(R) se décompose en

F=Yawpor+ > Bintik, (3)

keZ jENkeZ

ot la convergence des séries a lieu dans L?(R). L’écriture précédente est alors
appelée développement multirésolution de f.

De plus, si la fonction 9 est choisie de telle sorte que pour tout entier j, les
fonctions translatées-dilatées

ik w220 — k) (k€ Z)

forment une base de W;, on dit que ¢ est une ondelette mére, et ’écriture (3)
est appelée développement de f en ondelettes. Remarquons au passage que
la condition précédente est vérifiée dés que (1o x)kez est une base hilbertienne
de Wy. En effet, on a vu que Vj était 'image de Vy par A;. Par conservation du
produit scalaire, on en déduit W; = A;(W). Mais la définition des translatées-
dilatées de ) peut aussi s’écrire ¥, = A; (1o k). Ainsi, le fait que (¢o,x)kez s0it
une base de W, implique que pour tout entier j, (¥ x)rez est une base de W;.
En fait, toute propriété relative a la structure hilbertienne qui est valable dans
Vo se transmet aux sous-espaces dilatés V.

Enfin, dans ’écriture (3), chaque entier j correspond & un niveau de ré-
solution. C’est pourquoi l'expression “niveau de résolution j” fera référence a
I'espace W; ou plus généralement aux fonctions (¢, x)rez et aux coefficients

(6j,k)kEZ-

12



Les coefficients de développement en ondelettes se retrouvent bien sir par
les formules

ok = (fr po) = / F(@)oon(@)d,

Bik = (f,¥jk) = /Rf(x)mdx.

La partie
F=pwu(£) =D Birthx
jENkezZ

est appelée partie homogéne du développement de f. On voit que les coefficients
du développement en ondelettes ne sont affectés que par le comportement de f
sur le support de la fonction avec laquelle on prend le produit scalaire. Ainsi, le
développement en ondelettes ne se contente pas d’analyser la fonction suivant
différents niveaux de résolution, il permet aussi d’en faire ressortir des détails
locaux!

Remarque 2.1. Le fait d’avoir pris le sous-espace Vj comme “espace de référence”
est tout & fait arbitraire. En effet, on voit que pour un entier ng € Z fixé,

U V,, est dense dans L*(R)si et seulement siV;,, @ @ W est dense dans L?(R)

n>ng j=>mno

(car pour tout n > ng, Vi, = Vi, y @ Wiy @ Wiy41®...®W,,_1). De plus, comme
la suite des V,, croit avec n, on a pour tous entiers p, q € Z,

U V,, est dense dans L*(R)si et seulement si U V,, est dense dans L*(R).
nzp n=q
L’indice de départ n’a donc aucune importance : si ng et n; sont deux entiers
relatifs quelconques,
U V,, est dense dans L*(R)si et seulement siV;,, & @ W est dense dans L?(R).
n>ngo jzni

C’est pourquoi dans la construction, sans perte de généralité, on cherchera les
conditions pour que | J,,~, V;, soit dense dans L?(R). Ces conditions garantiront
alors le développement en ondelettes d’une fonction f € L?*(R) quelconque, et
ce en commencant a partir de n’importe quel niveau de résolution :

[= Z Qg kPno.k T Z Zﬂj,k%,k-
keZ j>no kEZ

Au passage, remarquons qu’il n’est en fait pas nécessaire de faire appel & un
sous-espace de référence : en effet, il est possible de montrer (sous les mémes
hypothéses) que le sous-espace ®jEZ W; est aussi dense dans L*(R) et par

conséquent, toute fonction f € L?(R) se décompose sous la forme

f= Z Z Bk k-

JEZ kel
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En résumé, on peut énoncer le principe général de construction suivant :

1. Choisir une ondelette pére, c’est-a-dire une fonction ¢ € L%(R) telle que

(¢0.1)kez est une famille orthonormée de L*(R), (4a)
Vie€Z, V;CVj, (4b)
U V; est dense dans L*(R). (4c)

jEN

2. Choisir une ondelette mére, ¢’est-a-dire une fonction ¢ € L*(R) telle que

(0.1 ) kez est une base hilbertienne de Wy. (5)

2.3 Traduction des conditions dans le domaine fréquentiel

Les conditions données & la fin du paragraphe précédent ne sont pas tou-
jours faciles & vérifier en pratique : elles ne sont pas directement lisibles sur les
fonctions ¢ et ¥. On va voir maintenant qu’aprés transformation de Fourier,
les conditions (4a), (4b), et (5) se traduisent plus simplement dans le domaine
fréquentiel. La condition (4c) est reliée au probléme de I’approximation et donc
a Pannulation des moments des fonctions ¢ et 1 qui s’interprétent comme les
dérivées en zéro de leurs transformées de Fourier. Nous ne traiterons pas en
détail cette question dans cet exposé, mais nous I’évoquerons dans les exemples
de la partie 3.

Proposition 2.4. Soit ¢ € L*(R).
Alors les fonctions (po.x)kez forment une famille orthonormée de L*(R) si et
seulement st

doIpE+2km)P =1 pp. & (6)

kEZ

Démonstration. Posons ¢ = ¢ * ¢ ot ¢(x) = p(—z) . On a vu dans la partie 1
que ¢ = |p|%. En particulier,

VEER, Vk€Z, G§&+2kn)=|p(€+ 2km)|?,

d’otl1, en sommant :

VEER, D G(§+2km) = |p(&+ 2km)>.

k€EeZ keZ

Mais alors, puisque ¢ € L%(R), la fonction § est intégrable, et la formule som-
matoire de Poisson donne que la série de gauche converge pour presque tout
¢ et définit une fonction S(), intégrable 2m-périodique dont les coefficients de
Fourier sont ¢ (S) = F~1[§](—k) = q(—k). D’autre part, par définition de g,

a(k) = / Bk — 2)p(x)de = / (@) p(z — B)de.

14



Dans ces conditions, on a les équivalences suivantes :

(¢00.k)kez est une famille orthonormée de L?(R)
V(L€ Z, [yolx—Dp(x—k)de =8
Vk€Z, [po(@)e(x—k)dr =3y
Vk € Z, cix(S) =70k
Yoperd(€+2km) =1 pp. &

Drez |P(E+2km)|? =1 pp. ¢

ou la quatriéme équivalence provient de la deuxiéme partie du corollaire 1.8. [

rreny

Proposition 2.5. La suite (V}),cz est croissante si et seulement s’il existe une
fonction mg € L%,rfpcr vérifiant

0=m(5)e(5) s @

Démonstration. On a déja vu dans le paragraphe précédent que la suite (V;) ez
est croissante si et seulement si Vj est contenu dans Vi. Par injectivité de la
transformation de Fourier, cela équivaut a dire que Vp est contenu dans V;. On
est donc conduits & étudier 'image de Vj et V; par transformée de Fourier. Plus
généralement, on va calculer Vj Par définition, on a :

V= {wa(zjx —k), Y Ikl < oo}.

kEZ keZ

En utilisant le comportement de la transformée de Fourier vis-a-vis des trans-
lations et des dilatations, on en déduit

v, = {Zbkf[w(?mk)](i% Zlbk|2<00}

kEZ kEZ
b
= { k}'[ (x — k)] (;j) , Z|bk2<oo}
kEZ keZ
b 1k
- S (50 (5) Zmres]
kEZ kEZ

[ (6)0(6). 2o}
((5)2(5)- messn)

Ce calcul fait, on voit que la condition (7) est nécessaire : si Vo C V1, on a
en particulier ¢ € V; et le résultat suit en utilisant le calcul précédent. Réci-
proquement, si la condition (7) est vérifiée, en utilisant le calcul précédent, la

15



transformée de Fourier d’une fonction f € V s’écrit

&) = m(©9(6) =m(emo (§ )2 (5).

oum € ngfpcr. Avec le calcul ci-dessus, on voit alors qu’il suffit de prouver

que la fonction & — m(2&)mg(€) appartient a L%,Hper pour obtenir que f eVi.
Bien str, elle est 2m-périodique et pour conclure, il suffit de voir que la fonction
mo est bornée, ce qui est une conséquence du lemme suivant. O

Lemme 2.6. Soit ¢ € L*(R) telle que (o x)kez soit une famille orthonormée
de L*(R). Alors toute fonction mo € L3, ., satisfaisant a la condition (7)
vérifie

Imo(&)]* +mo(E +m)[> =1 pp. & (8)
Démonstration. En utilisant (6), (7) et que mg est 2w-périodique, on obtient
que pour presque tout &,

1= > (g6 +2km)|> = [mo(& + km)[*|@(€ + k)|

keZ keZ

= Y Imo(€+2om)P|R(E + 2pm) P + D Imo(€ + (2 + Dm) PG (€ + (2 + D))
pEZ q€EL

= [mo(§)P D |p(& + 2pm)* + Imo(§ + m)P D [@(€ + 7 + 2qm)|?
pEZL qEZ
= |mo(&)|* + |mo(& + ) 2.

O

Ainsi, on a prouvé que les conditions (4a) et (4b) se résument & une vérifica-
tion calculatoire & partir de la transformée de Fourier de . En mettant & part
la condition (4c), on doit maintenant voir comment, & partir d’une ondelette
pére ¢ on peut construire une ondelette mére . La proposition suivante donne
une construction dans le domaine fréquentiel.

Proposition 2.7. Soit ¢ une ondelette pére et mg € L3, ., satisfaisant d la
condition (7). Alors, en posant

ma(€) = mo(§ +m)e™ ", (9a)

Ropn _ €Y . (&
d@=m (5)e(5), (90)
on obtient que la fonction ¢ (qui se retrouve a partir de QZJ par transformée de

Fourier inverse) est une ondelette mére.

Démonstration. D’abord, (1o k)kez est une famille orthonormée de L%(R). Pour
le vérifier, on va utiliser la proposition 2.4 : il faut voir que

Z (€ +2km))> =1 pp. &

kEZ

16



Par définition de 1& et de mq, la somme de gauche est égale a

Zm1<§+k7r> <ﬁ<§+k7r> mo<€+7r+k7r> @<§+k7r>

2
keZ
En sommant sur les indices pairs puis sur les indices impairs et en utilisant que
mg est 2m-périodique, on voit qu’elle est aussi égale &
2 2 ¢
@ (2 +7+ 2q7r>

() S (o) (S

PEZ q€Z
Puisque la fonction ¢ vérifie la condition (6), on en déduit que pour presque
tout &, cette quantité est aussi égale &
2
€
+|mo | 2

‘mo (g + 7r>

qui égale & 1 pour presque tout & grace au lemme 2.6.

Montrons maintenant que les fonctions (v x)kez appartiennent & Wy c’est-
a-dire au supplémentaire orthogonal de V dans V;j. D’abord, on voit avec la
définition de 1& que ¥ € Vi (cf. caractérisation de ’espace Vi donné dans la
preuve de la proposition 2.5). Il s’en suit que pour tout entier k, 1o 5 € V7 car

2 2

-

kEZ

2 2

2

2

Dok(€) = e HFEP(€).

Ensuite il faut montrer que les (1o k) ez sont orthogonales & Vj. Puisque (¢o,1)iez
est une base hilbertienne de Vj, il suffit de montrer que les (¢g x)xez sont ortho-
gonales aux (¢o;)icz. On va utiliser une technique similaire & celle rencontrée
dans la preuve de la proposition 2.4. Posons g = ¢ 9 oil 9 (x) = 1h(—z). On
calcule sa transformée de Fourier :

i =@t = @0,

Puisque ¢ et 1 sont de carré intégrable, § est intégrable et on peut donc lui
appliquer la formule sommatoire de Poisson : la série

> G + 2km)

kEZ

converge pour presque tout & et définit une fonction S(€) de L%,T_pcr dont les
coefficients de Fourier sont donnés par

17



Dans ces conditions, on a les équivalences suivantes :

Les (%o, )kez sont orthogonales aux (¢o1)iez
Vk,L€Z, [yolx—k)p(z—1)dz=0
VkeZ, [,o@)(z—k)dr=0

VkeZ, oxik)=
Pkez 9(€+2km) =0 pp. ¢
Ykez P(E +2km)p(E +2km) =0 pp. &

ou la quatriéme équivalence provient de la premiére partie du corollaire 1.8.
Mais alors, en utilisant successivement la condition (7), la définition de 1[), la
27-périodicité de mg et de m, la proposition 2.4, et enfin la définition de m;,
on obtient que pour presque tout &,

PIREI(S + 2km) (€ + 2k)

kEZ

- po (e () () (o)
(g (£
- ()l

[

2

.
- () ()

(o)) (1) o552 (9
- ) o) (G ()

=0

ASH

Il
3

ce qui prouve bien que les (¢ k) ez sont orthogonales aux (¢o,)iez.
Pour finir, il faut montrer que les fonctions (g ;)kez forment une base hil-
bertienne de Wy. Il faut montrer que toute fonction f € Wy se décompose en

:chw(x—k) ou z:|ck|2<oo7

kEZ keZ

ou encore, aprés transformée de Fourier, qu’on a

F(&) = v(©1(9),
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ouve L3, .. Fixons donc f € Wy. On va s’inspirer du raisonnement effectué
ci-dessus pour montrer que les 1y sont dans Wy afin de traduire exactement
I’appartenance de f a Wy sur la forme de sa transformée de Fourier. D’abord,
puisque f € Vi, il existe une fonction m € L%W_per telle que

&) =m (g) 5 (g) p. €.

En posant h = ¢ * f, et en utilisant la formule sommatoire de Poisson avec h,
on obtient que 'orthogonalité de f & Vj se traduit par

> @€+ 2km) f(E+2km) =0 pop. &,

kEZ

ol la série de gauche converge absolument pour presque tout £. D’autre part,
on a aussi pour presque tout &

> G + 2km) f(€ + 2kn)

kEZ

= Z¢<§+lm>mo (g+kw>¢<§+kﬂ)m<§+lm>

keZ
) -
@(g-i—k?r) mo (g—i—kﬂ)m(g—f—kw)

- ¥

2

(€
<p<2+77+2q7r>

(o w56

En passant aux conjugués et en posant ( = g, on obtient

m(¢)mo(C) +m(¢ +m)mo(C+7) =0 p.p. ¢

En utilisant (8), on voit aussi que pour presque tout ¢, au plus 'un des deux
nombres mg(¢) et mo(¢ + ) est nul. On peut donc poser

_meHm
Ao = | e smol@) 0

e o mo((+m) #0

~

N2

de sorte que

m(C) = A(¢)mo(C+7) p.p- (.
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Puisque m et mg sont 2mw-périodiques, on obtient que A ’est aussi et qu’elle
vérifie de plus

MO +AC+7)=0 pp. .
En multipliant par €%, il vient
€CNQ) = “TTAC + ) =0 pp. ¢,

ou encore en remplacant ¢ par %,

exp <zg) A <§) = exp (Z,f—l—227r> A <£+227T> p-p- &,

ce qui exprime que la fonction

o= (1)1 (8)

est 2m-périodique. En remplacant dans ’expression de la transformée de Fourier
de f, il en résulte que pour presque tout &

fe) = A(g)w
(i)

= v(OY(&).

Reste & voir que fOQTr [v(€)[?dé < co. On sait que m € L3, ., donc

27
/0 m(Q)|2d < oc.

Mais d’autre part,

| merac = [T @R mo(¢ + mPac
0 0

/O MO PImo(¢ + M) + N+ m)Plmo(Q)?) de

| NP (o) + (g + m) e
= [ nora
=2 ["h(3)

27
= / (€ 2de,

0

2

dg

20



ou dans la troisiéme égalité, on a utilisé que A(¢) et A(¢ + 7) ont méme module
car on a vu que

MO +AC+7)=0 pp. .
Finalement,

F&) =v(©v(©) pp. &

avec v € Lgﬂ_per, ce qui montre bien que f € Wy et achéve la preuve. O

Remarque 2.2. De prime abord, le choix de la fonction zﬁ peut paraitre étonnant.
Néanmoins, en reprenant la fin de la preuve précédente, on voit qu’il apparait
assez naturellement que la transformée de Fourier d’une fonction quelconque
f € Wy s’écrit sous la forme

Fo =vieremn (=i ) ma (5 7)o ().

ol v € Lj, e, €t c’est comme ¢a qu’on en déduit notre candidat pour la
transformée de Fourier de .

2.4 Retour au domaine temporel

Dans ce paragraphe, nous allons repasser dans le domaine temporel : on va
traduire les conditions obtenues dans le paragraphe précédent en des relations
portant sur les coordonnées de la fonction ¢ dans la base hilbertienne (¢1 k) kez
de V;.

Reprenons les notations du paragraphe précédent : ¢ est une ondelette pére,
mg € L%W_per est une fonction satisfaisant & la condition (7), et ¢ l'ondelette
mere définie par les relations (9a) et (9b). Puisque mg € L3, .., on peut I'écrire
sous forme d’une série de Fourier :

1 ,
mo(§) = — theﬂkg, avec Z |hy|? < oo.
V2 kez kez
En exploitant la condition (7), on en déduit :
1 ATy
¢(§) = ﬁ th exp —Zk§ Y\5) = Qth}'[@@x — k)](&),
kEZ k€EZ
et donc par transformée de Fourier inverse,
px) = V2 (2w —k) =Y hipr (2),
kez kEZ

c’est-a-dire que les (hg)rez sont exactement les coordonnées de la fonction ¢
dans la base hilbertienne (¢1,5)rez de Vi. Ainsi les coordonnées de mg dans la
base hilbertienne (%e‘lké Jrez de L3, ., sont exactement les coordonnées de
¢ dans la base hilbertienne (1 x)kez. Les conditions trouvées sur la fonction
mo vont donc pouvoir étre exprimées grace aux (hy)rez-
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D’une part, le résultat du lemme 2.6 s’écrit :

L= [mo(§) +Imo(€ +m)f

= mo(§)mo(§) +mo(§ + m)mo(§ + )
1 —ike - ke 1 —ik(&+m) ~ ik (E4T)
= 5 (Z hye ) (Z hye + § the Z hye
keZ k'eZ keZ k'eZ
1 Y 1 — o
_ o+ i(k'—k)¢ | * i(k'—k)é+i(k'—k)m
= D) Z hkhk/e + 2 Z hkhk/e
k,k'€Z k,k'€Z
1 — -
- 7 Z hhig et =R (1 4 itk —k)ﬂ)
k,k'€Z
= Z (Z hkhk+21> e,
1€Z \k€EZ

toutes les séries ci-dessus étant absolument convergentes & cause de l'inégalité
de Cauchy-Schwarz et du fait que Y |hg|? < co. Par conséquent, on a

VIEZ, > hihiia =00 (10)
kEeZ

De la méme maniére, on va pouvoir expliciter les coordonnées de i dans la
base (¢1,k)kez & partir des (hy)rez. On a défini ¢ par sa transformée de Fourier :

D(E) = mo<§+ﬂ>exp <—zg> & (g) .

En remplacant m par sa série de Fourier, on obtient

o) = % k%h‘k exp (zk <§ + 7r) - zi) @ <§>
_ \% éﬁk(A)kexp (i(k - 1)2) @ (g)
_ % ;«Zezhl_k/(il)klﬂ exp (mé) ¢ (g) :

Ainsi, en posant A\ = (—1)**'h; 4, on en déduit
$(€) = V2 M Flp (22 — E))(9),
kezZ
et donc, par transformée de Fourier inverse,
Y(@) = V2D o2z — k) =D Apr (),
keZ kEZ

c’est-a-dire que les (\g)rez sont exactement les coordonnées de ¢ dans la base
hilbertienne (wl,k)keZ de V7.
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3 Construction d’une ondelette pére

Dans la partie précédente, on a éclairci les conditions qui valident la construc-
tion d’une base d’ondelettes. On a vu que toutes ces conditions peuvent étre
exprimées & l'aide de la transformée de Fourier de ’ondelette pére. On va main-
tenant, exposer deux procédés qui permettent de construire des ondelettes péres
en pratique. Pour la clarté de I’exposé, nous préférons laisser de coté certaines
preuves techniques.

3.1 A partir d’une base de Riesz

Définition 3.1. Soit g € L%(R).

Oun dit que la famille de fonctions (g(- — k))kez est une base de Riesz §'il existe
deux constantes A, B > 0 telles que pour tout ensemble fini d’indices A C Z et
toute famille de nombres complexes (Ag)rea, on ait

A I < /|Z)\kg(x—k)|2dx < BY Ml

keA R kea keA

En d’autres termes, (g(- — k))rez est une base de Riesz si, sur le sous-espace
vectoriel de L?(R) engendré par les fonctions (g(- — k))rez, la norme L? dune
fonction Y Arg(- — k) est équivalente a la norme /2 de ses coordonnées (\y).

Proposition 3.1. Soit g € L*(R).
La famille de fonctions (g(- — k))kez est une base de Riesz si et seulement s’il
existe deux constantes A, B > 0 telles que

A<D g€ +2km)> < B pp. & (11)
keZ

Dans ce cas, on dit que g est une fonction génératrice et la fonction

1/2
L) = (Z 9(€ + 2k7r)|2>

keZ
est appelée fonction de superposition (qui vérifie donc A < T'(€)?

presque tout &).

< B pour

Démonstration. (abrégée) D’abord, on montre a I’aide de la formule de Plan-
cherel et de la 2m-périodicité de I' que

2
/R | Z Meg(x — k) 2dx = % /o | Z Ape”EPD(E)%de.

keA keA

D’autre part, la formule de Parseval (ou un calcul direct) montre que

1 27 »
L D SRS I
0

keA keA
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Muni de ces deux égalités, on voit que (g(- — k))kez est une base de Riesz si et
seulement si pour tout polynome trigonométrique m(§),

1 2m

m(©)Pde < o= [ Im@Pr©2d < oz [ miPde (12

27 Jo

En utilisant cette caractérisation, il devient clair que la condition (11) est suf-
fisante. Pour la réciproque, on utilise la condition (12) avec une suite de poly-
noémes trigonométriques bien particuliers : on introduit

- (2N+1)e

Dyn(§) = Z ettt = smig (noyau de Dirichlet),
|k|<N Sin 3

1= 1 K1\ e 1 (sin 26\ .
Kn(§) = N Z Dy (&) = N Z <1 - N) et = | —F (noyau de Fejer).
n=0

=N sin 3
On voit alors d’une part que

2

)

Kont1(§) = ‘Vﬂ\lfﬁ Dy (§)

et d’autre part, on peut montrer que

1 2w

s Kony1(8)dE = 1.

On fixe alors £, € R. En utilisant la condition (12) avec le polynome trigono-

métrique
1

= — D — y
m(§) SN N — &)
il en résulte que pour tout entier N > 0,
1 2m )
A< by Kon+1(§o —§I(€)°dE < B.
0

Mais alors la derniére intégrale peut s’interpréter comme une convolée Kopn 1 * I‘2(§0).
Or on peut montrer que

Koni1 #I2(&) —— T%(&%)  pop- &

N—o0

Il ne reste plus qu’a faire tendre N vers I'infini dans la derniére inégalité pour
obtenir (11). O

Une fonction génératrice g n’est pas nécessairement une ondelette pére.
Néanmoins, la famille (g(- — k))gez est facile & orthonormaliser et on obtient
alors un bon candidat d’ondelette pére!
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Proposition 3.2. Soit (9(- — k))rez une base de Riesz.
On définit la fonction p € L?(R) par sa transformée de Fourier :

Alors (¢o.x)kez est une famille orthonormée de L*(R).

Démonstration. Puisque I' est 27-périodique, on a

. 1 .
D Ip(e + 2km)I = Fry D lae + 2km)* = 1,
kEZ kEZ
et le résultat en découle grace & la proposition 2.4. O

3.2 A partir de la fonction m,

Le procédé élaboré au paragraphe précédent a plusieurs inconvénients :
d’abord, avant d’affirmer que ¢ est bien une ondelette pére, il faut au préalable
vérifier la condition (7). De plus, on ne peut pas a priori controler la taille du
support de . Or d’un point de vue calculatoire, il peut étre agréable de disposer
d’ondelettes & support compact. C’est pourquoi, on va maintenant étudier un
autre procédé de construction d’ondelette pére : on va essayer de reconstruire,
a partir d’une fonction myg, une fonction ¢ satisfaisant (7).

Le point de départ est de remarquer que la relation (7) peut étre itérée :

s (§5(§)m (o ()5(5) = -

A condition que ¢(0) =1 (il suffit de diviser ¢ par son intégrale lorsque celle-ci
est non nulle) et sous réserve de convergence du produit, on est tentés d’écrire

B(6) = ﬁmo (;) . (13)

ce qui permettrait de construire ¢ a partir de mg. La suite vise & donner une
esquisse des conditions sous lesquelles on aboutit bien & la construction d’une
ondelete pére.

Lemme 3.3. Simg est lipschitzienne et vérifie mo(0) = 1, alors le produit (13)
converge uniformément sur tout compact.

Démonstration. Admise. On pourra consulter [2] paragraphe 6.2. O

En pratique, on prendra volontiers mg sous la forme d’un polynoéme trigo-
nométrique

Ny
1 ,
mo(§) = 7 E hpe” % (N, Ny € Z fixés).
k=N

25



Si on choisit
Ni
> hk=1, (14)
k=N,
on a mo(0) = 1 et réciproquement. De plus, une telle fonction mg est automa-

tiquement lipschitzienne.

Proposition 3.4. Soit mg un tel polynéme trigonométrique qui satisfait la
condition (8). On suppose aussi qu’il existe un voisinage compact K de zéro
dans R tel que pour presque tout &, K N (£ + 277Z) est un singleton et tel que

Vji>1, VEeK, m0<§j>7éo.

Alors la fonction
2(6) = [[ mo (5)
j=1

est la transformée de Fourier d’une fonction ¢ € L?(R) a support dans [Ny, N1]
telle que (po k)kez est une famille orthonormée de L?(R). De plus, la fonction
¢ € L*(R) définie par (9a) et (9b) est a support dans [3(1 — Ny + Np), 5(1 —
No + N)].

Démonstration. Admise. Voir par exemple [2] paragraphe 6.3. O

Remarque 3.1. Les hypothéses du lemme sont automatiquement vérifiées si K =
[—m, 7] et si mg ne s’annule pas dans [—7, 5]. Ainsi, pour obtenir une ondelette
peére, il ne nous reste plus qu’a ajuster les coefficients hj de sorte qu’ils vérifient
les conditions (8) et (14). De plus, on va voir dans la proposition suivante qu’a

partir de ces coefficients, on a un certain controle des fonctions ¢ et 1) générées.

Proposition 3.5. On se place sous les hypothéses de la proposition 3.4.
1. Concernant l’ondelette pére p, si on a

Ny
Vi=1,...n, Y hk'=0, (15)
k=N,

alors les moments de la fonction ¢ s’annulent jusqu’a l’ordre n, c’est-a-
dire

Vi=1,...,n, /gp(m)xldxzo.
R

2. Concernant ’ondelette mére ¢ définie par (9a) et (9b), si on a

N1 17]\70
Vi=1,...n, Y Mk'= > (-DFm(1-k'=0, (16)
k=N k=1—N,

alors les moments de la fonction 1 s’annulent jusqu’a l'ordre n, c’est-a-
dire

Vi=1,...,n, /w(x)mldxz().
R
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Démonstration. Montrons la premiére assertion, la preuve de la deuxiéme étant
similaire. La condition

Ny

> hkl =0

k=N,
signifie exactement que les dérivées de mg en zéro s’annulent jusqu’a l’ordre n.
Or les dérivées de mg et de ¢ en zéro sont liées par 'égalité (7). Mais alors les
dérivées de ¢ en zéro sont, & constante prés, les moments de la fonction . Le
résultat de la proposition en découle. O

Il est possible de montrer que I'annulation des moments des fonctions ¢
et 1 est reliée & Defficacité des approximations effectuées en utilisant la base
d’ondelettes correspondante.

On peut maintenant se demander & quoi ressemblent les ondelettes obtenues
par cette construction. La méthode utilisée ci-dessus fait intervenir un produit
infini qui n’est pas trés maniable en pratique. Ainsi, on a pu montrer I’existence
d’ondelettes ayant de bonnes propriétés : support compact, régularité, etc, mais
on voudrait avoir un algorithme permettant d’en donner de bonnes approxima-
tions. On présente ici le procédé introduit par Stéphane Mallat, dit algorithme
en cascade. On pourra trouver plus de détail sur ce sujet dans [3], chapitre 12.

On part de la fontion mg, qui vérifie les hypothéses de la proposition 3.4.
On dispose des coefficients (hy)rez dans la base des (%e_ikg)kez; en pratique
mg sera souvent un polynome trigonométrique, c’est-a-dire qu’il n’y a qu'un
nombre fini de hj non nuls. On veut connaitre au mieux la fonction ¢ définie
par la proposition 3.4, et on note :

aj k= (P, Pj k)

bjk = (P V) k)
On a vu dans la partie 2.4 que dans la base des (¢j41,k)kez, les (hx)rez sont
les coordonnées de ¢, o et les (Ax)kez (Ax = (—1)*Fhy_) sont les coordonnées
de wj,O-

On en déduit les relations de récurrence suivantes :

aj L = E hi—2kajt1,,

lEZ
bjx = E Al—2kj 41,1,
LEZ
i1,k = E ajihr—2 + E b1 k—21.
leZ €7

Bien entendu, les coordonnées de ¢ dans la base (¢ k) kez sont

ao,k = 00 k>

ce qui nous permet d’initialiser le calcul. On utilise alors le résultat d’approxi-
mation suivant :
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Proposition 3.6. Si ¢ est continue au point m2~, alors
p(m27N) = lim 297%(p, 0 mai—n).
j—r0
Si de plus ¢ est a-hélderienne, on a la majoration suivante :
p(m27N) = 22, 0; mas-n)| < K277,

ot K peut étre pris égal a |||/ R si ¢ est & support dans [—R, R]
Démonstration. Admise. On pourra se référer a [5] paragraphe 4.5.3. O

Il est important de remarquer que K est une constante calculable.
En se rappelant que
<90a (pj,mQj_N> = Qjm2i-N,

on en déduit que le calcul des a;j fournit avec une trés bonne précision les
valeurs de ¢ aux points dyadiques.

3.3 Exemples

Ezemple 3.1. LES B-SPLINES
Les B-splines sont des ondelettes construites & partir d’'une base de Riesz.
Posons

g1 =11,
puis
VN >1, gN:gTN.

On peut calculer explicitement la transformée de Fourier de gy :

R 1—e % N _iE sin% N
w©) = (*—) ( : 5) .

On a donc
2N
) sin (% + kw)
an (€ + 2km)? = | ———2
ox (€ + 2l = | —e
En utilisant diverses minorations et majorations sur la fonction Sizﬁ, on montre

alors 'existence de deux constantes A, B > 0 telles que
A<T(€)?<B.

La proposition 3.1 permet d’en conclure que pour tout N > 1, la fonction gy
engendre une base de Riesz. Avec le procédé donné en 3.2, on en déduit pour
tout N > 1 un candidat ¢y d’ondelette pére. Par exemple, pour N = 1, on
retrouve ’ondelette de Haar.
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Pour N =2, 0on a

(sin€)’
ga(6) = <I§> -
2

Il est alors possible de calculer explicitement la fonction de superposition :

. 6 4
s1n(§+k7r) _ 24cos

rE?=>" e 3

keZ

On en déduit I’expression de la transformée de Fourier de ¢ :

2
[ 3 s\ [ 3
$2(8) = 2+cos§e ( §2> = mfh(f)-

A noter que 'on peut ensuite revenir au domaine temporel pour “décomposer
2 dans la base de Riesz (g2(- — k))kez” : il suffit pour cela d’écrire sous forme

d’une série de Fourier :
3 —ike
\/2—1—005{_2%6 ’

keZ

La derniére expression de la transformée de Fourier de ¢ se lit alors dans le
domaine temporel sous la forme :

pa(x) = Zakgg(;v — k).
kEZ

A partir de la fonction g5, on peut alors calculer les fonctions mqg et my
correspondantes :

20 £ 2 24 cosé

mo(§) = w = (COS 2) \/E’
2

mi(€) = mo(€ + me ™ = <“§> \/ﬂ

d’ou expression de la transformée de Fourier de la fonction 15 associée a s :

4 (€
. B €\ . [¢ 75111 (1) 2—005% 3 —i§
¢2(§)m1<2>90(2> (§)2 \/; 2+cosge '
i

On s’apercoit que mg appartient bien & L%ﬂ_per. Ainsi, on a bien défini une
ondelette pére ws. Elle est appelée ondelette pére de Battle-Lemarié. On peut
voir qu’elle est paire, affine par morceaux, et de support R tout entier. On
peut aussi montrer que ’ondelette mére 15 est symétrique par rapport au point
T = %, affine par morceaux et de support R tout entier.
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Exemple 3.2. ONDELETTES DE DAUBECHIES
On va s’intéresser dans cet exemple a des fonctions mg de la forme

mote) = () e

ou N est un entier > 1 et £(§) un polyndme trigonométrique. On va alors cher-
cher les conditions sur £ qui font que mg vérifie les hypothéses de la proposition
3.4 et la relation (8).

On doit faire la remarque importante suivante : le carré du module d’un po-
lynome trigonométrique est un polyndme en cos(§). Par conséquent, la fonction

My (&) = [mo(&)[?

est un polynome en cos(§). De la méme maniére

Q&) =L

est un polynome en cos(§). On en déduit

My(€) = (cos2 (g))N Q).

.o (&) _ 1—cos¢
i (§) = Lo

on peut écrire Q(&) sous la forme d’un polynome en sin? (%) Ainsi,

= (o () (9

ou P est un polynome.

Puisque

Posant y = sin? (%), la relation (8) s’écrit

1—-y)NPy)+y"P(l-y)=1 pp.yecl0,1].

En particulier, ’égalité est valable au moins pour une infinité dénombrable de
valeurs de y, et on obtient donc une égalité formelle entre polynémes. Ingrid
Daubechies a résolu cette équation en P. La fonction £(£) se retrouve alors

comme étant une “racine carrée” de P (sin2 (%)) :

LE©)P =P <sin2 (g)) .

Il ne reste plus qu’a appliquer la technique donnée dans la partie 3.2 pour obtenir
une ondelette pére .

Les ondelettes construites a ’aide de ce procédé sont apelées ondelettes de
Daubechies. On notera ces bases d’ondelettes D(2N) ou Db(2N). L’ondelette
D2 est exactement 'ondelette de Haar. Les ondelettes de Daubechies vérifient
les propriétés suivantes :
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Supp ¢ C [0,2N —1].
Supp ¢ C [-N + 1, N].
Vi=0,...,N—1, [;¢(z)zldz=0.

Dés que N > 2, les fonctions ¢ et 1 sont holderiennes d’indice Ay N avec
Ay — 0,2,

=W o=

Ezemple 3.3. COIFLETTES

Un inconvénient du procédé élaboré par Ingrid Daubechies est qu’il ne per-
met pas a priori de garantir I’annulation de certains moments de ’ondelette pére.
Ce type de phénoméne aboutit & des propriétés d’approximation intéressantes.
C’est pourquoi on introduit maintenant les coiflettes.

Pour construire une coiflette, on cherche mg sous la forme

mote) = (2£) e

ot L(£) est un polyndme trigonomeétrique; et on impose les conditions

/ p(x)dxr =1,

R

/xlgo(a:)dxzo Vi=1,...,N —1,
R

qui équivalent &

$(0) =1,
eWO)y=0 WIi=1,...,N—1,
pBDO)y=0 WI=0,...,N—1

En imposant ces derniéres conditions et les hypothéses de la proposition 3.4, on
peut montrer que la fonction mq s’écrit

mo(€) =1+ (1— e~ )™ 5(¢),

ol S(€) est un polynome trigonométrique. Ingrid Daubechies a montré que pour
N = 2K, mg est de la forme

) = (25) e,

Py(€) = Igc}z_w (sin2 (g»k n (sin2 (g))K F(e),
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avec F'(€) polynome trigonométrique choisi de sorte que la condition (8) soit
vérifiée.
Les ondelettes construites a ’aide de ce procédé sont appelées coiflettes. On
les note C K. Elles vérifient les propriétés suivantes :
. Supp ¢ C [2K,4K —1].
. Supp ¥ C [-4K + 1,2K].
- Jeate(@)dz =0 VIi=1,...,2K — 1.
. JpadW(z)de =0 VI=0,...,2K — 1.
. n’est jamais paire.

Gt o= W N =

3.4 En pratique...

Concrétement, on observe un signal f plus ou moins régulier. On a & notre
disposition un échantillon de valeurs f(kn), ou le pas n dépend de la précision
du matériel utilisé. Selon la forme du signal et selon ce que ’on veut en faire on
choisit une ondelette adaptée. L’algorithme en cascade donne une approximation
de ¢. On calcule alors les coefficients d’ondelettes du signal f & partir de cette
approximation et des valeurs échantillonnées de f.

On assimile f & sa projection sur un espace Vj :

flx) =Y asnpsr(@).

kEZ

On fera attention cependant & ne pas perdre trop d’informations sur f lors
de cette étape : on prendra donc J assez grand. On peut alors apporter le
traitement voulu au signal f & travers ses coefficients d’ondelettes.

Le débruitage du signal consiste simplement a projeter de nouveau f sur
un espace V;, j < J, pour une résolution j adaptée & la forme prévue du bruit
(on peut par exemple modéliser le bruit par une variable aléatoire). Selon le
choix de ¢, cette approximation peut étre trés réguliére. Des calculs théoriques
permettent de se donner une idée du changement de résolution & adopter pour
obtenir de bons résultats.

Pour la compression du signal, on procéde 1égérement différemment. On écrit

fr="fr-1+di

la décomposition de f; sur Vy = V;_1@®W;_. Les coordonnées de f;_1 et dy_1
dans les bases de V;_; et W;_; peuvent étre calculées grace & des relations de
récurrence similaires & celles utilisées dans ’algorithme en cascade.

Puis on recommence l'opération avec f;_1, fy_o, etc. Au final, 'approxi-
mation initiale f; s’écrit comme la somme d’une approximation grossiére de
résolution j et de fonctions de détail :

fo=fi+dj+djpa+---+dj,

avec f; € Vj et di, € Wy. L’opération de compression consiste a garder intacts
les coefficients de I’approximation grossiére et pour chaque niveau de détail, ne
garder que les coefficients de grande amplitude.
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