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Chapitre 1

Introduction

Le probléme du transport optimal fut introduit pour la premiére fois par
le mathématicien francais Gaspard Monge en 1781 lorsqu’il étudiait le cott
d’envoi des minerais aux usines. Mathématiquement le probléme se modélise
de la maniére suivante : étant donnés deux espaces topologiques X, Y et u
mesure de probabilité sur X, v mesure de probabilité sur Y (par rapport a
la tribu borélienne), on cherche & étudier pour une fonction de coit donnée
c: X XY = [0,+00],

inf {M(T) = /XXY c(x, T(x))du(z), TH#u = 1/}

Depuis, cette théorie a été développée par Kantorovich au XX siécle pour ses
multiples applications en économie. Le probléme (KP), nommé ainsi en son hon-
neur, est une relaxation du probléme initial, plus facile & manipuler, et revient
a étudier (on reprend les mémes notations) :

inf {K(ﬂ') = /XXY c(z,y)dm(z,y),m € H(,u,y)}

ou I(u,v) = {7T probabilité sur X x Y, projjm = ,u,projiﬂ' = 1/}.
Récemment, de nouveaux problémes liés & cette théorie sont apparus, no-

tamment en finance ou la complexification des marchés financiers impose de

nouvelles contraintes de type martingale. En fait, le probléme se pose naturel-

lement de la maniére suivante :

inf {/RXR c(x,y)dn(z,y), 7 € HM(,LL,V)}

_ [meIl(p,v):Vf: R — R mesurable bornée,
theln ) = { Joseg £ ()@ — ), y) = 0 }

Dans cet article, on commencera par introduire le probléme de Kantorovich
dans le cas général et par démontrer certains résultats concernant ’existence



d’un minimum. Plus précisément on montrera que lorsque X et Y sont des
espaces polonais et ¢ une fonction continue inférieurement la borne inférieure
du probléme (KP) est bien atteinte. On s’intéressera ensuite au probléme sous
contrainte martingale, en dimension 1, dont I’étude constitue le théme principale
de cet article.



Chapitre 2

Probléme classique KP

On cherche a determiner I'existence d’une solution au probléme KP. Soit ¢
une fonction de X x Y dans [0; +00], et soit 4 une mesure de probabilité sur X
et v une mesure de probabilité sur Y. On pose :

I(p,v) ={m € p(X xXY),proj,m = p,,proj,m = v}

V€ (p,v), K(r) = /X Yc(ac,y) dr(x,y).

On s’intéresse & caractériser inf ¢y, ) K (7). Il faut remarquer que II(x, v)
est bien non vide, puisque p®v € II(p, ). On va montrer dans cette section que
sous certaines hypothéses de régularité, il existe une mesure réalisant la borne
inferieure.

2.1 Quelques rappels sur les mesures

Dans cette section on va introduire certains resultats d’intégration et d’ana-
lyse fonctionnelle.

Définition 2.1.1 (Isc). Soit X un espace métrique, et f une fonction de X dans
[0; +00] on dit qu'une fonction est lsc (de anglais lower semi continous) si :
pour toute suite x, de X telle qu’il existe x dans X tel que x,, converge vers x
on a

Lemme 2.1.2. Soit X métrique compact, et f lsc alors il existe  dans X tel
que f(x) =infyex f(y)

Preuve. [l suffit de considérer une suite x,, minimisante, comme X est métrique
compact quitte & faire une extraction, on peut supposer qu’il existe x dans X tel
que T, converge vers . On a alors f(x) < liminf,en f(x,) d’ot x convient.



Il est utile, pour montrer des résultats d’existence de s’intéresser au caractére
compact de certains espaces.

Theoréme 2.1.3 (Prokhorov). Soit Q métrique complet, séparable. Soit pu,, des
probabilités sur Q1. On dit que la suite u, est tendue si pour tout € > 0 il existe
K compact de Q tel que pour tout n, u,(K) > 1 — €. Alors on a équivalence
entre : , est tendue et il existe une extractrice ¢ et une probabilité p sur €
telle que pig(n) converge en loi vers .

Voir une idée de la preuve dans ’annexe.

Lemme 2.1.4. Soit m, une suite de II(u,v), et m mesure sur X x Y tel que m,
converge en loi vers . Alors 7 est dans II(p, v)

Preuve. Soit 7, dans II(u,v) convergeant en loi vers m mesure sur X x Y .
Alors soit f fonction continue bornée de X dans R :

VneN, /X @) dm (). = /X f(2) dpu(z).

Donc comme [y f(x)dmp(z,y). converge vers [y f(x)dn(z,y). alors :

/Xxyf(x)dﬂ-(m7y).:/)(f(x)du(x)-

Donc projim = p de la méme maniére on prove que projzgr =v

Theoréme 2.1.5 (Théoréme d’Ulam). Soit (E,d) un espace métrique séparable
et complet. Soit p mesure positive de masse finie sur les boréliens de E. Alors
1 est tendue.

Preuve. Soit € > 0 et soit x, suite dense dans E, pour tout p entier positif,
Upen B(@n,277) = E. limy sy oo (U B(#x,277)) = p(E). Il existe donc n,,
telle que p(E\U,~, B(zk,27P)) < 27Ple. On pose A, = MNpen Uiz, Bz, 277)
il est fermé et précompact donc compact (car E est complet).De plus u(E\ A.) <
ZPEN 2_(p+1)€ = €

2.2 Existence d’une solution

Dans cette section on va montrer que lorsque X et Y sont des espaces po-
lonais, et c est Isc alors le probléme (KP) admet une solution. Pour cela on
commence par le prouver dans le cas compact métrisable.

Proposition 2.2.1. Soit X et Y des espaces compacts métrisables. Soit p, v
deux mesures de probabilité sur X et Y respectivement,et ¢ une fonction continue
de X xY dans [0; +oo[. Alors le probléme (KP) associé admet une solution.



Preuve. Comme X et Y sont compacts métrisables alors X XY est compact
métrisable. ¢ est donc bornée. Prenons m, une suite de mesure dans II(p,v)
tel que K(m,) converge vers sa borne inferieur. On va utiliser le théoreme de
Prokhorov. On a bien que X XY est un espace complet séparable. Quitte a
extraire, on peut supposer qu’il existe m probabilité sur X XY tel que w, converge
en loi vers m. D’apres le lemme précédent on a que m appartient & II(u,v) .
Comme la fonction c est continue bornée, w est solution du probléme.

On va montrer qu’on peut supposer ¢ Isc.

Proposition 2.2.2. Soit X et Y des espaces métriques compacts. Soit i, v deux
mesures de probabilité dans X et Y respectivement et ¢ une fonction de X XY
dans [0; +o0] lsc. Alors le probléme (KP) associé admet une solution.

Le résultat découle du lemme suivant :

Lemme 2.2.3. Soit f une fonction allant de X, espace métrique, dans [0; +00]
Isc. On note J la fonction allant de My dans [0; +00] telle que :

J()\):/Xf(x)d)\(x).

Alors si Ay, est une suite de mesures positives convergeant en loi ver A\. On a
que :
J(A) < liminf J(A
(A) < liminf J(An)

Preuve. On commence par montrer qu’on peut écrire f comme sup de fonctions
continues. Pour cela on considére pour tout y dans X et k dans N, la fonction
gy allant de X dans R tel que Nz € X, gy 1(x) = f(y) + kd(z,y) (on d est
la distance dans X). On pose fi(z) = inf, g, x(x). On va démontrer que fi est
k-lips. Soit x1,x2 dans X, soit y dans X, alors on a que :

Jr(@1) = fe(xe) < gy(21) — gy(22) + gy (22) — fr(22)

gy, €tant k-lips, on obtient que :

fe(z1) = fr(x2) < kd(z1,22) + gy (v2) — fr(2)

Ceci étant vrai pour tout y, on a fr(x1) — fr(z2) < kd(x1,z2). On conclut par
symétrie que f est k-lips, et donc continue. De plus : 0 < fi(z) < f(x) pour tout
x dans X. Par construction fi est croissante(par rapport & k). On va montrer
que pour tout x dans X, fi(x) converge, lorsque k tend vers +o0, vers f(x). Soit
z dans X, on appelle | la limite de fi(x). On sait déja que l < f(x) On considére
ar une suite de nombres strictement positifs convergeant vers 0. Il existe alors
une suite yi d’éléments de X tels que :

Flyw) + kd(z,yr) < fo(x) +arp (%)
D’ou
Jr(x) + ag

d(x,yx) < A



Donc on obtient que yy, converge vers x. En réutilisant (*) on a :

flyr) < fr(x) + ax

En faisant tendre k vers 400, on obtient que f(x) < l. On a donc montré que f =
supgenfi- Il faut noter que les fi, sont positives et que c’est une suite croissante.
De plus quitte a prendre fr A k,ce qui ne change pas les résultats précedents, on
peut supposer fr bornée. Finalement pour achever la démonstration du lemme,
on remarque grdce au théoréme de convergence monotone que :

T = /X F(z) dA(@).
Z/Supkeka(ﬂf)d/\(33)~
X
:SupkeN/ka(I) dA(z).

On pose Ji(\) = fok(x) dA(x).. On a J = supgenJy. Alors si Ay, est une suite
de mesures positives convergeant en loi vers \. Pour tout k dans N.

J(An) = Ji(An)
ceci €tant vrai pour tout n. D’ot comme les fi sont continues et bornées,
limninf J(An) > limninf Jr(An)
> Ji(A)
Comme cette inégalité est vérifiée pour tout k dans N, on conclut :

liminf J(A,) > J(N)

D’oq le résultat.
On va maintenant déduire la proposition.

Preuve. Soit m, une suite de mesures dans II(u,v) telle que K(m,) converge
vers sa borne inferieure. D’aprés le théoréme de Prokhorov, on peut supposer
que m, converge en loi vers une mesure w. Comme la fonction c est lsc, on peut
appliquer le lemme précedent. On a alors

liminf K (m,) > K(m)

La mesure w est donc solution du probléme (KP).

On va maintenant démontrer le théoréme d’existence lorsque X et Y sont
des espaces polonais.

Theoréme 2.2.4 (Existence d’une solution). Soit X et Y des espaces complets
séparables. Soit p et v deux probabilités dans X et Y respectivement et ¢ une
fonction de X xY dans [0;+00] Isc. Alors le probléme (KP) associé admet une
solution.



Preuve. Soit m,, une suite de mesure dans U(u,v) telle que K (m,) converge vers
sa borne inferieure. Montrons que le théoréeme de Prokhorov s’applique encore.
Soit € > 0, comme p et v sont des mesures positives de masse finie, alors
d’apres le théoréme d’Ulam, il existe Ay compact de X et Ay compact de Y, tels
que p(X \ A1) <e et v(Y \ A2) <e. Alors soit m dans II(u,v), on a que :

T(X XY\ A x A3) <7((X\ A1) xY)+ (X x (Y 4z))
< 2e¢

Donc la suite m, est tendue puisque elle est dans I(u,v). Donc on peut supposer
qu’elle converge en loi vers une probabilité w. En appliquant le lemme a la fontion
K définie par,

Vr €M), Kir) = [ cloy)dnlay)

On conclut que 7 est solution du probleme (KP).



Chapitre 3

Formalisation du probléme

Dans cette section on va s’intéresser au cas martingale. On veut minimiser
étant donner deux mesures dans M, p et v,

E(c(X,Y))

ol ¢ est une fonction de coiit, et X, Y des variables aléatoires respectivement
de loi p et v telles que E(Y|X) = X. Le probléme qu’on abordera dans les
paragraphes est l'existence de telles variables aléatoires. On notera dorénavant
M Pensemble des mesures sur R qui sont positives finies et qui admettent un
moment d’ordre 1.

3.1 Désintégration

On va commencer par caractériser la propriété martingale grace a des me-
sures. Pour cela on note I (i1, v) Pensemble des mesures 7 sur R? appartenant
a II(u,v) et telles que si X et Y sont des variables aléatoire sur R telles que la
loi de (X,Y) soit 7 alors E(Y|X) = X. Ceci est équivalent & que pour toute
fonction mesurable, f, de R dans R bornée on a que :

J(@)(@ - y) dr(z,y). = 0

XxXY

On va caractériser autrement les éléments de IIps (i, v). Pour cela on définit
la désintégration des mesures.

Définition 3.1.1 (Désintégration). Soit X, Y deuzx espaces topologiques,m une
mesure sur X XY etw une mesure sur Y. Une désintégration de ™ par rapport
a w est une application, P: B(X) XY — R telle que
Yy € Y, P(.,y) est une mesure sur X.
VA € B(X),P(A,.) est w mesurable
(A x B) fB P(A,y) dw(y)pour A,B mesurables.



Theoréme 3.1.2. Soient X, Y deux espaces topologiques,m une mesure positive
de masse finie sur X x Y et w sa mesure marginale par rapport a Y. Alors il
existe une désintégration de w par rapport 4 w

Preuve. La preuve repose sur le théoréme de Radon Nikodym. Soit A un en-
semble mesurable de X. On a que w(A X .) est une mesure positive finie sur
Y, absolument continue par rapport ¢ w. Il existe donc P(A X .) intégrable par
rapport ¢ w tel que (A x.) = P(A X Jw. Apres il faut vérifier a la main que P
est bien une désintégration.

Proposition 3.1.3. On va donner une nouvelle caractérisation des éléments de
Iy (@, v) . Soit  dans I(u, v) alors si on note P sa désintégration par rapport
a p, 7 la mesure sur Y tel que w,,(B) = P(B,x), on a que 7 est dans Iy (p, v)

st et seulement si
/ ydme(y) =z
R

Preuve. On commence par montrer que c’est une condition suffisante. Soit f
une fonction mesurable bornée de R dans R. Alors

[ ta@waney) = [ 1@) [yirduto)
- /R @) du)

Réciproquement si 7 est dans Iy (p,v). Posons g la fonction définie par g(x) =
fRy dm.(y) On a que pour toute fonction mesurable de R dans R :

[ 5@at) ~ ) autz) =0
R

donc g(x) = x.

On va chercher maintenant une condition nécessaire et suffisante pour que
ITps (p, v) soit non vide. Grace a l'inégalité de Jensen, on a que si 7 est dans
I (s, v) et si ¢ est une fonction convexe alors :

/ o) dv(y) = [ 6y) dn(z,y)
R R2

- / / b(y) dme () dpu(z)
> /R o(z) du(y)

On a donc la condition nécessaire.

Proposition 3.1.4. Si Il (u,v) est non vide alors il faut que pour toute fonc-
tion conveze, ¢ de R dans R :

/R 6(x) du(z) < / o(y) dv(y)

10



On montrera dans la section suivante que cette condition est en fait suffi-
sante.

3.2 Condition nécessaire et suffisante

Définition 3.2.1 (Ordre convexe). Soit p et v deux mesures sur R, alors on dit
que p est plus petite que v dans l'ordre convexe si pour toute fonction convexe,
¢ de R dans R :

[o@ante) < [ ot avta)

On écrit alors : <. v

Afin de simplifier les preuves, on va considérer certaines classes de fonctions
qui permettent d’approcher les fonctions convexes.

Lemme 3.2.2 (Approximation). Soit p et v deux mesures dans M+ de méme
masse et moyenne et telles que pour tout r dans R

e =rlant@) < [ o =riavta)

Preuve. On donne un schéma de preuve. Soit ¢ une fonction convere de R
dans R. Comme u et v ont méme moyenne et masse, on peut supposer, quitte a
additioner une fonction affine que ¢ est positive. Il faut maintenant approcher
¢ par des combinaisons linéaires de fonctions de la forme © — (z — a)4 et
x> (z—a)_. L’idée est de créer une suite croissante f, de fonctions positives de
ce type qui converge simplement vers ¢. Pour cela on utilise le caractére convexe
de ¢. Pour construire f,, on subdivise [—n;n] en intervalles disjoincts de taille
27", Comme ¢ est conveze, on peut prendre sur chacun de ces intervalles fy,
affine telle qu’elle soit de la forme voulue et telle que sur le compact [—n;n| f,
soit suffisamment proche. On peut construire la suite f,, voulue, et conclure par
convergence monotone.

Alors i <. v

Il sera intéressant par la suite étant donner une mesure positive sur R de
pouvoir I'écrire a I'aide de la mesure de Lebesgue. La proposition suivante va
dans cette direction.

Proposition 3.2.3 (Fonction quantile). Soit 1 mesure positive de masse finie,m
, sur R. On pose F, la fonction définie par

Fu(e) = p(]—o0;2])
On définit la fonction G : |0;m[ — R telle que
G(y) = inf{x, Fu(x) > y}

Si on note M.y, la restriction de la mesure de Lebesgue a l’ensemble |0;m[
alors,

G#)\]O,m[ =K

11



Preuve. On reprend les mémes notations. On a que si G(y) < = alors y <
Fy(x). D’autre part siy < F,(x) alors G(y) < x. On remarque que G#HNo,m[ et
w ont méme masse. D’autre part si on prend a dans R alors lel,oo;a] du(z) =
F,(a). De plus,

/ 1o AG# N (@) = / Loy <a Do (@)
R R

Donc cette intégrale est suprérieure ou égale a : [p1ucp, (@) ANom((2) = Flu(a).
Mais elle est inférieure ou égale a [plo<r, () ANoim(z) = Fyu(a). Comme on
a égalité sur un pi-systéme engendrant les boréliens et que les mesures sont de
masses finies, on a donc bien G#Non| = i

On va commencer par montrer que Il (i, v) est non vide, lorsque p <. v et
) b
1 s’écrit comme somme finie de mesures atomiques. Pour a dans R, on note d,
la mesure de dirac en a.

Proposition 3.2.4. Soit a dans R et A un réel strictement positif. Soit v mesure
positive de méme masse et méme moyenne que Ng. Alors on a Ao, =c v et
Iy (Mg, v) non vide.

Preuve. Soit ¢ fonction convexe, alors d’aprés l'inégalité de Jensen, on a :

o avta) = r( [ 5 avie))
> Ag(a)

Donc elles sont bien dans l'ordre convexe. On considére la mesure @. De
plus, si f est une fonction mesurable de R dans R, on a :

Ay Qv

Y (@) = arf (o)

f(z)yd
]RZ

Donc

2068V gppartient a Iy (Aq, v).

On va montrer par récurrence le résultat lorsque p est somme finie de mesures
atomiques. Pour cela on commence par prouver un lemme qui nous permettra
de faire le pas de récurrence.

Lemme 3.2.5. Soit 11 une mesure positive de masse finie. On pose u = pu1+ad,
avec v réel strictement positif. Soit v mesure dans My telle que p <. v. Alors
il existe V' telle que v/ < v et ad, 2. V. On pose vy = v — V', on peut prendre
v telle que v1(I) =0, ot I = conv(Int(support(V'))), et p1 =¢ 11

Preuve. On commence par construire v'. Il est naturel de le chercher comme
une troncature de v. On pose, pour tout s positif Ng.sym[ la restriction de la me-
sure de Lebesgue a l'ensemble |s; s + m[ ot m est la masse de A\o,. On note vs =
G#Nsistm| (G cest la function quantile associée a v). Notons k la moyenne
de ad,. 1l faut maintenant choisir s de maniére a que la moyenne de vg soit k.

12



On pose pour v dans My la fonction B(s,v) définie par B(s,v) = [px dvy(x).
Elle est continue, puisque B(s,v) = [pG(t) dNs;spm((t) . On va montrer que
B(0,v) <k < B(v(R) —k,v). On pose t = v(R) — k, montrons que k < B(t,v),
on a que :

/R 2 — G(t) dad,(z) < /R (2 — G(t)); dada(z)
< [@=Gw). )
Gu) -G dX(z
S/wm[‘ (u) - G(t) dA(x)

< [w-G®)anw)

Donc comme elles ont méme masse ont peut simplifier les G(t) et donc on
a bien k < B(t,v), de méme on prouwve que B(0,v) < k et on conclut par
le théoréme des wvaleures intermédiaires qu’il existe so tel que B(sg,v) = k.
On pose donc V' = vg,. Il faut encore montrer que py est plus petite dans
lordre convexe que v1 = v — V', les autres propriétés découlent directement de
la construction de v'. On va utiliser le lemme d’approximation, on considére ¢
W‘(j)l < +00. On reprend les
notations du lemme, on définit la fonction ¢ égale & ¢ sur R\ I et affine sur
1. Grice a la propriété de limsup, on peut supposer @ convere superieure 4 ¢
méme si I est non borné.On a alors :

[e@ i) < [ o@ i)
S/R /Rgp ) dad, (
S/R /R(p ) dady
< [o@avta) - [ew)av
< [ota) dn(@)
/¢> ) di (x

Ce qui achéve la preuve du lemme.

fonction conveze positive telle que imsup ), 4o

On a tous les utils pour montrer la proposition suivante :

Proposition 3.2.6. Soit u somme finie de mesures atomiques. Soit v une me-
sure dans My telle que p <. v alors Wy (u, v) est non vide.

Preuve. On raisonne par récurrence sur le nombre de mesures atomiques né-
cessaire pour construire . On a déja montré le cas 1. On suppose montré le

13



résultat jusqu’au rang m entier positif. Supposons que p = p; + p' ou p' est
une mesure atomique. Alors d’apres le lemme précédent, il existe v1 et V' des
mesures positives telles que v = vy + V', u1 S v1 et p' 2. v'. Alors prenons
71 dans pr(py,v1) et o dans Uy (@', v"), ce qui est possible par hypothése de
récurrence. Alors en posant m = m; + 7', on a que ™ appartient & Uy (p,v). Car
si on prend f, de R dans R mesurable positive alors

f Yy dm(z / f(@)ydm (z / fl@)ydn'(z
f@)xdm(x) + f(x)xdn' (x)
R2 R2
f(@)z dn(z)
RQ

Proposition 3.2.7 (Approximation d’une mesure dans 'ordre convexe). Soit
w dans My, il existe une suite (u,), telle que pour tout n, u, est somme finie
de mesures atomiques, [y =S¢ fnt1 Sc b, Un converge en loi vers u. Il y a aussi
convergence du moment d’ordre 1.

Preuve. L’idée de la preuve est la méme que pour définir l'intégrale de Rie-
mann. Soit k, N deuz entiers non nuls. On note Iy,  les intervalles bornés dans
la partition de R :

(2F-1)N i il
U ]2,6 2k}U]N;+oo[U]—oo;—N]
—2kN

Pour tout intervalle I dans I ny on pose pr sa restriction a I. On a alors
w= Zlelk M1 Pour chaque py on considére Tr une mesure atomique de méme
moyenne et méme masse. On pose finalement :

HE,N = Z TI

Iely N

Par construction, on a bien pour tout k, N entiers positifs, v =c p. On
remarque que, puisque la masse et la moyenne sur chaque intervalle se préserve,
PN e 1N et g N e e, N+1- De plus si f est une fonction continue telle
qu’il existe a,b deux réels positifs tels que |f(z)| < alz| + b. Soit € > 0, alors il
existe N tel que fx‘>N|f( x)|dp(z) < e. D’ou pour k entier :

| [ 5@ ant@) = [ ) dmnta) <| J@@I ] dpeae)

0 f@ due) - / F(2) dysen (@)

|| <N || <N

<2t | [ f@due) - [ fe) dmn()

|| <N |z|<N
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Puisque pu N =S¢ . Or f est uniformément continue sur |—N;+N| Donc pour
k suffisament grand

| /R f(2) dpu(z) — /R F() dug () |< 3¢

D’ou le résultat en considérant pun N -

On va finir cette section en montrant que la condition d’ordre convexe est
équivalente a IIpr(p,v) soit non vide, et & V'existence d’une solution du pro-
bléme (KP) sous contrainte martingale. Ces deux résultats découlent du lemme
suivant :

Lemme 3.2.8. Soit i et v des mesures dans M. Soit 7, une suite de mesures
dans I(u,v) telle qu’elle converge en loi vers une mesure w (on sait qu’elle
appartient a 1L(u,v)). Alors si on prend f une fonction continue de R? dans R
telle que 3L € Ry, V(z,y) € R?, |f(x,y)| < L(|z| + |y| + 1) alors

tm [ fy)dra(en) = [ fop)dn)
n—+00 Jp2 R2

Preuve. Tout repose sur le fait que u et v ont un moment d’ordre 1 fini. Par
convergence dominée on a que limpys_, oo f‘z|>M|a:| dp(z) =0 et

limas—y 400 flw‘>M|y\ dv(y) = 0. On considére f comme dans I’énoncé du lemme
(on reprend les mémes notations). Soit € > 0 il existe a telle que Vr' € T(u, V)

/ (@) dn (. 9) < / L(j2] + Jy] + 1) dn’ (z, )
R2\]—ajaf?

R2\]—a;a[?
<e

Posons pour b réel positif g, = 1[7b;b]2f. Les points de discontinuité de gy
sont inclus dans le périmetre du carré de sommet (b,b), (-b,b), (b,-b) et (-b,-b),
notons ce périmétre Cy,. Comme w est de masse finie, [’ensemble des Cy tels que
7(Cy) > q, q rationnel positif, est forcément fini. On a donc que l’ensemble des
Cy tels que w(Cy) > 0 est au plus dénombrable. Il existe donc by > a tel que
7(Chy) = 0, d’apres le théoreme de Alexandroff (théoréme du Portemanteau,),
on a que (gp, est bien une fonction mesurable bornée)

tim [ (o) dmao) = [ on (o) dn(o)

n—4oo R2

Donc il existe N entier, tel que pour tout entier n tel que sin > N

iim | [ 1) am(en) = [ fg)dra)] <2

n—-+oo

On a donc bien le résultat voulu.
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Theoréme 3.2.9. Soit p et v des mesures dans M. Alors p <. v est une
condition nécessaire et suffisante pour que Iy (u,v) soit non vide.

Preuve. On considére une suite u, de mesures, o chaque i, est somme finie
d’atomes, telle qu’elle converge en loi vers u (proposition d’appozimation de
mesures dans 'ordre convexe). On sait que Ips(pn,v) est non vide pour tout
n entier positif. On peut considérer m, dans ps(py,v). Montrons qu’elle est
tendue. Soit € > 0, on remarque que p, est une suite tendue donc il existe
un compact Ay tel que pour tout n, p,(R\ A1) < e. Il existe aussi Ay tel que
v(R\ A2) < e. On a alors pour tout n,

Tn(X XY\ Ay X A) < (X \ A1) XY) + 1, (X x (Y Ag))
< 2e

Donc la suite des mw, est tendue, quitte a extraire, on peut supposer qu’elle
converge vers une mesure © dans II(p,,v) (puisque les u, converge en loi vers
). Montrons que w est dans s (pin, v). Pour cela on utilise le lemme précédent,
pour f(xz,y) = h(z)y ot h est une fonction continue bornée. On a alors :

lim h(z)y dmy, (z,y) = / h(z)y dr(z,y)

n—+oo R2 R2

et comme
h(x)ydm,(z,y) = h(z)x dr,(z,y)
R2 R2
d’ou
[ m@waray) = | b dr(a.y)

On a bien 7 dans I (u,v).

Theoréme 3.2.10 (Existence d’une solution sous containte martingale). Soit u
et v des mesures dans M dans lordre convezre (<. v ) et ¢ une fonction de
R? dans [0; +00] Isc. Alors le probleme (KP) sous contrainte martingale associé
admet une solution.

Preuve. On considére une suite minimisante m,. C’est aussi une suite d’élé-
ments dans II(u,v), on peut donc quitte & extraire, supposer qu’elle converge
en loi vers une certaine mesure = dans U(u,v). D’apres la preuve précédente
7 est dans My (p,v). D’apres les résultats de la premiére section, K(mw) <
liminf,, 4 K(m,), puisque ¢ est lsc. w est donc optimale.
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Chapitre 4

Existence et unicité de la
solution

On contruit dans ce chapitre un plan de transport martingale monotone dont
on donnera la définition. On verra que ceci est une solution optimale, dans le
cas ol le probléme admet des solutions de cott fini, et on montrera qu’elle est
unique & 'aide du lemme variationnel, dont la démonstration est donné dans
I’annexe. Pour commencer, on introduit des outils qui sont nécessaires pour faire
la construction, & savoir les fonctions potentielles et les ombres.

4.1 Fonctions potentielles

Proposition 4.1.1 (dérivée faible des fonctions convexes). Soit f une fonction
conveze,alors elle admet une dérivée o droite, on la note f}. De plus f' = f}
au sens des distributions, elle est croissante, et f" est positive (au sens des
distributions).

Preuve. f convexe, donc son taux de variation est croissante. Pour tout x dans
R, w converge lorsque h tend vers 0 par valeures positives. On pose
fi(z) cette limite. On peut definir aussi une dérivée o gauche, en faisant tendre
h vers 0 par valeur négative, grice & la croissance du tauxr de variations la
dérivée a gauche est inférieure ou égale a la dérivée a droite. De plus si on
prend x < z < y des réels, on a f(z;:i(r) < f(zi

vers y puis vers z, on montre que fi est croissante. Montrons que f' = f}. Soit

:i(y) donc en faisant tendre z
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¢ fonction dans C°, o

R T %
e e
- / fi(@)é(x) da

On a donc le résultat voulu. De plus comme f) est croissante, alors f"" >0
(il suffit de prendre une fonction test et d’utiliser la limite du taux de variation

de f5).

Theoréme 4.1.2 (Fonction potentielle). Soit i1 dans M4 non nulle, on note u,,
la fonction définie par u,(x) = [plz—yldu(y). u, est convexe positive. D’autre
part si on pose k = p(R) et m = ¢ [padu(z), on a que lim)y)— 4oty (x) — klz —
m| = 0. Réciproquement, si une fonction convexe positive vérifie ces propriétés
pour m positif et k un nombre réel, il existe p dans My tel que u, soit égale
cette fonction.

Preuve. Le sens direct se déduit du théoréme de convergence dominée. On
montre la réciproque. Soit f une telle fonction. Alors d’aprés la proposition pré-
cédente, f" est positive au sens des distributions. Donc il existe v dans M
telle que f" = v. Or, si on pose p = 5 alors on vérifie aisément que u,, = v.
Il existe alors a et b tels que f(x) = u,(x) +ax + b, dov f(x) — klz —m| =
u,(z) — klz — m| + ax + b. Posons k' = u(R) et m’ = & [xdu(z). Comme
limg ooty () — K'|lv —m/| =0 et limz| o400 f () — k|lz —m| = 0 alors

limy| ook’ |t —m/| — k|lz —m| +az+b=0

Dou k' —k+a=0 (zvers +00) et k' —k —a =0 (z vers —o0)). Donc k =k’
et a = 0. De méme, on obtient km' —km +b=0 et km —km’ +b=0. On en
déduit que b= 0 et que m =m'. On a donc f =C,

Une propriété simple qu’on va utiliser plusieures fois de la fonction potentielle
est I’équivalence entre p < v et u, — u, concave.

Proposition 4.1.3. Soit u, une suite de mesures dans My de méme masse,
et méme moyenne. Alors on a équivalence entre : il existe p dans M telle que
ln converge en loi vers u de méme que le moment d’ordre 1 des u, converge
vers celui de et il existe p dans M telle que pour tout x dans R, u,, ()
converge vers u,(x).

Preuve. On commence par le sens direct. Soit x dans R, on pose f, la fon-
tion définie par, f(y) = |y —z|— |y\ C est une fonction continue bornée, donc
limy oo Jofo(y) dpn(z) = [ofz(y)du(z). Or comme les moments d’ordre 1
convergent aussi, on a bzen que uy,, (x) converge vers u,(x). Réciproquement,
soit ¢ une fonction dans C°. On a que [20(y) dpn(z) = [pup, (2)¢" (z) dz.

18



On conclut, grice au théoréeme de convergence dominée que lim,,_, | fR2<p(y) dpn(z) =
Je20(y) dp(z). On a donc convergence vague, mais comme toutes les mesures

ici considérées ont méme masse, on a bien convergence en loi. Pour la conver-
gence des moments d’ordre 1 il suffit de considérer la suite u,,, (0) qui converge

vers u,(0)

4.2 Ordre convexe positif

Définition 4.2.1 (ordre convexe positif). Soient p et v deur mesures dans
M ,on dit que p est plus petit que v au sens de ’ordre conveze si pour toute
fonction convexe positive ¢ : R — R4, on a

/wdué/wdv

On remarque immeédiatement que u =<¢ v implique y <g v, et la réciproque
est vraie si u, v ont méme masse. Pour voir ce dernier point, il suffit de vérifier
pour les fonctions = — |z — al, qui s’écrivent en fait comme somme de z —
(x—a)et x—2(x—a)y.

On note u <g v.

Proposition 4.2.2. Soient o et v dans M telles que p =g v, alors il existe
une mesure 8 < v telle que p <¢ 0.

Preuve. On note k la masse de p et m sa moyenne. On note \° la mesure de
Lebesgue restreinte a [0,v(R)]\ [s,s + v(R) — k], et on cherche 6 sous la forme
GL#)\° avec pour moyenne m, on remarque que c’est déja de masse k. On
garde les notations du chapitre précédent, vs = GL#\° et B(s,v) représente
la moyenne de vg, on remarque que B(s,v) = [udvs(u) = [ G,(u)d\®, donc
B(-,v) est continue. Il suffit maintenant de montrer B(0,v) > k et B(k,v) <k
pour pouvoir appliquer le théoréeme de valeurs intermédiaires. On voit que

[ 6@~ k)dutw < [ @- Gulv® - k)sdutw)

< [ Gu® ~ R)adv(w) = [ (u =GR~ B)dvo(w)
Comme p et vy sont de méme masse, on a
B(0,v) = /udyo(u) > /ud,u(u) =k
On montre de méme que B(k,v) < k en considérant u — (G, (k) —u);. On a

0 < v. Pour avoir l'inégalité conveze, on prend une fonction convexe p. Quitte a
ajouter une fonction affine, on peut supposer que p(G,(s)) = p(G,(s+1—k)) =

o s /god,u(u) < /<p+du(u) < /mdu(u) = /s@de(w
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On note F}; I'ensemble des mesures 7 qui satisfont n < v et u ¢ 7. Cet
ensemble ordonné par <¢ admet un élément maximal (c’est en réalité ce qu’on
a construit) et un élément minimal. Dans la section suivante, on va étudier son
élément minimal.

4.3 Ombre

4.3.1 Existence d’une ombre

Lemme 4.3.1. Soient p et v dans M4 telles que i =g v, alors il existe une
mesure S”(u), qu’on appelle 'ombre de p dans v, qui vérifie les conditions
sutvantes :

(i)S" () <v

(i) p =c S¥ (1)

(#3) sin une autre mesure qui vérifie les conditions i) et ii), alors S¥ (1) <cn

On remarque que 'ombre est unique, si elle existe. En effet, si on a deux
ombres S et Sp, on a S1 <X¢ S3 et S <¢ S1. Donc elles ont les mémes fonctions
potentielles, et on a S; = 5o

Preuve. On note k la masse de p et m sa moyenne.On note f = u,, g = u,
et on passe & la recherche d’une fonction convexe h telle que

(1) h — g soit concave

(2) f < h etlimy o h(z) —k|z—m|=0

(3) h < hg pour toute fonction hy dans l’ensemble

Ur = {hy fonction conveze vérifiant (1) et (2)} = {hg = uy,n € F:}

On a vu que F)] est non vide, donc on peut poser

Il reste a vérifier que h est dans Up. On voit aisément que h vérifie les conditions
(2) et (3), et comme h — g = infp,ecr, (ha — g) avec les ha — g concaves, on a
h — g concave. Pour montrer la convexité de h, on montre que son épigraphe
E(h) est convewe. Pour ceci, on examine que Ur est stable par l’opération qui
suit : hy, ho dans Up,

bhy(xz — a) + aha(x + b)

homin () =
min (x) meO,(ﬁ}b)#(QU) a+b

Autrement dit, Ry est le bord de E(hy A hg).

Vu leurs comportements asymptotiques, on remarque que, lorsque x est fizé,
en prenant une suite (an,by,) réalisant la borne inf, on ne peut pas trouver une
sous-suite telle que a, et b, tendent simultanément vers +o0o. On peut donc
supposer que les a,, sont bornées, et on extrait pour avoir une convergence a, —
a. Sia =0, Uinf est atteinte (= hi(x)); sinon, on montre encore une fois que les
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b, me peuvent pas avoir une sous-suite convergeant vers 400 et on peut extraire
une deuxiéme fois pour avoir b, — b. Ainsi la borne inf est un minimum. Par
conséquent, hpin vérifie la condition (2). Pour voir la concavité de hpin — g,
on utilise la caractérisation : f concave si pour tout x € R, il existe une fonction
affine | avec l(x) = f(x) telle que | > f au voisinage de x. Ici, si hpin(x) =
hi(x),1 = 1,2, comme hpin — g < h; — g, on prend une fonction affine qui
bhl(xfa)+ah2(m+b)7 a,b > 0,

fonctionne pour h; — g en x; sinon, hpyin(xz) = m
comme hppn est convexe, son graphe est en dessous de la corde [(x — a, hi(x —
a)), (x + b, ho(xz +1))], alors hpyin est affine sur [ — a,x + ] et hpin — g est
concave au voisinage de x. Ainsi, hpyin € Up.

On revient & la convexité de h. Soient y < & < z et € > 0. Il existe hy, ho €
Urp telles que hi(y) < h(y) + €, ha(z) < h(z) + €. Considérons h le bord de
E(min(hy, h)), alors d’apres ce qui précéde, h est dans Up et (z,h(z)) est en
dessous de la corde [(y, h(y)), (z, h(2))]. On fait tendre € vers 0.

On donne un exemple de 'ombre d’un atome, dont on connait bien sa forme.

Exemple 4.3.2. Soit § un atome de masse a au point r. On suppose que
§ 2p v. Alors S¥(u) sera sous la forme G,#\s s, avec s' —s = a et sa
moyenne égale a .

Preuve. On a vu la fagon de trouver une telle mesure v' = G, #\s 5], pour
montrer que c’est bien l'ombre, on prend n € FY. On note J = [G(s),G(s')],
alors V' coincide avec v dans J , et elle est nulle en dehors de J, donc on a
v — v A n portée par J et n — v A n portée par R\J et soit une fonction ¢
conveze, 1 une fonction affine qui a la méme valeur que phi & 'extrémité de J,
on a

Joaw v am < [wdw —vam = [vdn-v/ nm < [odn-o nm)

On a donc ' <¢ 1, ce qui montre le résultat.
Enfin on donne un résultat d’approximation.

Proposition 4.3.3. Supposons que (fi,)n est croissante au sens 3¢ et i, <¢
p =g v pour tout n € N, alors (fn)n, (S (tn))n convergent toutes les deux dans
M. Sion note pu, Soo les limites, alors la mesure So, est 'ombre de pio, dans
v.

Preuve. On utilise les fonctions potentielles. On a uu, < uy, < -+ < uy,
et u,, < uu. On a pour tout z, (u,,(x)) converge, donc us = limy,ouy,
existe. Comme U est aussi majorée par u,, et tous les u,, avec u, vérifient
im0 u(x) =k |2 — m| = 0, on en déduit que uso a la méme propriété asymp-
totique. D’ailleurs, étant borne sup (point par point) de fonctions convezes u,,,, ,
Uso €St convexe. U, est donc la fonction potentielle d’une mesure i, qui a la
méme masse et moyenne que les p, et .

D’autre part, la famille F)] —est décroissante en n, et F; C N, F); , donc

la famille S”(un), €étant l'élément minimal de F; , est croissante au sens de
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lordre conveze, et est majorée par S¥(u). Pour la méme raison que les i,
SY(uy,) converge vers So dans M.

On montre ensuite que SY(lioo) = Soo. Comme pour tout n, p, <c S”(tn),
on passe & la limite a l'aide des fonctions potentielles : lioo <¢ Soo- ON a aussi
S”(un) < v, ie. Usw (p,) — Uy €ST concave. Or (USV(HH) — u,,)n est croissante,
par un argument sur les cordes, on a us, — U, concave, i.e. Soo < v. Donc
S (loo) =€ Soo. On montre Uautre inégalité. Comme i, <¢ foo, S¥(ln) 2c
S (loo), en passant & la limite, on obtient Seo =c S (loo). Enfin, S¥(teo) Zc
Soo €t Soo 20 S¥ (o) impliquent que S” (fioo) = Soo-

4.3.2 Meétrique de Kantorovich
Proposition 4.3.4. La fonction définie sur My par

o siv(R (R
Wiy {0 SR AR
SUP ¢4 pips( [ fdv — [ fdD)  sinon
est une distance sur M4 et dans un sous-espace de masse k > 0, la convergence
pour cette distance correspond & la convergence introduite dans le chapitre 3 qui
inclut la convergence pour les fonction continues bornées et la convergence pour

les moments d’ordre 1. De plus, dans le cas ot v(R) = D(R), on a la formule de

dualité
W, 0) = |F, — Ff/”l =G, - Gf/”l

La norme |||, est la norme de L*(R) et L*([0,v(R)]) respectivement.

On admet cette proposition.
Notations : On ﬁxe a €]0, V(R)}, et on note Vs = Gu#s,5+q] €6 POUr s €

[0,v(R) — ], B(s,v) = [y zdvs(z) = [ Gu(s + t)dA(t).
Lemme 4.3.5. On a les propriétés vraies lorsque v(R) = D(R) :
Wy, vs) = [B(r,v) = B(s,v)
W (vs,vs) < ( v)

Preuve. Pour la premiére, on note que G, (t) = G,(s+t) sur [0,q] et que G,

est croissante , donc

W(tn,vs) = |Gy, — G, —/ G (r 4 1) — G (5 4+ )] dA®)
0

= [B(r,v) = B(s,v)|

Pour la seconde,

s+a
W(ve, 0) = [Gu, — G|y = / G (t) — Go(t)] dA()
v(R)
< / G, (1) — Go(t)| AA(t) = W (v, D)
0

22



Soit x dans R, considérons les v de masse k telles que B(0,v) <z < B(k —
a, ). Ce sont exactement les mesures telles qu'il existe s € R : B(s,v) = z, pour
lesquelles S*(0) est bien définie et est égale a v, (voir I'exemple de la section
précédente).

Lemme 4.3.6. Soit k > 0, § = ad, un atome de masse o < k, alors v — S¥(9)
est continue dans son domaine de définition & Uintérieur du sous-espace de M4
de masse k.

Preuve. Soient v, deux telles mesures. On peut écrire S (8) = v, et S”(5) =
Us. Les deux mesures ont la méme moyenne, d’ot

W(S¥(5),S7(8)) = W (v, 1) < W (v, vs) + W (vs, Us)

= |B(r,v) — B(s,v)| + W(vs, Us)
= |B(Sal;) - B(57V)| + W(Vsaljs) = QW(VS7Z;S) < QW(Va ﬁ)

4.3.3 Formule de sommation

La formule de sommation est nécessaire pour faire la construction du plan de
tranport martingale monotone et pour démontrer son unicité. Pour démontrer
cette formule, on commence par énoncer quelques lemmes.

Lemme 4.3.7. Soit § un atome et supposons que § g n < v, alors
n—5"(8) <v—5%(3)

Preuve. 0 <g v donc S¥(0) est bien définie. On a vu la forme de ombre
pour un atome : S¥(8) = GL#Ag, ot Q est un sous-intervalle de [0,v(R)].
Donc S”(8) coincide avec v sur un intervalle I et est nulle hors I, I fermé,
S1(§) coincide avec n sur un intervalle J et est nulle hors J, J fermé. Quitte a
restreindre, on peut supposer que les extrémités de I se trouvent dans le support
de 8¥(0), de méme pour S"(8). En appliquant & des fonctions © — (x —u)_ et
z — (z —u)s+, on montre que I C J. On peut ainsi écrire S"(5) = G, # g A1
avec Q" un intervalle qui contient Q. Finalement,

n—S8"6) =n—Gu#rg An=(n—G#Aqg)+
<v—G#Ay <v—G#Ig =v—57(0)
Ici on utilise des propriétés de décomposition d’une mesure signée.
On commence par trouver la formule de sommation des cas particuliers.

Lemme 4.3.8. Considérons 6+~ ot § est un atome. Supposons que 6+~ <g v,
alors vy <g v — S¥(9) et

§7(6+7) = 5°(0) + 57 D)
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Preuve. On note v/ = v — 5%(0), et on suppose que S¥(0) est concentrée sur

I, ou I un intervalle. Un résultat direct est v'(I) = 0. Soit ¢ > 0 une fonction
|“’|S“;)‘ < +00. On introduit 1 qui coincide avec

sur R\I et qui est linéaire sur I. Alors

[ear< [ty < [var [was

Or 4 est linéaire sur I, donc [dd = [dS”(8) > [ dS¥(6), par conséquent,

/ o / v / 5" (8) = / oo/
Dou vy =g v.

On remarque que &+~ <c S (8) + 573" (y) et S¥(6) +S*~5 O (y) < v,
done §”(6 + ) =Z¢ S¥(8) + 575" ().
Soit n < v telle que § +y =¢ 0, alors S7(5) + ST=5"C)(y) < S7(8) +n —
S7(8) = n. Mais S"(8) + S"5"©)(y) et n ont la méme masse, donc S"(5)
9)
=

conveze telle que imsup|,|_,

IN +

S1=5"0)(y) = n. Comme n < v, on a d’apres le lemme précédent n — S™(
v — 5§¥(8), donc F 5" < B0 ce qui implique que §570)(v)
§n—=5"(8) (7), de plus, on a S¥(§) Z¢ S"(J), d’ot en sommant,

Q

§¥(8) +5 "D (y) 2
Ainsi SY(0) + S¥=5"0)(y) <o SY(5 + 7).
Une conséquence immédiate est le lemme suivant.

Lemme 4.3.9 (L’ombre d’une somme finie d’atomes). Soit (6;);en une famille
d’atomes au point x, de masse o; € [0, +00[. Pour tout n, p,, = 01+0da+---+0d,
et on suppose que [, =g v. La suite (v,)y, définie par v, = S”(u,) vérifie les
relations de récurrence :

(Z) vy = 0

(1) Vp = vp_1 + SY7""=1(6y) pourn >1

Preuve. On fait par induction a l’aide du lemme précédent.Les casn = 0,1 sont
triviauz. Supposons le vrai jusqu’a n (n > 1). On note pl, = do + -+ 4+ dpy1.
Comme i1 = 01+ i), g v, on peut appliquer le lemme, qui donne p,, <g V'
et

8" (Hn+1) = S"(61) + 57 (1)

O on note V' = v—vy. Par Uhypothese d’induction, 'ombre v/, = S¥' (1il,) vérifie

v, =l _1+ 8 "n=1(dp41). Or par le lemme précédent, on a v, = vy +v),_.

On reprend l’égalité en haut, qui donne
Vg1 =1+ V) = v+ Vg + 8 T (Gng0) = v + 8V 1 (B

Orv' —v, 1= +V)—(nn+Vv,_1) =v—uvy, dou le résultat.
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On utilise ce lemme et les résultats d’approximations pour déduire le reste
de cette partie.

Lemme 4.3.10. Considérons y+4§ ou d est un atome. Supposons que y+6 <g v,
alors 6 <p v —S"(y) et

S¥(y +6) = 8 () + 5775 (5)

Preuve. On a démontré le cas ot v est une somme finie d’atomes. On peut
considérer une telle suite 4™ qui s’approche de v de facon croissante au sens
de lordre convezxe (voir la proposition 3.2.7). On a

S (11" 4 8) = 87 (71") + 87570 3)

Par la proposition 4.3.3, S*(y™) converge vers S*() et S (v + ) converge
vers SY(y+46). On a aussi 6 =g v—S¥(y™), en passant a la limite (cela garde
Uinégalité <g), § =g v — S¥(7), et que & est de masse plus petite que v, on
applique le lemme 4.3.6 et on obtient S”_SV('V("))(é) converge vers S*=5" () ().

On arrive finalement & la formule générale grace a tout ce qui précéde.

Theoréme 4.3.11 (Formule de sommation). Soient v1,7v2 et v trois mesures
de M et supposons que y1 + Y2 =g v, alors y2 <p v — S¥(y1) et

S¥(m +72) = 8 () + 575 0 ()
Preuve. Si vy est une somme finie d’atomes, alors en faisant une récurrence

G Uaide du lemme précédent, on peut montrer la formule. Dans le cas général,

comme précédemment, on approche o par une suite (’yén)) consitituée de somme

finie d’atomes et qui est croissante au sens de l’ordre convere. On a
S (i +75") = 8" () + 877500 (557

et il suffit de tendre n vers linfini.

4.4 Plan de transport martingale monotone

Le fait que S”(u) < S”(u') lorsque p < p/ <g v nous sert a construire un
plan de transport martingale monotone. On donne d’abord sa définition.

4.4.1 Définition et lemme variationnel

Définition 4.4.1. Un plan de transport martingale ™ sur RxR est dit monotone
s’il existe un ensemble borélien T C R x R avec w(T') = 1 tel que pour (x,y~),
(z,y™), (2',y') des points dans T, on ne peut pas avoir :

r<a,y” <y <yt

25



Définition 4.4.2. Soit o une mesure sur R x R possédant un moment d’ordre
1 par rapport & la deuzieme variable. Soit o une autre mesure dans le méme
espace vérifiant la méme propriété. On dit que o est un compétiteur de o si
elles ont les méme lois marginales et pour projj o presque tout z,

/ yday(y) = / ydag,(y)

ot (ouz)zer €t (ag)zer sont des désintégrations par rapport & projgo.

Lemme 4.4.3 (variationnel). Supposons u,v deuzx mesures sur R dans ’ordre
conveze, ¢ : R? — R une fonction de coit satisfaisant c(x,y) > a(x)+b(y), avec
a,b intégrables. Supposons que w € Iy (u,v) soit une solution optimale de codt
fini, alors il existe un ensemble borélien I tel que m(I') =1 et que, si a est une
mesure sur R X R, a support fini inclus dans ', l'inégalité ci-dessous est vérifiée
pour tout o compétiteur de o :

/ cda < / cda’

4.4.2 Construction de 7.

Theoréme 4.4.4 (définition de m.). Supposons que p <¢ v deux mesures de
probabilité sur R, alors il existe une unique mesure de probabilité m. sur R? qui
transporte () _oo o) @ S”(M]—oc,2)) Pour tout . De plus, . est dans Iy (p,v).

SY (M) —00,2)) est bien définie car pij_o 21 < 1 2c v implique que fj—o 2] 2B
v.

Preuve. La condition dans I’énoncé du théoréme implique que, pour tout x € R,
Trlcﬂ - OO,J?} X A) = SV(:U’]foo,x])(A)

Par la formule de sommation, on peut montrer que (x,y) — S (1—oo,2])(] —
00,y]) est une fonction de répartition. Donc cela définit une mesure de fagon
unique sur la tribu produit.

On voit aisément que projyme = i, et proj;f&mc = SY(u). On a S¥(u) <v
et S”(u), v ont la méme masse 1, donc S”(p) = v, i.e. projimc = v. Ainsi
me € Hp,v) et on vérifie enfin la propriété martingale. 11 suffit de vérifier pour
des fonctions caractéristiques de la forme p = 1],007z/],x’ € R.

/p(x)(y—w)dmc(x,y) = /de”(u]foo,mq)(y) - /wd(mfoo,x/])(w) =0

La derniere égalité vient du fait que p)—oo o) 20 S” () —c0,21]

Theoréme 4.4.5. Le plan de transport martingale construit w,. est monotone.
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Preuve. On considére les fonctions de coit de la forme

Cs,t(‘T,y) = 1]—oo,s] (Cﬂ) |y - t|

On montre que pour tout (s,t), m. est un plan optimal pour cs.. Soit ™ €
Mas(p,v), on note vT = projg&(ﬂ]_oo,s]xﬂ{). Alors v < v et oo s) 20 Vi La
premiére égalité est évidente et on montre la deuzxiéme. Les deuxr mesures ont
la méme masse et moyenne (propriété martingale). On vérifie 'ordre convexe
pour les fonctions x — (x — a)4, ot a € R. Cela suffira parce qu’on peut écrire
toute fonction © — | — a| comme somme de x — (z —a) et x — 2(x —a)4.

/ (& — 0) 4 djay o (z) = / 100 (2) (& — a)dp(z) = / 1o, (@) (@ — a)dr(z,y)

() / 10 (2)(y — a)dr(z, y)
< [ 1) @)y a)dney) = [-a)a7)

Pour (*), on a utilisé la propriété martingale de w. Par définition de l’ombre,

on a 8" (1 -oo,s)) Sc VI et on en déduit que

/ oz y) ez, ) = / [y — A5 (1)) (1) < / ly— t] A7 (y)

- /cs’t(ac,y)dﬁ(%y)

En appliquant le lemme variationnel aux cg s avec m. optimal, on obtient des en-
sembles boréliens I's ; de mesure 1. On note I' =, ;cq2 I'st, on ame(l') =1 et

on montre la monotonie dans T'. Supposons par l'absurde qu’il existe (x,y™), (z,y™"),
(@',y') dans T tels que x < 2',y~ <y < y*, ils sont aussi dans un Ty,
dont on choisit (s,t) pour avoir s €lz,z'[ et t €)y’,yT[. X €]0,1] tel que y' =

(1 =Xy~ + Ay™. On pose

o = (]. — )\)5(%?47) —+ )\5($’U+) -+ 5(1./711/)

of = (1 - /\)6(1’,1;*) + /\6(1/7?J+) + 5(90:9')

On voit que o est & support fini dans T's ¢, et on vérifie sans peine que & est un
compétiteur de o. Mais

/cmda — /C&tda/ =2yt —t) >0

Ce qui contredit le lemme variationnel, qui nous dit que o a un codt inférieur a
ses compétiteurs.
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4.4.3 Unicité de m,

On commence par deux lemmes qui sont nécessaires pour la preuve de 'uni-
cité.

Lemme 4.4.6. Si u =¢ v, alors on est dans 'un des cas suivants :
(i) p(Ja, +oo[) > 0 et v(]a, +oo[) > 0 pour tout a
(i1) a = sup(supp(p)) est finie et v(]a, +oo[) > 0
(#1) a = sup(supp(p)) est finie et v(]a,+oo[) =0, de plus, v({a}) > pn({a})

Preuve. Ona [(z—a)1dp < [(z—a)4dv, ce qui implique que sup(supp(p)) <
sup(supp(v)). Le cas (i) correspond & sup(supp(p)) = sup(supp(v)) = +oo; le
cas (i) correspond & sup(supp(p)) < sup(supp(v)) ; le cas (iii) correspond a
sup(supp(p)) = sup(supp(v)) < 4+oo. Dans le cas (i), on utilise la propriété
martingale.

ap({a}) = / 1o (2)dr(z,y) = / 100y (2)ydr(z,y) = / Y7 (1)

Ot on note V7, (y) = projiumiayxr, et v,y (y) est nulle sur]a, +oo[, donc

/ YA, (y) < avfly (R) = ap({a})

Légalité a lieu donc v7,, est portée par {a}, alors v({a}) > I/?a}({a}) = p({a})

On définit pour u,v réels et u < v, gu,y = (v — )10 (z). On remarque que
g est convexe sur [u, +00].

Lemme 4.4.7. Soit o une mesure signée non triviale de masse 0. Notons o =
ot — o~ sa décomposition de Jordan. Alors il existe a € supp(c™) et b > a tels
que [ gap(z)do(z) > 0.

Preuve. On remarque que, au lieuw d’approximer f positive mesurable par rap-
port 4 une mesure positive p par une suite croissante de fonctions en escalier,
on peut modifier les escaliers en un segment de R? de pente —1, dont l’extré-
mité de gauche coincide avec celui de [’escalier. On définit une nouvelle inté-
grale avec ces fonctions en escaliers biaisés, notée I'(f). On arrive ¢ montrer
que I(f) — [edp < I'(f) < I(f) pour tout €, comme p est de masse finie,
I'(f) = 1(/).

On note que tout morceau d’escalier biaisé s’écrit comme Gy.o — Gu,v', GVEC
u < v <v. Comme o est non triviale, il existe u et o > 0 tels que fgu7u+adcf %
0 car sinon toute intégrale des fonctions en escaliers biaisés est nulle. On fize «,
et [[ guute(x)do(x)du = 0, i existe donc u, « tels que [ gy utado > 0. On voit
done que supp(oy)Nu, u+a] # . On pose a = inf {supp(oy) N [u,u+ o]}, b=
u+ o, alors [ gapdo > [ guutado >0

Theoréme 4.4.8. Soit m un plan de transport martingale monotone de p a v,
alors m = .
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Preuve. On note
V;;r = projzﬁﬂ]foo,x]xR

V;TLC = proji/#ﬂ-lcﬂfoo,az]xR = SV(,U/]foo,z])
Si pour tout z, vl = vite, alors par la définition de m., m = m.. On suppose par
Uabsurde qu’il existe  tel que ™ # m., on note 0, = vile —vl # 0, par le lemme
précédent, on peut trouver u € supp(o™) et v > u tels que [ gy pdog, > 0. On
note I' l'ensemble de monotonie de w. Comme o <v—vT = projgéw]x7+oo[xR et
u € supp(o), pour tout intervalle ouvert I contenant u on a w(]x, +oo[xI) > 0,
ainsi on peut trouver une suite (T, u,) telle que x, > x, (x,,u) € T et u, — u.
Par la monotonicité de T', si on note I'y = {y € R: (t,y) € T'}, alors pour tout
t < x et tout n, I'y ne peut pas intersectionner | — 0o, uy| et Ju,, +oo[ en méme

temps, donc en passant n & linfini, on a
pour tout t < x, I'yN] — oo, u[= @ ou I'iNu, +oo[= &

On distingue deux cas selon les positions relatives de u et x.

(1) u < x. Le fait que 7 soit un plan de transport martingale implique que
Uensemble des t < u tels que T'y Clu, 00| est p négligeable, ainsi  transporte
la masse de ]| — oo,u] a | — co,u]. De méme, w transporte la masse de |u, x| a
[w, +o0].

(i) On a p)—oon) =c vj (voir la démonstration dans le théoreme ot on
montre que m. est monotone), et v < v, donc par la définition de m., vI'* <o
vI. On applique le lemme 4.4.6 et on obtient que v]'* est concentrée sur|—oo,ul,

de plus,
v ({u}) < vi({u})
(i) On montre que vI'e —vite <o VT —vr. On voit que VT — Ul est concentrée
sur [u, +o0l, donc

VE =V < (0= V) ool S (0 = V) upoo S ¥ — U

(*) vient du fait que v et vIe sont concentrées sur | — oo, u] et que vite({u}) <
v ({u}). De plus on a pijy 2 2c vi — vy (voir la démonstration du théoréme
de monotonie de ., l'idée est la méme). Finalement, on a S"*”Z‘rlc(u]u’w]) <c
vl — vl Or par la formule de sommation des ombres,

. v v v—uyle
Vit = 8" (1 oo ) + M) = S (1)—oo ) + 577 (juz))

Tle
Tle V—Uy,
= Vul +S (,u]u,m])
Ainsi,
_ ., Tlc
v — vyt =S (Hua)) 2o vy — vy
On remarque que Gy, est conveze sur [u,~+ool, donc [ gy .,d(vie — vie) <

[ Gu,wd(vZ — vI). D’ailleurs, [ gypdvlte < [ gy dvy car vie({u}) < vI({u}).
En sommant, on obtient fgu,UdZ/;”C < fgumdl/;r, ce qui est contradictoire avec
fgu,vdaw > 0.

(2) x < u. Le plan 7 transporte la masse de | — oo, x] 4 | — oo, u], donc vl
est concentrée sur | — oo, u]. On a vIe <o vT et en appliquant le lemme 4.4.6,

on a [ gy dvie < [ g, ,dvT, contradiction.
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4.5 Optimalité

On va montrer que le plan de transport martingale monotone est 'unique
solution optimale, s’il existe des plans de cofit fini. Pour démontrer ceci, on
montre que toute solution optimale doit étre monotone, comme on connait déja
Pexistence d’une solution optimale grace a la compacité faible de Iy (p, v).

Theoréme 4.5.1. Supposons que c(x,y) = h(y — ) vérifiant la condition suf-
fisante d’intégrabilité, i.e. c(x,y) > a(x) + b(y), avec a,b intégrables et h une
fonction différentiable de dérivée strictement convexe. S’il existe un plan de
transport martingale fini, alors m. est l'unique solution optimale.

Preuve. Soit m une solution optimale finie. En appliquant le lemme variation-

nel, on obtient un ensemble borélien T tel que w(T') = 1. On montre la monotonie

sur T par Uabsurde. Supposons qu’il existe (x,y™), (z,y"), (2", y") dans T tels que

<z y” <y <yT. Soit X €]0,1[ tel que y’ = (1 — Ny~ + Ay™. On considére
a= (1= AN)d,y-) + Az yt) + O ,y)

/

o =(1- )‘)5(:8’,1/*) + Aa(ﬁtﬂu*) + 5(%@/)

On voit que o est un compétiteur de o, on calcule

/cda — /cdo/ =d(z) — d(z)

oud(t)=(1—=Nh(y~ —t)+ Ayt —t) —h(y — 1)
Or par convexité stricte de I/,

dt)=—-1-=Nh'(y" —t) =M (yT =) +h(y —t) <0
Ce qui implique que d(x) —d(z') > 0, contradictoire avec le lemme variationnel.

On peut aussi penser aux autres cas ou le plan monotone est une solution
optimale.
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Annexe A

Lemme variationnel

La preuve du lemme variationnel repose sur quelques résultats difficiles a
démontrer, on va donc les admettre.

Theoréme A.0.2. Soit (Z,() un espace polonais de probabilité et M C Z™
avec n € N* alors on est dans l'un des deuz cas suivants :

(i) 1l existe une suite M; C Z" i =1,..,n telle que M C UY_; M, et que pour
tout i, ((proj*(M;)) = 0.

(#) Il existe une mesure v sur Z™ qui vérifie Vi,proj;'y < ety(M)>0.

Une preuve de ce théoréme se déduit du théoréme de Kellerer, voir [6].

Lemme A.0.3 (variationnel). Supposons u,v deux mesures sur R dans l’ordre
conveze, ¢ : R? — R une fonction de coit satisfaisant c(x,y) > a(x)+b(y), avec
a,b intégrables. Supposons que w € Iy (u,v) soit une solution optimale de codt
fini, alors il existe un ensemble borélien T tel que w(T') =1 et que, si « est une
mesure sur R X R, a support fini inclus dans T, l'inégalité ci-dessous est vérifiée
pour tout o compétiteur de o :

/ cda < / cda

Preuve. On fize n € N. On veut commencer par construire un Uy, qui vérifie
la propriété d’optimalité pour les « tels que |supp(a)| < n. On pose

((zi,9i))1<i<n € (R?)™ : o tel que
M = { 1)a est une mesure sur R? et supp(a) C {(xi,vi),1 <i <n}
2)3a’ compétiteur de , [ cdo’ < [ eda

On discute selon les deuz cas du théoréme précédent :

(1) Il existe une suite M; C (R?)",i = 1,..,n telle que M C U, M; et que
pour tout i, w(proj*(M;)) = 0. On note N = U proj*M;, alors 7(N) =0. On
pose I',, = R\ N, qui est de mesure 1, on a M C (N x (R%)"1)U---U((R?)" 1 x
N), ce qui implique que (I'),)" "M = &, I';, a donc la propriété d’optimalité
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voulue pour tout « telle que |supp(a)| < n. Enfin, en posant T = Npen-Tp, on
a bien 'ensemble voulu qui fonctionne pour tout o a support fini.

(2) On veut montrer que ce cas ne peut pas avoir lieu par une contradiction
avec l'optimalité de la mesure 7.

D’apres le théoreme, il existe une mesure y sur (R%)™ qui vérifie Vi,proj%gy <
w et y(M) > 0. Quitte a restreindre et diviser par n, on peut supposer que 7y
est concentrée sur M et que Vi,pmj;ﬂ < %ﬂ‘. On pose w = Z?:l proj;n,
alors w < m. On cherche un W' compétiteur de w telle que [cdw’ < [cdw,
alors en prenant m — w + W', ceci contredit 'optimalité de m. On note, pour
tout p = ((x1,91), -+ (@n,yn)) dans (R®)™, ap = D011 8z, ). On vérifie que
Japdy(p) = Y1 projyy = w. Sip € M, par la définition de M, il existe 3,
a support dans {(x;,y:),1 < i < n} qui n’est pas optimale parmi ses compéti-
teurs. La procédure de l’algorithme simplexe permet de montrer que oy, n’est pas
non plus la solution optimale et nous permet de trouver a;, p-mesurable com-
pétiteur de o, de colit strictement inférieur. En posant w’' = foz;,, on voit que
Jedw" = [[ e(z,y)day(z,y)dp < [[ c(z,y)day,(z,y)dp = [ edw. Ce qui conduit
a la contradiction de optimalité de m comme indiqué précédemment.
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Annexe B

Théoréme de Prokhorov

Theoréme B.0.4 (Prokhorov). Soit Q métrique complet, séparable. Soit
des probabilités sur Q. On dit que la suite u, est tendue si pour tout € > 0 il
existe K compact de Q tel que pour tout n, p,(K) > 1—e. Alors on a équivalence
entre : [, est tendue et il existe une extractrice ¢ telle que il existe p probabilité
sur §) telle que pig(n) converge en loi vers fi.

Preuve. On donne une idée de preuve du sens direct, qui repose sur le théoréme
de représentation de Riesz. La suite u, peut étre considérée comme une suite
d’éléments du dual de Co(R2), c’est une suite bornée donc quitte & extraire on
peut supposer qu’il existe une mesure u, tel que u, converge faible * vers p.
Pour passer au fonction continue bornée, on utilise le caractére tendue. Lorsque
la suite de mesures p, est tendue, on peut considérer une suite de compacts
(A))ien telle que pour tout m, on a u,(Q\ A;) < 27% Pour conclure il faut
montrer que pour toute fonction f continue bornée et tout i entier,

lim [ f(z)dpn(z) = /A S du)

n—oo [ 4.
T

Ce qui se fait en régularisant la fonction f14,
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