INEGALITE DE LOJASIEWICZ ET APPLICATIONS

LI JIALUN, PORTE MATTHIEU

RESUME. On étudie ici des une application de 'inégalité de Loja-
siewicz a la convergence en temps longs de solutions d’équations
d’évolution, sous hypotheses d’analycité de la non-linéarité de I’équation.
L’inégalité de Lojasiewicz, et sa transposition de Lojasiewicz-Simon
en dimension infinie, transcrit I'information contenue par I'analycité
du second membre. Nous étudions successivement le probleme en di-
mension finie, avec un rappel de la théorie classique, puis I’équation
de la chaleur, & nouveau avec un rappel de la théorie classique, et
donnons une preuve de 'inégalité de Lojasiewicz-Simon a partir de
I’inégalité de Lojasiewicz.
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1. INTRODUCTION

Les problemes les plus classiques de la théorie des équations différentielles
et des équations aux dérivées partielles sont l'existence et 1'unicité de
solutions dans certains espaces fonctionnels, sous certaines conditions
aux limites. Toutefois, ce probleme n’est presque que mathématique :
I'expérience d’un systeme physique fournit la solution empirique d'un tel
probleme. Tout au plus la résolution des problemes de Cauchy permet-elle
ainsi de valider I’adéquation du modele a la réalité du systeme physique.
Elle constitue tout de fois le pré-requis a toutes les autres questions sur
le comportement des solutions éventuelles.

Dans cette optique, un probleme complémentaire du point de vue phy-
sique est I'asymptotique des solutions de telles équations différentielles ou
aux dérivées partielles, en particulier I’éventuelle convergence aux temps
longs. Le probleme majeur abordé ici est la convergence des solutions de
I’équation de la chaleur, on donne toutefois dans un bref panorama de
résultats sur la convergence des solutions d’'un systeme gradient, en ob-
servant en quoi 'inégalité de Lojasiewicz permet de renforcer les résultats
dans le cas analytique. Le coeur et reste du mémoire est consacré a la
transposition du raisonnement pour I’équation de la chaleur.

2. DIMENSION FINIE ET SYSTEME GRADIENT

Soit n € N, f € C*(R™,R) et zp € R™. On s’intéresse au probleme de
Cauchy pour I'équation différentielle ordinaire suivante :

dx
{ ) =~V () 1)
x(0) = xg

2.1. Convergence aux temps longs dans le cas général. Le théoreme
de Cauchy-Lipschitz et I'hypotheése C? sur f assurent ’existence d’une
solution de (2.1) sur un intervalle I C R, ,0 € I maximal

Remarque 2.1. A priori, rien n’assure que Rt C I, i.e. que les solutions
soient définies pour tout ¢ > 0. Des la dimension 1, par exemple, les

x
solutions de i 22 explosent en temps fini.

Cette remarque illustre que nos seules hypotheses ne fournissent pas le
cadre nécessaire a I’étude de la convergence aux temps longs. Le théoreme
de sortie des compacts, rappelé dans [7], assure que des solutions bornées
sont définies pour tout temps.

Cela nous invite & considérer les solutions bornées (en ¢ > 0)

dx

—(t) = =V f(x(t

(1) = =V i) 22)
{z(t) }+=0 borné

Dans ce contexte, on peut formuler des résultats sur la convergence

de x, qui découlent plus généralement de la théorie de Lyapunov, c.f. [7]
pour un traitement plus général.
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Proposition 2.2. Soit © une solution bornée de 2.2, alors ¢ : t +—
f(z(t)),t > 0 est une fonction décroissante. Si y est un point d’accumu-
lation de x(t), i.e. sl existe t,, — oo, x(t,) — y, alors

= f () = b {f(a(t)), 1 > 0}

- Vf(y) =0

d
Démonstration. Un calcul simple montre que —¢(t) = —||Vf(z(t))]* <

0, d’out la décroissance de ¢. La continuité de f et I’hypothese de bornitude
sur la trajectoire assurent de plus que ¢ est bornée. Soit y un point
d’accumulation de z(t) et t, — oo telle que x(t,) — v.

Le second point de la proposition découlent des propriétés de flot :
rappelons que

dz
Ve >0,3r > 0,Vz € By,e), 3z € CY([—7,7]{ dt = Vi)
z(0) =z
(2.3)
Pour n > N, on a de plus z(t,) € B(y, €) Soit, pour n > N
[-7,7] = R
Ty (2.4)
t— x(t+t,)
Alors, par continuité du flot [7] on a
Vit € [—7, T]zn(t) — y(t) (2.5)
ou y(t) est solution de
M@Z
Or, on a pour tout n > N,t € [—7, 7]

/ 1% () Pds = f(x(0) 2.7)
Or, f(z(t)) — f(y) donc, a la limite :

/ 1 (5) s = £(0) (2.8)

f0||— ||2dS—OetE()—OVt€[ 7], ie y(t) = cste = y et
dochf() O

Remarque 2.3. Cette proposition permet de faire un premier lien entre
le comportement asymptotique de = et I'ensemble des points critiques de
f. En particulier, dans le cas ou f n’a qu’un seul point critique, x admet
un seul point d’accumulation et est bornée donc converge.

On peut également prouver simplement la convergence de x pour cer-
tains points critiques isolés, par exemple pour des minimas non dégénérés
de f. On cite ici un résultat classique de la théorie de Lyapunov allant
dans ce sens.
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Proposition 2.4. Soit y € R” tel que f admet en y un minimum strict
tel que D? f(y) > ald pour un certain o > 0.

Alors, pour xy est assez proche de y, toute solution de 2.2 telle que
x(t) = xo pour un certain t > 0 converge vers y.

Toutefois, aucun tel résultat élémentaire n’est a priori possible pour des
fonctions f admettant un continuum de points critiques (par exemple,
'altitude dans une vallée). ¢ défini précédemment peut décroitre avec
x s’approchant tangentiellement de l’ensemble des points critiques, et
n’admettant pas de limite.

Une application de I'inégalité de Lojasiewicz, qui fait 'objet du pa-
ragraphe suivant, permet de lever cette possibilité dans le cas ou f est
analytique.

2.2. I’inégalité de Lojasiewicz. Pour pouvoir étudier la convergence
des solutions de 2.2 pour une non-linéarité analytique, nous aurons besoin
d’un résultat sur les fonctions analytiques : I'inégalité de Lojasiewicz

Théoreme 2.5. Soit f € C¥(R") une fonction analytique et y un point
critique de f. Alors il existe 0 €]0, 5[ et o > 0 tel que pour ||z —y|| < o
on ait :

IVF@)I = [1f(x) = f)lI'™ (2.9)

Il s’agit de la version analytique d'un résultat fin sur la géométrie
modérée. Sa preuve est en dehors de la portée de ce mémoire, et n’est
pas simplifiée par la restriction au cas analytique, on fait donc référence a
l'article de Lojasiewicz [6] pour la preuve originale dans le cas analytique
et a un article de Kurdyka [5] pour une preuve générale.

Ce résultat complexe admis, on peut en déduire assez facilement 1’énoncé
suivant :

Corollaire 2.6. Soit f analytique, et v une solution C* de 2.2. Alors
x(t) converge quand t — oo.

Donnons maintenant une preuve inspirée de [8] et [3] du théoreme 2.6

Démonstration. Soit y un point limite de x(t).
Comme vu précédemment

df (x) o dr o
=) = V@) = [ (B vt

Soit 8,0 donnés par 'inégalité de Lojasiewicz au voisinage de y. On a
ainsi, si [|z(t) —y|| < o
df’(x(t)

dx 0—1
——— = U OV @) (2(2)) (2.10)

> 0|5 0)) (2.11)

Soit s tel quel ||z(s) — y|| < o/2 : il en existe car y est point limite.
Soit alors to, = sup{u > s,||z(t) —y|| <o VYt € [s,ul}.
Supposons par 1'absurde que ¢, < oo, que alors en intégrant 2.11 :

[ I 0ld < () - M) a2
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Et donc par inégalité triangulaire :
teodx
lz(too) =yl < llw(s) —wll + [ [l (®)lldt (2.13)

< lz(s) —wll + %(f‘)(x(S)) = f(a(t))) (2.14)

Mais, comme f?(z(t)) converge vers f%(y), on peut effectuer ce raisonne-
ment pour un s tel que f%(xz(s)) < 0f%(y) + %, auquel cas

[2(tee) =yl <0 (2.15)

D’ou une contradiction avec la définition de t...
Donc t, = 0o et la longueur de la trajectoire de x(t) est finie. Il s’ensuit

s dx
que [, E(zﬁ)dt est absolument convergente, donc que z(t) converge pour

t — o0.
O

Remarque 2.7. La tres forte hypothese de structure est masquée ici
par 'utilisation de I'inégalité de Lojasiewicz comme <boite noires. Cette
preuve laisse toutefois apparaitre la possibilité d’une généralisation : elle
peut s’adapter a des contextes plus larges pour peu qu’on réussisse a
fournir une inégalité semblable a celle de Lojasiewicz.

De fait, la démarche que nous suivrons pour étudier la convergence des
solutions de I’équation de la chaleur est dans I'esprit la méme que celle
utilisée en dimension finie.

3. L’EQUATION DE LA CHALEUR NON LINEAIRE

3.1. La solution de I’équation de la chaleur. Toutes les preuves sont
issues de [2]
Soit € un ouvert borné régulier dans R, on considere I’équation de
la chaleur :
u—Au=0 R"xQ
u=0 R x 90 (3.1)
'LL(O, ) = U Q
On va utiliser le théoreme de Hille-Yosida-Philips sur les espaces de Ba-

nach pour résoudre I’équation.

Définition 3.1. Soit X est un espace de Banach. Un opérateur linéaire
dans X est un couple (D, A), ou D est un sous-espace vectoriel de X,
et A: D — X est une application linéaire. A est dit m-dissipatif si et
seulement si

Vu€e D YA>0 ||lu— Nu|x > ||ul|x
VieX YA>0, Jue D(A) u—NAu=f
Exemple 3.2. Soit Y = L?(Q), et définissons 'opérateur B sur Y par
D(B) = {u € HY(Q) N HX(Q)}
Bu = Au,Yu € D(B)
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Alors B est m-dissipatif et de domaine dense. En effet
(u — Au,u — Au) = / lul® + |[Vul® + |Aul® > /|u]2

et pour tout f € L*(Q), I'équation u—Au = f a une solution u € H}(Q)N
H?(Q) par le théoreme de Lax-Milgram et par régularité elliptique.

Exemple 3.3. Soit X € Cy(1), et définissons I'opérateur A sur X par
D(A) ={u € Co(Q) NHYQ), Auc Cy(Q)}
Au = Au, Yu € D(A)
Alors A est m-dissipatif. La preuve nécessite le principe maximal el-

liptique et la régularité elliptique.
Théoreme 3.4. (Théoréme de Hille-Yosida-Phillips) Soit X un espace

de Banach et A un opérateur m-dissipatif dans X, de domaine dense.
Alors il existe un unique semi-groupe T'(t) € L(X) défini pourt > 0 et
tel que
DT(t) € LX), |IT(t)x||x < ||z]|x, VE=>0 z€ X
2)T(0) = Id
NT(t+s)=T(t)T(s) Vs,t =0
T (t)x € C([0,00), X) solution faible
5)Pour tout x € D(A), wu(t) =T(t)x est l'unique solution du probléme
u € C([0,50), D(A)) N ([0, 50), X)
u — Au =10
u(0) ==z
De plus, pour tout x € D(A) on a T(t)Ax = AT (t)x

En particulier, quand X est un espace de Hilbert, et A est un opérateur
auto-adjoint, on a un "effet régularisant”.

Théoreme 3.5. Soit x € X, et u(t) = T(t)x. Alors u est lunique solu-
tion du probleme

u € %[O;oz), X)NC((0,00), D(A)) N C*H(0,00), X)
ut(O) =z

On suppose que (S(t))=o est le semi-groupe engendré par X = Cy(2) A =
A, et que (T'(t))s=o est le semi-groupe engendré par Y = L*(Q)) B = A.
Comme D(A) C D(B) et par unicité des solution dans le théoreme de
Hille-Yosida-Phillips, on a T'(t)x = S(t)x, Vx € D(A), donc par densité
T(t)x = S(t)x, Vr € Co(RQ). Alors, pour ug € Co(Q), on a uy € L*(Q)
et T'(t)ug est 'unique solution satisfaisant I’équation de la chaleur par le
théoreme (3.5)

T(t)ug € C([0,00), L*(2))NC((0, 00), Hy (Q)NH?(€2))NC ((0, 00), L*(R2)).
De plus T'(t)ug = S(t)uo, en utilisant le théoreme (3.4) avec S(t), on a :
T(t)UQ - C([O, OO),C()(Q)), |T(t)U0|Loo < |u0|Loo
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3.2. La solution de I’équation de la chaleur non-linéaire. Toutes
les preuves sont issues de [2]

Maintenant, on considere I’équation de la chaleur non-linéaire, on sup-
pose que f est Lipschitz continue sur un sous-ensemble borné. Soit ¢ €
Co(R2), on va trouver 7' > 0, et u une solution du probléeme

ue C([0,T],Co) NC((0,T), H* N HY) N C*((0,T7], L?)
u — Au = f(u) (3.2)
u(0) = ¢

Pour la solution, on considere la formule de Duhamel.

u(t) =T(t)p + /0 T(t — s)u(s)ds (3.3)

Proposition 3.6. (Equivalence des deux probléemes) Soit ¢ € Cy, T > 0,
et uw € C([0,T1,Cy), les deux équations sont équivalentes, autrement dit,
u satisfait (3.2) si et seulement si il satisfait (3.3).

Cette proposition illustre la propriété de régularisation, le point crucial
étant que T'(t) a un effet régularisant. On peut utiliser le théoréeme du
point fixe de Banach pour trouver une solution de la formule de Duhamel,
donc par la proposition ci-dessus, on a :

Proposition 3.7. (L’existence locale) Soit ¢ € Cy, il existe un temps
T > 0, et une unique solution u satisfaisant (3.2).

Remarque 3.8. La solution n’est pas toujours globalement définie, dans
certains cas elle peut exploser en temps fini.

Preuve : Pour 'unicité, soient u, v deux solutions de (3.2), par ||T'(¢)]| <
lona:

m—vmm<A Tt — 5)(F(u(s)) — F(0(s)))|pwds
<A|mw»—m&mmw

< L(lu(s)lege, + IU(S)Ing;)/O |u(s) = v(s)|Loods

ici L(b) est la constante de Lipchitz de f sur [—b,b]. Par l'inégalité de
Gronwall, on a u = v.

Pour 'existence, soit M = |¢|pe, Th =
2M + [ f(0)] et

1 JE—
SOy Tz On pose K =

On définit une application ® : B(K) — C([0, T, Co(€2)) par

%szwwaTwwﬁwme
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Comme

1B (1)1 < ol + / |F(u(3)) s

M+ / (1£(0)] + L) u(s)] ) ds
T Tu(1£(0)] + KL(K)

NN A
~ B

|c1)u(t> - CI)'U |L°° / |f ( (S))|Lood8
< / LK) u(s) — os)|pds
< glu(t) ~v(t)lsz,

Donc, ® est une application dans B(K') avec constante de contraction
® a un point fixe u € B(K), et u est la solution de (3.3).

On pose 7(¢) le temps d’existence de la solution, et pour ¢t < 7(p
on définit U(t)e comme étant l'unique solution de (3.2). Comme T'(t
est une contraction dans Cy(€2), d’apres 'inégalité de Gronwall on peu
prouver la proposition suivante :

N[ —=

)

O

& ~——

Proposition 3.9. (Dépendance continue en les conditions initiales) Soient
xn, — x dans Cy, on a u, — u dans C([0,T],Cy), pour tout T < 7(z).
Ici uy, et u sont les solutions de (3.3) avec conditions initiales x, et x.
Autrement dit, la dépendance de la solution aux conditions initiales est
continue pour la norme Cjy.

Preuve : On pose M = |u(t )|Loo ([0,7]x)» €t

T, = sup{t € (0, 7(x,)]tel que |u,(s)|L~ < 2M, Vs € [0,1]}

Pour t < min{7,7,}, on a

un(t) — u(t)|r= < |T(E) (20 — )1 + /0 T(t = 5)(f(un(s)) — f(u(s))|r=ds
< |on — 2lp= + /0 LEM)|un(s) — u(s)]eds

donc par 'inégalité de Gronwall, on a
| (t) = u(t)| oo < |2y — | M) (3.4)

Quand n est suffisamment grand, |u,(t)|z~ < 2M pour tout ¢t < min{7’, 7, }.
Alors, 7, > min{T,7,}, et par 'inégalité (3.4), on a w, — u dans
C([0,T], Cp). O

Quand il y a de plus fortes hypotheses de bornitude sur f, on peut
prouver la dépendance continue en les conditions initiales pour la norme
H?>NH"

Les résultats les plus importantes de cette partie sont I'existence locale
et dépendance continue en les conditions initiales, ce qui permet 1’exis-
tence de solutions stationnaires dans le théoreme de convergence suivant.
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3.3. Convergence des solutions. On suppose que F' : R — R est une
fonction analytique, et f = VF. Pour simplifier on considere seulement
N =2, 3, et dont on a l'injection de Sobolev Cy(Q) < HJ(2) N H?(Q).

Pour prouver la convergence des solution, on va utiliser I'inégalité de
Lojasiewicz-Simon, dont 1’étude fait 'objet de la derniere partie de ce
mémoire.

Théoreme 3.10 (L’inégalité de Lojasiewicz-Simon). En posant

M (u) = Du+ fx,u)

/|vu\ dx—/ Fu)da

et si y est tel que M (y) = 0 il existe 6 €]0,5[,0 > 0 tel que pour
lu = yllg2nm <o

|l (W)l = |1E(u) — E(y)]|'* (3.5)
On a le théoreme de convergence suivant
Théoréme 3.11. Soit u une solution de (3.2) et
U{u(t)}est précompact dans H*> N Hy (3.6)
t>1

Alors il existe une solution ¢ de f(p) = —Ag, telle que
i Ju®) = ¢l = 0

Remarque 3.12. Une fois admise I'inégalité de Lojasiewicz-Simon, la
preuve suit le méme schéma que dans le systeme de dimension finie étudié
précédemment, a quelques complications techniques pres. D’abord on
trouve une limite qui est stationnaire, ensuite on utilise 'inégalité Loja-
siewicz et une fonction de Lyapunov adaptée pour prouver que la solution
va rester dans le voisinage de la limite stationnaire.

Preuve : Soit u une solution de (3.2) satisfaisant (3.6), on définit 'en-
semble de w-limite de uyg :

w(ug) = {¢ € H* N Hy, 3ty — 00, lim_|lu(ts) = ¢lluanmy = 0}
n——+o0 0
on sait que w(ug) est non-vide, on va prouver w(ug) est un sous-ensemble

de {¢ € HI} () N H*(Q)|f(¢) = —A¢}. En multipliant (3.2) par du/dt
et en intégrant dans {2, on a

= E(u(t))]. 3.7
| (e = =BG (3.7
Donc E(u(t)) est décroissante, et par (3.6), E(u(t)) a une limite quand
t — +oo. Comme limy, o0 [|[u(tn) — @l m2nmy = 0, on a
E(¢) =1lim E(u(t,)) = tlil;n E(u(t)), Yo € w(up)
n —
On considere ensuite U(t)¢, puisque u(t,) — ¢ dans H? N H}, donc

dans Cy par l'injection de Sobolev. Par la proposition(3.9) on a u(t, +
t) — U(t)¢ dans Cy. Mais {u(t, + t)} est pré-compact dans H* N Hy,
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en extrayant une sous-suite, on a u(t, + t) — v dans H*> N Hy. Donc
Ut)p =, et
BU@)6) = m_Bulty +1)) = lim B(u(t)) = £(5)

n—-+o0o

Mais par (3.7) on a %U(t)gb =0, Vi, et donc —A¢ = f(¢).(propriété
strictement Lyapunov)

Choisissons ¢ € w(ug), par un changement de variable u = ¢ + v, on
peut supposer que ¢ = 0 et f(x,0) = 0 Vo € Q. Comme 0 € w(up), on
a:

Jtn — o0, [Jultn)||lp2amz, quand n — oco. (3.8)

Par I’équation de la chaleur on a

du
/\$|2dx—/]Au+f(u)\2d:U
Q Q

donc
| 1z = 15 A+ )

ainsl p N 9y
~ @) = 15 N8u+ fw) 39)

Par (3.8)(3.9) et le fait que E(0) = 0, on a E(u(t)) — 0 quand ¢t — oo
et E(u(t)) > 0Vt > 0. D’autre part en utilisant (3.8) on a

Ve > 0(e < 0)3IN >0
1
Vn 2 N on a |lu(ty)|g2am < €/2 EE(u(tn))e < €/2. (3.10)

(On choisit N suffissamment grand pour que |lu(t,)| < €/2 pour n > N
et 0 est donné par le théoreme (3.10)) Posons

t =sup{t > tn| ||u(s)|lm2nm < 0,Vs € [tn,t]}

et supposons que ¢ < oo. On distingue désormais deux cas, ou bien il
existe tg € RT tel que E(u(ty)) = 0, donc E(u(t)) = 0 Vt < to : par
(3.7) on a une solution stationnaire. Sinon en combinant (3.9) et (3.5),
on obtient Vt € (ty,t),

— = [E(u(®)) = —9—[E(U(t))] [E(u(t)"™
= 9H \!\!Au+f( I [E (u(t))

9H H (3.11)

Intégrant (3.11) selon ¢ dans (tN,t) on a

/||nﬁ B(u(ty))|” (3.12)
Mais
< | 15810t + o))
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Combinant (3.10) et (3.12), on a
lu@®] <e.

Par 'hypothese (3.6), une suite convergeant dans L? est aussi convergente
dans H? N H{, il suffisant de choisir € assez petit dans (3.10) tel que

[u@l2nmy <o

contredisant la définition de ¢, donc ¢ = oo. Et (3.12) devient :

donc
b odu
lu(t) —u(s)| < [ Nl pourt>s>ty
Ce qui implique l'existence de la limite de u(t) dans L?. Par I'hypothese
(3.6), u(t) converge aussi dans H> N Hg. O

Remarque 3.13. Le théoreme peut-étre généralisé a 1’équation parabo-
lique

—Upt + Up — Au = f(U) RT x Q
u =0 Rt x 00
u(0, .) = ug Q (3.13)
ut(07 ) = Vo Q
ou encore a 1’équation des ondes avec dissipation linéaire
uy +ur — Au = f(u) RT xQ
u =0 Rt x 9Q
u(0, ) —w 0 (3.14)
Ut<0, ) = Vo Q

Quand la trajectoire de (u, u;) est pré-compacte dans certains espaces, et
en utilisant une nouvelle fonction de Lyapunov a la place de E, on peut
également prouver que la solution converge. L’idée est la méme mais
I’estimation va étre plus compliquée.

4. I INEGALITE DE LOJASIEWICZ-SIMON

Nous avons pu voir que 'obtention d’'une inégalité de type Lojasie-
wicz pour des systemes différentiels assez généraux permet de montrer la
convergence des solutions vérifiant des hypotheses de pré-compacité. Si,
comme annoncé plus haut, la démonstration de I'inégalité de Lojasiewicz
dans le cas de la dimension finie dépasse notre cadre, il est possible en
I’admettant de I'étendre a des situations dépassant la seule dimension
finie.

L’idée est la suivante : on ramene 1’étude des points critiques de la fonc-
tion de Lyapunov du probleme a une variété de dimension finie, au moyen
de la théorie de Fredholm, sur laquelle on peut appliquer I'inégalité de
Lojasiewicz pour la dimension finie. Autrement dit, la théorie de Fred-
holm nous permet de paramétrer ’ensemble des points critiques par le
noyau du linéarisé du probleme, de dimension finie.
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On donne ici un modele d’énoncé et de preuve de I'inégalité de Lojasiewicz-
Simon dans le cas de I’équation de la chaleur, et on se reportera a [5] pour
un énoncé plus général.

Théoreme 4.1. Soit 2 C R™ ouvert régulier borné, n = 2,3. Avec les
meémes notations qu’en 3, et en posant

D— H
u— Au+ f(z,u)

et si v est tel que M (v) = 0 il existe 0 €)0,3[,c > 0 tel que pour
lu—vllp <o

- ()] = 1E(u) — E(v)[* (4.1)

4.1. Précis sur les fonctions analytiques dans les espaces de Ba-
nach.

Dans le cas de I’'équation de la chaleur, on s’intéresse a la trajectoire
d’un point dans H% N H}, espace de Banach de dimension infinie. Si la
notion habituelle de fonction analytique en dimension finie privilégie un
systeme de coordonnée pour exprimer les développements en série entiere
au voisinage de chaque point, cette approche n’est plus aussi intéressante
en dimension infinie.

On présente donc quelques résultats sur les fonctions analytiques dans
les espaces de Banach pour donner du sens a I’énoncé précédent, basés sur
I'exposition donnée dans [9]. Les preuves sont essentiellement similaires
a celles en dimension finie, pour la plupart, on se contente donc ici de
présenter ’ordre dans lequel articuler les fondements de cette théorie plus
générale.

Dans toute cette partie, E, F sont des espaces de Banach. Par com-
modité de notation, on se restreint au cas réel.

Notations. Soit a,: E" — [F' une application n-linéaire symétrique
continue sur E. On note, pour z,zq,...,z, € E

Ap @1 Ly = (T, ey Tp)
apx" = ay(x, ..., )

Définition 4.2. Soit f: U — F, U un ouvert de E et xg € E. On dit
que f est analytique en xq s'il existe une famille (a,)en telle que pour
tout n, a, soit une application n-linéaire symétrique continue de £™ dans
F' et telle que, en un voisinage de x

f(z) = Z an(x — x0)" (4.2)

On dit que f est analytique sur U si f est analytique en tout point de U.

Cette définition généralise, y compris en dimension finie, de facon
indépendante de tout systeme de coordonnées la notion de fonction analy-
tique. L’objectif est de retrouver les propriétés élémentaires de ces fonc-
tions : rayon de convergence, caractere C'°°, composition et inverse de
fonctions analytiques, zéros isolés et une version analytique du théoreme
d’inversion locale, qui est un point crucial de la preuve de l'inégalité de
Lojasiewicz-Simon.
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Dans toute la suite, a,, est une application n-linéaire symétrique conti-
nue.

Proposition 4.3. Soit vy, x € E tels que

oo
an(x — 20)"

n=0

converge ou que ses coefficients soient bornés. Alors pour tout y tel que
ly — zol| < |lz— 2o, la série

S anly — 20)"
n=0

converge absolument.

Remarque 4.4. Cette proposition permet de définir un rayon de conver-
gence en xy de la méme maniere que dans le cas classique.

Proposition 4.5. Une fonction analytique en un point est analytique en
un voisinage de ce point.

Montrons qu’'une fonction analytique en un point y est indéfiniment
dérivable.

Lemme 4.6. Soit P € R[X] et supposons que

Z an(x — x0))"

n=0

ait rayon de convergence R en xy. Alors

Z P(n)a,(x — xo)"

a rayon de convergence R en xg.

Proposition 4.7. Soit x( tel que

WE

fx) =

an(x — )"

I
o

n

ait rayon de convergence R > 0. Alors f est C* sur B(xg, R) et pour
tout n € N

(e}

D"f(zx) = Z W!an%xk (4.3)
k=0 '

0l Ay k(M1 ooy hy) = apyr (s ooy By T, oy )

L’énoncé suivant traduit le fait que la composée de deux fonctions
analytiques dont les domaines sont compatibles est analytique et que les
coefficients du développement de la composée sont obtenus a partir de
ceux de chaque fonction.
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Proposition 4.8. Soit E, F,G trois espaces de Banach contenant res-
pectivement des ouverts U, V. W. Soit f: U —-V,g: V — W. Soit x € U
tel que f soit analytique en x et g soit analytique en f(x). Supposons qu’il
existe r > 0 tel que B(z,r) soit dans le disque de convergence de f en x
et que f(B(x,r)) soit dans le disque de convergence de g en f(x). Alors
go f est analytique en x et B(x,r) est dans son disque de convergence en
x. De plus, au voisinage de x, avec b, les coefficients du développement
de g et a, ceux de f, formellement :

go f(y) =Y bul(Q_arly — 2)") = f(a)" (4.4)

ce qui signifie exactement

go f(y)=go f(x) +ZZZ)Z~ Z a,...ap,(y —x)" (4.5)

n=1 =0 lo+...+l;=n
On a également un résultat ”d’unicité des coefficients” :

Proposition 4.9. Supposons

oo
E a,x” =0
n=0

au voisinage de 0. Alors

vn a, =0

On peut ainsi donner une idée de la preuve du résultat motivant cette
digression : le théoreme d’inversion locale, dans une version analytique
pour les espaces de Banach.

Théoreme 4.10. Soit U C E un owvert, x € U et f: U — F analytique
en x et telle que D f(x) soit inversible. Alors il existe V C U, W C f(U)
deuz ouverts tels que

- VW
x> f(x)

soit analytique et inversible, et que son tnverse soit analytique.

Démonstration. Donnons une idée de la preuve, a partir du théoreme
d’inversion locale dans sa version C* : f est un C*°-difféomorphisme
au voisinage de z. Quitte a restreindre le voisinage concerné, f y est de
plus analytique. Il s’agit donc de montrer que I'inverse est analytique. Si
tel est le cas, le résultat sur la composition de fonctions analytiques et
I'unicité des coefficients imposent par récurrence la valeur des coefficients
du développement de f~! puisque f~to f (y) =y . La preuve dans le cas
réel donne 1’absolue convergence de la série ainsi obtenue, donc f‘l est
bien analytique. U
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4.2. Preuve du Théoreme de Lojasiewicz-Simon.

Démonstration. On suppose sans perte de généralité y = 0, f(x,0) =
0, F(x,0) = 0. On pose

D =HyNH*(Q) — H=L*Q)

u = Au~+ 0y f(z,0)u (4.6)

Il existe A > 0 tel que A\Id — L soit coercif donc d’apres le théoreme
de Lax-Milgram, il existe T': H — D borné tel que pour tout h,v

/()\Th.v — LThw)dx = / hvdx (4.7)
Q Q

Comme D — H est compacte et que la composée avec un opérateur com-

pact est compacte, on peut considérer I'opérateur compact autoadjoint
T:H — H. De plus, pourue D,he H :

Lu=h& M —Lu=\u—h (4.8)
s u=T(Au—h) (4.9)
< v+ h =N (v) (4.10)
o h= (T — Idw (4.11)

avec v = \u — h.

On est ramenés a 'alternative de Fredholm [1] donc cette équation ad-
met une solution si et seulement si h € (Ker(\T —1d))*, de codimension
finie. Or

u="T(A\u) < \u— Lu= \u (4.12)

S Lu=0 (4.13)

Donc KerL est de dimension finie m et Lu = h admet une solution si et
seulement si h € (KerL)*t

Puisque KerlL est de dimension finie, soit une base ¢4, ..., ¢,, de KerL
et Il : H — H la projection orthogonale sur KerL. Soit

D—H 114

u+— Ilu + Lu (4.14)
et

D—H L15

u— Hu+ . Zu (4.15)

Cet opérateur est bien défini : M (u) est bien L? puisque u € D avec
n < 3 implique u Hoélder (et donc f(x,u) est une fonction continue ).
L’hypothese d’analycité sur f permet de montrer le lemme mentionné
dans [3] : u — f(z,u) est analytique, au sens des espaces de Banach. La
base de la théorie des fonctions analytiques dans les espaces de Banach
est présentée dans [9].

Comme VA (0) = £, d’aprés le théoreme d’inversion locale analy-
tique, il existe U,V voisinages de 0 dans D, H respectivement, W : V' —
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U, C1,C5 > 0 tels que

V(A (u) =uVuelU (4.16)
N (U(h))=hVheV (4.17)
Cullf —glla < W) —¥(g)llp < Collf —gllu Vg€V (418)
[ (w) — A (v)||n < [lu—v|p Vu,veU (4.19)
Posons
W CR™ - R
I €= (&1, 6m) — BE(T Z£]¢] (4.20)

avec W un voisinage de 0 bien choisi pour que cette définition soit
cohérente.

Remarquons que II(u) = A (u) — 4 (u). De plus, |[II(uw)||g < Cl|u|lp
et donc [[§]| < Cllulp. Soit u € D et £ tel que . &;¢; = Hu. On va
ramener I’étude de E(u) et . (u) a celle de I'(€).

En effet :

IVT(E)||pr < Cs|| VE(Y §:§¢7HD (4.21)

= 03||///(‘D(HU))HH (4.22)
= Cs|| A (VY(Hu)) — A (u) + A (u) || (4.23)
< s\ (w)|| 1 + Csl| A (Y (Hu)) — A (u)||u (4.24)
< Gyl (u)|| 1 + Cal[¥(Hu) — ullp (4.25)
< Gyl (w)||u + Cs[[Hu — A uln (4.26)
= Cs|| A (u)|| i + Cs|A ul| (4.27)
= Cs|| A (u)|| u (4.28)

De plus, par le théoreme fondamental du calcul différentiel :

IP(©) = Pl < [ 150+ (9 (Ih) = )l (1.29)

< [ It s eI =) ¥ — - (430)

< Cq || W (TTu) — ul)3, (4.31)
< Csl| A (u) |3 (4.32)

Et, par I'inégalité de Lojasiewicz :

IvrE)l = T (4.33)
1

SIDE©) - B@* (434

des lors que ||€|| est assez petite, et donc que ||u||p est assez petite. On
en déduit, si ||ul|p < o

1
> 1B -
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| (w)| = Co| B(u)]*~* (4.35)
Donc, quitte a prendre un 6 plus petit et a diminuer o :
2 ()| = |E(u)]'~° (4.36)
O
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