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Introduction : Le but de cet exposé est de présenter quelques modéles de
percolation sur un arbre régulier et le lien entre eux. On introduit d’abord le
processus de percolation normal, et étudie son comportement au temps critique.
Puis on construit le processus de percolation gelée, ot les amas sont gelés quand
ils deviennent infini, suivant la méthode décrite dans [2]. On observe le lien
entre un amas gelé et un amas conditionné & étre infini au temps critique dans
le processus non-gelé. Finalement on essaie de généraliser les résultats pour un
arbre aléatoire de loi Poisson-Galton-Watson.

1 Percolation sur un arbre binaire

Avant d’introduire le processus de percolation, on présente un modéle qui
sera trés utile dans 1’étude du processus de percolation.

1.1 Processus de Galton-Watson
Définition 1.1. Soit Y pg Ok une loi de probabilité discréte sur N, ot Y pg =
£E>0 k>0

1. On se donne {&; ;}i>0, j>1 une famille de variables aléatoires i.i.d. & valeurs
entiéres suivant cette loi. Le processus de Galton-Watson est défini par

Zn—l
ZO = 17 Zn = Z gn—l,j-
j=1

Comme {Z,,_1 = 0} C {Z,, = 0}, on s’intéresse a 1'événement d’extinction
Beo = 10, 1120 =0}

qui indique que le processus est réduit a zéro (vide) a partir d’une certaine
génération finie. On note sa probabilité

r=P(Ex)= lim T P(Z,=0).

n— oo



Définition 1.2. La fonction génératrice Gx (s) associée & une variable aléatoire
X a valeurs dans N est définie par

Gx(s) =E[s¥] =) P(X =k)s"

k>0

Elle est C* sur | — 1, 1], et elle admet les propriétés suivantes :
— G(”)(s) >0, pour tout n >0et s> 0;
— G(1)=1,G0)=P(X =0), G'(1) = E[X].
On pose G(s) = E[s*] = 3 pi. s* la fonction génératrice de la loi ¢ définie
k>0
en la Defimfion T1. Alors, par récurrence, la fonction génératrice G, (s) de Z,
est donnée par

k

Cals) = Bls™) = Y P(Zy 1 = Wy Bls= )
k>0
=Y "P(Z,1 = k) E[s*]
k>0
— G (G(5))
=G*(s)=GoGo---0G(s)

n fois
Donc
P(Zn = O) = Gn(o)
= G(Gn-1(0)) = G(P(Z,-1 =0)).
En faisant tendre n vers oo, on déduit par continuité de G que la probabilité

d’extinction r vérifie 'équation » = G(r). Plus précisément, on a la proposition
suivante :

Proposition 1.1. Pour un processus de Galton-Watson, notons
r=P(Ex)= lim P(Z, =0)
n—oo
sa probabilité d’extinction. Alors,
r=inf{s € [0,1] | s = G(s)},
ot G est la fonction génératrice de .
En particulier, si & est non-dégénérée (i.e. £ = 1 P-p.s., et dans ce cas
r=0), ona
er=1sE[¢E<1;
o r <1, siE[E]>1.
Démonstration. Notons ' = inf{s € [0,1] | s = G(s)}. On a r > r’. De plus,

d’aprés la croissance de G, on a 0 < G,(0) < G,,4+1(0) < »’ par récurrence. En
faisant tendre n vers oo, on obtient 7 < r’. Donc r = r’. O



G(0)
0

Cas G'(1) <1 Cas G'(1) =1
et non-dégénéré et dégénéré

FIGURE 1 — Graphe de G(s).

1

1.2 Percolation sur un arbre binaire
1.2.1 Probléme de percolation

Définition 1.3. Soit T'= (V, E) un arbre binaire infini, ¢’est-a-dire ou chaque
sommet a degré 3. Soient (Ue, e € E) des variables aléatoires i.i.d. de loi uniforme
sur [0,1]. On a un espace de probabilité (92, .4, P) qui peut étre identifié avec
[0,1]F. Poser B; = {e | U. < t} définit le processus de percolation (B;,0 <t <
1). Une composante connexe de B; est appelée un amas au temps ¢. S’il existe
un amas de cardinal infini, on dit qu’il y a percolation.

Evidemment, By est vide, et B, contient toutes les arétes p.s.. Donc il n’y a
pas de percolation au temps 0 mais il y a percolation au temps 1. On s’intéresse
particuliérement au cas critique, c’est-a-dire & B;_ ol . est le temps ou la
probabilité de percolation devient non-nulle.

1.2.2 Cas d’un arbre binaire infini enraciné

Définition 1.4. Soit T un arbre avec un sommet § fixé (qui s’appelle la racine),
tel que () est de degré 2, et tous les autres sont de degré 3. T est appelé un arbre
binaire infini enraciné.

On peut classer tous les sommets de T en différents niveaux selon leurs
distances a ). De la méme fagon, on classe les arétes en différents niveaux (les
arétes incidentes a () sont dans le premier niveau).

On observe CN’@,t ’amas contenant () au temps ¢ dans 7. Notons Z,, le nombre
de sommets dans le niveau n. C’est un processus de Galton-Watson avec la loi

(1 —1)%00 + 2t(1 — )01 + %65.

Sa fonction génératrice est Gy¢(s) = ((1 —t) +ts)%. L'équation s = G4(s) admet
deux racines 1 et (1£)% sur [0,1]. Comme I'événement { est dans un amas

infini} est exactement le complémentaire de E , et d’aprés la [Proposition 1.1,
on obtient la proposition suivante :
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FIGURE 2 — Arbre binaire enraciné et arbre binaire complet.

Proposition 1.2. La probabilité de percolation sur T au temps t est
ét = P(|C~’®,t‘ =00) =1-P(Ex)

o, te o,
-3 teld,

]
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1.2.3 Cas d’un arbre binaire

On fixe un sommet () dans T comme étant la racine. Les différents niveaux
selon la distance a () existent encore. Soit Cjy, 'amas de () au temps ¢. Soient

v1, v2 et vz les voisins de (). On peut voir que () admet 3 arbres-fils, chacun est
un arbre binaire enraciné en v;. Notons

Vit = {v; est relié a ) au temps ¢}
N{v; est la racine d’un amas infini au temps ¢}, i € {1,2,3}.

Tous les six événements sont indépendants. L’événement {|Cy ;| = oo} est exac-
tement la réunion de V; ;. Alors on a

Proposition 1.3. La probabilité de percolation sur T au temps t est

0; = P(|Cpy| = 00) =P(Vi,, UVo, UVsy)

1.3 La loi des amas
Dans T un arbre binaire complet, on a le lemme suivant :

Lemme 1.1. Soit S un sous-arbre fini de T et 0S l’ensemble des arétes qui
sont au bord de S

0S ={ee (T\S)]|e est incidente ¢ un sommet de S}



Alors
|0S] = |S| + 3.

Démonstration. On peut facilement le démontrer par récurrence sur le cardinal
de S : pour S = (, S admet bien 3 arétes au bord. Pour S un sous-arbre de
cardinal m > 1, on choisit une aréte e de S qui est adjacente & deux arétes eq, es
qui sont dans 8S. Par récurrence, S’ = S\ {e} admet m + 2 arétes au bord, en
comptant e. On a 95 = 85" U{ey,ea} \ {e}. Donc |0S|=m+3=1|S|+3. O

1.3.1 L’amas fini
D’aprés le Cemme T, on a la proposition suivante

Proposition 1.4. Soit S un sous-arbre fini contenant (). Alors

P(Cy,=5)=P (Ve €S,eeCyy;VeedSed C@yt)
= 1911 — 15143,

Posons x; = E|Cy ;| 'espérance de la taille de 'amas Cp, (la taille signifie
toujours le nombre d’arétes dans un arbre). On a immédiatement que y; = oo
pour ¢ > 1/2. Pour ¢t < 1/2,

3t
=) 3.l =
Xt 7; 1— 2

Et donc xq/2 = oo.

On calcule le nombre a,, de sous-arbres de taille n. Les nombres de Catalan
C, = n%rl (2:) comptent le nombre d’arbres binaires de taille n — 1 (notamment
le nombre de sous-arbres de taille n — 1 contenant () dans I’arbre binaire enraciné

n

T). De plus, C,, vérifient la formule de récurrence Cy, 1 = > C;C, ;.
i=0

i=

On choisit deux branches (deux arbres-fils) de () dans T' qui forment un arbre
enraciné Tl, et on considére la troisiéme comme un autre arbre Tg enraciné
en vz attaché avec une aréte ({),v3). Les sous-arbres de T ne contenant pas
(B, v3) correspondent aux sous-arbres de taille n de T:. Les sous-arbres de T
contenant ((),v3) induisent deux sous-arbres dans Tl et Tg, de tailles n — k — 1
et k respectivement. Alors le nombre a,, de sous-arbres de taille n est :

an = Unp41 +(Cn01 ++Clcn)

- n+2 — C’n+1

:ni3(2ng2>' (1)

3 [2n+2)\,, .
P(Chal =) = (") o

Donc



P(|Cy1[=n)~n =% quand n — oo.
On donne ici un lemme utile :
Lemme 1.2. Pourt € [0,1/2],

> an(n+3)t"(1—t)" =

n>0

3
(1—20)(1—1)2

Démonstration. On considére la série de Taylor de 1/4/1 — 42 en 0 qui est va-
lable sur [0,1/4] :

IWI— T =Y < 1/2) gz =Y (2;‘);&

n>0 n>0

Alors

S a4 0 g(znm) .

n>0
2n+3 2n+ 2\, ,
( - )z
n+1 n+1

I

w
3
i
o

_1
= (2—2 (1/\/1—433—1—2,7:)—7 (1/vV1 -4z —1)).
Posons « = t(1 — t), on obtient I'égalité que l'on veut. O

1.3.2 L’amas critique conditionné a étre infini

Maintenant on considére la forme d’un amas infini. On s’intéresse en parti-
culier au cas critique ¢t = 1. Comme dans ce cas, P(|Cp /2| = 00) = 0, on ne
peut pas parler directement de la loi d’un amas critique (i.e. amas au temps
critique 1/2) conditionné a étre infini. Néanmoins, il existe deux fagons de lui
donner un sens, comme établi dans [8]. La premiére est de considérer la limite de
la loi d’'un amas conditionné & étre relié avec le n-iéme niveau, lorsque n — oo.
Cette méthode marche en fait pour tout ¢ < % La deuxiéme est de considérer la
limite de la loi d’un amas sur-critique (¢ > %) conditionné & étre infini, lorsque
tl % On va voir que ces deux méthodes permettent de définir la méme loi.

Le premier traitement

On regarde I'amas Cp /2. Comme on a distingué un sommet (), tous les
sommets alors se classent en différents niveaux selon leur distance de (). Le n-
iéme niveau a 3 - 2"~ sommets, et les n premiers niveaux ({) inclus) ont en
totalité 3 - 2" — 2 sommets et 3 - 2" — 3 arétes. On note

A, = {Il existe un chemin dans Cp ;o de @) vers le n-iéme niveau}.

L’événement {|Cp /2| = oo} est la limite de {4, } quand n tend vers co. Donc
on calcule la limite faible
lim P{-| A,}.

n— oo



Pour un événement cylindrique F, c’est-a-dire un événement qui peut étre dé-
terminé par un nombre fini d’arétes (on suppose que ce sont des arétes dans
les premiers m niveaux). Il existe 232" 3 configurations différentes de toutes
les arétes dans les m premiers niveaux, notées (K;)ier, I = {1,2,...,232" =3},
(K;)ier est une partition de 'espace total. Soit J 1’ensemble d’indices j tels que
K soit contenue dans E. On a E = |J Kj, c’est une partition de E.
JET
Pour chaque Kj;, on note k; le nombre de chemins dans Cy 1,y de 0 vers

le m-iéme niveau. On note Q,, = > k; la variable aléatoire qui dénombre les
iel
chemins de () vers le m-iéme niveau. Alors
P(K;))P(A, | K,
pna, I PP

P(E[An) =

Donc pour n > m,

P(A, | K;) = P(Au moins un des k; chemins atteint le n-iéme niveau | K;)
=1 — P(Un chemin n’atteint pas le n-iéme niveau)*
(1= P(Za > )
=kiPp_m +0(Po—m),

ou Py, =P(Z,—yn > 1) — 0 quand n — o0. Ici on a utilisé le fait que, comme
T est un arbre, les extrémités de deux chemins distincts sont forcément distinctes
(et donc les probabilités qu’ils atteignent un certain niveau sont indépendantes).
Donc

(]%:J P(K;j)kj) Pom + 0o(Pn—m)
(ZEZI P(K;)ki)Prm + 0(Pn—m)
> P(K;)k;

el

P(E | An) =

quand n — oo.

On a obtenu

Proposition 1.5. Soit E un événement cylindrique, m, K;, et Q,, définis
comme précédemment, alors

lim P(E| A,) = JEIP(Kj)kj ~ E[Qn - 1g]
v YN P(K)ki E[Qn)]
el

On remarque que [’égalité est vraie pour tout m assez grand.



Cela définit une mesure de probabilité sur 1'espace §2 entier, qui est portée
par {|Cp,1/2| = oo} et est donc singuliére a la probabilité P.

Le deuxiéme traitement
Maintenant, on considére la limite

lim P(-| |Cy4| = o).
i, (-] 1Cp,¢| = o0)

Elle est bien définie car la probabilité de la percolation sur un arbre binaire
P(|Cy.| = 00) = 6

est non-nulle pour ¢ > 1/2.

Pour F un événement cylindrique, notons (K;);c; les événements définis
précédemment. Pour K;, la probabilité que Cy ne soit pas infini est (1 — 9;)’“
Alors on a

P(E,[Cp.| = 00) = 1> P(K;)(1—6;)"

jeJ
=Y P(K;)k;6: + o(0y)

JjeJ

et

P( 00) =1-Y P(K;)(1— )"

el
= > P(K)kif; + o(0y).

i€l
Comme 6; — 0 quand ¢ — %, on a

Proposition 1.6. Soit E un événement cylindrique, m, K;, et Q,, définis
comme précédemment, alors

) P(E,[Cy | = o0)
FE):= lim P(E | |Cy | = 00) = lim .
n(E) Jm, (£ | 1Co.ql ) AT TP (Ch| = 20)

Z P(Kj)kj
_ jeJ _ [ m " 1E]
%P(Ki)ki E[Q.]

Cette limite coincide avec la limite précédente, et permet de définir la me-
sure de probabilité p sur 'espace €2 entier.

Maintenant on va considérer Cy 1/ = C' comme un arbre aléatoire (c’est-a-
dire une variable aléatoire qui prend des arbres comme valeurs). On s’intéresse
a la mesure image de u par C, ce que l'on appelle la loi d’'un amas critique
conditionné a étre infini (qui est une mesure de probabilité sur I'ensemble des
arbres). On va calculer explicitement cette loi.



Proposition 1.7 (La loi d’un amas critique conditionné a étre infini). Soit S
un sous-arbre fini, contenant (), avec |S| =n, alors

n—+3

p(Scc)= 3 on"

Démonstration. On a E[Z,,] = 1 pour tout m > 1. Donc
3
E[Qm] =3(1/2-0+1/2-E[Z,]) = 5 pour tout m > 1.

Soit S un sous-arbre contenant ), avec |\S| = n. On va calculer E[Q,, - 15| pour
E={ScC}etm>n.

La probabilité que S C C est (1/2)™. D’aprés le Cemme T, S admet n + 3
arétes au bords. Pour chaque e = (u,v) € 05 avec u dans le [-iéme niveau,
Pespérance du nombre de chemin de u vers le m-iéme niveau est 1/2-0+1/2 -
E[Z,,—i] = 1/2. Donc

E[Qn 15| =P(SC C)E[Qn | S C (]

:P(SCC)Z%

e€dS
~n+3
- 2n+1 .
On a bien E ) 3
() = P Lel 0t

EQm] — 3-27

On cherche une autre description de la loi de C.

Proposition 1.8. Fizons un sommet () comme étant la racine. Construisons
un arbre aléatoire C*° de la maniére suivante :

— On choisit un chemin Voo infini enraciné en O au hasard uniformément
parmi tous les chemins possibles ;

— On ajoute & Yoo Sa composante connezxe dans la percolation de paramétre
1/2 (i.e. toute autre aréte est présente avec probabilité 1/2 et on prend
Pamas de vs0).

Alors, Uarbre C*° suit la méme loi que C.

Démonstration. On vérifie que pour tout S sous-arbre fini contenant () de taille
n?
oy N+ 3
P(ScC™) = 3 on
Soit m > n, il y a 3-2™~! sommets dans le m-iéme niveau. Pour chaque tel
sommet v, la probabilité que v, passe par v est 32% Soit v, le chemin entre
() et v. Alors il contient une unique aréte e, dans 9S. Inversement, pour e € 95




dans le l-iéme niveau, il y a 2™~ tels sommets v avec 7, contenant e. De plus
[voNS|=1-1, |S\ 7| =n—1+1. Alors

e€S\ vy
1 1
— 2m—l7 “\n—I+1
Z 3 . 2m—1 (2)
ecodS
~n+3
3.2

O

L’amas infini Cp /2 a donc la forme d’un chemin infini enraciné en un som-
met, avec des branches finies qui lui sont attachées, qui sont des amas finis
au temps % d’un processus de percolation sur un arbre binaire enraciné. On
Iappelle un arbre infini avec un bout.

On va revoir cette loi plus loin.
Remarque 1.1. Comme on a remarqué, le premier traitement marche pour tout
t< i
— On peut vérifier qu’il nous donne une mesure de probabilité p; portée
par {|Cp | = oo} :

E[Qm t 1E]
p(E) = —==——,
' E[Qm,t]
ol Q¢ signifie le nombre de chemins de () vers le m-iéme niveau au

temps ¢;
— On peut voir Cy; = C; comme un arbre aléatoire, et obtenir la loi d'un
amas sous-critique conditionné & étre infini. Cette loi est donnée par
tr L1
Mt(SCCt):§ Z(*)e )

2t
e€osS

ou les [, est la profondeur de e € 95 ;

— (Cest aussi la loi de C¢°, I'arbre infini avec un bout, qui est défini d’abord
en choisissant uniformément un chemin infini enraciné en (), puis en lui
ajoutant sa composante connexe dans la percolation de paramétre t.

1.4 Le temps de percolation

Une aréte e entre dans un amas infini & un certain temps Z. € [1/2,1]. De
méme, pour un sommet v, on définit W, le temps ot v entre dans un amas infini.
On va étudier les lois de Z et W (elles sont invariantes par automorphismes de
7).

Etudions un cas plus simple. Soit 7" = (V’, E’) 'arbre binaire enraciné o on
distingue une racine () qui a degré 1 et les autres sommets ont degré 3. Notons e
Paréte a la racine, et e, e; ses deux enfants. T” est isomorphe a des sous-arbres

10



de T. On considére la restriction du processus sur 7" et note Y le temps ou e
entre dans un amas infini. On a

Y. = max(U,, min(Ye,, Ye,))-

On a
PY>t)=PU>t)+PU <t) - P(Y >1t)2

Donc P(Y > t) =+ —1oul. Si P(Y =¢) > 0 pour un ¢ €]1/2,1], on a
PY =t)=PU<t)-2PY =t)P(Y >1), P(Y > t) = 5, t =1/2 ¢]1/2,1].
Donc la loi de Y est non-atomique au moins sur ]1/2,1], et P(Y > ¢) = 1+ — 1
pour Vt € [1/2,1]. Alors Y a la densité

1 1
fr(t)= 7 sur [5,1

!

Pour T un arbre binaire infini, chaque aréte e peut étre identifiée avec deux
arétes orientées € et ‘. Soit E l'ensemble des arétes orientées. On pose Us =
U« = U,. Pour une aréte orientée e = (v,w), on dit qu’elle a deux enfants de
la forme (w,w) et (w,ws).

Pour une aréte € = (v,w) orientée, on a un sous-arbre isomorphe a T’
enraciné en v contenant e. Notons Y- le temps ou ¢ entre dans un amas infini.

Elle a la densité fy. On a
Z. =min(Y2,Ys),

alors Z, a la densité
2(1—1t) 1
fZ(t) = T sur [57 1]

De méme, pour un sommet v, W, est le temps o1 v entre dans un amas infini.
Notons les €; = (v,w;) les trois arétes incidentes & v orientées en s’éloignant
de v. Alors

W, = min(Y7 ,Y2,,Y2,)

€191 €9
et W, a la densité

3(1—1)2 1

fw) = " sur [5, 1]. (2)

On étudie deux maniéres essentiellement différentes pour un amas de devenir
infini.

Le premier cas

Pour un sommet (), on a défini Cyp = Cy, C B, = {e | U. < t} comme
étant I’amas contenant () au temps ¢t. On pose Cp,~ celui contenant () dans
B;- ={e | U. < t}. On définit W comme le temps ot Cy devient infini.

Proposition 1.9.
P(|Cow-| <oo|W)=1.

11



Démonstration. Posons Epyqaq = {W € [t,t + dt],|Cyw-| < oo}. Pour S un
sous-arbre fini de taille n. Définissons I’événement

Epivan,s = AW € [t,t +dt],Cyw- = S},

Cet événement équivaut a : Ve € S, U, < t,Ve € 05,U, > t, de plus, il existe
au moins une e = (v,w) € 95, telle que U, € [t,t + dt], et w est la racine d’'un
amas infini au temps ¢. Donc

P (B sray,s) =t"(1— )" — (L—t —dt - 6,)""®)
=t""2(1 — )" (n + 3)(2t — 1)dt.
On a

E[t t+dt] Z P( E[t t+dt],

= Z ant" (1 — )" 2(n 4 3)(2t — 1)dt
n>0

3(1—1t)2
== Tdt,

ici a,, est le nombre de sous-arbres de taille n, calculé dans (), et on a utilisé
le Cemme T9. En comparant avec (B), on a

P(Ejt1an) = fw(t)dt = P(W € [t,t + dt]).

Donc
P(Cor| < o0 | W) =1.

O

Dans ce cas, soit W le temps o le sommet () entre dans un amas infini.
L’amas C reste fini jusqu’au temps W™, et au temps W, une nouvelle aréte le
relie avec un amas déja infini.

Le deuxiéme cas
Maintenant, on regarde un autre cas, celui ou Cj 1 est conditionné & étre
infini, i.e. on se place sous la loi u. On affirme que

Proposition 1.10. Pour tout € €]0,1/2], l’'amas au temps % — ¢ est fini,

u(|Cy s | < 00) = 1.

En revanche, l'amas au temps %7 est infini,
(ICy 4| < 50) =0.

Donc dans ce cas, Cp; devient infini au temps , mais C(Z) 1= est déja infini.

C’est-a-dire ’amas "croit vers I'infini", d’'une maniére quahtatlvement différente
de la précédente.

12



Démonstration de la [Proposttion 1.10. Soit ¢ €]0,1/2]. Pour S un sous-arbre

fini,
_ E[Qn-15] _ E[Qu|E]P(E)

Cpri_.=8 =
/j‘( 0,5—¢ ) E[Qm] E[Qm]
On suit la démonstration de la [Proposition 1.4. D’abord E[Q,,] = % pour m > 1.
D’aprés la Proposition 1.4, pour un amas fini,
P C o S o 1 n 1 n+3
(Coge=8) = (53— O(5 +o)"™

Pour chaque e = (u,v) € 05 avec u dans le [-iéme niveau, comme U, est dans
[1/2 — €,1], Vespérance du nombre de chemin de u vers le m-iéme niveau est

£ -0+ = E[Zm—l} =

T/ore Toge . Donc

_e
1/2+¢

(n+3)ﬁ(% — 5)”(% +€)n+3
3/2 '

n(Cyy .= 9)=

Alors

ici on a utilisé le Cemme T2 pour ¢t = % — €.

Pour t = 17, on a aussi

C,,1-=8)= —— """,
MGy == g,
Mais pour que @,, > 1 quand t = % dans I’événement F = {007%7 = S}, il faut

que au moins l'une des arétes e dans 9S vérifie U, = % Donc la probabilité est
07 E[Qm‘E] = 0, et donc
#(Cy 1 -1 < 00) = 0.

2 Percolation gelée sur un arbre binaire

2.1 Introduction et heuristique

Soit T=(V,E) larbre binaire infini, ou chaque sommet a degré 3. Soient
(U, e € E) des variables aléatoires indépendantes identiques de loi uniforme sur
[0,1]. Poser By = {e : U, < 1} donne le processus de percolation (B, 0 <t < 1)
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décrit précédemment. On va étudier un autre processus celui de percolation ge-
lée, décrit informellement par les (A; C E,0 <t < 1) tels que :

Ag est vide et pour tout e € E , au temps t = U, poser Ay = A;— U {e} si
chaque sommet de e est dans un amas fini de A;—, sinon poser Ay = Ay (*)
On a vu I' D ) que By est fini pour t < %, donc tout processus
satisfaisant (*) doit avoir A; = B; pour ¢t < % et Ay C By pour t > % Qualita-
tivement, les amas de ce processus grossissent jusqu’a devenir infinis mais sont
alors gelées et plus aucune aréte ne leur est ajoutée. A l'instant final, A; est
une forét aléatoire sur T avec des amas finis et infinis, tel quel deux amas finis
ne sont jamais séparés par une seule aréte (ne sont jamais & distance 1 I'un de
lautre). Rigoureusement, il n’est pas clair que (*) spécifie un processus unique,
car il n’y a pas de critére apparent simple en fonction des U, qui permet de dire
si une aréte e rejoint AUf a l'instant U,. Dans la sous-section 2.2 on démontre
le théoréme de construction suivant qui 'affirme :

Théoréme 2.1. I existe une loi jointe pour (A:,0 <t <1) et (Ue,e € E) telle
que (*) est vérifié et cette loi est invariante par automorphismes de T.

On va d’abord montrer quelques propriétés simples de ce processus et quelques
résultats préliminaires qui serviront & la construction.

Proposition 2.1. Pour e aréte et v sommet fixés :

(a) P (amas contenant e devient infini dans [t t+dt])= 4t4 avec % <t<1

(b) P(amas contenant v devient mﬁm dans [t t+dt] g‘tif avec + <t <1

(c) P(e dans un amas mﬁm de A1)= P(e dans un amas ﬁm de Ay)=1¢ et
P(e n'est pas dans Ay )=1L

(d) P(v dans un amas mﬁm de Ay)=1 , P(v dans un amas fini de A,)=2 et
P(v n'est pas dans A1)=¢g;

12’

On a d’abord besoin d’une relation de récurrence de lois aléatoires qui

permettra de prouver la P [ et servira pour la construction. Soit
I=[31U{cc} et ®:1x]0, 1] HIdeﬁmepar

O(z,u)=xsiz>uet ®(r,u) =0c0siz<u
Définissons une loi de probabilités v sur I par :

dy .1
v(dy) = 22 si 5
Ou de maniére équivalente par :

V(y,oo]:%siégygl

Sy<Tet vloo) =3 g

Considérons la propriété suivante pour une loi de probabilité psur1:si (Y, Y, U)
sont indépendantes, chaque Y; ayant loi p et U ayant loi uniforme sur [0,1],

alors ®(min(Y1,Y2),U) a loi p. (4)
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Lemme 2.1. Soit u une loi de probabilité sur I qui est non-atomique sur [%, 1].
Alors 11 a la propriété (B) si et seulement si pour un certain % <zo <1,

p(dz) = £, %<x§xo;u(oo):E.
Démonstration. p a propriété (@) ssi ®(min(Yy,Y2),U) aloi p, on Y1,Ys ~ p et
U a loi uniforme sur [0,1]. Donc p a propriété (@) ssi F sa fonction de répartition
satisfait :

F(z) = P(U < min(Y,Y>2) < z) pour tout x dans [1,1]

Comme p n’a pas d’atomes ceci équivaut a :

dF(z) = 2z(1 — F(z))dF(z) pour tout x dans [1,1]

En effet,

1
PU <) <) = [ [ Licontmenp(dinntd)d:
I 0

1

[\
m\»—A\

1
M(dyl)/ M(dy2)/ ey, <aydt
IN[y1,00] 0

1 1
= 2/ u(dyl)l{ylsz}/ u(dyz)/ Lit<y,ydt
N[y1,00] 0

I

=

x x

yuia(fon, co))(dyy) = 2 / (1= Fly))u(dyn)

= 2

—

[N

2

donc d(P(U < min(Y1,Ys) < z)) = 22(1 — F(z))dF(z) (1 n’a pas d’atomes =
P(Y; =Y3) = 0). Finalement, u satisfait la propriété (@) équivaut a :

F(z)=1— 4 sur [, 1] N support ()

donc [3,1] N support(u) doit étre de la forme [$, 2] car 1 — 5= est strictement
croissante et ;1 n’a pas d’atomes dans [%7 xo] et F est la fonction de répartition
de la loi décrite dans le lemme. En reversant ’argument on montre qu'une telle

loi de probabilité satisfait la propriété (@). O

Supposons le processus de percolation gelée défini avec les propriétés d’in-
variance et d’indépendance. On considére T’=(V’,E’) larbre binaire enraciné
ol une racine a degré 1 et les autres sommets ont degré 3. T’ est isomorphe a
des sous-arbres de T, ol on distingue un sommet et on supprime deux des trois
sous-arbres dont il peut étre la racine. Pour (U., e € E’) des variables aléatoires
indépendantes de loi uniforme sur [0,1], on considére le processus de percolation
gelée sur T°. Appelons e’ aréte incidente & la racine, v’ 'unique voisin de la
racine et e, eg les deux autres arétes incidentes a v’. Soient Y le temps auquel
Pamas contenant e’ devient infini (avec Y = oo si cela n’arrive pas), T} le sous-
arbre isomorphe & T’ de racine v’ et contenant e, T4 le sous-arbre isomorphe a
T’ de racine v’ et contenant es, Y7 le temps auquel 'amas contenant e; devient
infini et Y5 le temps auquel ’amas contenant ey devient infini. Donc v’ devient
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infini (rejoint un amas infini) au temps min(Y7,Y2). A ce moment, si e’ est déja
apparu, i.e. si Uy < min(Y7, Y3), alors au temps Uy, les amas des extrémité de e’
sont finis et Ay, = {€'} U Ay~ Notons qu'il est possible que min(Y1,Y3) = oo
si v’ reste dans un amas fini ejusqu’au temps 1, auquel cas systématiquement
Ay, = {e'} UAy-. Sinon (ie. si Us > min(Y1,Y2)), Ay, = Ay et € ¢ Ay

Ceci veut exactement dire :
Y = ®(min(Y1,Y32), Ue) (5)

Comme Ty, T} sont isomorphes & T’, on a que Y1, Ys et Y ont la méme loi, cette
loi satisfait donc la condition (@). On admet ici que cette loi est non-atomique
et qu’elle est portée sur [1/2,1] tout entier. D’aprés le Cemme 2710, il s’agit de
la loi (B). On peut maintenant faire les calculs pour prouver la [Proposition 2.1

Démonstration de la [Proposition 2.1. On considére le processus de percolation
gelée sur T. Fixons une aréte e et soit Z le temps auquel ’amas contenant e
devient infini (Z = oo si cela n’arrive jamais). Appelons ey, es, e3,e4 les arétes
adjacentes a e, T1, T4, T4, T, les sous-arbres isomorphes & T (avec T contient
e; et e; est la seule aréte adjacente & la racine dans T7}). Soit Y;,i = 1,2,3,4,
le temps auquel e; entre dans un amas infini du processus de percolation gelée
restreint & 7/. On a que Y; a la loi (B), notée v, pour tout i=1,2,3,4. Alors on
a:
Z =min(Y1,Ys,Y3,Yy) si U, < min(Y1,Y,Y3,Yy) et Z = o0 sinon

On va alors obtenir le point (a), i.e. la densité fz de Z sur [3,1] :
fz(x) =z x 43—;y3(z,oo] = 4xﬁ(%)3 = ﬁ

En effet, Z est a valeurs dans I, & densité dans [1,1] et

1
[ s 0. 501 v s )
1
:4/1 V(dyl)/(ln[yl,oo])3,/o f(y1)1{m<y1}dxu(dyg)u(dy3)y(dy4)
=af v [ s i)
=4[ I ot

Ceci prouve le point (a). On a alors :

P(e dans un amas infini de 4;)=P(Z < 1) = [, e = L.
2
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On a aussi que I'événement {e dans un amas fini de A;} est égal a 1’événe-
ment {Y; = co, i = 1,2,3,4}. Et la probabilité du deuxiéme événement est

vt(c0) = (5)4 =% Ceci prouve le point (c) car les événements considérés

forment une partition de I’espace de probabilité.

Fixons maintenant un sommet v. Soient eq,es,e3 les arétes incidentes a v,
T, T3, T4 les sous-arbres isomorphes a T’ avec v pour racine et e; comme seule
aréte incidente a la racine dans T et Y;, i=1,2,3, le temps auquel, en percolation
gelée sur T, 'amas contenant e; devient infini. Alors en percolation gelée sur
T, v rejoint un amas infini au temps min(Yy, Ys, ¥3). Comme les Y; ont la loi v
décrite en (B), la densité de ce minimum est :

L)2 — 824

3%V2(y700] = %(E

car par un calcul similaire
fmin (Y, Ya, Yo)u(dyn v dyev(dy) = 3 [
(3

3 / F)2 (ool (dyn).

PR

I3

iy

Ceci prouve le point (b). De plus,

P(v dans un amas infini de 4;)=1— P3(Y =o00)=1—(3)* =

De méme, P(v dans aucun amas de A;)=¢>, oll q est la probabilité, en perco-
lation gelée sur T’, que 'aréte e’ incidente & la racine n’est pas dans A;. Avec
les notations de (8) :

1 1
1 1
q=PU,s > min(Y1,Ys)) = / P(min(Y;,Ys) < z)dx = / (1-— (?)2)@ =7
1 1 x
2 2
donc P(v dans aucun amas de A;)=(3)% = & et le point (d) est prouvé car les
événements considérés forment une partition de l’espace de probabilité. O

2.2 Construction

Rappelons que T=(V,E) est l’arbre binaire infini et (U, e € F) des variables
aléatoires indépendantes de loi uniforme sur [0,1]. Chaque aréte e peut étre iden-
tifie avec deux arétes orientées € et ‘e. Soit E I'ensemble des arétes orientées.
On définit Up = Us = U,. Pour une aréte orientée ¢ = (v,w), on dit qu’elle a
deux enfants de la forme (w, a) et (w,b). Rappelons que v est la loi définie en (B).

ﬁ) qui est inva-

«
CeE

Lemme 2.2. [l existe une loi jointe pour ((U—z,Y=)
t e

e
riante par automorphisme de T et telle que pour tou €

Y2 aloiv
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Yo = ®(min(Yz, Yz), Uz) pes. (6)
o e—f et 6—2> sont les enfants de e.

Démonstration. Fixons une aréte non-orientée eg et h un entier > 1. Soit E<h

I’ensemble des arétes orientées dont la distance a ey est au plus h. Soit ﬁh
I’ensemble des arétes orientés dont la distance & eg est exactement h et qui sont

orientées en s’éloignant de ep. Soient (Y=, s Bh) des variables aléatoires
indépendantes de (U—, € € E) ayant chacune loi v.

On utilise la relation (B) pour définir Y= pour ¢ € ﬁgh. Le Cemme 2 assure
alors que chaque Y= a loi v. Soit juy, la loi jointe des (Uw,Y=) : € € ﬁgh).
Quand h croit, les lois u sont consistances grace au CLemme 2711, En effet, pour
construire pp+1, on définit les mémes Y- pour e <p que pour construire
[th- fths1 est donc une loi jointe de pp, et des (U—w,Y=) : € € Epp1) et on a
fihi1(A X E) = pup(A), ot E est Pespace de valeurs de ((U—,Y=) : € € Ehﬂ)
et A ensemble mesurable de I'espace des valeurs de (Uw,Y=) : € € E<p). Le
théoréme d’extension de Kolmogorov établit I'existence d’une loi jointe unique
pour (U=,Y=), e € ﬁ) Veérifier I'invariance est direct car les Uw et les Y=
ont toutes les mémes lois. O

Notons D(€) I'ensemble contenant € et ses descendants considérés comme
des arétes non-orientées. Les Y= étant indépendantes des U—, qui sont indé-
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pendantes entre elles et Y= dépendant uniquement des Y7 telles que ? est un

descendant de € par la formule (B), la propriété suivante d’indépendance tient :

Proposition 2.2. Pouri > 1, soient f; 1, fi2,... € E et 671),67,2), .. € E Soit
D; = UjD(eT’;-) U{fi1, fiz2,...}. Siles ensembles D; sont disjoints quand i varie
alors les tribus U(YST;, Uy, ;»J > 1) sont indépendantes quand i varie.

Supposons Y- < 1. Alors exactement un enfant de @ a Y-valeur égale a
Y~ (car lois & densité sur [1,1]). Récursivement, & @ est associé un rayon infini
e = ?, e_f, ... tel que Yz = Y% pour tout ¢ > 0. On peut maintenant énoncer
la construction du processus de percolation gelée. Pour une aréte non-orientée
e, notons 9({e}) ensemble des quatre arétes adjacentes a e, chacune orientée

en s’éloignant de e. Définissons :
Ay ={e€E : U, <min(Yy, ¢ € 9({e}))}

Puis :
AtZ{BEAllUESt},OSt<1 (7)

(A¢) hérite la propriété d’invariance par automorphismes de T de (Yz) et e
ne peut rejoindre le processus (A;, 0 < t < 1) qu’a Uinstant U,. Pour prouver
le Mheéaréme 271 de construction on a besoin d’un résultat supplémentaire. On
dit qu'un sommet v percole & 'instant t si v est dans un amas infini de A;, i.e.
si il existe un rayon infini vy = v, v1, va, ... tel que (v;, v;41) € A; pour tout i > 0.

Proposition 2.3. Soit t < 1, un sommet v percole a l'instant t si et seulement
sit > min(Yg,Yg, Yz) o e_f, e_2>, e sont les arétes incidentes a v dirigées en

s’éloignant de v.

En admettant ce résultat pour le moment, fixons une aréte non-orientée et
soit I'instant ¢ = U, < 1. Soit & = (v, w) une orientation de e. Par la formule
(B), Y> > t. Par la [Proposition 2.3, v est dans un amas fini & Uinstant t si et

seulement si ¢ < min(Yz;,Yz) ou €3, € sont les deux autres arétes incidentes a

v orientées en s’éloignant de v. En appliquant le méme argument & w, on voit
que la propriété :

les deux sommets de e sont dans un amas fini a 'instant t (condition (*))
est équivalente a la propriété :
t <min(Ye : e € 9({e}))

Ainsi le critére (@), qui détermine si e rejoint le processus de percolation gelée
(A), est équivalent a la régle (*), ce qui établit le Théoréme 21. Pour prouver
la [Proposition 2.3, on a besoin d’une série de lemmes.

Lemme 2.3. Soit e_g> enfant de e_f. Si ey (aréte non-orientée correspondant a
e_f) est dans Ay, alors Yo < Yg.
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Démonstration. Soit e; l'autre enfant de 61 D’aprés la formule (B
®(min(Yz,Yz;),Ug). Et donc Yz > Y implique min(Yg;, Yz) < Uz mais

eza €2’
alors e{ n’est pas dans Aj. O

Lemme 2.4. Sit < Yo ett < 1 alors il n’y a pas de rayon infini d’arétes
commengant par € dans As.

Démonstration. On fixe t < to < 1 et un chemin fini e_0> = ?,e_f,e_g),...,a,).

Considérons I'événement D = {Y2 >ty et e; € A; V0 < i < h}. SiD est réalisé,
alors e;_1 € Ay pour 1 < < h, ce qui implique U,,_, < min(Yz, Y?) ou 71) est
Pautre enfant de &1 (par le Cemme23) et donc Y= = min(Yz, Y?) Aussi,
si D est réalisé, on a Yo > to et donc en appliquant le Cemme 23 plusieurs
fois, Yz— > t3. Donc de la relation (B) (Yz— = min(Yz, Y?)) on déduit que
Y—> >ty et

P(D) <P(U,, <t, Yy >ty 1<i<h)

Par la d’indépendance, les variables aléatoires U,, et Y? dans
la formule ci-dessus sont indépendantes (les arétes et leurs descendants ne se
rencontrent pas) et comme Y7> a loi v on obtient :

En sommant sur tous les 2" chemins possibles de longueur h, on trouve :

P (Y= > t5, 3 un chemin de longueur h dans A; commencant par €) < (i)h

Si h — oo,
P(Y— > t5, 3 un chemin infini dans A, commencant par €) = 0

Faire to \ t établit le lemme. O

Rappelons I’énoncé de la :t < 1, v percole & l'instant t ssi

t> mm(YGﬁ, Yoz, Yo ) ol eﬁ?, eﬁ?, (ﬂ sont les arétes incidentes a v dirigés en
s’éloignant de v. Le m établit : si t < m1n(Y—> Yo, Y=o ett < 1

et Yo [2]7 ~ €[3]
alors v ne percole pas a U'instant t. Le lemme suivant etabht l’autre sens :

Lemme 2.5. Sit = Yep < min(Yg, Yay) alors v percole a Uinstant t via

laréte 6[1].

Démonstration. On peut prendre ¢ < 1. Comme Yeﬁ < 1, en appliquant la for-
mule (B) récursivement, on obtient qu’il existe un rayon infini e = ejﬁ ,e35,e3, ...

tel que :

Ug<t=Ygz,i>1 (8)
t=Yy <Yy, i>2 9)

_>
ou f; est 'autre enfant de e;_1. On veut montrer que e_} € A; pour tout j > 1.
Pour j > 2, ceci équivaut & montrer que :
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Uz < min(Yz— Y—> Y—> YY)

+17

Yo— Y—> Y—> satisfont (B) et (H). Il suffit donc de montrer que :

e
Si ceci n’est pas vérifié pour un j minimal, on a que Yg&— = ' <t Sij>3,
par la formule (B), Yio = t' ou Yz— = t'. Mais Yi— = t' ne peut pas
J— j—
arriver par (H) et Yoo = t' ne peut pas arriver en appliquant le Cemme 23

récursivement. Si Yo = t' < t pour j = 2, alors la formule (B) implique
Yeﬁ t' ou Yeﬁ = t/, mais ceci est impossible par hypothése On a donc

a € A; pour tout j > 2. De méme, pour montrer que 6[1] € Ay, il suffit
de montrer que ¢ < min(Yz Y—> Y— Yﬁ) et cela est vrai d’aprés (H) et les

€5 e’

hypothéses du lemme. Ainsi le rayon infini ef = ‘Tﬁ , e_2>, e_3>, ... est dans A; et v

percole a l'instant t via (Tﬁ. O
Dans la Proposiftion 2.3, on a supposé t < 1. Un argument supplémentaire

(??) étend la conclusion de la proposition a t = 1 ce qui implique alors le ré-
sultat suivant :

Proposition 2.4. Poure € E, soit :
Ze =min(Yy : € € 0({e}))

Alors soit Z, = 0o et e & Ay, soit e rejoint le processus de percolation gelée a
linstant U, et son amas devient infini a Uinstant Z., ou U, < Z, < 1.

On justifie maintenant ’hypothése que 1'on a faite sur la loi de Y, a savoir
qu’elle est non-atomique et qu’elle est portée sur [1/2,1] tout entier. En fait,
grace au théoréme d’extension de Kolmogorov, toute loi vérifiant la propriété
(@) peut étre utilisée pour construire un processus de percolation gelée. Mais la
seule loi qui va donner les propriétés désirées, est celle que 'on a utilisée.

Si la loi de Y admet un atome en ¢, on va voir qu’une aréte € avec Yo =t
percole avant le temps t. Supposons P(Y =t) = . Notons P(Y > t) = p. On
ac=PU<t) (2e-p+e?), donc p = 5(1/t — €). Soit une aréte @ Veriﬁant
Yo = t. Pour U» <ty < t, on regarde un sous-arbre C' enraciné en ¢ dans
Ay, , formé par les enfants de @ dont la variable Y vaut ¢. On affirme que c’est
un processus de Galton-Watson : pour chaque aréte ¢ d’enfants e_f, €5 dans T,
en sachant qu’elle est dans 'arbre C, c’est-a-dire Uz <tg et Yz =t, on a

t
P(Ygz =t,Ygz>1)=P(Yg >t,Yg =t)=2ep-—=1—c¢t
€
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Alors

t t t
P(ej admet 1 enfant dans C') = (1 — &t) - ?O +et- 2?0(1 - 70)7

t
P (e} admet 2 enfants dans C) = et - (?0)2,

et on a 1
E(Nombre d’enfants) = tg - (; +e).

Alors, pour tg > (% + )71, d’aprés la propriété du processus Galton-Watson,
Parbre C' a une probabilité non-nulle d’étre infini. Donc il y a déja percolation
en @ avant le temps Yo =t

Si la loi est portée sur [1/2, zg] pour zy < 1, de la méme fagon, on peut voir
que pour une aréte ¢ avec Y2 = o0, il y a percolation en © en temps fini.

2.3 Forme des amas

Fixons eg € E et soit C; 'amas contenant ey dans A;, avec C; vide si eg
n’est pas dans A;. On a montré dans la que Cy est infini (resp.
fini non-vide, resp. vide) avec probabilité 1—72 (resp. %, resp. }l—;). On va étudier
la forme de C}, d’abord quand il est fini.

Pour un sous-arbre fini s de T, on note 9(s) 'ensemble des arétes de (F \ s) qui
sont adjacentes & une aréte de s, orientées en s’éloignant de s.

Lemme 2.6. Sont équivalents :
(i) s C Cy et Cy fini
(ii) Y= >t pour tout € € d(s) et U, <t pour tout e € s

Démonstration. Si (ii) vrai, en appliquant la formule (B) (Yo = ®(min(Yz, Yz), Uz)),
récursivement on trouve que Y- > ¢ pour toute orientation @ de toute aréte
e de s. Donc chaque e dans s entre dans le processus de percolation gelée (car
U, < t pour tout e dans s d’aprés (ii)) et donc s C (. Par la [Proposition 2.3,
aucun sommet de s n’est dans un amas infini de A;, donc C; doit étre fini.

Réciproquement, supposons (ii) faux. Soit il existe e dans s tel que U, > t et
donc s € Cy (car s € Ay) et (i) faux, soit il existe ? € 9(s) tel que Yo < t.
Dans ce cas, 7 doit avoir une aréte parent e telle que e dans s. Si (i) vrai alors
e € C; et le Cemme 23 implique Y7 < Y7 <tdonc Yz <t.La
implique alors qu’un sommet de e est dans un amas infini de A; ce qui contredit
dans (i) lassertion que C} est fini, d’ou (i) est faux. O

Considérons le processus de percolation ordinaire sur T et B 1 I’état critique
et notons B 'amas contenant ey dans B 1 sachant que ey est présent. On a la
proposition suivante :

22



Proposition 2.5. % <t < 1. Sachant que C; est fini non-vide, Cy a la méme
loi que B.

Démonstration. Soit s un sous-arbre fini de T contenant eg. On a :
P(s C B) = (5))! (10)
On va montrer :
P(s C Cy et Cy est fini) = (%)Card(s)wt*?’ (11)

Appliquer cette formule & s = {eg} donne :
P(C} est fini non vide) = (1)%~3
Combiner ces deux derniéres formules donne :

1
P(s C C, | C, fini non vide) = (5)%‘“‘(5*1 (12)

L’égalité entre (D) et () implique 1’égalité des lois par le lemme de classe mo-
notone (les tels s forment un II— systeme et leurs unions dénombrables donnent
tous les sous-arbres de B contenant €0). Montrons donc (Id). Le Cemme T

donne que card(9(s)) = card(s) + 3. D’aprés le lemme précédent :
P(sCCyet C, fini) = P(Yo >tV € cd(s)etU, <tVees)

1
— (7)card(s)+3tcard(s)
2t

— (%)card(s)+3t73

par indépendance dans le deuxiéme événement (Prop 2). O

On va maintenant étendre la a t=1. On avait besoin de t<1
dans le Cemme 274 pour montrer que si ¢t < Y2 et t < 1 alors il n’y a pas de
rayon infini d’arétes commengant par ¢ dans A;. On va montrer que les amas
infinis ne se forment pas a 'instant t=1.

Lemme 2.7. P(card(C;) < oo Vit < 1, card(Cy) = 00) =0

Démonstration. Comme un amas fini ne peut devenir plus grand qu’a un instant
de la forme U, pour une certaine e aréte adjacente & cet amas, on a :

P(card(C;) < k, card(Cy) = c0) < P(Up >t pour un certain @ € ﬁgk)
< (1- t)card(ﬁgk)

ol ng est ’ensemble des arétes orientées dont la distance a e est au plus k.
Aussi, par la :

P(k < card(Cy) < o0) < Pk < card(C;) < oo | 1 < card(C}) < o0)
= P(card(B) > k)

On a donc :
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P(card(Cy) < o0, card(C7) = o0) < ming(P(card(B) > k) + (1 — t)card(ﬁgk))
—> Oquand ¢ 1 1. O

On s’intéresse maintenant a la forme des amas infinis. Comme plus haut, on
fixe une aréte eg et on construit un arbre infini aléatoire C'*° ainsi : d’abord on
choisit uniformément au hasard un rayon infini

e1,e5,€3,... avec €] est une orientation de eq. (13)

On suppose que chaque aréte de ce rayon est présente avec probabilité 1 et que
chaque autre aréte de E est présente avec probabilité % (indépendamment). On
définit C*° comme l'amas d’arétes contenant ey dans cet arbre. En effet, par
la [Proposition 1.8, C*° correspond & 'amas qui contient eg dans le processus
de percolation ordinaire B; avec t > %, en conditionnant par que cet amas soit
infini, et ensuite en prenant une limite faible quand ¢ | % (i.e. Pamas critique
conditionné a étre infini, traité dans 1.3.2. On démontre ’égalité entre sa loi et
celle de C>° d’une autre maniére dans la [Proposition 2.6). Rappelons que C
est ’amas contenant ey dans ’état final A; du processus de percolation gelée.
Notons Z., pour le temps auquel ’amas contenant eg devient infini. On a que
lévénement {card(Cy) = oo} est 'événement {Z., < 1}.

Théoréme 2.2. En conditionnant par l’événement {card(C7) = oo}, C1 a la
méme loi que C'*° et est indépendant de Z., .

Ainsi la forme de C7 ne dépend pas de 'instant auquel C; devient infini. Pour
prouver le théoréme, on suit le plan de la démonstration de la [Proposition 2.3.
Soit s un sous-arbre fini de T contenant ey. Soit 27 une aréte orientée de s et
telle que aucun enfant de €, n’est dans s. On a que :

1
P(s C C™ et €] est dans le rayon infini (I3) de C™°) = (i)card(s) (14)

car, en notant d le nombre d’arétes de eg a e_*>, la probabilité que le rayon (I3)
commence par ce chemin est (3)? et la probabilité que les (card(s) — d) arétes

restantes de s soient dans Cu, est (5)card(®)=d,

Considérons maintenant C7. Comme dans la démonstration du Cemme 273, si
Ze, < 1, alors il existe un rayon infini e_f, e_2>, e_3>, ... ou e_f est une orientation de e,
tel que Yz = Z,, pour tout i > 1. Fixons un sous-arbre fini s et une aréte el
de s comme plus haut. Soit % <t < 1. On va montrer que ’événement :

s CCy, Ze, € [t,t+ dt] et &7 est dans le rayon infini €1, €3, €3, ... (15)

a probabilité (1)crd()(_L)dt. Par (@), ceci correspond a la probabilité du
méme événement pour la paire indépendante (par construction) (C°°,Z.,).
Alors le lemme de classe monotone identifie les lois jointes de (Ci,Z.,) et
(C*, Z.,) en conditionnant par {Z,, < 1}, ce qui prouve le théoréme.
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On a d’abord besoin d’'un critére pour savoir quand lévénement ([H) a lieu.
Rappelons que 9(s) est I’ensemble des arétes qui ne sont pas dans s et qui sont
adjacentes a s, orientées en s’éloignant de s.

Lemme 2.8. L’événement (I3) a lieu si et seulement si :
(i) Ue <t pour tout e € s

(it) min{Y= : € € d(s)} € [t,t + di]

(iii) le minimum dans (ii) est atteint pour un enfant de e,

Démonstration. Supposons (i), (i) et (iii) vérifiés et soit y = min{Y> : € €

d(s)} € [t,t+dt]. Soit E, I'ensemble des arétes de s orientées. Soit € € ES) avec
ses deux enfants en dehors de E; Par la relation de récurrence (B), si e =e
alors Y= = y et sinon Y> > y. Par récurrence en reculant a partir de la frontiére
- - = = =
de s, on a que Y > y pour les € € Eg qui ne sont pas sur le rayon ef, €3, e3, ...
(6_1> une orientation de eg) et Y= = y pour les @ qui sont dans ce rayon. Donc
e/ est dans le rayon ef, €3, €3, ..., Zey =y € [t,t +dt] et s C Ay par définition
de A; (U, <t < Y2 Ve € s) et donc s C C;. Réciproquement, supposons que
I'événement (IF) ait lieu. Alors (i) est immédiat. Aussi, Yz = Z,, pour tout e
dans le rayon et en particulier pour un enfant de 7, alors pour établir (ii) et
(iii) il suffit de montrer que

min{Y> : € € d(s)} >t

Si ceci est faux, Yo = y < t pour un certain € = (wy,ws) € d(s). Alors le
sommet w; entre dans un amas infini & ou avant linstant y. Mais € € d(s) donc
wi est un sommet de s et donc de C. Comme ’amas infini contenant w; ne peut
pas grandir aprés I'instant y, on a Z., <y < t, qui est une contradiction. O

Avec le Cemme g, la probabilité de I'événement (IH) est par indépendance :

tcard(s) % Card(a(s))#dt(%)card(a(s))fl % Card(28(s))

Comme card(9(s)) = card(s) + 3, ceci est égal a (3)°®r4(®) _L.dt comme néces-

saire pour prouver le [héaréme 279,

Proposition 2.6. C* et Cy conditionné a étre infini ont la méme distribution
que amas critique conditionné a étre infini.

Démonstration. Par le Théaréme 29, C° et (' conditionné & étre infini ont la
méme loi. Soit s un sous-arbre fini contenant eg. On va calculer la probabilité
que s est dans C; conditionné & étre infini. On a :

P(sCCiet Z, €t,t+dt]) = PU,<tVteset min{Yo : € €d(s)} € [t,t+dt])
1 1
_ card(s) ~ ycard(s)+2/_ ©
n+3, _,
2n+3t
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Donc,

1
P(sC Cy | Ciinfini) — ”+3/ = 4d
1
2

2n+3

Tn+3

3 on+3
Par la [Proposition 2.1, on a que pour un sommet v, P(v dans un amas inifini) =

7
3 Donc,

§Zn+3
73 2n+3
n+3i

3 2n

P(s C Cy(v) | Ci(v) infini) =

Ce qui correspond au résultat de la [Proposition 1.1 pour l'amas critique condi-
tionné a étre infini. O

3 Percolation sur un arbre aléatoire de loi PGW ()

3.1 Cas d’un arbre d-régulier ; les lois PGW (\)

On a étudié la percolation sur un arbre binaire infini, qui est en fait un arbre
3-régulier. On remarque que tous les résultats se généralisent pour un arbre d-
régulier. On les mentionne ici, mais avec un peu de modification : on prend pour
les U, des variables aléatoires uniformes sur [0,d — 1]. La preuve du théoréme
ci-dessous suit en tous points celle du cas d = 3.

Théoréme 3.1. Soit T' un arbre d-régulier, ) un sommet fizé, Cy, l'amas de
0 au temps t. Alors
— La probabilité de percolation sur T au temps t est

0, t€[0,1]

0, =P(|Cy,l = =
1 = P(|Cp | = o0) {1—((1—f1)+dt1r)d7 tell,d—1]’

our € [0,1] est la plus petite racine de Uéquation ((1— )+ 745 s)4 ! =

s. Il s’ensuit que des amas infinis apparaissent o partir du temps 1 ;
— Soit S un sous-arbre fini de T, on a

|0S] = (d — 2)|S| + d;
— Le nombre a,, de sous-arbres de taille n vérifie :

(d— 2C§n+d((d 1)n(n+ 1)>

Ay = ’
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— Soit S un sous-arbre fini contenant 0,

t t
v Y N(d=2)|S|+4d
(d — 1) d— 1) ’
t t
n 1 _
d— 1) ( d—1
— Pour t <1, il existe une mesure de probabilité sur l’espace Q) entier, qui

est portée par {|Cy 4| = oo}, telle que pour tout E cylindrique avec m et
Qm,¢ définis plus haut :

P(Coe = 5) = (7)1 -

P(|Cy| =n) = an( )(d=2)nd,

e (E) = E[g[g; tl]E];

— La loit d’un amas critique conditionné a étre infini est donnée par

(d—=2)n+d

u(SCC’):m.

C’est aussi la loi de C™°, arbre infini avec un bout, qui est défini d’abord
en choisissant uniformément un chemin infini enraciné en (), puis en lui
adjoignant sa composante connexe dans la percolation de paramétre ﬁ ;
— On peut aussi donner le processus de percolation gelée en définissant pour
chaque aréte orientée @ une variable aléatoire Y=, qui admet la fonction
de répartition
Fy(t)=1- T sur [1,d—1].

On peut calculer la probabilité que Cy 4 soit de taille n quand t > 1

PIel(|Cy | = ) = a (L= D

—d/(d—2
(d_l)(d—l)n+dt /a2,

On conclut que

Pg€l(|C@,t| < OO) _ t_d/(d_Q),

et que la taille conditionnée a étre finie P9 (|Cy 4| = n | |Cp | < 00) ne
dépend pas de t, pourt > 1.

En faisant tendre d vers oo, on va voir un lien étroit avec un processus de
Galton-Watson de loi Poi()), qu’on note PGW (A).

Proposition 3.1. On a

lim 04(t) = 1 — r(t),

d—o0

ot 7(t) € [0,1] est la plus petite racine de équation €'~V = s, qui est la
probabilité d’extinction du processus PGW (t).
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Proposition 3.2. Notons f,(t) la limite

(n + 1)n—1tn e—(n—i—l)t

A, Pa([Cool =n) ==

et f9(t) la limite pour t > 1
. el 1
dlgglopfgi (ICosl =mn) = fn(1) - T

Elles coincident ent = 1. On a les égalités

Ful) = "L feOfare®) — (04 DI (16)
k=0
et .
F0 =" S RO - i VRO 0, a7
k=0 k>0

ou > fl(t) est en fait 1/t.

E>0

A partir du processus PGW ()), on peut construire un arbre aléatoire C' :
soit ) = vp,1 la racine, elle admet & ; enfants vy 1,...,v1 ¢, ,. Chaque v; ; admet
&i,j enfants vi111,...,vir1e, ;- On peut analyser la forme de cet arbre. A = 1
est le cas critique pour cet arbre, car il est p.s. fini pour A < 1, mais est infini
avec probabilité non-nulle lorsque A > 1.

On étudie la loi de C.

Il faut d’abord préciser I'espace sur lequel on travaille. Avec un abus de
notation, on identifie T' avec son ensemble d’arétes, donc on peut parler d’une
aréte e € T. La taille de T signifie toujours le nombre d’arétes. On considére en
général les arbres enracinés en un sommet (). Comme on ne peut plus distinguer
deux arbres T, T, isomorphes par un isomorphisme qui préserve (), on pose

T, ~ Ty ssi il existe un isomorphisme entre eux qui préserve ()

Notons T D’espace de tous les arbres enracinés en () quotienté par cette relation
d’équivalence. De plus, on note T, les éléments dans T avec une profondeur au
plus m (c’est-a-dire les arbres dont tous les sommets sont dans les m-premiers
niveaux). Il existe une restriction évidente T — T, et on note T'|,, la restriction
pour un arbre 7.

L’arbre aléatoire C' que l'on a défini a partir de PGW () détermine une loi
sur T. On la note aussi PGW ().

Pour un T' € T,,, on pose a(T) = |Aut(T")| le nombre d’automorphismes qui
préservent ), et k,,,(T) le nombre de sommets dans le m-iéme niveau (qui est
aussi le nombre de chemins vers le m-iéme niveau).

Proposition 3.3.
1
P(C|,, =T) = — \NTle=(TIH1=km(T)A
(@ ) =am ¢

Ici [T 4+ 1=k (T) est le nombre de sommets dans les premiers m — 1 niveau.
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Démonstration. On le déduit par récurrence sur la profondeur de T'. On regarde

la racine (), qui admet d enfants et d sous-arbres. On classe les sous-arbres par

leur formes, c’est-a-dire d; sous-arbres de la forme T}, alors a(T) = [[ d;!-a(T;)%.
i

Par récurrence, on a

d .
P(Clu = T) = pa- <d1 " ) JIP(Clonr =T

A a d! d;
e o TR = 1

L 1) (T 1k (T))A

a(T)
O

Par exemple, pour larbre T de la [Figure 3, k2(T) = 2, a(T) = 4, donc
P(Cly =T) = 1\

FIGURE 3 — Un arbre T dans T, avec kqo(T) = 2.

On remarque qu’on peut obtenir

L
P(C =T) =P(Cln = 1) pg"" = cATle (T2,

Alors on calcule le nombre d’arbres sur n + 1 sommets numérotés, et avec la
formule de Cayley, on obtient

>

|T|=n

n! = (n+1)""%

a(T)

Donc

Proposition 3.4. f,(\) = %)\”6_(7“’_1))‘ est exactement la probabilité

P(|C| = 3 Zi = n) pour le processus PGW ()).
E>0

L’équation (I@) nous donne une fagon heuristique de voir comment les amas
évoluent.

29



Maintenant on étudie la loi de C' conditionné a étre infini.
De la méme maniére, on peut obtenir une limite faible de loi

, _ E[Z, 15
Jm P(E[An) = —g7—==

en conditionnant & étre relié avec le n-iéme niveau, lorsque n — oco. On remarque
que dans ce cas, Z,, est bien le nombre de chemins vers le m-iéme niveau. Et
on a E[Z,,] =1 au cas critique. On note cette loi p.

On peut décrire cette loi plus simplement en écrivant explicitement pu(C/,, =
T) pour tout T € T,, :

N(C|m = T) = kM(T) : P(C‘m = T)7

car kp,(T) est le nombre de chemins dans T vers le m-iéme niveau.

Pour l'arbre T de la Figure 3, u(Cle = T) = k2(T) - P(Cl2 = T)
T peut aussi étre vu comme un arbre dans T3, mais avec k3(T) =
w(Cls =T) =0.

_1_-4
= ze .
0. Donc

Maintenant on donne un autre arbre aléatoire, analogue a C*° que 'on a
défini pour le cas binaire.

Proposition 3.5. L’arbre aléatoire C* est construit comme suit :
— D’abord on se donne un chemin v infini enraciné en () ;
— Puis pour tous les sommets v € o (B inclus), on y attache un arbre
aléatoire de loi PGW (1) (qui est p.s. fini).
Alors cet arbre suit la méme loi que C'.

Remarque 3.1. Cette loi est la limite faible de la loi de C'3°, lorsque d — co. On
peut le vérifier explicitement, mais on peut aussi voir que Poi(1) est la limite
de Binomial(d, 725), lorsque d — oc.

Cette loi est déterminée par C° (sur T), on va la noter PGW(1). Elle
est portée par I’ensemble des arbres infinis, ou plus précisément, ’ensemble des
arbres infinis avec un bout.

3.2 Percolation sur un arbre aléatoire de loi PGW (\)

Maintenant on essaie de construire un processus de percolation analogue a
celui sur un arbre binaire, mais avec les lois de Poisson-Galton-Watson. On va
aussi voir un équivalent pour la percolation gelée. Dans [l], Pauteur présente
une construction en attachant contintiment de nouveaux arbres aléatoires. Ici
on présente une autre construction qui définit ce processus directement.

Rappelons que T note I’ensemble des arbres enracinés en ) 4 un isomorphisme
prés. Il est muni d’une loi PGW ().

On note T! Iespace de tous les arbres dont les arétes sont étiquetées par
I=100,1]:

T = {(T,u) | T € T,u: T — [0,1]}.

30



Donc pour (T,u) € T!, chaque aréte e € T' admet une étiquette u(e) € [0, 1]. 11
existe une projection naturelle T/ — T.

On muni T! d’une tribu engendrée par les ensembles "cylindriques" : étant
donné un arbre fini S € T,,, et des intervalles [a;, b;] C I pour chaque aréte e; €
S ([ai, bi] C I engendrent la tribu borélienne B(I)), on regarde les (T, u) € T!
tels que T, = S. Alors toutes les arétes de T s’identifient avec celles de S. On
garde les (T, u) avec u(e;) € [a;, by] :

Cs {jas by = (T, u) € T | T)p = S, u(e;) € [ai, b}

Ils engendrent une tribu A’ sur T'.
Puis on pose

PA(Cs ffaip)y) = PGW ATl = S) - [[ (b — @),

%

ot PGW (A)(T|m = S) est la probabilité que T'|,,, = S. D’aprés le théoréme de
Carathéodory, elle s’étend & une mesure de probabilité Py sur (T, A7). On peut
voir que la mesure image de P par la projection 7 : T! — T est bien PGW ().
Posons [a;,b;] = [0,1] pour tout i. Comme 7~ *({T|,, = S}) est exactement
CS,{[O,l]}a on a

Te(Pa)(Tlm = 5) = Pa(Cs gi0,13) = PGWA)(T|m = 5).

Il existe donc une variable aléatoire X = (7,U) de loi P. On peut mainte-
nant définir le processus de percolation sur un arbre aléatoire de loi PGW () :

Définition 3.1. Soit X = (7,U) de loi P, on pose
B={ecT|Ule) <t},

on Pappelle le processus de percolation sur un arbre aléatoire de loi PGW ().
On peut donc parler de 'amas de ) au temps ¢, qui est sa composante connexe
Cyp+ dans B;. On pose

Pr={(T,u) | |Cp.| = o0}
C’est la limite des ensembles cylindriques

Tim {(T,u) | Col > n},

Donc P; est mesurable. 8; = P»(P;) est la probabilité de percolation au temps
t.

Etant donné un nombre Poi(\) de variables aléatoires i.i.d. de loi Bernoulli(t),
leur somme suit la loi Poi(A-t). On voit alors que Cy; suit la loi PGW (X -t).
Comme le cas critique pour PGW () est A =1, on a obtenu
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Proposition 3.6. Pour le processus de percolation sur PGW (X), le temps cri-
tique est t. = 1/X si A > 1; si A < 1, le processus reste sous-critique sur tout

[0,1]. Pour A > 1,
t
o — {0, 20
].*7",5, tE]

]
a]’

At(s—1)

>l S
—_ >l

ot ry € [0,1] est la plus petite racine de I’équation e =s.

Comme dans le cas d’un arbre binaire, on regarde la loi de 'amas critique
conditionné a étre infini. Comme Pamas au temps critique suit la loi PGW (A -
t.) = PGW(1), il a la méme loi que 'arbre C' défini par PGW (1). Donc la loi
de I'amas critique conditionné & étre infini est bien PGW (1) pour tout A > 1.

Remarque 3.2. On remarque qu’on peut aussi considérer un processus avec des
intervalles [0, A] au lieu de [0, 1]. Dans ce cas, le temps critique ¢, est toujours

1, avec
0, t €10,1]
et = )
1— Tt, te ]1,)\]

ou r; € [0,1] est la plus petite racine de 1’équation ets=1) = g qui ne dépend
pas de A.

La percolation gelée est définie par une méthode similaire (on considére le
cas A > 1). On essaie de définir pour chaque e € T une variable aléatoire Y-
qui représente le temps ou le sous-arbre devient infini (comme on a distingué
la racine, il reste une seule direction : celle qui s’¢loigne de racine). Pour ce
faire, on élargit ’espace. On rajoute pour chaque e € T une étiquette y(e) €
[0,1] U {oc} =: J :

T = {(T,u,y) | T € T,u:T — [0,1],y: T — [0,1] U {oc}}.

Encore une fois, il existe une projection naturelle T/Y — T. La tribu A’/ qu’on
met la-dessus est engendrée par les ensembles cylindriques de la forme ([¢;, d;] C
I sont des intervalles, ils engendrent la tribu borélienne B(J)) :

Cs flaspilb {fendi]y = LT wy) € T | Tl = S, ules) € [ai, bi], y(es) € [ei, dil}.
On peut vérifier que c’est un demi-anneau.

Lemme 3.1. Soient Y}, des variables aléatoires i.i.d. a valeurs dans J, de den-
sité

fr(t) = % sur [%, 1]
et
PY=0c0)=1- @.
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Soit U de loi U[0,1], & de loi Poi(\), U, &, et Yy indépendantes. Alors

mln Y.
1<k<e

o0,

Y/:

suit la méme loi que les Yy (avec la co

st U < min Y
1<k<¢
stnon

nvention min ) = co).

Démonstration. le calcul de la fonction de répartition de la loi de Y donne

[

0, t €0, 5]
log(A-t) 1
=222 te s, )
Fy(t) = % A
lOg)E)\), te [17 [
1, t=o00
Alors on a
P(Y € [t,t+di]) =P(U € [0,4)) Y P({ = n)P( min Y =1)
n>0 - =
—tZ—e (1= Fy (#)" 'dFy (1)
n>1 :
0, telo,4]
= 55dt, tels,1] .
0 t€[l,00]

Dés ce lemme, on peut mettre une mesure de probabilité sur T?7.

Proposition 3.7. Il existe une mesure de probabilité Piez sur TV, telle que sa

mesure image par la projection T!Y — T soit PGW ()). De plus, pour n’importe

quelle e € T', u(e) et y(e) vérifie
: !/

i y(e),

oo,

siu(e) < min y(e)

e’ enfant

yle) = ,
simon

Démonstration. Par définition, la tribu A’7 est engendrée par

C ={Cs{lai b} Ales.dil} >

ot les 7 correspondent aux arétes de S € T,,.

On définit maintenant la mesure de probabilité P = P{”. Grace au théoréme
de Carathéodory, il suffit de déterminer ses valeurs pour les ensembles C' =
Cs {las,bi]} {[ei,d:]} € C et de vérifier Padditivité. Pour S € T,,, considérons les k
arétes dans le m-iéme niveau. Pour chacune, on se donne une variable aléatoire
Y. qui suit la loi dans le Cemme 3. De plus, on se donne des variables aléatoires

gel
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U, de loi U0, 1] pour e dans les premiers (m — 1)-iéme niveaux. On suppose que
toutes les variables aléatoires sont indépendantes. Depuis les Y, dans le m-iéme
niveau, on peut construire des variables aléatoires Y, pour tout e € S de la
maniére suivante :

Pour e dans les premiers m — 1-iéme niveaux, Y, vérifie

{my( ), stule) < min y(e)

Y. =
00, sinon

Maintenant on pose la probabilité pour C' = Cg ((a, b1} {[c:,d:]}

P, (C) = PGWN)(T|m = 5) - [] Plue, € [ai,bil) - Plye, € [ci di]).
e; €S

La mesure image par la projection 7 : T/ — T est bien PGW () :
7o (PS) (Tl = 5) = PA(Cs,0,11y) = PGW(A) (T} = S)-
O

On remarque que ’on a encore 'indépendance.
Maintenant on peut définir le processus de percolation gelée sur un arbre
aléatoire de loi PGW (), avec la méme méthode que le cas binaire :

Définition 3.2. Soit X = (7,U,Y) une variable aléatoire & valeurs dans T!”
de loi P“;’\EZ, on pose

Ar={ecT|U(e) < /mifn tY(e’)},
et
Ar={ec A1 |U(e) <t}

on lappelle le processus de percolation gelée sur un arbre aléatoire de loi PGW ().

Pour e € Ay, U(e) < min Y(e'). Par la Proposition 3.1, il existe exac-

e’ enfant

tement un enfant e’ de e tel que Y(e) = Y(e/) < Y(f), ou f est un autre
enfant de e (s'il en existe). Alors Y (¢/) < oo, et €’ est dans A; aussi. On peut
construire ainsi une suite d’arétes e; = e, ea,... qui sont toutes dans Aj, avec
Y(e1) =Y (e2) =....Onaaussi U(e;) < Y(e;) pour tout i. Donc pour ¢t = Y (e),
tout e; est dans Ay, c’est-a~dire au temps ¢t = Y'(e), e est déja dans un amas
infini.

D’ailleurs, pour t < Y(e), on va montrer qu’il n’existe pas de chemin infini &
partir de e dans A;. Supposons ¢t < 1, on peut choisir t < t3 < 1. On calcule la
probabilité de I’événement V;(e)={ e a un enfant ¢’ avec U(e’) < t et tous ses

34



autres enfants f # e’ vérifient Y(f) > ¢2 }. On suppose que e admet & enfants.

) =Y P(E=n)-PUE)<tY(f) >tz |E=n)

n>0

-y %—A ‘n-te (1—log(A-t2)/A)

n>0
= t/t,.

On a utilisé I'indépendance. De plus, I’événement V5(e)={ e a un enfant e’ avec
U(e') <t qui vérifie Vy(e) et tous ses autres enfants f # e’ vérifient Y (f) > to
} a probabilité (¢/t3)?. De la méme fagon, P(V,,(e)) = (t/t2)™. Mais I’événement
nl;rrgo V..(e) est exactement {e admet un chemin infini dans A;, Y'(e) > t3}. En
faisant t2 — ¢, on a que pour t < Y'(e), il n’existe pas de chemin infini.

Donc le processus que nous venons de définir a une description simple :
On construit un arbre aléatoire T' de loi PGW (), puis on donne une variable
aléatoire U(e) de loi UJ0,1] & chaque arétes. On pose Ap = (). Au temps ¢, si
U(e) =t et ¢l n’existe pas de chemin infini a partir de e dans A;-, alors on
ajoute e dans A;.

Comme T est aléatoire, on ne peut plus parler d’un sommet ou d’une aréte
quelconque, mais on peut regarde la racine ().

Proposition 3.8. Soit W le temps o O percole, c’est-a-dire entre dans un
amas nfini. W a la densité

1 1
fw () = o S [X’l]’
et
gel 1

De plus, on a
P (Coaln = S, W € [t,t +dt]) = P(C™|, = S) fiw (t)dt
donc
P (Cpwln = S| W) =P(C®], = 9).

Autrement dit, l’amas infini gelé a la méme loi que C*, i.e. la lot PGW (1)
sur T, et il est indépendant de W, le temps de percolation.

Démonstration. Supposons que () admet & arétes. Alors on a

P W et t+dl]) =) P(E=n) P(We[tt+di]|&=n)
n>0

= Z p n(1 — Fy ()" dFy (t)

n>0
1

“xeh
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et
PIYW=00)=1- [ fw(t)dt= <.

O

Annexe A Théoréme d’extension de Kolmogorov

On énonce d’abord le théoréme d’extension de Carathéodory.

Théoréme A.1 (Théoréme d’extension de Carathéodory). Soit 2 un ensemble
non vide et A un anneau d’ensemble, c’est-a-dire une famille de sous-ensembles
vérifiant :

— Qe A;

— SiA,Be A, alors AUB € A;

— SiAc A, alors Q\ A e A
Alors si vy est une mesure o-additive sur (2, A), il existe une mesure v sur
(Q,0(A)) qui coincide avec vy sur A. Si de plus vy est o-finie, alors ce prolon-
gement est unique.

On présente maintenant le théoréme d’extension de Kolmogorov. La preuve
se base sur le théoréme d’extension de Carathéodory.

Théoréme A.2 (Théoréme d’extension de Kolmogorov). Soit (Q4, Aa, Ta)acr
une famille d’espaces mesurables munis de topologies. Pour tout J C I fini, on se

donne py une mesure de probabilité intérieurement réguliere sur Ay = [] Aa
acJ
muni de la topologie produit [] Ta. On suppose que les mesures py sont consis-

aelJ
tantes, c’est-a-dire pour K C J C I deuz sous-ensembles finis quelconques, on

a
(TR )ty = b,

ot 77‘17( est la projection naturelle. Alors il existe une unique mesure de probabilité

pr sur Ar:= [ Aa, telle que pour tout J C I fini,
acl

(T7)sbir = i1,
oty est la projection naturelle.

On remarque que le théoréme est évidemment valable pour les espaces po-
lonais, munis des mesures boréliennes. Donc on a obtenu I'argument dont on a
besoin dans la construction du processus de percolation gelée.

Démonstration du Théoréme d’extension de Kolmogorov. Notons Ay la famille
de tous les ensembles de la forme 7T;1(EJ) pour E; C Q; mesurable. C’est un
anneau d’ensemble. Par définition, la tribu A; est engendrée par Ag. On pose
(77 (Ey)) = ps(Ey). On vérifie que c’est une mesure sur (Q,.4p), alors par
le Théoréme d’extension de Carathéodory, elle se plonge uniquement en p; une
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mesure sur (€27, A;) qui satisfait ’argument de consistance. La consistance aussi
assure qu’elle est une mesure de probabilité.

On montre que c’est une mesure o-additive sur Ag. Elle est d’abord additive
pour un nombre fini d’ensembles. Soit E = |J E, une réunion disjointe, on veut

neN
N
que puo(E) = > po(Ey). Notons Fy = E\ |J En, la suite Fiy est décroissante
neN n=0
telle que () Fny = 0. Il suffit de démontre que pg(Fy) — 0.

NeN
Sinon, il existe € tel que uo(Fn) > € pour tout N. Chaque Fy est de la
forme 7 L(Gx) avec Gn C Q, mesurable. On peut supposer que la suite Jy
est croissante. Par la régularité intérieure, il existe Ky C Gy compact dans
QJy tel que gy (Kn) > pay (Gy) —e/2NF1 > £/2. On observe

N
Ky =()(@) (K, € Ky.

n=1
On a ij/”[ (Kly) C K}, pour tout N > M. K/ est compact, avec

N-— N-1
pan (KN) — pay (Ky) < Z —pr (K)) < D g/2mt <e/2.

n=1

Donc pyy (Kh) > 0 et Kl est non-vide. Posons Hy = (7, ) Y (K)) C Fy C

Q; qui est aussi non-vide (grace a ’axiome du choix). On a donc (| Hy = 0.
NeEN
Maintenant on veut utiliser la compacité de K pour démontrer que (| Hy
NeEN
est non-vide. Comme H  non-vide, posons z € Hy. Le projeté 7y, (xn) de zn

dans Q,, est dans K, pour tout N > M. Donc, pour M = 1, on peut choisir
une suite ni,nd, ... telle que les projetés ms, (z, 1) des 1 convergent dans Kj.

Puis pour tout M on choisit par récurrence une sous-suite n?, nl? ... telle que
les projetés =z, (%fkw) des x,,r convergent dans K3y, - On prend la diagonale

nk. Alors les projetés 7y, (xn;]z) des T,k convergent ver yy € K},. On peut

construire y € Qr tel que 7y, (y) = ym € Qy,,. y est donc dans tout Hyy, ce
qui est une contradiction. O
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