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Introduction

On s’intéresse a la stabilité faible des solutions du systeme d’équations de
Vlasov-Maxwell :

du+v.Vou+ (E+vAB).Vyu=0 dans Ry x R x R? (1)

C’est une équation modélisant ’évolution d’un gaz de particules chargées sous
I'interaction du champs électro-magnétique qu’il induit. u : Ry x R3 x R3 — R,
est une fonction positive représentant la densité de particules ayant la vitesse v
au point z & l'instant ¢. E et B sont des applications Ry x R? — R3 représentant
respectivement les champs électrique et magnétique induites par le gaz. Elles
sont solutions des équations de Maxwell :

O E(t,x) — rotB(t,z) = —j(t, ) divE(t,z) = p(t,x) (2)
OB(t,x) +rotE(t,z) =0 divB(t,x) =0 (3)

Jjlt,x) = /U u(t,x,v)dv et p(t,x) = /u(t,m,v)dv

Le terme (E(t,z) +v A B(t,x)) est la force de Lorentz. (1) est alors une écri-
ture du second principe de Newton pour notre gaz. En effet, le second principe
de Newton nous dit que wu(t, X (¢),V(t)) est une constante lorsque (X,V) est
solution de :
X'(t) = V(1)
VI(t) = E(t,X(t)) + V(t) A B(t, X(t))

(1) est alors simplement la dérivée par rapport a t de u(t, X (t), V(t)) = Cste.
Formellement, on voit que si 'on multiplie (1) par |v|? et que I'on intégre sur
tout ’espace :

O [ [vu(t,z,v)dzdv + [ |v]*v- [ Vou(t,z,v)dzdv
+ [E(t,z)- [|v]*Vyu(t,z,v)dvdz
+ [ B(t,z)- [ Vyu(t,z,v) A Jv]*vdvde =0

Ou la deuxieéme intégrale est nulle si u est suffisamment décroissante a U'infini,
et en intégrant par parties dans la troisieme et la quatrieme intégrale :

o [ [vu(t,z,v)dzdv = [ E(t,z) - [2vu(t, z,v)dvdz
— [ B(t,2) - [u(t,z,v)rot(|v[*v)dvdx
= 2 [E(t,z)-jt,z)dz

Car rot(|v|?v) = V,(|[v]?) Av + |v]?rot(v) = 0. D’autre part, si on multiplie (2)
par E et (3) par B, et qu’on intégre la somme des deux équations obtenues sur
tout I'espace, on obtient :

o [1E(t,z)|*> + |B(t,z)|*dx = 2 [[E(t,z) - rotB(t,z) — B(t,x) - rotE(t,z)] dx
- 2[E(tx) - jt z)dx
= 2 [div(BAE)dx —2 [ E(t,z) - j(t,x)dx
= — 2[E(tz) jtz)d



En sommant les deux dernieres égalités :
/|v|2u(t7m,u)dacdv + / |E(t,z)|* + |B(t,z)|>dx = Cste

C’est la conservation de ’énergie dans notre systeéme.

On a également pour des fonctions suffisamment régulieres la conservation au
cours du temps de la norme LP(R? x R?) (en multipliant par puP~! et en inté-
grant sur R3 x R?).

Il est donc naturel de regarder des solutions du systéme dont les conditions
initiales vérifient :

/|v|2u0(x,v)da:dv + / |Eo(z)|* + | Bo(x)|*dz < oo

up € L%(R? x R%)

Puisque, au moins pour les solutions régulieres, ces bornes sont indépendantes
du temps. L’intérét de la norme L? est de pouvoir donner un sens, lorsque les
solutions ne sont plus réguliéres, au produit (E + v A B) - V,u. En effet, dans le
cas régulier, ce terme peut s’écrire comme une différentielle exacte :

(E+v A B)-Vyu=div,[(E+ v A B)uj

Puisque E et B ne dépendent pas de v et v — v A B est a divergence nulle. On
peut donc aisément étendre la notion de solution demandant a F, B, u d’étre
dans L? _, vérifiant (2), (3) et :

locy
Owu(t, z,v) + v.Vu(t, z,v) + div, [(E + v A B)u] (¢,z,0v) =0 (4)

Au sens des distributions, ou le terme (E + v A B)u est ici bien défini comme
produit de fonctions L .

L’objet de ce mémoire est de montrer que si on a une suite (E™, B" u") de
solutions du systeme de Vlasov-Maxwell convergeant en un certain sens vers
(E, B,u), sous certaines conditions (contrdle de la norme L2, de I’énergie to-
tale du systéme), (E, B,u) est encore solution du systéme de Vlasov-Maxwell.
La preuve de ce résultat utilise un lemme qui nous dit que moyennant des hy-
potheses sur la dérivée en position de u, la moyenne en vitesse de u est plus
réguliere que u elle méme. On commencera par des considérations plus générales
sur les équations de transport dans le but de montrer ce lemme de moyenne. On
s’'intéressera ensuite a la stabilité des solutions du systéme de Vlasov-Maxwell.

1 Préliminaires

1.1 Généralités sur les équations de transport cinétique

Soit v une mesure de Radon sur R?, on s’intéresse a I’équation :

u(z,v) +v.Vu(z,v) = f(x,v) avec z et v € RY (5)



Définition 1 : On dit que u est solution faible de (5) si c’est une fonction de
L}, (dz @ dv(v)) telle que :
— (i) u € D'(R? x R?) et vérifie pour presque tout v € R?, u(.,v) € S'(R?).
— (ii) pour tout ¢ € D(RY x R9),

/u(z,v)(g@(a:,v) —0.Vyo(x,v))dedv(v) = /f(m,v)go(z,v)d:cdl/(v)

Proposition 1 : Soit f € LP(dx @ dv(v)). (5) admet une unique solution faible
u et on a presque partout :

u(z,v) = / et f(x —vt,v)dt
0
De plus, u et v.Vzu sont dans LP(dz ® dv(v)), et Uapplication qui d f associe

u est continue, de norme 1.

Démonstration. Commencons par montrer I'unicité. Comme une solution faible
vérifie pour presque tout v, u(.,v) € S’(R%). On peut donc regarder la transfor-
mée de Fourier de u par rapport a x. Elle vérifie :

A

N A
(g, v) = 1+ i€.v)

Mais comme la transformée de Fourier est injective, la section u(., v) est prescrite
pour presque tout v, d’ou le résultat.
On montre maintenant que :

u(z,v) ::/O e " f(x —vt,v)dt
est solution. Soit ¢ € D(R? x RY).
/u(w,v)(cp(x,v) —0.Vyo(x,v))drdv(v) = //000 et f(z — vt,v)dt (p(z,v) — v.V0(x,v)) dedv(v)

Or [t, v et f(x—ot, v)} € LP?(R; x R? x R%) donc le terme sous 'intégrale

est L' et le théoréme de Fubini s’applique et la quantité calculée vaut :
Joodt x et [ flz—vt,v) (p(x,v) — v.Vap(z,v)) drdy(v)

Joodt x et [ fz,v) (p(x + vt,v) — v.Vap(x + vt,v)) dedy(v)

= [dadv(v)f(z,v) [y e (o(x + vt,v) — v.Vop(x + vt,v))dt
= [dazdv(v)f(z,v) [;° =5 o(z +vt,v))dt

= [ flz,v)e(z,v)dedv(v)



Si p € [1,00[, on a presque partout d’apreés I'inégalité de Holder :

S p—1 [SS) )
p —tq —t _ Pt | = —t _ Pd
|u(z,v)|P < (/0 e t) X (/0 e | f(z — vt,v)] t) /0 e | f(z —vt,v)|Pdt

Donc d’apres le théoreme de Fubini et par invariance de la mesure de Lebesgue
par translation,

it < favto) ([ et ([ 1sorr) ) =51

Puis par I'inégalité de Minkovski,
v VaullLe < 2[[f[|Lr
Le résultat est encore vrai pour p = oo. O

Contre exemple 1 : Si on ne suppose pas (i), on perd I'unicité, méme pour
les solutions fortes. En effet plagons nous a la dimension d = 1 et posons f = 0.
Si g est une fonction C*°(R,R) qui s’annule au voisinage de 0, alors :

x

u(z,v) :=glv)e™ v

est solution réguliere de (5) avec f = 0.

1.2 Résultats utiles sur les espaces de Sobolev

Définition 2 : Soit s € R% Si f € S'(RY), on dit que f € H*(R?) si :
FOA+eP)? e L2RY)

Ou f désigne la transformée de Fourier de f.
On définit alors sur H*(R?) la norme :

11 ety = 111+ 1€1%)2 Flleaaay

On dit que f € L2(R*, H(R?)) si pour presque tout z € R, f(x,.) € H*(R®) et
I’application :
@ = |1 f (2, )|las ey € L*(R?)

Lemme 1 : Inégalité utile dans H?.
Si f € H*(RY) avec s > 0, S est un ensemble mesurable borné de RY, et si
heRe :

/S F@+h) — f(@)|dz < g(B)]|f -

01 g ne dépend que de S et tend vers 0 quand h tend vers 0.



Démonstration. D’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

Jslf@+h) = f@lde < ([slf@+h)— f(@)2da)'"* x (fsde)"
= Wells) M2 x ([ e 1P| fE)P dg)”
= (VA (J et x (e eae)
< (volls >>1/2 < (i) e

D’ou le résultat.
O

On rappelle sans démonstration le théoreme de Riesz-Fréchet-Kolmogorov
(voir [1]) et le théoréme d’injection de Sobolev (voir [4]) :

Théoréme 1: Soit Q@ C RY et B un sous-ensemble borné de LP(R?) avec
1 < p < oo. On suppose que :

It f — fllLe(@) — 0 quand h — 0

et ce uniformément sur B.
Alors B est relativement compact dans LP().

Théoréme 2 : Si s < 2, H*(R?) s’injecte continiment dans LP(R?) avec

2d
d—2s

On déduit de ces deux derniers résultats une variante du théoreme de Rellich-
Kondrachov :

Théoréme 3 : Soit Q un ouvert borné de RY et soit 0 < s < d/2. H¥(RY)
s’injecte de fagcon compacte dans L(£2)

Démonstration. Soit B une partie bornée de H*(R?).

Premiérement, le théoréeme d’injection de Sobolev nous dit que B est bornée
d _ _2d

dans LP(R?) avec p = =5

nous donne :

1/l @) < 19171 flluo ray

Donc B est bornée dans L(£2).

Deuxiémement, le Lemme 1 nous donne que si h € R?, f(. + h) converge dans
L1(Q) vers f quand h tend vers 0, et ce uniformément sur B.

Dot le résultat. O

On aura également besoin par la suite d’une représentation adéquate de
L2(R*, H ™ (R?)) ot m est un entier positif.



Lemme 2: f € L2(R*, H ™(RY)) si et seulement si il eviste go,..., gy des
fonctions de L2(R® x R®) telles que :

b
f=g0+> g

j=1
Démonstration. La preuve repose sur le fait qu’il existe une constante C' > 0
telle que :

b
(L+P)™ < O+ Ing™)?
j=1

Ainsi si on note f la transformée de Fourier de f par rapport a la deuxiéme
variable, et n la variable associée :

|f(z,m)|? |f(z,m)|?
C
X, e~ At Py

DOHC g = % est da,ns L2(Rd X Rd)
Donc : R .
flem) = glz,n)+ 22 ™9z, n)

= gla,n) + iy nisgn(n")g(x, m)
Donc si g; est la transformée de Fourier inverse de i"sgn(n]*)g(z,n) (et donc
gj est L?).

f(a,n) = g(x,n) Zaggwn

et donc :
b

f(z,v) = g(x,v) + Z@;’;ng(x,v)

j=1

2 Lemme de moyenne

2.1 Le cas L?

Soit p € CX(RY,R,) et Ry tel que Supp( ) C B(O Ry).
Si u est solution de (5), on note pu(z) := [ u( v)dv, qui est bien défini
presque partout car f € L?(dz®p(v )dv) 1mphque uetv V u € L2 (de@o(v)dv).
Donc presque partout, u(z,.) € L?(p(v)dv) C L (¢(v)dv).

Théoréme 4 : Si f € L2(dz ® ¢(v)dv), alors u € Hz (R?) et on a linégalités :

/ €llae)2de < Cstel| ]2

Ou Cste > 0 ne dépend que de .



Lemme 3 : I existe A € R tel que :
)dv < Ae

(4) V¢ € RU\{0}, Ve > 0, fv gl<e ¥ TeT
(i) V€€ RO} Ye > 0, 1o rebmp(o)do <

Démonstration. Pour (i), par invariance de la mesure de Lebesgue par rotation,
on peut toujours supposer que la premiére coordonnée dans la direction de &.
On a alors :

f‘vvglgecp(v)dv = [dvs...dvg [, 'g‘ 7%@(0)05111

|lllo fv§+....+v3§R3 'Ulli—ﬁ a0
Cllelloo g7

IN

Ou C est deux fois le volume de la boule de rayon Ry dans R4~1.
Pour (i%), de la méme fagon :

— £ 00
Svcime e @)dv = [ dva.dvg (J, 5 o f8doy + et Edv, )
S ‘|¢||OOL;§+ —4—1)2<R2 \§|22fv = 2 v1
= Cllelloorer [Ele
Ou C est encore deux fois le volume de la boule de rayon Ry dans R4~1, O

Lemme 4 : u € L%(dz). Sa transformée de Fourier vérifie presque partout :

moz/h@wﬂmm

Démonstration. D’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

(@)l < llu(z, v)llL2 x (/ ‘P(v)dv>1/2

Et comme la transformée de Fourier est continue de L? dans lui-méme, ’'opéra-
teur :
¢ : L%(dz @ p(v)dv) — L2(d€)
u(z,v) = [(§)
est continu.
On a également d’apres Cauchy-Schwarz et le théoreme de Fubini :

”/ (& v)p(v)dvlrqag < flule, v)lles (/ @(v)dv) v

Donc 'opérateur

P L2(dx @ o(v)dv) —  L2(d€)
u(z,v) [ v)p(v)dv

est continu. Or ces deux opérateurs coincident clairement sur D(R? x R?) (théo-
réme de Fubini) qui est dense dans L.
O



Démonstration du théoreme. Tout d’abord,
feL?(dr®p(v)dv) = uetv.Vyu € L2(dr ® ¢(v)dv)

En Fourier, cela signifie que 4(¢,v) et (v.£) 4(&, v) sont dans L2(dr @ p(v)dv).
En effet, presque partout, u(.,v) € L%(dz), donc 4(.,v) € L?(d¢) avec la méme
norme L2. On applique le méme raisonnement pour (v.£) a(€, v).

On veut majorer :

[etaora= [ 16 ] [ateostin

Soit av > 0. Le principe est de séparer le domaine des vitesses en {|v-{| < a} et

{lv-&l > a}.

2

dg (%)

FIGURE 1 — Décomposition de I'espace des vitesses

Le premier domaine est de mesure ¢(v)dv d’autant petite que |£| est grand.
Sur le deuxiéme domaine, la transformée de Fourier de u est d’autant plus petite
que |£]| est grand grace a la borne que l'on a sur v -V, f.

On a pour tout ¢ dans R4\ {0} :

2
+

2 2

<2

[ ats.ptian

u(&,v)p(v)dv (&, v)p(v)dv
/wga (€. 0)p(v) /mm (€, 0)p()

Or l'inégalité de Cauchy-Schwarz nous donne d{-presque partout :

eaca €PN < ([ o [0(60) Po(0)dv) X ([0 o(0)d0)
< Jalg g x 42

Majorons maintenant le deuxieme terme, encore un fois, Cauchy-Schwarz nous
donne dé-presque partout :

(ﬁ&.v|>a |a(£a U)‘)O(U)d’UP) < f|§»v\>o< ‘§'U|2‘a(§7v)|2@(0)d1} y (f‘g.vba ﬁ(p(v)dv)
flé-v\>a €02 a(€, v)[2p(v)dv ) x ﬁ

IN



En reportant dans () :
JIElla@©Pde < 24 (a [della(, E. + 5 [ € [1€v?[a(s, v)[Pe(v)dv)

24 (aflallz, + Zl(Ev)allz.)

24 (allullg> + 3 lv-Vaullgs)

llwllp2

En choisissant o« = —<L—
[v.VeullL2

, on obtient :

[1€laPds < aafules oV ules

On obtient le résultat voulu grace a la proposition 1. O

2.2 Le cas L!

Si on pourrait étendre ces résultats aux autres espaces LP, p €]1,00[, L!
pose plus de difficultés. On peut néanmoins obtenir le résultat suivant :

Proposition 2 : Si K est un sous-ensemble borné et uniformément intégrable
de LY(dr @ @(v)dv), et si T est Uapplication L (dx @ o(v)dv) — L(dz) qui d
f associe le moment p de l'unique solution de (5), alors T(K) est relativement
compact dans L}, (dz).

Démonstration. On montre le résultat suivant :
Ve > 0,36 > 0 tq V|h| < 6,Vf € K,/\T.f(x +h) = Tf(2)|de < €
Soit donc € > 0. Si « > 0, on pose :

P10 = T(f x 1gf<ay)

et
p2,0 = T(f X Lff>a})

On a clairement T'.f = p1,o + fl2,a-

La proposition 1 nous dit que [ |uz | < fl | f| donc pour tout A :

fI>a

[ zate+ b = ppateldo <2 [ ir

[f1>e

Comme K est uniformément intégrable, il existe ag > 0 indépendant de f et de
h tel que [ |p2,a0 (@ + h) — pig,a0(2)|de < §.
D’autre part, si f est dans K et si M majore la norme L' des fonctions de K,

/ fP<agxM
[fl<ao

10



Donc d’apres le théoreme 4, il existe B > 0 tel que pour tout f € K,

(/ €]/ 00 (€)|?da)/? < B

Donc d’apres I'inégalité du lemme 1, si h € R?,

[ 104 1) = 10 (@) de < BAg(R)

Qui tend bien vers 0 quand h tend vers 0. Ainsi comme T(K) est borné dans
L! et donc dans L}, d’apres le théoréme de Riesz-Fréchet-Kolmogorov, T'(K)

loc?
est relativement compact. O

On ne peut obtenir beaucoup mieux que ce résultat comme le montre le
contre exemple suivant :

Contre exemple 2 : Soit K un sous-ensemble borné de L' (dz®p(v)dv), T(K)
n’est pas nécessairement faiblement relativement compact dans L!(dx).

En effet si ¢ vaut uniformément 1 sur un voisinage V de 0 et vaut unifor-
mément 0 au deld de la boule unité, et si (f,,) est une suite de L'(dz ® dv)
telle que fn(z,v)p(v) converge faiblement vers la masse de Dirac au point
(0,v9) € {0} x (V\ {0}). Si @ € D(R?), alors on a :

J ()T fu(x)de = foof fooo a(z)e”t fr(z — vt,v)dto(v)dvdx
= [, e[ [a(@)fu(z —vt,v)p(v)dedodt
= [ e ta(vot)dt

Donc T.f, converge faiblement vers une mesure qui n’est pas une fonction. Ne
plus supposer que notre famille de L' est uniformément intégrable empéche de
conclure quant a la compacité séquentielle, méme faible dans LlloC de son image
par T.

Maintenant qu’on a vu 'idée de la preuve (séparation du domaine des vitesses
en fonction de la valeur de v - £), on peut appliquer cette méthode & certains
autres cas :

2.3 Le cas v-V,u e L2(R{, H™(RY))

Théoréme 5 : Soit u € L2(R? x RY) telle que v.V u soit L2(R?, H~™(RY)) ou
m est un entier positif.

Alors u € H*(RY) avec s := m

Démonstration. On utilise la représentation de LZ(RY, H~™(R?) donnée au
lemme 2 : il existe go,...,gq € L2 telles que v.V,u = gy + 2?21 8{]}gj. On
introduit une fontion ¢ € C*(R) qui vaut uniformément 1 sur [—1,1], a valeur

11



dans [0, 1] et de support inclus dans [—2,2]. Soit Ry > 0 tel que le support de
¢ soit dans B(0, Ry). Alors si ¢ € R?, différent de 0, et si a > 0 :

| (€ v)pw)dof* 2 2
2 (| ate veteic ] +|f ot e - csasl )

(&)

IA

Le premier terme se majore toujours de la méme facon en utilisant Cauchy-
Schwarz, :

[FatevewicEn] < Jlate )o@y [, o)
C

<
< %f|u £,0)2dv

On integre par parties dans le deuxieme terme en utilisant le fait que
p(v)(1—¢(52))
(v

est dans D(R?), et le fait que la transformation de Fourier par rapport a la
premiere variable commute avec la dérivation par rapport a la seconde variable
ce qui entraine :

bV

d

(Ev)a(€,v) = o(&,v) 2:

Puis,

(g 2
< (]S dote, vpe) =5 an] +
E.v

[ a(€ v)p () (1 = ((£2))dv
S [S o6 v)e() s an] )

Avec :

. 2 ONS
f|90(§7v)| dv f|§.'u\>0¢ (LPEU ) dv
C iy [ 1o(€,0) P

[VANVAN

Et, pour j =1,...,d :

'/a 6 mpt) =g fga

Or 9 ¢(v) s’écrit sous la forme d’une somme de termes du type :

] [ gt vanswan

gt_l-i-b

T (€oyBrt X Yar(®)

12



Avec |a] + [b] < m et ¥, € D(RY) a son support dans {|€.v] > «,|v| < Ro} et
est borné par une constante ne dépendant que de ¢ et C .
On peut majorer un a un ces termes par :

1€ lal+1b]

‘€||a\+|b\ _ _
COx1(|Ev| > ay|v] < RO)XW

Cx1(JEv| > ay|v] < RO)XW <

Et donc avoir a majorer :

Ou P est un polynome réel de degré inférieur ou égal a m.
Or comme si P est un polynoéme réel de degré inférieur ou égal a m il existe une
constante A telle que :

Vo € R, |P(2)] < A(L+ [2|™)

On obtient donc la majoration suivante :

" U
101 (v)] < C x 1([&v] > a, [v] < Ro) <|§v| + |§v|am)

Puis,

2m
O G)? < C x 1(€0] > a, v] < Ro) ( L1 g )

[Evl2 (S a?m

En reportant dans l'intégrale apres avoir utilisé Cauchy-Schwarz :

A

Q

—

+
i
3

m 4 1— giv 2 ~
[ 236 v)p(v) =S| ) LG5 (E 0PV fi oo, om0

a2m’) X ﬁ f \g}(f,v)ﬁdv

A
2
=
+
m
¥

On en déduit :
()2 < C (& S 1u(&,v)Pdv+ g [ ldo(€, v)Pdv + ey x (14 B520) 5 11656, 0)Pdo)
Puis en choisissant o := |¢| T
QP < C(IE7T7 [1a(g v)lPdo + 161755 o8, 0)Pdv
HETTE X (14 [¢]750) 5 [ 156, 0) o)
C(I€172 [ [al, v)lPdv + €2 [ lgo (¢, v) 2dv
HEP x (14 [g274) X2 f I (€, v) 2dv)

13



Donc :

[€P51(€) 2 < C((f 1a(&,v)Pdv + €702 [|go(&,v) v
117202 x (14 [¢2029) X [ 14 (6 v) )

Qui est bien intégrable par rapport a £ car 1 — 2s > 0 et u, g1 et go sont
L2(R? x RY) (tout du moins est-ce intégrable a I'extérieure d’'une boule centrée

en 0, mais comme |£]*71(€) est L? (R?), on a le résultat annoncé). O

2.4 Le cas ou u dépend du temps

On s’intéresse maintenant au cas ot u(t,z,v) est dans L?(R x R? x R?) et
ou l'information que I'on a porte sur dyu + v.V u.

Théoréme 6 : Soit donc u € L2(R x R? x R?) telle que :
O+ v.Vu € L2(R x RY, H™™(RY))

ou m est un entier positif.
Alors p: (t,z) — [u(t,z,v)p(v)dv est dans H¥ (R x R?).

Démonstration. Cette fois les chapeaux désignent les transformées de Fourier
par rapport aux variables temporelles et spatiales. Les variables associées a t et
x dans l'espace de Fourier seront respectivement notées 7 et &.

Le lemme 2 ainsi que le fait que la transformée de Fourier par rapport aux
variables spatiales et temporelles commutent avec les dérivées par rapport aux
variables en vitesse nous donne deux fonctions g; et go dans L2(R x R? x R9)
telles que :

(7‘+£.U)’CL(T,§, )*90 T, 57 +Z ngj T, Ea

On définit ¢ de la méme fagon que dans le théoréme précédent et on suit le

méme schéma de preuve, en remplagant ¢ ( 2) par ¢ (T+§'”) ce qui nous conduit
a,s1€#0:
2
o < O |f & 0c(ZE) )|
N 1-¢(Ttee 2
|/ Gor, € 0) = ()|
. 1—¢(Ttsw 2
+ X | o760 = m e ()| )
<

C( [ [alr,&v)dv [ ((ZEE2)p()dv + [ lgo(r, €, v) Pdv | é(v)dv
+ 3 [165(r,€ ) Pdv [ (96(0))%dv)  (x+)

N 1—¢(TEE
Ou¢:v— %ap(v).

Donc 3{};@@) est une somme de termes du type :

€q+b

alal(r _i IR X Pa,b(v)
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Ot |a| + |b] < m et . € D(R?) a son support dans {|7 + &.v| > a, [v] < Ry}
et est borné par une constante ne dépendant que de ( et .
On peut donc majorer de la méme facon que dans la preuve précédente :

. €2m 1
@ov)* <C (1 + |a|2m Gt ey < Lisrofrreiza)

On remarque alors que si |7| > o+ Rypl¢|, alors |v| < Ry = |7 + £v] > a.
Ainsi, on a :

m £2m,
J(@26())2dv x Lrisarmley < O (1+ S ) ’f Ry GHIED?
l¢)>™ 2Rg
C 1+ a2m X 7-27Rg‘£‘2

Dans Pautre cas (|7 < a + Rp|¢]) on majore plus grossiérement en oubliant la
borne Ry dans la direction de ¢ (comme dans la preuve précédente) :

2m 1
m 2 1 < 1 ‘§| _
/(@;ﬁ(“)) dv X 1(jr|<atRolel) < C( + 2 )= o€

La majoration pour ¢ dans (xx) se fait exactement de la méme fagon puisqu’on
a:

1
(Tt év)2

/C <T +a§.v) o(0)do

Si|7| > a+ Rypl], cette intégrale est nulle car le support de ¢ et de (( sont
disjoints. Dans ’autre cas, on peut toujours majorer par la mesure du support
de ((%)dans w(v)dv. Ainsi :

/C (T +a€.v) p(v)dv < C x 1(\T|§“+R°|§|)%

En reportant nos résultats dans (xx), on a :
MrOP < Cxhing) 2
1 le[*™
(% + ol (1 + W)) X jri<a+Rolg))
(1 EEY 2Ry g
o2m TT_RIE2 (IT|>a+Rol€])

Ou h(r,§) = [|a(1,&,v)|*dv + [ |go(7,& v)[*dv + 37 [|g;(7,& v)[Pdv est inté-
grable par rapport a 7, €.

(6(v)* <C

L(jv)<Rro |r+e.v/>a)

Reste a majorer

+¢.
THvy

— Si |¢] > 1, on choisit a = |¢|™+T et on obtient alors :

(O < Cxh(r, 5)( (11725 + lel* =2 (1 + 1P 2)) Lr < ro+1) 6
(L IEPY2) X g (el Rolel+1)
< Cxh(r E)(\§|‘231<\r|g<30+1>|s|> + (14 [6P072)) X g % H(ITI>ROIE\+1))
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— Si €] < 1,|7] > 2, on choisit simplement « =1, on a :

(T, &)

1
< Cxh(r,0) (g % Lgri<i+role) + 72=pzre X 1<|r\>1+Ro\§\>)
< Cxh(r f ROXM \<0+R0\€\) + Lg- |>mRo\s\>>
< O xh(r,¢) x

1
T
Donc il suffit de vérifier que |72 + £2|*|i(7, €)|? est intégrable sur les domaines :
- {lEl <17 <1}
Comme i est L2 et |72 + £2|° est borné sur ce domaine, il n’y a pas de
probleme ici.
Al <L fr > 2}
On a sur ce domaine la majoration :

(T &)2 < C x h(r,€) x ﬁ

Et :
T2 + 2P <L+ 77 < C x (14 |7*)

Et comme 2s <1, Hl'T‘ est borné, d’otu le résultat.

- (gl > 13

On a deux termes a vérifier.
Le premier a son support dans {|7| < (Ro + 1)[¢]}.
Alors,

|72+ €77 < Clef*

Et notre terme se majore par :
C x h(1,§)
Le deuxiéme terme a son support dans {|7| > Ry|¢| +1}. On a donc :
724+ €2° < O x (14 7%)

Et :
|§|2(1—23) < C x (1 4 |T|2(1—23)>

Donc ce deuxieme terme est majoré par :

(1+ |7[*)(1 + |7[20=29)
IT| + Ro

7% + € la(r, €)I* < C x h(r,€)

O (T (+[r20729))

est bornée car équivalente & |7|'72° & l'infini et

I7|+Ro
s <1/2.
On a donc prouvé le résultat. On remarque de plus que la norme H® de p est
bornée par une combinaison linéaire des normes L? de u, go, ..., ga- O
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3 Un résultat de stabilité

On considére une suite de solutions (dans D’((0, 00) x R? x R3)) (u™, E™, B")
du systéme (VM). Nous allons montrer que, moyennant quelques bornes uni-
formes précisées ci-dessous, la suite converge & extraction prés (en un sens
précisé ci-dessous), vers une distribution solution de (VM).

On suppose plus précisément que :

(H1) Ténergie &,(t) des solutions est bornée indépendamment de n et de ¢ :
aC > 0n,Vt >0, &,(t) = /u”(t,x7v)|v|2dm‘dv+/ |E™(t,x)]* + |B"(t,x)|*dz < C

(H2) la suite u™ est positive et bornée dans L>°((0,T'); L2(R? x R3)) pour tout
T < o0

(H3) Tensemble {|u™(t,-,-)|*, n < 0, t € [0,7]} est uniformément intégrable
dans L'(Bg x Bgr) pour tout R,T < oo

D’aprés (H1) et le théoréme de Banach-Alaoglu-Bourbaki, quitte & extraire
une sous-suite de (E™, B™) on peut supposer qu’elle converge faiblement dans
L2((0,T) x R?)) pour tout T' < oo, vers des champs E, B € L>((0,T); L?(R?)))
pour tout T < oo.

De plus d’apres (H2), la suite u™ est bornée dans L?((0,7T) x R? x R?) donc
par application du méme théoréeme on peut quitte & extraire supposer qu’elle
converge faiblement vers une fonction u dans L2((0,7) x R? x R?). La limite u
est, encore positive.

Vérifions que I'énergie cinétique associée a u est aussi, i.e

/u(t,x,v)|v|2dscdv < 00

. Soit p € D(R? x R3) & valeurs dans [0, 1] et valant 1 sur la boule unité By, et
wp = @(-/p). Soit p; € D(R) une approximation de l'unité. On a d’apres (H1),

/ u"v|?p,drdy < / u"v|?p,drdy < C
R3 xR3 R3 xR3

ce dont on déduit, pour tout s > 0,

f(O,oo) pq(S - t) (fRS % R3 un|U|2§0pdl'd’U> dt
Cf(o,oo) pe(s —t)dt < C

f(O,oo)xRS g3 Pa(s — tyu"|v)?ppdrdudt

IN

La suite u™ convergeant faiblement vers u on en déduit a la limite (en n),

/ pqg(s—t) (/ u|v|2<ppda:dv) dt = / pg(s—t)ulv|?p,drdvdt < C
(0,00) R xR3 (0,00) X R3 B3
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Comme u € L2((0,7) x R? x R3), on a d’aprés I'inégalité de Cauchy-Swcharz
Gp = fR3><]R3 ulv]2ppdzdv € L}, ((0,00)), donc py x ¢, Lioc ((0.00)) ¢p. Or & ex-

traction prés la convergence dans L], .((0,00)) implique la convergence presque
partout. Ainsi I'inégalité précédente, qui s’écrit

q—o0

Pq * dp(s) < C  pour tout s>0,

implique pour presque tout ¢ > 0,
6, (t) :/ ulvl?gpdzdy < C
R3 xR3
d’ou pour presque tout ¢ > 0,

/u(t,z,v)|v|2dxdv
s s
d’apres le théoréme de convergence monotone.

On peut alors énoncer le théoréme de stabilité :
Théoréme 7 :

(i) Pour tout ¢ € C(R3) tel que 9 (v)|v|~? —— 0,

|[v]—o00

1
/u"¢dIM/ updr  pour tout R,T < co.
R3 R3

n—roo

(i1)  La limite faible (u, E, B) est solution de (VM) au sens des distributions,
i.e

Opu(t, z,v) + v.Vu(t, z,v) + div, [(F +v A B)u] (t,z,0) =0 (4)
OE(t,x) —rotB(t,x) = —j(t,z) divE(t,x) = p(t,x) (2)
—0

O B(t,x) + rotE(t,z) =0 divB(t, ) (3)

4 Démonstration de la stabilité des solutions

4.1 Démonstration du point (7)

Démontrons le Théoréme 7 dans le cas ott u™ est bornée dans L ((0, T') xR3 xR3)
(pour tout T' < co). Supposons pour I'instant ¢ € D(R3).

On remarque que u"™ est solution de
o™ + v - Vou™ = div,(gy) in D'((0,00) x R? x R?),
ol

gy = —(E" +vAB")u"
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Pour € > 0 et t < 0o, soit ¢ € D(R?) & valeurs dans [0, 1] et telle que ( = 1
sur [e,T] et Supp( C [%e, 2T7]. Alors 4™ = (u™ est solution de

Q" + v - V@ = g + divy(g5) dans D'((0,00) x R® x R?),

ou
gi =¢u" et g3 =C(gy

On a alors :

— " bornée dans L?(R x R3 x R?), car u™ Pest dans L2((0,27) x R3 x R3)

— g7 bornée dans L%(R x R? x R3), pour la méme raison

— g% bornée dans L%(R x R2 x Bg) (pour tout R < oo) car g% est bornée
dans L>((0,T) x Br; L2(R2)). En effet, pour tout T, R < oo et pour tout
(t,v) € (0,T) x Bg, on a

|[u™ || Lo 0,1y xR3 xR3) - || E™ +v A B”||L2(Rg)

™ [lLoe (0,7) x 3 xR3) (| E™ lL2 3y + |v A B™||L2(m3))
[[u™ |lLeo ((0,7) x 3 xk3) (| E™ lL2 2y + R B™||L2(RS))

195 |2 (r2)

VAVANIZAN

Or, [[u"||Le ((0,7)x®3 xr3) st majoré indépendamment de n par hypothese,
et [[E"||L2(ms) et || B"[|L2rs) sont majorés indépendamment de ¢ et de n
d’aprés (18), ce qui conclut.

Le Théoréme 6 (avec m = 1) nous montre alors que [ @"tdv est bornée
dans H'/4(R x R?). En particulier d’aprés le Théoréme 1, quitte & extraire, la
suite [ (u™ypdv converge dans L'((0,T) x Bg), et par unicité de la limite dans
D'((0,T) x Br), on a

/Cu"wdv RN /(juzﬁdv dans L'((0,T) x Bg) pour tout R,T < oo

Et donc
| [ u"pdv — fuz/)d'U”Ll((O,T)xBR)
< [ ¢updo — [ Cupdvllio,ryxr) + 1(1 = ([ updv — [uhdv)||Lr0,1)x BR)
< | Cupdo — [ Curpdvllnio,1yxBr) + || [ (1 = Q) (u"™ — w)pdv||Li (0,6 x BR)
= || [ Cu™pdv — [ Cutpdv||Lio,myxBr) + (1 — Q) (U™ — w)pdv||L1 (0,6 B x Suppw)
< | f Cupdv — fCU@Z’dUHLl((O,T)xBR) + Cel|(1 = Q) (u" — u)pdv||L2((0,¢) x Br x Suppw)

(par I'inégalité de Cauchy-Schwarz)

IN

| [ ¢Cu™pdv — [ Curpdvl|Lio,m)x ) + Ce
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car ( et 1 sont bornées, et u™ et u sont bornées dans L2((0,7T) x R? x R3).
On en conclut que

/unwdv LN /uwdv in LY(0,T) x Bg) pour tout R,T < oo

La densité de D(R?) dans C.(R?) pour la topologie de la convergence uni-
forme nous permet d’étendre la convergence a C.(R3). En effet, si ¢ € C.(R?),
soit P une suite de D(R?) qui converge uniformément vers 1. On a

| [ updv — [ updv||Li(0,1)xBR)
< | fu™(@ =P dvl|Lo,myx Ry + || [ (@™ = w)pPdv]|Ls 0,1y x BR)

+ Ju(y = ¢P)dvllL(0,1)x Br)

Les premiers et troisiemes termes sont controlés par l'inégalité de Cauchy-
Schwarz (en utilisant notamment la borne uniforme de u™ dans L?((0, T) x R3 xR3)),

et le deuxiéme par la convergence déja établie pour les fonctions tests dans
D(R3).

Enfin, soit ¥ € C(R?) telle que ¥ (v)[v|™2 — 0 quand |v] — oo. Soit
Cu = C(-/M) ot ¢ € D(R?) est & valeurs dans [0,1] et vaut 1 sur la boule
unité (et M > 0). Montrons tout d’abord que

I / Y(1 = Car)dv||L 0,1y Br) SRy 0 uniformément en n
On a
| [u(1 = Cr)dvllno,1)xBr) < f(O,T)>|<B(R)><]R3 u" |1 jy>m
Y
: IS\I;I])W P Jom)xBaxrs €V Loz
< Csup “f’v(2'
[v|>M

ou la constante C' ne dépend pas de n d’apres (H1), ce qui permet de conclure.

La méme majoration est possible avec u a la place de u"™. En écrivant alors
Y =l + (1 — Cr) et le fait que ¥ € Co(R?), on en déduit le point (i) du
Théoreme 7 dans sa généralité.

4.2 Démonstration du point (i7)
En appliquant le point (i) du Théoréme 7 successivement a ¥ =1, ¢ = vy,
pour k=1,2,3, on obtient p" —— p et j» —— j dans L'((0,7) x Br) pour
n—oo n—oo

tout R,T < oo donc dans D’((0,00) x R?). On en déduit directement que les
équations (2) et (3) sont vérifiées. Pour I’équation (4), seule la convergence du
terme quadratique (E™ 4+ v A B™)u™ est & démontrer.

20



Nous allons en fait prouver que pour tout ¢ € D((0,00) x R3) et ¢p € D(R?),

/ E™u"¢(t, x) (v)dtdedy —— Eug(t,x)(v)dtdzdv,

(0,00) xR3 xR3 90 J(0,00) xR3 xR3

/ (B"Av)u"é(t, ) (v)dtdedy —— BAvud(t, ) (v)dtdzdo,
(0,00) XxR3 xR3 n=90  J(0,00)xR3 xR3

ce qui implique la convergence faible dans L}, ., donc dans D', de (E"+vAB™)u"
vers (E+v A B)f.

Traitons par exemple le cas du champ magnétique. Soit ¢ et v fixées, et R, T
tels que Suppg C [0,T] x Bg. On a

/ (B"Av)u"é(t, ) (v)dtdedy = /
(0,00) XR3 xR3

(0,T)xBr

(B"qﬁ)/\(/ uvipdv)dtdz

R3

Sachant que B"¢ converge faiblement dans L2((0,7) x Bg) ver B¢, il suf-
fit de montrer que [, u"vipdv converge fortement dans L?((0,T) x Bg) vers
Jgs wvipdv, car on a

B" "opdv | didz — B dv ) dtd
[OvT)XBR( A (/R3u v v) b /(o,T)xBR( 9) A </Rsm}w U) tdx

< /(O,T)XBR((B — B)o) A (/Rs um/;dv) dtdz|+ /(O,T)XBR(B ¢) A (/Rs (u™ — u)m/}dv> dtdz
< /(O,T)XBR((Bn — B)$) A (/Rs umﬁdv) dtdee|+|B" Sl 2.1 5y’ ‘/Rs(“n )iy

L2((0,T)x Br)

et [|B"9lly2(0,r)xpy) €St bornée car B"¢ converge faiblement.
Le point (i) du Théoréme 7 montre que

/u"m/Jdv—> uvipdv  dans L'((0,T) x Bg)
R3

n— oo R3

Montrons que | [gs u”vwdv|2 est uniformément intégrable dans L' ((0,7) x Bg).
Ces deux conditions permettront de conclure quant a la convergence forte dans
L2((0,T) x Bg) grace au lemme ci dessous.

On remarque que si A C (0,T) x Bg vérifie mes(A) < €8 ou (¢, 8 > 0), on a,
en notant A = {z | (t,z) € A},

mes({t | mes(A4;) > }) < «

Soit donc € > 0 et 5 > 0 tel que :

VB C BrxSuppy, mes(B) < 8 mes(Suppy)) = / (u™)?dxdv < € (B existe grace a (H3))
B
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et soit A C (0,T) x Bpg tel que mes(A) < ef. On a

2
fA URS u"vwdv] <C fA ISuppw(“n)de
= Jimes(anzgy Ja, Jsupps (WP dtdrdv + [ csanyz oy Ja, Jsuppy (W) dtdzdy
< €esup Hun||L°°((0,T);L2(R3><R3)) +eT

car mes(AyxSuppy) < 8 mes(Supp). D’ott 'uniforme intégrabilité de {|fR3 u"v¢dv|2}.

Lemme 5 : Soit (E, 1) un espace mesuré de mesure totale finie, et h,, € L?(E)
L'(E)

une suite de carré uniformément intégrable. Si h, —— h ou h € L2(E), alors
n—oo
L2
ho — 25,
n—oo

Démonstration. Soit € > 0. Soit § > 0 tel que

VBCE, u(B) <6 — (/hi<(§)2 et /h2<(§)2)
B B

D’apres le théoreme d’Egoroff (rappel ci-dessous), il exste une partie A de E
telle que p(A) < § et hy, converge uniformément vers h sur E\ A. On a alors,

[hn = PllL2(m) = [1hn — hllL2cay + |hn — hllL2(2)\a)
< Rllezcay + [hnllzay + [[hn = hllne (27 a) - p(E\A)
< e+ |hp — hllLe(z\a) - W(E\A)

donc
limsup||hy, — hl|L2(m) < €
O

Théoréme 8 (Théoreme d’Egoroff) : Soit (E, u) un espace mesuré de mesure
totale finie, et g, € LY(E) une suite qui vonverge dans L'(E). Alors,

Vo >0,3JACE p(A) <4 etgy, converge uniformément sur E\ A.

La stabilité que 'on a démontré est utile dans la preuve de l'existence de
solution faible du systeme de Vlasov-Maxwell. La preuve consiste en effet a
construire des solutions approchées vérifiant les hypotheses utilisées dans le
théoreme de stabilité, et d’utiliser celui-ci pour conclure.
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