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Résumé

On étudie d’abord les propriétés fondamentales du calcul pseudo-différentiel et
les différentes quantifications. On énonce ensuite quelques inégalités du type de
Garding , puis on étudie une preuve utilisant une approximation du flot pseudo-
différentiel, donnée par B. Texier.
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1 Introduction

On définit d’abord en premiere partie le calcul pseudo-différentiel. Les opérateurs
pseudo-différentiels sont une généralisation des opérateurs différentiels, comme one verra
dans la section 2.1.1.

La théorie du calcul pseudo-différentiel est initialement développée dans le but
d’étudier les singularités des solutions des EDPs ([MA] Section 1.3), et elle est in-
timement liée au développement de la théorie de LP-régularité ([KS] Introduction).
Cette théorie est de plus un outil essentiel en I'analyse semi-classique car elle relie la
mécanique classique et quantique ([MA] Section 1.3), ot l'on s’intéresse au comporte-
ment de I’équation de Schrédinger ([EL ZM] Section 1.1.1)

ihdw = —h?Au + Vu, (1.1)
et au comportement spectral de I’équation associée aux valeurs propres
—h?Au+Vu= Eu (1.2)

lorsque i — 0.

Une autre motivation vient de I’étude de quantifications, dont le procédé général fut
d’abord introduit par Weyl, et qui s’est révélé plus tard étre liée au calcul symbolique
initié par Kohn et Nirenberg, qui a un opérateur d’intégration singuliere associe un
symbole, de telle sorte que le produit des symboles correspond a la composition des
opérateurs ([FG] Chapitre 2).

La deuxieme partie traite des inégalités de type de Garding . L’inégalité de Garding
fut initialement prouvé par L. Garding dans sa these “Dirichlet’s Problem For Linear
Partial Differential Equations” ([GL] Page 64), mais seulement pour un opérateur L
différentiel. On les étudiera dans la section 3.1, avec d’autres inégalités du méme type,
en généralisant aux opérateurs pseudo-différentiel.

2 Calcul Pseudo-Différentiel et Para-Différentiel

2.1 Opérateur Pseudo-Différentiel
2.1.1 Définition des Opérateur Pseudo-Différentiel

Sur R%, un opérateur différentiel est un opérateur de la forme :

a(z, D)= Y ao(z)D§

a€eN? |a|<m

ou D, = —idy. On a donc, sous certaines conditions sur u : R* — RY :
(ale. Du)(e) = [ e ala. )il ds.

en posant a(z,§) = 3|4 1<m @a(2)E" le symbole de a.
Ainsi, & une fonction a(z,£) € R? x R? — R ou C (qu’on appelera alors symbole) on
associe naturellement un opérateur op(a), dit opérateur pseudo-différentiel, par :

(opla)a) = | e Sale.)i(e)ae (211)
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pour u dans un certain espace de fonctions sur R? (typiquement L?(R%)).

Un question naturelle est de savoir quel est le lien entre la composition des opérateurs,
I’adjoint d’un opérateur, etc. et le calcul des symboles de ces opérateurs.

Par exemple, si a ne dépend que de &, on dira que op(a) est un multiplicateur de
Fourier, et on notera a(D) = op(a). Dans ce cas, pour deux multiplicateurs de Fourier,
on voit facilement que op(a) o op(b) = op(ab), et op(a)* = op(a).

Un exemple un peu plus compliqué est celui des opérateurs différentiels. Dans ce cas,
la composition op(afb) de op(a) et op(b) peut étre calculée directement par la formule
de Leibniz donné par la somme finie

1 (0% (0%
ab =) —0gaDgb. (2.1.2)

L’adjoint L? est donné par

*
op(a)” = (Z aa(w)D§‘> = Dlaa(x) = op(a”), (2.1.3)
(e
ou a* est définit par la somme finie
=3 1oeD%a
a e
(03

Enfin, si a(x,§) est un polynéme de degré m tel que |an| € L pour tout a, on a

pour tout u € H* N3 k >m

lop(a)u| gr—m S max |ae|Loo |t g - (2.1.4)

~

2.1.2 Classes de Symboles

Ce qui a été dit ci-dessus sur les opérateurs différentiels peut étre généralisé : une
bonne classe de symboles est donnée par les symboles dont le comportement a 'infini
est similaire a celui des polynémes, d’ou la définition suivante.

Définition 2.1. Sim € R, on dit que a € C°(R% xR?) est un symbole classique d’ordre

m si pour tous multi-indices o, B8, (€)1PI=™ 85‘8?@ € L®[RIxRY), ou (¢) = (1+ |§]2)1/2.
On note ST la classe des symboles classiques d’ordre m
Posons, pour tous k, k' € N
Mi(a) = sup  (&FT"020 a(a,€)|. (2.1.5)
(z,£)eR4 xR
o <k, | BI <K/

Alors les MpT,(a) sont des normes telles que a € ST si et seulement si M;7,(a) < oo
pour tout k, k" € N, qui conferent & ST une structure d’espace de Fréchet ([HL] Page
65). Pour la suite, on définit pour a € ST les normes

lall, = sup (©Vm 10207 a(x, €. (2.1.6)
la|+]B|<r+2([d/2]+1)
(z,€)eRd xRD



On a les deux propriétés fondamentales : pour tous indices «, 5 et tous m,n € R les
applications
STy — ST 1 a s 028 a,

STOXSEO%STOJFTL (a,b)>—>ab

sont bien définies et continues ([HL] Page 66 (18.1.2)).

On peut définir d’autres classes de symboles :

Définition 2.2. Sim,p,6 €R,p > 0,5 > 0, on dit que a € C®(R?xRY) est un symbole
dans S si pour tous multi-indices o, 8, on ait (5)”'6‘_6‘0"_7” (’ﬁﬁga € L>®(R% x RY).

Mais aussi des classes de symboles moins réguliers :

Définition 2.3. Pour m € R et k € N, on note I'}' l'ensemble des symboles o sur
R? x R? tels que pour toute indice B et & € R?, 85@(-,5) € Wk et tel qu’il existe
Cp > 0 tel que pour tout £ € RY, |8§a(-,§)|wk,oo <Cpg (eym18l,

2.1.3 Formules de Composition, Adjoint et développements Asymptotiques

On va maintenant énoncer les formules de composition, d’adjoint et d’expansion
asymptotique pour des symboles dans S7%.

On peut calculer explicitement le symbole aftb pour qu’on ait

op(a) o op(b) = op(afib), (2.1.7)
atb(w, ) = / gz n)b(y, €)dydn. (2.1.8)
Rd xRd
On a par ailleurs 'expansion asymptotique ([HL] Théoréme 18.1.8)
1 (63 «
atb ~ —0¢aD2b, (2.1.9)
dans le sens ou )
agh— > Eﬁﬁapgbeswfk (2.1.10)
la| <k

Calculons ensuite 1’adjoint au sens de L. Pour que

op(a)* = op(a™), (2.1.11)

on doit avoir
@8 = [ el yg-n) (2.112)
R4 x R4

qui est dans ST si a l'est. De méme on a I'expansion asymptotique ([HL] Théoreme
18.1.7)

1
+ N Lo peg 2.1.13
@ ;ag z ( )
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dans le sens ou )
a* — ~9¢D%a € STk 2.1.14
Z e aa €57 ( )
lo| <k
On énoncera plus tard des résultats permettant d’estimer les normes des termes
restants dans ces développements par les dérivées des symboles.

2.2 Théoréme de Calderén-Vaillancourt et son Corollaire

On a besoin de propriétés similaires & (2.1.4) pour des symboles assez généraux, qui
nous sont données par le théoréme de Calderén-Vaillancourt ([HI] Théoreme 2).

Théoréme 2.4 (Calderén-Vaillancourt). Soit a un symbole tel que pour tous «, 3 €
{0,1}¢, on ait 8?0?& € L. Alors op(a) est borné de L?> — L? et il existe C(d) > 0
telle que

lop(a)|lz2sre < C(d)  sup  [990 alx, )|
a,B€{0,1}4

En utilisant les opérateurs isométriques entre les espaces de Sobolev H™ — HST™
I['* donnés par I' = op((-)), on voit que pour a € ST, op(a) est borné Hst™ — H* pour
tout s € R. Plus précisément, on a la proposition suivante.

Proposition 2.5. Soit a € ST, alors
lop(a)ll gm—r2 < Mg?d(a)'

2.3 Quantification

On appelle quantification le fait d’associer une fonction (symbole) & un opérateur
(on ne parlera pas en détail des concepts physiques qui ont menés a ’expression ” quan-
tification”). La quantification qu’on a déja présentée est dite classique, mais on sera
amenés a en utiliser des différentes dans la suite.

Les résultats suivants peuvent se trouver dans [TB2] Section 5, et [LN] Section 2.1.5.

2.3.1 Quantification Semi-Classique
A un symbole a on associe une famille (op.(a))o<e<1 d’opérateurs définis par :
(op.(a)u)(e) = | " ala.)n(e)i. (2.3.1)
R

Ici € représente en fait la constante de Planck A : cette quantification permet d’étudier
le comportement physique lorsque & tend vers zero, comme on I’a dit dans I'introduction.
Définissons les normes semi-classique de Sobolev || - || s par

ulle,s = [(1+ [e€[*)* %0 2,

La version semi-classique du théoréme de Calderén-Vaillancourt nous donne :



Théoréme 2.6. Sia € ST, alors op.(a) est un opérateur linaire borné de H™ — L?
et de H3T™ — H#, tel que

lop(a)ul2 S llalloflulle,m, (2.3.2)

lop=(a)ulle,s < (lallo + ellallca)lulle,s+m (2.3.3)

ot la constante dépend seulement de d, s.

On dispose aussi d’une formule de composition, donnée par I’expansion asymptotique
suivante :

Théoreme 2.7. Soit a € S7)y,b € ST, et r €N, alors on a

op.(a) o op.(b) =} eop.(atgh) + £ 0. (Fir(a,0)) (2.3.4)
0<g<r

ot le reste R,(a,b) € S{':‘OJ“"# vérifie
lop.(Rr(a,b))ulre < llallyrc@llollrrc@llullentm—r (2.3.5)

2.3.2 Quantification de Weyl

Le principe de la quantification de Weyl est d’associer a un symbole a 'opérateur
a® défini par :

(a®u)(z) = /R L (“" ‘g v ) w(y)dyde. (2.3.6)

L’avantage de la quantification de Weyl est que qu’il est facile de calculer ’adjoint
dans L? de l'opérateur associé & un symbole a. En effet on a ([LN] Remarque 1.1.11)

(a“)" =a". (2.3.7)
Ainsi a¥ est auto-adjoint si a est réel.

Le théoreme de Calderén-Vaillancourt et les formules de composition s’étendent
aussi & la quantification de Weyl ([BA]).

Théoréme 2.8. Soit a € ST\, alors a" est un opérateur borné de H™ — L? et de
HSt™ — H* et on a
la®ulrz S llallofulzz, (2.3.8)

[a"ulprs S llalloalul gsem (2.3.9)
ot la constante dépend seulement de d, s.

Théoréeme 2.9. Soient a € ST\, b € ST. Alors en posant

—1)lel
aopb=(—i)F > (a'gv 020 adl0gb, (2.3.10)
lal+8l=k



on a, pour tout v € N,

a” o b = Y (aokb)” + R¥(a,b), (2.3.11)

0<k<r
ot Ry(a,b) € S’f}oﬂl*r vérifie

| Br(a,0)ulr2 S llallric@llbll+ca lull gnem—r- (2.3.12)

Pour une étude approfondie de la quantification de Weyl, voir [HL] 18.5.

2.4 Décomposition de Littlewood-Paley

La loi de composition naturelle entre le symboles étant la multiplication dans ’espace
des fréquences, on va donc travailler dans cet espace pour simplifier. La décomposition
de Littlewood-Paley est alors un technique tres utile pour étudier les symboles dans
I’espace des fréquences.

L’idée de Littlewood-Paley est de décomposer la fréquence de maniere dyadique,
puis d’étudier séparément le symbole dans chaque intervalle de fréquence, c’est a dire
qu’on étudie le symbole localement dans ’espace des fréquences, puis obtient & partir
de cela des informations globales sur le symbole, comme si on utilisait une partition de
I’unité sur une variétés différentielles.

On va maintenant définir rigoureusement cette décomposition et étudier ses pro-
priétés fondamentales.

Soit g € C° ou 0 < ¢ et des réels 0 < A < B < 24 tels que ¢pg = 1 pour [{] < A
et ¢o = 0 pour |{| > B. On pose

$;(€) = do(2779€) — ¢o(27UVe), j > 1. (2.4.1)

Donc ‘ |
supp ¢; C C; = {A2 7! < [¢| < B},

et ¢; est identiquement égale a 1 dans
¢, = {BY < [¢| < A2},

On a directement 1’égalité suivante :
> 9=1
>0

ou la somme est localement finie.

Une question naturelle est de savoir si cette partition de 'unité dans ’espace des
fréquences induit une partition de I'unité pour la variable spatiale. La réponse est oui,
d’apres le lemme suivant.

Lemme 2.10. On a l’égalité dans S,

> ¢;j(D) =1d. (2.4.2)

J=0



Les opérateurs {¢;(D)}; sont de plus bornés uniformément dans £(LP) :

Lemme 2.11. [ existe C(¢pg) ne dépendant que de ¢q, telle que pour tout 1 < p < oo
et pour tout 7 > 0 on a
195 (D)lr—rr < C(¢0). (2.4.3)

Les lemmes suivants sont remarquables, puisqu’ils donnent une caractérisation des
espaces de Sobolev H*(RY) par la décomposition de Littlewood-Paley. Par définition,
I'espace H*(R%) est I'ensemble des éléments de S’ tels que

ulgs = [ ()" a2 < 0.
Il est normal d’estimer (£)° @ comme 2754 sur le domaine de fréquence Cj, d’ot le lemme

suivant :

Lemme 2.12. Pour tout s € R et pour tout u € S, on a l’équivalence
we H® & Vk ép(D)u € L2, (2k8|¢k(p)u\L2)k e 2,

De plus, la norme 1~ 22ks| g (D) - | est équivalente d | - |gs.

On peut se poser la méme question pour des séries de fonctions : si les fonctions sont
localisées en fréquence, est-ce que la somme est dans H*?

Lemme 2.13. Soit s € R, (u)k>1 C L2(RY) et 0 < r < R tels que
supp iy € {2°7 < [¢] < 2°R}, (2fuglpz) €,

alors

u:ZukeHs,
k

et pour une certaine constante qui ne dépend que de r, R,d, s,

ulfe S 2% 7.
k>1

2.5 Calcul Para-différentiel

Tous ce qui suit peut se trouver dans [TB1].

On en vient parfois a étudier des symboles moins réguliers comme ceux de I'}". La
question est de savoir si les symboles de I'}* possedent des propriétés similaires a celles
des symboles de ST

La formule de composition pour afth, ou a € S™,b € S™ s’étend exactement de la
méme maniere & a € I, b € T avec afib € I'7"™" si on rajoute une condition sur les
supports de a et b, dite condition spectrale.

La difficulté est d’estimer les normes des opérateurs correspondants entre espaces de
Sobolev. Un technique efficace consiste a utiliser le calcul para-différentiel. Le principe
du calcul para-différentiel est d’associer a a € I'}" le symbole

op?(a) := op(a?) (2.5.1)

ol a¥ est une régularisation de a par rapport a une fonction de troncature admissible,
qu’on appelle symbole para-différentiel. On majore ensuite a¥ et a — a¥ pour obtenir
les estimations voulues.



Définition 2.14. Une fonction lisse b : R4 x R? — R est une fonction de troncature
admissible si elle satisfait

Lo nl <61(¢),
0, [nl=d2(£),

pour un certain (81,62) tel que 0 < & < d2 < 1 et Vo, B € N, 305 > 0 tel que

02024 (1. €)] < s (€) 711191

Définition 2.15. Soit b une fonction de troncature admissible et a € I'}", le symbole
para-différentiel associé a a est le symbole

a¥(2,€) == F (-, 6)a(-,€))(2) = (F (-, €) * a(-,€)) (). (2.5.2)

Le calcul para-différentiel possede deux avantages. Tout d’abord, la définition donne
directement que le symbole a¥ est régulier. La second avantage est que a¥ satisfait la
condition spectrale (définit ci-dessous). L’importance de la condition spectrale est qu’en
général, a¥ n’appartient pas a ST mais seulement a I'}" C 87"y, donc on ne peut pas
utiliser les résultats dont on dispose sur 57, mais elle permet une estimation de la
norme d’opérateur de op(a) par le théoreme 2.17

Y(n, &) = {

Définition 2.16. On dit qu’un symbole a satisfait la condition spectrale si pour un
certain 0 € (0,1)
suppa C {(n,€) € R? x R% [n] < 6 ()} (2.5.3)

ot G est la transformée de Fourier de a par rapport a sa premiere variable.

Théoréme 2.17. Soit a un symbole satisfaisant la condition spectrale et M(Td(a) < 00,
alors pour tout s € R, il existe C' > 0 ne dépendant pas de a, tel que

Jop(@) g+ 11+ < CMZ(a), (25.4)
On a maintenant besoin d’une estimation des dérivées de a¥ par les dérivées de a.

Lemme 2.18. Soit a € I'™, alors a¥ € T N C®(R? x RY) satisfait la condition
spectrale, et on a la magjoration M™,(a¥) < CM™,(a) ot la constante C' ne dépend
que de k, k', d, .

Le théoreme suivant est alors une conséquence directe du théoreme et du lemme
ci-dessus.

Théoréme 2.19. Pour tous m,s € R,k € N, il existe C = C(m,k,s) > 0 tel que pour

tout a € I'", on a
Hopw(a)HHs"'maHS S CM(Td (2.5.5)

Il est important de remarquer que la condition spectrale nous permet d’obtenir une
majoration ne faisant intervenir aucune dérivées de a en x. Sinon, on aurait seulement
la majoration |[op(a)||gs+m_ s < CMJy

Les résultats précédents nous donnent une estimation de a?, il faut maintenant faire
de méme avec a — a¥ et a¥ — a® ot ¢ et 1 sont deux troncatures admissibles (on a en
fait besoin que les constantes définies dans la condition spectrale soient assez petites
pour que la composition soit bien définie comme ci-dessus) :



Théoreme 2.20. Soit a € I']" et ¢, ¢ deuz fonctions de troncature admissible, alors
a—a¥ a¥ —a? € I'}", et on a les magjorations des dérivées,

My (a = a¥) S Mg (5a), (2.5.6)

Mg (¥ = a®) £ Mgy (9a). (2.5.7)

Si on prend pour fonction de troncature v définie par :

P8 = b2 Vn)r(g) (2.5.8)

k>0

pour N assez grand, ol ¢g, ¢ forment une décomposition de Littlewood-Paley, alors on
a les majorations du reste R(a,u) := (a — op¥(a))u. suivantes :

Théoréme 2.21. Soitr € N,s > r eta € H®, alors pour un certain C' > 0 ne dépendant
pas de a, pour tout u € L,

|R(a,u)|gs < ClOLalgrs—r|u|pee. (2.5.9)

Théoréeme 2.22. Sia € W™, alors pour un certain C > 0 ne dépendant pas de a,
pour tout u € L?,
’R(CL,U)’HT < C’a‘WT,OO|’LL’L2. (2510)

Les résultats ci-dessus nous permettent d’étudier la composition de symboles dans
I'7*. On obtient une expansion asymptotique similaire a celle de la composition de deux
symboles de S¢". On pose, pour a € I'7" et b € I'?,

(_i)la‘ a oo
afrb =) ——0gadyh. (2.5.11)
lal<r

On a alors :

Théoreme 2.23. Pour m,n,s € R, r € N*, et pour tous a € I'[" et b € I'}, l"opérateur
op¥(a)op” (b) — op*(at:b)
est borné de HST™ =" ¢ HS, et sa norme est inférieure
C(m,n, s, 1) (Mg 9411(a) Mg 4(950) + Mg 41 (9;0) Mg 4(b)).

Par ailleurs, op¥(a)op¥ (b) est un opérateur d’ordre m + n, et si on I’approxime par
I’expansion asymptotique a l’ordre r, le reste est d’ordre m +n — r

3 Les Inégalités de type Garding

3.1 Enoncés des Inégalités

Il est naturel de se demander si 'opérateur associé a un symbole positif est un
opérateur positive (en quantification classique, semi-classique, de Weyl, etc).
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Ce n’est en général pas vrai, bien que cela soit vérifié pour la quantification de Wick
(a > 0 implique aVick > 0), dont on parlera pas ici. Mais les inégalités de Garding nous
donnent cependant des minorations similaires.

Comme on 'a dit précédemment, la premiere inégalité de Garding fut prouvée par
Garding dans [GL], ou il considére un opérateur homogene de degré pair 2m, défini sur
un domaine ouvert borné € de R? sous une forme de divergence par

Lu= Y (-1)F0*(4,30%), (3.1.1)
la|=|8|=m

Le résultat suivant reste par ailleurs vrai si L admet des termes d’ordre plus petit grace
au lemme de Poincaré puisque €2 est borné. Les A, sont des fonctions réelles, bornées
et continues sur 2, vérifiant une condition d’uniforme ellipticité, c’est & dire qu’il existe
une constante 6 > 0 telle que

Y Aup()e” = 01 (3.1.2)

laf=|8]=m

pour tout z € Q et £ € R? (typiquement pour T = —A).On a alors I'inégalité de Garding
suivante ([GL] Page 64)

Théoreme 3.1. Soient Q et L définit comme précédemment, ot L est uniformément
elliptique, alors on a pour un certain C > 0,C" > 0 et pour tout u € H™(Q)

Blu,u] + C'ults(q) 2 Clulfpmg) s (3.1.3)
ot la forme bilinéaire B est définie par
Blu,v] = Z / Anp(x)0%u(x)0%v(z)dz. (3.1.4)
jal=[8=m *

On dispose d’'un résultat similaire ([AS GP] 1.5.3 Propriété 5.3) utilisant la langage
du calcul pseudo-différentiel :

Théoreme 3.2. Soit a € S%fg(Rd x R%), tel qu’il existe R > 0,c > 0 tel que pour tout
€| > R et x € RY, on a Rea(x, &) > c(€)™. Alors pour tout N € N il existe Cy > 0 tel
que pour tout u € H™(RY),

c
Re (op(a)u, u) + Cylul%_~ > §\uﬁqm (3.1.5)

Ici, (-,-) est le produit scalaire dans L?, notation qu’on conservera dans la suite.
La condition que le symbole a satisfait dans le théoréme s’appelle aussi ellipticité, une
analogie de Dellipticité pour les opérateurs différentiels.

Dans le livre de Guy Métivier [MG], on trouve aussi une version similaire pour les
symboles I'}".

Théoréme 3.3 (L’'Inégalité de Garding Faible). Soit a un symbole de T'T" a valeurs
dans CNN | satisfaisant pour tout (x,€&) € R x RY

Rea(z,&) > c (&) 1d (3.1.6)
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pour un certain ¢ > 0, alors on a pour tout v € H™(R?, CN)
( 2 2
Re <op (a)u,u> + Collul®? s > Chlluly, (3.1.7)

ou Y est une fonction troncature admissible et les constantes Cy, C1 ne dépendent que

de Y, a,m,d, N.
L’idée de la preuve de ce théoreme consiste a écrire
op?(Rea) = op?(b)* o op¥(b) +

ou

b= (Re a)1/2

et r est un symbole d’ordre m — 1. Pour plus de détails, voir [MG] Théoréeme 6.3.4.
La version standard de I'inégalité de Garding est énoncée dans le théoreme suivant.

Théoréme 3.4 (L’Inégalité de Garding Précisée). Soit a € ST un symbole positif,
a valeurs dans CVN (ou RN*N) alors il existe une constante C tel que pour tout
u € H™(RL,CN), on ait l'inégalité

Re (op(a)u,u) + C’||uH2mT,1 > 0. (3.1.8)
Cette inégalité est encore vraie si a est une matrice et u est un vecteur, en fait on
a une version plus générale de ce théoreme ou a est un symbole & valeur dans £(H)
I'espace des opérateurs linaires borné d’un espace de Hilbert H et v € H™(R?, H), ce
qui est expliqué dans le livre de Lerner.
En dimension un l'inégalité de Fefferman-Phong est un raffinement de I'inégalité de
Garding .

Théoréme 3.5 (L'Inégalité de Fefferman-Phong). Soit a € ST{, un symbole positif, a
valeurs dans C (ou R), alors il existe une constante C' tel que pour tout u € H™(RY),
on ait l'inégalité

Re (op(a)u, u) + Cllu|%_2 > 0. (3.1.9)

2

Les deux inégalités ci-dessus ont été énoncées pour la quantification classique, mais
elles sont encore vraies pour la quantification de Weyl. Il suffit en fait de les montrer
pour a®.

Les preuves de 'inégalité de Garding précisée et de Fefferman-Phong peuvent se trou-
ver dans le livre de Lerner ([LN] Théoreme 1.1.26, (2.5.11), Théoreme 2.5.5, Théoreme
2.5.10, Remarque 2.5.13), ou la quantification de Wick est utilisée pour obtenir un
résultat plus général.

Dans la section suivante, on va présenter une preuve du résultat partiel de I'inégalité
de Garding par approximation du flot de pseudo-différentiel, qu’on peut trouver dans
[TB2] (Théoreme 4.1).

Théoréme 3.6. Soit a € STO(]Rd x RY) & valeurs dans C tel que Rea > 0, alors pour
tout 0 < 0 < 1, il existe C > 0 tel que pour tout u € H™(R?), on ait

Re (op(a)u, u) + C’||uHiImT,9 > 0.
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Ce théoreme est un résultat partiel de I'inégalité de Garding parce qu’on a besoin
dans la preuve d’avoir § < 1 pour obtenir une décroissance exponentielle, mais I'inégalité
de Garding est encore vraie pour 6 = 1.

De plus a doit étre ici un symbole scalaire, mais pour 'inégalité de Garding générale,
a peut étre un symbole a valeurs dans £(H), ou H est un espace de Hilbert de dimension
quelconque. Cette restriction sur la dimension vient de 'utilisation du lemme (3.12),
dont la preuve ne marche que pour un symbole scalaire.

3.2 Lemme d’Approximation du Flot Pseudo-Différentiel en Quanti-
fication Semi-Classique

On va d’abord énoncer et prouver des lemmes qui jouent un role trés important
dans le preuve du théoreme (3.6). Soit M (¢) une famille C* et bornée de matrices de
symboles de SRO, a valeurs dans CV*YN. On consideére 1’équation différentielle ordinaire
associée

{atu = Opa(M)u+f7 (321)

u(0) = wp.

ot ug € H® et f € C([0,T|Inel], H*(R?,CY)).
On veut approximer la solution de I’équation par op,(Sy(0,t)) (approximation d’ordre
0) lorsque ¢ est petit, ot So(7;¢) sont une famille de solutions de ’équation différentielle

{8t50(7;t) = M(t)So(7, 1), (3.2.2)

So(r,7) =1d.

On voit par la formule de composition de quantification semi-classique (Théoréme 2.7)
que

drop.(So) = op.(MSp) = op.(M) o op.(Sy) — cop. (M#,S) — (- --) (3.2.3)

ce qui nous amene a considérer le correcteur d’ordre 1 défini par

=M M
0¢S1 S1+ M4, (3.2.4)
Sl(Tv 7-) = 07
et nous donne
drop.(Sy +eS1) = op.(M) o op.(Sg +&S1) — (- ), (3.2.5)

ce qui est une meilleure approximation. On définit ainsi par récurrence le correcteur
d’ordre g comme solution de I’équation

01y =MSy+ Y MtgSy,,
q1+392=4q (3.2.6)

q1>0

Si(r,7) =0.

On montre par récurrence sur || + |3| (on n’intégre pas directement (3.2.2), mais on
utilise la premiere égalité suivante pour que l'ordre de la dérivée a droite soit strictement
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plus petit que lordre des dérivées a gauche, et donc on peut utiliser une récurrence) en
utilisant les deux équations suivantes séparément,

t
020f Sulrit) = [ Sult's {0807 M(W)]So(rit)at.

Suri)= [ SGit) Y Mty Sl )i

q1+492=q
q1>0
qu’on a les majorations des dérivées
(€)"M1P110207 Sy (r31)| < [Ineler7) (32.7)
ol * est un entier dépendant de « positive et v = | M|po.
On pose
S = > %5, (3.2.8)
1<q<qo

qui est I'opérateur d’approximation a ’ordre gg. Le lemme suivant qui nous dit que Xy,
est vraiment un opérateur d’approximation.

Lemme 3.7 (Lemme d’Approximation).

atopa(ZlIo) = Opa(M) ° Opa(ZQO) + EOpa(p) (329)

ot p est un symbole tel que

lopc(p(r5t))ule < [el™ [full,—g,—1 (3.2.10)
pour un certain entier N* qui ne dépend que de qo, N, d, et pour tout uw € H=90~H(R?),
uniformément pour 0 < 17 <t <T|lneg|.

Démonstration. D’apres les résultats qu’on a énoncés précédemment sur la quantifica-
tion semi-classique (Théoreme 2.7), on a pour tout ¢ > 0,
5q0p€(M) ° Op.e(Sq) = 8q0p€(MSq) + Z €q+q10pa(Mﬁ41Sq) + 5q0+15(ﬂq)
1<q1<qo—q

avec pg = Rgy—q+1(M, Sy), et
e o, (pq(Tst)ulzz < e el flue —go1

pour tout u € H~%~! et uniformément pour 0 <7 <t < T|In¢|.
En sommant sur ¢, on obtient que

ope (M) o op.(¥) = op.(MX) + Z quopa(MﬂmSQ) —eop.(p),

0<g<qq
1<q1<qp—qa

avec p = =3 o<g<qo Pa-
Finalement, par définition des correcteurs Sy, on obtient ’équation vérifiée par X :

atope(z) = OpE(ME) + Z 5q1+q20p5(Mﬁq1 SQ2)7

0<q1+492<q9
q1>0

ce qui nous permet de conclure. O
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Théoréme 3.8. Pour € assez petit, dépendant uniquement de d, N, M, T, 'unique so-
lution u € C°([0, T|Ine|, L2(R%)) de (3.2.1) est donnée par

t
u = op,(X(0;t))ug + / op. (X(t;4))(Id + eR)(f — eop(p(0; -))uo)(¥')dt’  (3.2.11)
0
ot R est un opérateur borné de C°([0,T|Ine|], H=%~1) — C°([0,T|In¢|], L?) avec,pour

tout w € CO(H—90~1),

[(Rw)(t)[z2 < Clnel™  sup  [[w(t)]le,—go-1,
0<t<T|Ine]

uniformément pour t € [0,T|Inel], ot N* est un entier ne dépendant que de d, N,m,T.

Démonstration. Soit g € CO([0,T|Ineg|, L?]), et u défini par

t
u(t) = op.(%(0;¢))uo +/ op(S(t';£))g(t)dt"
0
Alors u satisfait I’équation (3.2.1) si et seulement si

((Id + po)g)(t) = F(t) — cop.(p(0;1))uo

oil po est un opérateur de C°(L?) — C°(L?) défini par

t
()(0) == [ op(olt'st)(t)ar.
0
La borne de p nous donne une estimation de la norme de py,

sup  [(pou) (B)lg2 < eC(d, N, M, ) Inel*  sup  [Ju(t)lergo1.
0<t<T|lne¢| 0<t<T|Ine|

Donc pour € assez petit, Id 4+ pg est inversible, et on conclut directement. ]

3.3 Preuve du Théoréeme 3.6
3.3.1 Réduction

En utilisant quelques propriétés de quantification de Weyl, on peut se ramener a

prouver
(a“u,u) + Clul}ms)2 >0 (3.3.1)

ou a est un symbole réel.
En effet, on a vu que op(a) = a* + op(p), p € 51_701 et que 'adjoint de I'opérateur
a® est (a¥)* = (a)", ce qui nous donne que

Re (a“u,u) = ((Rea)”u,u) .

En suite, en posant ag = ()™ a € 57y et A = op((-)), on a par la formule de
composition
A2 A2 = " 4+ R
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avec
(Rw,w) < |Rwl| -2 |0l gon-22 S llall o wlFm 2, (3.3.2)

pour tout w € H™=2/2_ Comme A est autoadjoint dans L?, on a
(a“u,u) = <a6”Am/2u,Am/2u> + (Ru, u) .

Donc on peut se ramener au cas m = 0.
Un résultat de [LN] (2.5.24) dit que si (¢;);>0 et (wjz)jzo sont deux décompositions
de Littlewood-Paley telles que ¢; = qﬁjwjz, alors on a l'estimation

[ (@, u) — 3 ((670)" sy (Dyu, 5 (D)u) | < Cluff-s (3.3.3)
j=0

ou C' dépend des normes de a. La caractérisation de H® par la décomposition de
Littlewood-Paley nous dit qu’il suffit de prouver

(a¥uj, uj) + C279|u;l7, > 0 (3.3.4)

pour a; = ¥;(§)a(x,€), u; = ¥;(D)u, et pour un certain C' > 0 ne dépendant pas de j
et u. En ajoutant 2779 & aj, on peut supposer

a; > 2799, (3.3.5)
De plus, pour un jg fixé, les termes de basse fréquence peut étre majorées par

S @y ) S llallo2lul? o (3.3.6)
0<j<jo

En divisant @ par |[a|c(g) pour un C(f) assez grand, on peut finalement se ramener &
montrer ce qui suit :

Soit a € 5?70 un symbole réel et positif, a; = 1;a + 279, tel que llajllc@ <1, alors
il existe jo € N tel que pour tout u € L? et pour tout j > jo, on a

(afuj,uj) >0, uj = ¢(D)u. (3.3.7)

3.3.2 Reformulation avec le Flot de a}f’

Le théoreme de Calderén-Vaillancourt nous donne que a}” est lineaire borné de L? —
L?. Soit ® la flot de aj
®(t) = exp(tay), (3.3.8)

c’est & dire que pour tout w € L2, t — ®(t)w est I'solution unique dans C(R, L?) de
Y =aiy, y(0) =w.
On a ainsi que

t
d
Bl — ol = [ LioGulids

= /0 2 (af ®(s)w, ®(s)w) ds

< 2t {af P (t)w, P(t)w)
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puisque l'intégrande est croissante par rapport a s.
Le flot étant bijectif a ¢ fixé, il existe w tel que u; = ®(t)w (et donc w = (—t)u;).
L’inégalité précédente devient

2 2
Jujl72 = |2(=t)usl72 < 2t (aj'uj, u;).
Donc on il nous suffit de trouver ¢ > 0 tel que

ujl7z > |®(—t)u 7. (3.3.9)

3.3.3 Approximation du Flot de a; en Quantification de Weyl
On va maintenant approximer le flot ®(t) de ay’ : posons Sy = exp(—ta;) et

01y = —a;Sg— > a9 Sg, Sy(0) =0. (3.3.10)

q1+492=4q
q1>0

On fixe gg = 1 + cd[%] pour un certain c¢g dépendant uniquement de d qu’on fixera
plus tard plus tard dépendant. En utilisant la méme méthode que pour la preuve du
lemme d’approximation en quantification semi-classique, on a :

Lemme 3.9. Soit ¥ =3 ., 15, alors

X" = —afX" + p(t)" (3.3.11)
ot p € ST vérifie
lp(0)* s < o(t)|wlgs—ao, (3.3.12)
avec
o)=Y IS ®lg-grc@ (3.3.13)
0<g<go—1

pour un certain C(d) > 0 dépendant seulement de d.

Corollaire 3.10. Il existe des constantes C,C’ ne dépendant que de d telles que l’on
ait

B(—t)us| < [0 w] 2 + CP2 0 e 0 p IS 22l o sl (3:3.14)

lorsque '
C277% 0| oo g4 < 1/2. (3.3.15)

Démonstration. On pose

si et seulement si



(pov)(t) = /0 ot — yu(tVdt.

En utilisant le fait que les fréquences de u; sont localisées autour de 27, on obtient par
récurrence la majoration

106 () ui) (O] S (E277% 0| oo (0, 1)) |y 2.
Donc si (3.3.15) est vérifiée, Id + pg est inversible, ce qui nous donne la représentation
¢
Bty = 20"y = [ B =00 S b (o) ) )it
k>0

d’ou I'estimation voulue. O
Donc on peut se ramener a trouver un ¢ > 0 satisfaisant (3.3.15) tel que

1) 12 + C'2279 0| e o0 ISl 2] o 0 < 1. (3.3.16)

3.3.4 Estimations Finales
Posons ‘
te = jT.29° (3.3.17)

ou 7 > 0 ne dépend que de d est sera choisi plus tard. La raison pour laquelle on
choisit t, comme cela sera dans la section suivante. Le lemme suivant nous donne des
estimations concernant les correcteurs Sq :

Lemme 3.11. Il existe un polynome P; en j de degré ¢+ (|a|+|5])/2 tel que pour tout
0<t<t,et0<qg<qp, on a

() 02078, (1)] < Pj(1 + )2 UeIHED/2 exp(—2797), (3.3.18)

L’idée de la preuve de ce lemme est d’utiliser la formule de Faa di Bruno pour obtenir
par récurrence des égalités de la forme

(©ID7Sg=e"" >~ CutF(Da;)*P.(0)(D?ay) (3.3.19)

1<k<|v|
aj+- o=y

ou C, sont des constantes, et
DY = (@M g0, v =a+peN;
max(ko, k) <2¢+ ||, k—ko/2 < q+ |v]/2; (3.3.20)
(Dago = ] (@) ((€) Ae,a)”, pour un certain 7o € N2 |yo = ko; (3.3.21)
1<i,j<d

et P.(9)(D%a) est un polynoéme & coefficients constant en des dérivées de a d’ordre au
moins 2.

Cette borne vient du fait que pour a; > 2799 4 Ct~11nt, les dérivées de a; sont plus
petites que 1 et de la minoration de a; par 2779 comme on I’a vu dans section 3.3.1, et
pour a;j < 2779 1 Ct~'Int, on peut majorer par le lemme suivant les dérivées d’ordre 1
de a.
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Lemme 3.12. Sur la domaine {a; < h}, on a |Daj| < 4h'/? avec D = (V, (£) V).

Ce lemme nous donne la majoration
(€)9|D7S,| < CythFo/2(In t)ko/2e=127 (3.3.22)

qui nous permet de conclure avec 1'aide de (3.3.20) et le choix de t..

On est maintenant en mesure de finir la démonstration du théoreme. L’estimation
du lemme 3.11 et le fait que les fréquences de S, soient localisées autour de 2/ nous
donnent que

s (S, |page § PIHerc@)
[Sq(te)|pose S P2 9at0atCU@)emmd, (3.3.23)
max [|Sy()llg+rqrc@ S pj2j9(qo+0(d))7

0<t<t«

ot P;j est un polyndme en j de degré inférieur & go + C(d). En fait, la facteur 2799 est
obtenu grace a ’estimation suivante :

(Sg(t)*u)(z) = (S(t)*T™Tu)(z)
= ((S4(®) (€)~")“Tu)(x)

= elrmts, (x 22, 5) (€)™ (Tu) (y)dédy

—ja dile-peg (LY a,
s o[ dewes, (TEY 6 (r)dedy
= (8, (1) T ()

Donc ' '
1S3 (6)ul 2 S 279 S, llow D%l g o S 279, o lul 2. (3.3.24)

Comme 6 < 1, on somme par rapport a g et on obtient

Y)W < p.9ifC(d)
OISI?S);K‘ )22 S P )

Y)Y e < Pi2i0CdeTed 3.3.25
— ~ J
|0"L°°(0,t) < ijjQ(qo—&-C(d))‘

On choisi d’abord 7, assez grand dépendant seulement de d et €, puis on choisi j;
assez grand dépendant seulement de 7, qo, d tel que pour 5 > j;

ISt || 22 < C'P279C@D e < 172, (3.3.26)

Puis, en utilisant le choix de g, on choisi jo assez grand dépendant seulement de 6, d
tel que pour j > jo on a

Ct2277%0| Lo (0,0 12| L2y L2l oo o) < C'P;200W00F U =T00 < 1 /9, (3.3.27)

Enfin, on obtient (3.3.16) pour j > jo = max(j1, jo).
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3.4 Quelques Remarques sur la Preuve
3.4.1 Réduction de la Dimension

Comme on I’a dit précédemment, la raison pour laquelle on se restreint & la dimension
un est qu’on utilise cette condition dans le preuve de Lemme 3.12, qui est essentiel
dans la preuve de ce théoreme. En effet, grace a lui la puissance de ¢ dans (3.3.22) est
k —ko/2 < q+ C(d). Sans ce lemme, la puissance est k < 2¢ + C(d), et (3.3.27) est
mauvais comme

OB I0]0| o) I8 s 2 w0y < O P20+ C@D) =i,

ce qui nous donne le résultat voulu seulement pour 6 < 1/2.

3.4.2 Choix de t.

On a besoin de minimiser le terme de gauche dans gauche de (3.3.16) qui est contrdlé
par la croissance de S, et de ses dérivées par le Lemme 3.11. Il y a concurrence entre la
croissance polynomiale et la décroissance exponentielle, donc ¢, doit étre choisi grand
pour ce terme soit petit.

Cependant, t, ne peut étre trop grand, car on doit avoir (3.3.15), ou o croit comme
Sqo, majoré par 977310420 +C(d) Jorsque t n'est pas trop grand. Cela implique I’estima-
tion t, = O(2/%). On posé t, = j7.27% afin que exp(—t,277%) = exp(—jr,) ait une
décroissance exponentielle par rapport a j et puisse surmonter la croissance de P; dans
Pestimation donnée par (3.3.26).
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