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1 Introduction

Pour introduire les équations hyperboliques, nous allons voir comment elles peuvent représenter un
modele de trafic routier. Imaginons une route infinie, que I’on assimilera a la droite réelle, sur laquelle
les voitures roulent dans un seul sens. Nous modéliserons le trafic de maniere continue, en notant p(t, z)
la densité de voiture au point z a l'instant ¢. Supposons dans un premier temps pour simplifier que
la densité de voiture et le flux de voiture sont C'. On peut alors écrire la loi de ”conservation des
voitures”, équivalent de la conservation de la masse ou de la charge :

p(t,x): +j(t,x), = 0.

Jj(t, x) représente le flux de voitures en z et au temps ¢. On note f, la dérivée de f par rapport a
la variable y.
En notant v(t, z) la vitesse des voitures en x a 'instant ¢, on a :

it z) = p(t,z)v(t, x).

L’hypothese que nous allons faire est que v est une fonction de p. C’est a dire qu'un conducteur
adapte sa vitesse a la densité du trafic a I’endroit ou il se trouve. Remarquons que le point de vue
adopté habituellement est plutot différent : le conducteur est censé adapter sa distance avec les autres
voitures a sa vitesse.

Dans notre modele, on a donc v = g(p), et j = f(p) avec f(p) = pg(p). L’équation devient alors :

pt + f(p)z = 0.

Remarque 1. Pour un modéle de trafic routier, il est naturel de demander que g soit décroissante, et
que g soit a valeurs entre 0 et 130km.h~ 1.

En fait, afin d’étudier I’équation dans toute sa généralité, nous ne ferons pas de telle hypothése. En
revanche, faire des hypothéses de réqularité sur f est naturel, et se révelera essentiel par la suite.

Remarque 2. Il est aussi possible d’étudier I’équation dans un cadre multidimensionnel. Elle peut
alors représenter des lois de conservations en mécanique des fluides, par ezemple. Pour plus de détails
sur la maniére dont cette équation apparait dans de nombreuz domaines physiques, voir [2]. Cependant,
nous ne considérerons que le cas scalaire, beaucoup plus simple.

Nous commencerons naturellement par regarder les solutions C' d’une telle équation. Ce sont celles
pour lesquelles donner un sens a I’équation est évident. Ces solutions peuvent étre trouvées de maniere
explicite grace a une méthode appelée méthode des caractéristiques.

Toutefois, nous verrons qu’en général, méme si la condition initiale est réguliere, la solution n’a pas
de raison de rester continue. En un temps fini, des chocs se créent.

Par conséquent, notre objectif sera dans un deuxieme temps de donner un sens a la notion de
solution de I’équation, en admettant des discontinuités.



Nous étudierons alors ces discontinuités plus en détail. En particulier, nous montrerons que les
chocs se déplacent a des vitesses données par une loi appelée condition de Rankine-Hugoniot.

Ensuite, nous remarquerons qu’il n’y a pas unicité de la solution, pour une condition initiale donnée.
Nous chercherons donc a donner des critéres pour choisir une solution plutét qu’une autre. Nous
choisirons des conditions appelées conditions d’entropie

Nous montrerons alors qu’il existe toujours une solution entropique a un probleme de Cauchy, sous
certaines conditions.

Enfin, nous énoncerons sans preuve un théoreme d’unicité de la solution entropique.

2 Solutions classiques

Nous étudierons donc I’équation
ut + f(u)z =0 (E)

et le probleme de Cauchy associé

{ut+f(u)w:O VeeR, t>0 (PC)

u(0, ) = ug.

Dans ce paragraphe, on va étudier I'existence de solutions fortes (ou classiques) au probleme de
Cauchy dans le cadre ou f est C*° et la condition initiale ug est continue. Une solution classique est
une solution u définie sur [0; T[xR de classe C! pour 7' >t > 0 et continue pour 7 >t > 0 qui vérifie
ponctuellement I'équation (E). Si ug est elle-méme C! alors u € C1([0; T[xR). Avant de donner une
méthode générale pour trouver les solutions fortes de (PC'), donnons quelques exemples.

2.1 Deux exemples
L’exemple non-trivial le plus simple est celui ou f est linéaire. On a alors
u +cuy =0

ol c¢ est une constante réelle.
L’équation est alors linéaire. Dans notre modele de trafic routier, cela correspond au cas ou les
voitures roulent toutes a la méme vitesse, c. Il est donc facile de voir que la solution de (PC') est

u(t, z) = up(x — ct).

La condition initiale est transportée a la vitesse c.

L’équation qui nous servira de modele est celle ou f(y) = % (E) s’écrit alors
us +u - uy = 0.

On appelle cette équation équation de Burgers.

Donnons maintenant une méthode générale pour résoudre le probleme de Cauchy (PC).



2.2 Présentation de la méthode des caractéristiques

Pour résoudre le probléeme de Cauchy, on va chercher des caractéristiques, c’est a dire des courbes
X (t) telles que wu soit constante le long des courbes t — (¢, X (t)). Pour cela il faut et il suffit que :

d

pr (u(t, X (t)) =0.
Or on a (en notant c(u) = f'(u)) :

d dX <dX

T (u(t, X(t)) = w(t, X(t)) + Eux(t,X(t)) =\ ¢ (u(t,X))) ug(t, X).

On voit donc que si on considére XY la solution (qui existe d’apres Cauchy-Lipschitz) de I’équation

{ zIZCO'l'j,(t,Z)

Alors u(t, X¥(t)) = u(0,XY(0)) = uop(y) d’apres le calcul précédent. En réinjectant cela dans
I’équation que vérifie XV, on trouve alors que les caractéristiques X¥ sont des droites de pente coug(y))
ie. XY(t) =y+tcoug(y).

2.3 Intérét et limites

On a vu que si on a u une solution classique sur [0; T[xR, alors nécessairement, on a :
u(t,y + tcoup(y)) = up(y). Donc si on nous donne (¢, x), pour connaitre u(t,x), il suffit de trouver y
solution de I’équation algébrique
x=y+tcoug(y).
On déduit de ces constatations le théoreme suivant :

Théoréme 1. Soit ug € C1(R) bornée ainsi que sa dérivée et f € C°(R).

On pose T* = sup{a > 0;Vt € [0;a[, les XY(t) soient tous distincts}. Alors le probléme de Cauchy
posséde une seule solution de classe C' dans la bande [0;T*[xR et n’en posséde dans aucune bande
strictement plus grande [0; T[xR.

Démonstration. Trouvons tout d’abord une solution classique u dans la bande [0; 7*[xR grace a la
méthode des caractéristiques.

Pour cela, nous commencerons par montrer que 7% > 0. Notons p = coug et Ft(y) = XY(t) =
y + tp(y). On a alors :

T* = sup{a > 0;Vt € [0;a[; F" est injective}.

ug est bornée, donc p l'est également, donc F(+o0) = 4oo. Par conséquent, F* est injective si et
seulement si elle est bijective si et seulement si elle est strictement croissante.

Or (FY)(y) = 1+ tp/(y), donc si p’ est positive, (F') > 1 donc T* = +oo. Sinon on voit que
T = ﬁ. ug et sa dérivée étant bornée, p’ est bornée, et on a bien T* > 0.

Sit < T*, on note 3 I'inverse de F'. Et on pose alors :

u(t,x) = uo(y'(z)).
Il reste & voir que (¢, ) — y(t,z) = y'(x) est bien de classe C'. Notons H(t,z,y) =y + tcoug(y) — .
H est de classe C! et H(t,z,y(t,z)) = 0. Or comme Vt < T*,%—IZ = (F')(y) > 0, le théoreme des
fonctions implicites assure que y est bien de classe C!.



On peut donc dériver 1'égalité y(t,z) + tcoug(y(t,z)) = = et on obtient :

{ ye(1+tp'(y) = —p(y)
Yo (1+tp'(y)) = 1.

On calcule :

(1+tp' () (ur + c(u)ug) = ug(y) (1 +tp' (1) (Y + c(u)ye) = uo(y)(—p(y) + c(uo(y)) = 0.

Donc u; + c¢(u)uz = 0, on a bien construit une solution classique u de classe C! dans la bande
[0; T*[xR.

Supposons qu’on ait une solution classique sur [0;T[xR avec T' > T™*. On trouve alors 7 et
y1 # y2 tel que XY (1) = X¥2(7) = x. Comme V¢ € [0, T[,Vy € R, u(t, XY(t)) = uo(y), on a u(t,x) =
uo(y1) = uo(y2). Comme XY(t) =y + tco up(y), on déduit de XY (1) = X¥2(7) et de ug(y1) = uo(y2)
que y1 = yo. Cela est absurde! O

On voit que la plupart du temps, on ne peut pas construire de solutions classiques sur [0; +oo[
et qu’il se crée naturellement des discontinuités : c’est le cas quand des caractéristiques se croisent,
la fonction u doit faire un saut entre 2 valeurs possibles. En fait pour déterminer u(t,-) a partir de
up, il suffit de considérer tous les points (z,ug(x)) et de les décaler en considérant qu’ils ont été a la
vitesse c o ug(x) : ils deviennent (x + tc o ug(x),up(x)). Au premier croisement de caractéristiques, on
a: Vo € [rg,x1],x + tcoug(x) = X et alors u(t,-) présente en X une discontinuité reliant ug(zg) a
uo(x1) d’ou 'intérét de considérer des solutions discontinues.

3 Définition des solutions

Nous avons vu qu’en général, les solutions classiques de (E) n’étaient pas définies & tout instant.
Il nous faut donc affaiblir le concept de solutions. L’idée naturelle est de regarder des solutions de (F)
au sens des distributions, c¢’est a dire de regarder “’effet qu’a I’équation sur les fonctions-test”.

Pour cela, rappelons tout d’abord sans démonstration le théoreme de la divergence, et d’autres
résultats d’intégration par parties :

3.1 Quelques résultats d’intégration par parties

Définition 1. On dit qu'un ouvert Q) est de classe C* de R? s’il existe ® € C(R?%,R) telle que :

Q= {r cR%d®(x) <0} et N = {x € R%;®(x) = 0} et telle que Va € I, VO () # 0.

On définit alors la normale exterieure en x par ii(x) = %-

Théoréme 2 (divergence). Soit Q un ouvert de classe C' de R? et ¢p € C1(R?,R?). Alors on a :

/ div(y) = (z).7i(x)do(x).
Q o0N

Nous ne démontrerons pas ce résultat classique. Pour plus de détails, voir [3].
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FIGURE 1 — 2 cas de figure : la formation d’une onde de choc et d’une onde de raréfaction

Le lemme suivant sera utile par la suite, pour regarder le comportement de fonctions le long de
lignes de discontinuité. On s’interesse & des fonctions C' partout, sauf le long d’'une ligne de disconti-

nuité, elle méme réguliere.

Lemme 1. Soit Q un ouvert de R? et I une courbe incluse dans 2. T = {(t,(t));a < t < b}, avec

v Ct. Soient g et h deuz fonctions C' en tout (t,x) ¢ I'. Posons (on suppose de plus que les limites

existent) :

Ag(t)= lim g¢g(t,z)— lim g(t,x)
z—y(t)+ z—y(t)—

Ah(t)= lm h(t,z)— lim At x).
z—y(t)+ z—(t)—

On a alors U’égalité :

/ / (g6t + hog|dwdt = / / (g + ho]ddzdt + / [AR(E) — (1) Ag(t)]e(t, 4(1))dt.

Démonstration. On pose Ot = {(t,z);z > v(t)} et Q= = {(t,z);z < y(t)}. Soit ¢ € CX(N2). On
applique le théoreme de la divergence & (¢g, ¢h) sur QT et sur Q. Comme la normale le long de la



courbe = = 7(t) vaut 7ido = £(—+, 1)dt, on déduit que :

// (gt + hoaldeds = // (g0 + halédadt + / (h(t, 7 (8)+) — H(E) gt A/ (D))ot (2))dt

J[ loo - honldzat = [[ i+ nojodode - / (Bt () =) — (gt 1 (5]t (1))t

En sommant, on a 1’égalité voulue. O

3.2 Solutions au sens des distributions

Regardons donc ce qui se passe si on multiplie (E) par une fonction-test, et si ’on integre sur R2,
Soit u une solution C! de (E), et ¢ € C°(R?,R). On a :

[ gz wd + f(u)e@)dedt = 0 = — [[oo[udy + f(u)ps]dzdt par intégration par parties.

C’est cette derniere égalité que nous prendrons comme définition d’une solution de (E). Pour
ue ’égalité ait un sens, il suffit que u et f(u) soient mesurables et localement intégrables.
q g ) q g

Définition 2. On dit qu’une fonction mesurable u : R> — R localement intégrable est une solu-
tion de (F) au sens des distributions si f(u) est aussi localement intégrable et si, pour toute fonction

¢ € C°(R%R), on a :
/ /R [ud+ F(u)bldadt = 0.

Par la suite, nous aurons besoin de considérer des limites de solutions au sens des distributions,
et le lemme suivant se révelera utile :

Lemme 2. Soit (uy), une suite de solutions au sens des distributions de (E).
(i) Siuy, — u et f(uy,) — f(u) dans L,
(i) En particulier, si u, — u dans L}, . et s’il existe M > 0 tel que Vn, ||un||oc < M, alors u est

une solution de (E) au sens des distributions.

alors u est une solution de (E) au sens des distributions.

Démonstration. (i) Soit ¢ € C°(R%,R). Alors

// [ude + (f(u))pz]dzdt = hm // [undr + f(un)ds|dzdt = 0.

(73) Si up, — u dans Llloc, alors quitte a extraire une sous-suite, u, converge vers u presque partout,
donc fowu, converge presque partout vers fowu par continuité de f. D’apres le théoreme de convergence

dominée, on a f(u,) — f(u) dans L}, car les u, sont bornés. On peut donc appliquer (i). O

Nous avons généralisé la notion de solution de (E). Il nous faut maintenant généraliser la notion
de solution du probleme de Cauchy (PC).



Définition 3. Soit w € L} (R,R). On dit qu’une fonction mesurable u : [0; +0o[xR — R localement
intégrable est une solution du probléme de Cauchy (PE) avec pour condition initiale u(0,-) = U au
sens des distributions si, pour toute fonction ¢ € C3°(R%,R), on a :

/ / [udy + f(u)da]dudt + /R a(x)¢(0, x)dz = 0.

On vérifie sans peine par intégration par parties qu’une solution classique C! de (PC) est bien
solution au sens des distributions. En fait, la ”bonne” notion de solution de (PC') est plus restrictive
que celle-ci. En effet, pour modéliser les ondes de chocs qui se créent, il nous faut bien admettre des
discontinuités spatiales. Par contre, les discontinuités temporelles n’ont pas de sens physique, et doivent
étre exclues. C’est ce que nous dit la définition suivante.

Définition 4. On dit que u : R? — R est une solution faible de (E) si u est une solution de (E) au

sens des distributions, et si t —> u(t,-) est continue de R dans L} .

4 Conditions de Rankine-Hugoniot

Rappelons sans preuve le théoreme de Rademacher, qui sera utile par la suite :

Théoréme 3 (Rademacher). Soit A un ouvert de R", et f : A — R™ lipschitzienne. Alors f est
presque partout différentiable.

Pour une preuve de ce résultat classique, voir [4].

Nous avons vu que la bonne maniere de définir les solutions de (E) était de demander que (F)
soit vérifiée au sens des distributions. Demander seulement que (F) soit vérifiée presque partout est
évidement une condition beaucoup trop faible pour étre retenue, car une solution peut avoir des lignes de
discontinuité. Toutefois, nous allons voir que si 'on ajoute des conditions sur les lignes de discontinuité,
on obtient une notion de solution équivalente a celle de solution au sens des distributions.

Nous commencerons par regarder le cas des fonctions paliers, ou fonctions chocs.

4.1 Le cas des fonctions paliers

Définition 5. On notera
- tosi At
ghutiu (t,x) = u_ st - ovut,uT,AeR
u” st < At
Sl n’y a pas d’ambiguité, nous noterons simplement cette fonction U.

Lemme 3. U est solution faible de (E) si et seulement si

Aut —u”) = fu") - f(u). (RH)



Démonstration. Notons QF = {z > At} et Q= = {z < At}
U est solution de (E) <= V¢ € C°, //[U(]ﬁt + f(U)¢gldzdt =0
= Vo € CF° // [ut ¢ + f(uT)py]drdt + // o1+ f(u™)pyldadt = 0.

On applique maintenant le théoreme de la divergence a (Ug, f(U)¢) sur Q* :

// [ut e + f(u)py]dodt = / (uto(A, t), fuh)p(At, 1)) .Adt
Qt R

(=21

avec 17 = Az dui est le vecteur normal & la frontiere de QF. En raisonnant de méme sur Q~
obtient :

U est solution de (E) <= V¢ € C.°, / Au™ —u™] = [f(u™) — f(u™)])p(t, \t)dt =0
<= (RH) est Vﬂzriﬁée. O
La condition (RH) s’appelle la condition de Rankine-Hugoniot. A est la vitesse de la discontinuité.
Remarque 3. Pour l’équation de Burgers, la condition (RH) s’écrit :

ut +u~

A=
2

La condition de Rankine-Hugoniot caractérise les solutions parmi les fonctions paliers. Nous aime-
rions maintenant étendre cette condition & une classe beaucoup plus large de fonctions, que I'on peut
approcher par des paliers.

4.2 Fonctions approchables par des chocs

Définition 6. Soient u=,uT, A\ € R avec ut # u~. On dit que u : R> — R est approchable par le
choc U en (7,€) sion a :

lim — / / u(t+t,&+x) — U(t, z)|dedt = 0.

r—0 T2

Un cas particulier dans lequel une fonction est approchable par un choc, est le cas ou u a une ligne
de discontinuité suffisamment réguliere.

Lemme 4. Supposons que fi, f2 et g sont des fonctions continues de R? dans R.
Nily) sigly) <0
Définissons u .
4 D=4 it om0
Soit § = (1,&) tel que g(g) = 0 et tel que g soit dzﬁerentmble en §j. On pose ut = fo(g), u= = f1(7)
et Vg(g) = (a,b). Siut #u™ et a #0, en posant X = _E’ alors u est approchable par le choc U en j.



Démonstration. Notons QF = {y € R2 ||y —7|lcc <7, 9(y) > 0} et Q7 = {y € R ||y — 7|00 < 7,9(y) <

0}.

:2/_7" /_r [u(T +t,& +x) — U(t,x)]|dedt = :2//Q+ [fo(T +t,&+2) — U(t,z)|dedt
1
+ 7,.2//Qr[f1(7—+t7§+x) — U(t,x)|dzdt.

Regardons ce que vaut la premiere intégrale.
1 1
5 [[ 1t va) — Uk aldod = [ 1+ 06 +0) = Ut rnerasodae

On réalise le changement de variables ¢t = rt/,x = rz’ et on note y' = (¢, /).

1 1,1
2 //Q+ [fo(T+t,§+2) = U(t, x)|dzdt = /1 / 1[f2(7' +rt &4 ra’) — U, 95/)]Xg(7+rt',g+m/)>odﬂf/dt/.

On veut maintenant faire tendre r vers 0, en utilisant le théoreme de convergence dominée. Par un
développement limité, on a :

g(r +rt',E+ra’) = g(r,&) + (', 2) - Vg(1,€) + o(y') = at’ + bz’ + o(y’) = a(t' = \a’) +o(y). (%)

Montrons que Xg(rrt/,e4+ra)>0 — Xa(t'—A2’)>0 Presque partout. Si a(t’ — Az’) > 0, alors pour r
assez petit, on a bien g(7 + rt',& +rz’) > 0.

Supposons Xg(r4r¢/ ¢+ra’)>0 7 Xa(t'—Az')>0- Alors, par le développement limité précédent, cela
signifie que (' — Az’) = 0. Ceci ne peut donc se produire que sur un ensemble de mesure de Lebesgue
nulle.

On a donc bien montré que Xg(r4r¢/ ¢4ra)>0 — Xa(#'—Aa')>0 Presque partout.
Or a(t’ — Ax’) > 0 si et seulement si U(#,2') = u™. Par conséquent, presque partout, on a

[fQ(T + Ttlvg + T$/) - U(tlv $/)]Xg(r+rt’,§+rm’)>0 — 0.

On peut alors appliquer le théoreme de convergence dominée, et voir que l'intégrale sur Q. tend vers
0.

On raisonne de méme sur €2, et on en déduit le résultat. O

L’interét d’approcher une solution de (F) par un choc est que ce choc vérifiera alors les conditions
de Rankine-Hugoniot, comme le dit le lemme suivant.

Lemme 5. Soit u une solution de (E) au sens des distributions, bornée, et soit (1,£) € RT x R.
On suppose qu’il existe u™,u™ et \ des réels tels que u soit approchable par le choc U en (1,€).

Alors U wvérifie (RH) et donc AN(u™ —u™) = f(u™) — f(u™).

Démonstration. Soit n > 0. On pose u"(t,z) = u(T + nt, £ + nt). u" est aussi solution de (E).
Montrons que u”? — U et f(u") — f(U) dans L}, quand n — 0. Soit R > 0.

R (R | R pm
/_R/_R (u"(t,2) = U(t, x))dxdt = 772/—771%/—771% (u(t +t,&+ ) = U(t,z))dzdt
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Et 'hypothese de bornitude nous donne bien la convergence de u" vers U dans Llloc. Donc quitte a
considérer une sous-suite, on peut supposer que u" converge presque partout vers U.

Comme u est bornée et f est continue, on a de méme f(u") — f(U) dans L}, . Par le lemme 3,
U est une solution au sens des distributions de (F), donc U vérifie (RH). O

Nous allons définir une classe de fonctions suffisement régulieres pour que le lemme précédent puisse
leur étre facilement appliqué.

4.3 Fonctions Lipschitz par morceaux

Définition 7. On dit que u est de régularité Lipschitz par morceauz, noté Ly, si u est mesurable,
bornée, et s’il existe un nombre fini de points P; et un nombre fini de fonctions lipschitziennes y; :
laj; bj[— R telles que, en notant I'; le graphe de y;, les T'j sont deux a deux disjoints, et que l'on ait :

(a) VP € R P €Ty, P# P, il existe V un voisinage de P tel que u soit lipschitzienne sur V.

= (t,7(t)) sur une courbe I';, il existe un voisinage e Q) tel que u soit lipschitzienne sur
b) V@ Vi be I';, il V de Q tel lipsch
Vietsur V=, ou VT =V n{z>~(t)} et VT =V n{z <v;(t)}.

Remarque 4. Les points P; sont dans la définition pour que 'on autorise les courbes de discontinuités
a se croiser.

Pour les fonctions L, les conditions de Rankine-Hugoniot caractérisent les solutions de (E),
comme le dit le théoreme suivant :

Théoréeme 4. Soit u de régularité Ly,,. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) u est solution de (E) au sens des distributions.

(i1) L’équation ui+ f'(u)u, = 0 est vérifiée pour presque tout (t,x). De plus, pour tout j, pour presque
tout t €]aj; bi[, on a :

Y0 [uf (t) —uy ()] = f(uf (t) = fluj ().

Démonstration. Rappelons que par le théoreme de Rademacher, u et f(u) sont différentiables presque
partout dans le plan, et les courbes «y; sont presque partout dérivables.

Soit u une solution de (F) au sens des distributions. Soit Q2 C R? un ouvert sur lequel u est
lipschitzienne. Pour toute fonction test ¢ de support compact inclus dans €2, on a :

/ / e+ f ()] pdadt = / / (uds + f(u)puldwdt = 0.

Ceci étant vrai pour toute fonction-test de support contenu dans §2, on en déduit bien que ’équation
ur 4+ f'(u)u, est vérifiée presque partout.

Maintenant, si v; est différentiable en 7, alors d’apres le lemme 4, v est approchable par un choc
en (7,7;(7)), et on peut appliquer le lemme 5 pour u™ = u; (1), u* = u;L (1), A =A;(7). On en déduit
que les conditions (RH) sont vérifiées. D’ou (i) = (7).

Supposons (ii). Soit ¢ € C°(R?). Soit « : [0, 00— [0, 1] C* telle que :

1 sir<1)/2 efn (T
04(7’)—{0 Gr>1 etonposea(r)-a(e).

11



Pour € assez petit les disques B(P;,¢) sont deux & deux disjoints. Pour tout P = (t,z) € R?, on
définit : ) )
¢°(P) = ¢(P)- Y a“(|P = Bi|) et ¢°(P) = ¢(P) — ¢*(P)

Chaque P; est en dehors du support de ¢¢. On applique le lemme 1, et on obtient :
bj
[ i swosidzat =~ [ [ wr s puodare Y [yt )= ()= Fu) et ) =
i
D’un autre coté, on a :
| [t + sa)dsidnde] < ulle + 1170 oc) - 95

Oron a: lin% |[Vé<|| 1 = 0 car on est en dimension 2.
€E—

Do [ [ uor + fla)éJdude = limy [ [1u(ef + )+ F)(05 + ))dzdt = 0.

Et donc (ii) = (4). O

5 Conditions d’admissibilité

5.1 Non-unicité

Nous allons voir qu’il n’y a en général pas unicité de la solution & un probleme de Cauchy.
Considérons ’équation de Burgers, avec la condition initiale triviale ug = 0.

Une solution évidente de (PC') est alors u = 0. Toutefois, nous allons voir qu’il y en a d’autres.
Considérons par exemple
0 siz < —pt
—2p si —pt<ax <0
2p si0<z<pt
0 sipt < x.

Il suffit alors d’utiliser le théoreme précédent pour montrer que, ¥p > 0, u est solution de (PC).

5.2 Solutions de viscosité

Il va donc falloir ajouter des critéres pour sélectionner une solution parmi toutes celles qui sont
disponibles. Sur ’exemple précédent, la bonne solution est évidemment celle o u est constante nulle :
c’est celle qui correspond a notre intuition physique du probleme. Une premiere condition d’admissibilité
nous viendra donc directement de la physique. Dans 'équation (FE), il n’y a que des dérivées du
premier ordre. L’idée est que (E) est une approximation d’'une équation physique plus compliquée,
dans lequel intervient un terme du second ordre, négligeable. Par exemple, en mécanique des fluides,
cette contribution sera due a la viscosité du fluide.

12



FIGURE 2 — Exemple de non unicité

Définition 8. On dit que u est une solution de viscosité de (E) s’il existe une suite (u) de fonctions

lisses convergeant vers u dans LlloC et solution de :

uf + f(u)y = eus,. (E)

Cette condition a une interprétation physique assez simple, mais est en pratique assez difficile a
utiliser. Nous allons donner des conditions d’admissibilité plus faible, mais beaucoup plus maniables.
Pour cela, nous aurons besoin de la notion d’entropie, et de flux d’entropie.

5.3 Entropie

Définition 9. On dit que n : R — R est une entropie de (E) ayant pour flux d’entropie ¢ : R — R si
n et q sont localement lipschitziennes et n'(u) - f'(u) = ¢'(u) , pour presque tout u € R.

Remarque 5. Cette définition a bien un sens pour des fonctions qui ne sont que localement lipschit-
ziennes, en vertu du théoréme de Rademacher.

Remarque 6. Sin et q sont C, et si u est une solution C* de (E), on a :
o (W + g/ (e = (= /() -0/ (w) + (1) ) uz = 0.

Autrement dit, n(u); +q(u), = 0. Mais si u n'est pas C', cette égalité n’a pas de raison d’étre vraie !

Nous allons voir que la notion importante est celle d’entropie convexe. En effet, soit  une entropie
convexe, et ¢ le flux associé, avec 7, q de classe C2, et soient u¢ des solutions de (E.). On a :

0 (u) - (ug + f/(u)ug) = e ' (u)ug,

(u) + q(u)e = €(n(u)ee — 0" (u) - (W)?)

13



n étant convexe, on a n”(u€) > 0. On a donc N(u); + q(u)y < € N(u)g. Cette inégalité est
évidemment a comprendre au sens des distributions. Si ¢ est C*° a support compact, et ¢ > 0, on a :

[ s+ atwyonldsds =~ [ [ u)ssdzat ®

On a obtenu () en intégrant par parties. Si on suppose que (u€) est uniformément bornée et
converge vers u dans L} ., on peut faire tendre e vers 0 dans (), et on obtient que :

loc*»
[ [+ atw)glana > o

Ce qui signifie que l'on a n(u); + q(u), < 0 au sens des distributions. Le calcul que 'on vient
d’effectuer motive la condition d’admissibilité suivante :

Définition 10. Si u est une solution faible de (E), on dit que u est une solution entropique si,
n(u)e+q(u)z <0 au sens des distributions, pour toute entropie convexe n de flux q, avec 1, q localement
lipschitziennes.

On a vu que dans le cas ol u, 1) et ¢ étaient C', cette inégalité était une égalité. On a donc de bonnes
raisons de penser que c’est le long des lignes de discontinuité que se joue la condition d’entropie. C’est
exactement ce que nous dit le théoréeme suivant.

Théoréme 5. Soit u une solution de (E), Lym, et n une entropie convexe de flux q. Alors u vérifie
n(u)e +q(u)y <0 au sens des distributions si et seulement si pour chaque courbe v, pour tout presque
tout t €]aj,bi[, on a :

35 (8) (0w (1) — n(ug (1)) > q(uf () — qluj (1))

Démonstration. Soit ¢ > 0 C' & support compact. Par le lemme 1, on a :

/ / () (2) + () bo)dadt = — / / n(w)e + qlu)a]édadt
b;
s / Bsln(ud) - n(u5)] - la@u?) — a@ui ot () dt
T

Or par hypotheése, en dehors des lignes de discontinuité, n(u); + q(u), = 0. Par conséquent, la
condition d’entropie est vérifiée si et seulement si pour toute fonction test positive ¢ :

bj
S [ Batatu) = )]~ latu) — s (e, 50t > 0

C’est bien équivalent a ;(t) [n(uj’(t) —n(u; ()] = q(uj(t)) — q(u; (t)) pour tout j et tout ¢. O

Remarque 7. Nous avons dit que l’équation (E) se généralisait a un cadre multidimensionnel, avec par
exzemple u : R"T1 — R™. Une entropie sera alors une fonction n : R® — R telle que Dn(u)- D f(u) =
Dq(u) pour presque tout u € R™.

Cependant dans ce cas multidimensionnel, trouver des entropies convexes non triviales n’est pas
évident du tout, et il se peut que que la condition d’entropie soit inutile. Par contre dans le cas scalaire
qui nous intéresse, le probléme ne se pose pas. Il suffit de choisir n conveze, et de poser q(u) =
L0 () f'(v)dv ot a est une constante quelconque.
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5.4 Solutions de Volpert

Il y a donc beaucoup d’entropies & notre disposition. On va voir que I'on peut se limiter & une classe
assez restreinte d’entropies, a savoir les fonctions ny : u — |u — k.

On a alors gi(u) = sgn(u — k)(f(u) — f(k)).

Définition 11. On dit que u : [0, +00[—> L}, _(R) est une solution entropique au sens de Volpert si

Vk € R, Vo Ct a support compact inclus dans [0, +0o[xR, avec ¢ >0, on a :

// (‘“ — k|ge + (f(u) — f(k))sgn(u — k)gbx)dxdt > 0.

Remarque 8. Verifions qu’une solution entropique au sens de Volpert bornée est bien une solution de
(E) au sens des distributions. Soit ¢ C* a support compact inclus dans [0, +oo[xR, avec ¢ > 0. On
prend k < inf u(t,z). L’inégalité se réécrit alors :

// ((u —k)pe + (f(u) — f(k))m)d:cdt = // (u¢t + f(u)gbz)d:vdt > 0.

En prenant k > supu(t,x), on a linégalité inverse. On en déduit bien que u est solution au sens
des distributions de (E).

Remarque 9. Soit (uy), une suite de solutions entropiques de (E). Si up, — u et f(u,) — f(u)

dans Llloc, alors u est une solution entropique de (E).

Nous avons vu qu’une fonction palier était solution de (E) si et seulement si elle vérifiait les
conditions de Rankine-Hugoniot. Nous allons maintenant voir quelles sont les conditions, plus fortes,
pour qu’une fonction en palier soit une solution de Volpert de (E).

Proposition 1. La fonction U est solution entropique au sens de Volpert de (E) si et seulement si
elle vérifie les conditions de Rankine-Hugoniot et si on a, VYo € [0;1] -

{ flaut + (1 —a)u™) > af(ut) + (1 —a)f(u) siu” <ut
flaut™ + (1 —a)u™) <af(u™)+ (1 —a)f(u) siu” >ut.

Démonstration. Soit k € R. Par le théoréeme précédent, U vérifie la condition d’entropie de Volpert si
et seulement si on a :

A(n(ut) = n(u™)) > q(u™) — g(u™) pour toute entropie n de flux g.
En particulier, pour les entropies qui nous interessent, on a :
Ml =k = [u™ = K[} = [(f(uT) = f(k)sgn(u® — k)] = [(f(u") — f(K))sgn(u™ —K)]. (%)

— Si k <min(u,u"), on déduit de I'inéquation () que AM(ut —u~™) > f(u™) — f(u™).
— Si k> max(u~,u"), on déduit de (x) que A(u™ —u~) < f(u™) — f(u™).
On obtient bien les conditions de Rankine-Hugoniot.

~ Sik=oau"+(1-a)u avec a € [0;1],
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f vérifie les conditions

d’entropie : u-<u+, f est 2,5
située au dessus du segment

reliant f(u-) a f(u+) 2

—f

== [f(u-);f(u+)]

—f

== [f(u+);f(u-)]

f vérifie les conditions
d’entropie : u->u+, f est
située en dessous du
segment reliant f(u-) a f(u+)

U-=0 1 2 WU+= 4 5 U+=0 1 2 U-=3 4 5

FI1GURE 3 — Illustrations des conditions pour qu’un choc soit entropique

AUt =™ = 2k)sgn(u® — u”) = [F(ut) — f(u™) — 2/ (k)]sgn(u® — ). (15)
En se rappelant que A = %
obtient que :

, et en multipliant chaque membre de (x*) par |[ut —u~|, on

(f(u™) = flu™))(u" —u™ = 2k) > [f(u®) = fu7) = 2f(B)](u" —u")
[F(ut) — FO))(1 = 20) (w* —u”) = [Fu*) = Flu™) — 2 (R))(ut —u”)
—[2af(ut) + (2 = 20) f(u ) (" —u) > 2t —u”)flaut + (1 —a)u")
ce qui est bien équivalent aux inégalités recherchées. ]

Remarque 10. Cette proposition nous dit que si le choc est croissant, f doit étre au dessus du segment
reliant f(u™) et f(u"). Si le choc est décroissant, f doit étre en dessous du segment entre f(u') et

fu™).
Remarque 11. Les conditions de la proposition précédente reviennent d dire que

fw) = fu?) o fluh) = fw)

u* —u~ - ut — u*

pour tout u* entre u” et ut.

Cela peut étre vu comme une condition de stabilité. Par exemple, dans le cas ou u~ < u* < u™,
supposons que le choc se divise en deux chocs, avec la valeur intermédiaire en u*. Alors l'inégalité
précédente, combinée au conditions de Rankine-Hugoniot, nous dit que le choc entre u~ et u* va au
moins aussi vite que celui entre u* et u™. Les deux chocs n’ont donc pas tendance a s’éloigner avec le
temps.

On peut prendre les limites quand u* — u' et u* — u~. On obtient alors que

flu®) — fu)

e fl®)

fllw) =

Cela signifie que la vitesse du choc est comprise entre la vitesse des particules aprés le choc, et la
vitesse des particules avant le choc.
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choc
A

Un choc entropique
qui est créé
naturellement.

En effet pour tout
0<v<1, la vitesse de
la ligne de niveau
u=v est comprise
entre celle de u=1 et
celle de u=0.

choc

\ A N A

Un choc non
entropique.
En effet u+>u-, on
devrait donc avoir
selon les conditions
d’entropie que la

u30 vitesse f'(u+) est

u=1

inférieure a f’(u-)

\

&

X
Reprenons On voit que les chocs de droite
Li’i‘;gp'e denon et de gauche sont entropiques
_ mais pas celui du milieu
A X=t A
t
/
/ \
T u=0
l —

FIGURE 4 — Exemples de chocs entropiques et non entropiques
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Nous allons en déduire un critere général pour qu’une solution soit entropique au sens de Volpert.

Théoréeme 6. Soit u Ly, bornée. Alors u est solution entropique au sens de Volpert si et seulement
St

(i) u est une solution de (E) au sens des distributions, et

(it) pour tout j, pour presque tout t €]aj,b;[, on a Va € [0,1]

] i

f(auj—i—(l—a)uj_)Saf(u?)%—(l—a)f(uj_) st u; >uj

{ f(oqu-r—l—(l—a)u;) zaf(u{r)—f—(l—a)f(uj*) siu; <uj+
J

Démonstration. Supposons que u soit une solution entropique au sens de Volpert. Alors, comme u est
bornée, par la remarque 8, u est une solution au sens des distributions, donc (i) est bien vérifié.

Soit I'; une courbe de discontinuité de u. Soit 7 un point en lequel v; est différentiable. Par le
lemme 4, u est approchable par un choc U en (7,§), avec { = (7). On raisonne comme dans la preuve
du lemme 5. Soit € > 0. On pose u(t,z) = u(T + €t, £ + €t). u est aussi solution de (F), entropique au
sens de Volpert.

Or on a montré dans la preuve du lemme 5 que u¢ convergeait vers U dans Llloc et que f(U°)
convergeait vers f(u) dans Lj,.. Par la remarque 9, U est une solution entropique de (E), au sens de
Volpert. Par la proposition 1, cela signifie bien que I'inégalité dans (ii) est vérifiée en (7,£).

Comme +; est presque partout différentiable, (ii) est bien vérifiée.

Supposons maintenant que (i) et (i7) sont vrais.
Par le théoreéme 5, il nous faut montrer que, pour tout j, pour presque tout ¢ €la;, b;[, on a :

YOl (8) = k| = ug (¢) = k[] > sgn(uj (t) = k) - [f (u] (t) = f(&)] = sgn(u; () — k) - [f (u; (1) = f(F)] ()

Soit ¢ tel que ~; soit différentiable en t. On prend U la fonction palier qui approche u en (t,v;(t)).
Comme on a (ii), on peut appliquer a U la proposition 1. U est donc solution de (F), entropique au
sens de Volpert. Par conséquent, (%) est bien vérifiée. O

Remarque 12. On a donc plusieurs conditions d’admissibilité possibles sur u solution de (E) :
(i) u est une solution de viscosité,
(ii) u est une solution entropique,

(7ii) u est une solution de Volpert.

On a vu dans ce mémoire que (i) = (i1) = (ii1). On peut aussi voir que (i1) = (ii1) en faisant des
combinaisons linéaire de fonction de type u — |u — k|. Dans la plupart des cas, ces trois notions sont
en fait équivalentes

6 Probleme de Riemann

Dans cette partie, on va montrer 'existence d’une solution & I’équation (E) dans le cas ol u est a
variations bornées. Pour cela, on va discrétiser le probléme puis on utilisera des théoremes de compacité
pour avoir 'existence dans le cas général.
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6.1 Présentation

Considérons le probléeme de Riemann

ur+ f(u)y =0 Ve eR, t>0

_Jum siz <0 (P)
u((),ac)-{u+ siz >0

et on cherche une solution de la forme (avec A\j < -+ < Ag) :

ug sl x < At
u(t,a:) =<u siNt<z< )\i—Ht
up sl x> Agt

Pour que v soit solution, il faut et il suffit que v vérifie les conditions de Rankine-Hugoniot et les
conditions d’admissibilité a chaque discontinuité d’apres le théoreme 6, c’est a dire :

— st u; < w1, alors Vo € [0;1] f(aw; + (1 — @)uit1) > af (ui) + (1 — a) f(uit1) ;

— st u; > ujqq, alors Voo € [0;1] f(aw; + (1 — a)ujpr) < af(uwi) + (1 — a) f(wit1) ;

A= fui)=fuiz1)

Ui —Uj—1

On trouve alors une solution explicite de (P) si f est affine par morceaux. Si u~ < u™, on prend
f+ la plus grande fonction convexe majorée par f. On voit aisément que f, est affine par morceaux,

on note alors u~ = vy < -+ < vy = u* les points de discontinuité z de f/. De plus, nécessairement
Alors u définie comme avant avec A\, = M(la convexité de f, et le fait que f. a une

Vg —Vk—1
discontinuité en chaque vy assure que A\; < --- < A\g) et u; = v; est solution de I’équation. En effet, par

construction, cette fonction vérifie les conditions de Rankine-Hugoniot et les conditions d’admissibilité
le long de toutes les courbes de discontinuité.

Si w~ > u™, on fait de méme avec f* la plus petite fonction concave minorée par f : les u; seront
les points 2z de discontinuité de f*' et les \; choisis tel que u soit bien une solution. Pour la preuve de
ce résultat, voir [5]

Remarque 13. Si f est strictement convezxe, alors on peut résoudre aussi explicitement le probléme
de Riemann.
~ Siut <u~, alors la solution est un choc se déplacant a la vitesse X = %
— Sinon on note G linverse de f' strictement croissante et on voit apparaitre une onde de raréfaction
comme le dit la formule de Lax-Oleipnik :

u” sixz<tf'(u”)
o(t,x) = G(§) sitf'(ut) <z <tf(uh)
u” sixz>tf'(uh)

Pour la preuve de ce résultat, voir [5]
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£*

FIGURE 5 — Un exemple de calcul de f,

t u=G(x/t)

u=0

FIGURE 6 — Le cas f strictement convexe avec ut > u~

6.2 Discrétisation du probleme

Définition 12. Soit I un intervalle de R et v : I — R. u est dite a variations bornées si

N
Tot.Var(u) = sup  sup Z lu(xj) —u(zj—1)] < 4o0.

NeNzo<..<zn j=1

Remarque 14. Soit u une fonction a variations bornées sur un intervalle I. Alors u est bornée et est
a variations bornées sur tout sous intervalle J C I. On a alors :

Ve, y € J, |u(x) —u(y)| < Tot. Var(uls).
Va < b < ¢, Tot. Var(ulq,e)) = Tot. Var(uljap) + Tot. Var(u|p,)

On a la proposition suivante :
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Proposition 2. Soit u € LY(R) une fonction a variations bornées. Soit € > 0. Il existe alors v une
fonction en escaliers a support compact tel que :

(i) Tot.Var(v) < Tot. Var(u)
(ii) [|v]loc < fJulloo
(iii) ||lu— | <e.

Démonstration. On prend M > 1 tel que

‘ /_A; u(z)|da — /_:o u(z)|dz

Posons x; = inf{z € R; Tot.Var(u||_oz() > ﬁ} et N =sup{n € N;z, # —oo} et montrons que :

<€

€

Vi=1,...,N —1, Tot.Var(uh ) < U

T53% 4
Sizj <ag<---<ap<xjy1, alors

k
Z lu(a;)—u(aj—1)| < Tot.Var(u\[aO;ak]) = Tot.Var(uh,oo;ak])—Tot.Var(uh,oo;ao]) < (j+1)
i=1

six ¢ [—M; M|

0
On définit v de la facon suivante : v(x) = .
‘ ) {uﬁﬁ%“) i 2 € [a53 21 [N M; M)

On a bien ||v|cc < ||uf|oo et Tot.Var(v) < Tot.Var(u).
D’autre part, comme pour presque tout x dans [—M; M], |u(z) — v(z)| < 17, on a

-M M +oo €
lu— || = / |u(x)|dx +/ lu(z) — v(z)|dx +/ |u(z)|dr < € +2M— < 3¢ O
S M M M
Remarque 15. On remarque que dans la preuve précédente, on peut imposer de plus que v soit a
valeurs dans 277 si v est assez grand. Cette proposition sera wutile pour approximer la condition
1natiale.

On doit aussi considérer une approximation affine par morceaux de f qu’on prend localement
lipschitzienne. Soit v € N. f,, est la fonction affine sur les [5; ];1] et qui coincide avec f sur les 2
Vj € Z c’est a dire : si j € Z et A € [0;1] alors

2
fV(A;+(1—A)j;1>:Af(;)+(1—A)f<j;l>. (6.2.1)

6.3 Résolution du probleme ainsi simplifié
6.3.1 Présentation d’un algorithme

Considérons w € L'(R) une fonction en escaliers a valeurs dans 27%Z ayant un nombre fini de
discontinuités situées en z; < --- < xy. On résout alors les problemes de Riemann (en prenant

f = fu c’est a dire f affine par morceaux sur les [2]—1,, j;f,l] comme défini dans (6.2.1)) correspondants
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en r1,...,x Ny et on obtient ainsi une solution locale w définie pour ¢ > 0 assez petit.
En effet si uy < -+ < u;,, sont les u; définis précédemment pour le probleme de Riemann avec
flup)=fup_y)

u” =tu(z;—) et ut =u(z;+), on a A = T On pose alors :

0 siz<x+ )\%t

ul sl + )\flit <x < Tip1+ /\Zﬁlt
u six¢+)\§-t<m<x¢+)\§-+1t

0 siz>xyn+ )\,]XNt

On note ty le sup des a > 0 tels que les 7;(t) = z; + )\;t soient tous distincts pour tout t €]0; al.
v est alors une solution locale sur [0;¢y[ de (E) avec u comme condition initiale. Notons A I’application
qui & u donne le couple (tg, v) €]0; +00] x Li,.([0; to[xR) explicité précédemment. On distingue alors 2
cas :
— Si tg = +oo, I'algorithme s’arréte.
— Sinon on note (t1,v1) = A(v(to,-)) avec v(tg,-) donnée par la formule ci-dessus et on continue
avec (t1,v1).
On obtient ainsi une suite (t,, v,) qui vérifie la relation de récurrence A(vy,(tn,-)) = (tn+1, Un+1). On
va essayer de montrer que cette suite est nécessairement finie. Pour une illustration de cet algorithme
dans un exemple voir la figure 8.

6.3.2 Terminaison de I’algorithme

On définit a, = <2”Tot.Var <vn (%n, )) ,nombre de discontinuités de vn<%n, >> e NxN.

Le but de ce paragraphe est de montrer que la suite (a,,) définie ci-dessus est strictement décroissante
pour l'ordre lexicographique sur N x N, qui est un bon ordre. Cela assurera qu’on a un nombre fini
d’étapes dans I’algorithme précédent.

Notons tout d’abord quelques propriétés évidentes de I’application A. On prend A(w) = (tp,v).

(i) Sitp < +oo alors v(tg, -) vérifie toutes les conditions exigées sur u au début de cette section (Cela
justifie la possibilité d’appliquer A a v(to,-))

(ii) Vt € [0;tg], Tot.Var(v(t,-)) < Tot.Var(a).

Pour montrer la stricte décroissance de (ay), il s’agit dorénavant d’expliciter précisément v, en
fonction de vy.

Si on prend v (t) < -+ < yn(t) VE < to la localisation de m discontinuités qui interagissent au
temps tg, c’est a dire y1(tg) = -+ = Ym(to) (on sait qu’il en existe d’apres la définition de ¢y); on note
w; = v(t, i (t)—) et umi1 = v(t, ym(t)+). En v1(to), v(to,-) a donc une discontinuité reliant ug a wp,.
Pour expliciter vy, il faut résoudre le probleme de Riemann correspondant au saut reliant ug et wp,.
On distingue alors 2 cas.
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f est située au dessus des segments

5 [uO,ul], [[ul,u2] et [u2,u3] c
4
w—f

3
2 y2
1 Les pentes sont décroissantes

donc f est située au dessus du

segment [u0,u3]
0

0=u0 1 2=ul 3 4 =u2 5 6 =u3 7
FIGURE 7 — illustration de la preuve du 2eéme cas

ler cas Si les u; ne sont pas rangés dans un ordre strictement croissant ou décroissant alors on
note que Tot.Var(vi(%,.) < Tot.Var(v(%},.) —27". En effet,

m
Z |wiv: — ui| > |Jum — ug| + 277 d’apres 'hypothese faite sur les u;
i=1

2éme cas Siles u; sont rangés en ordre strictement croissant ou strictement décroissant, alors le
probleme de Riemann pour la discontinuité reliant ug et wu,, est tout simplement une unique disconti-
nuité se déplagcant a la vitesse %. En effet, il s’agit seulement de voir que cette solution est
entropique. Supposons par exemple que ug < - -+ < Uy, on sait que Y1 (t) > -+ > Y, (t) et que le graphe
de f est situé au dessus de la fonction affine par morceaux reliant ug & u; (de pente 1 (t) sur [ug; u1]),
Ul & Ug,. . ., Um—1 & Uy. Or comme les pentes sont décroissantes, cette fonction affine par morceaux est
concave donc elle-méme est située au dessus du segment reliant ug a u,,. Donc le graphe de f est bien
situé au dessus du segment reliant ug & u, (voir la figure 7). La solution est entropique. On voit alors

que le nombre de discontinuités entre vg et vy a été réduit d’au moins 1.
Dans les deux cas a,, décroit strictement.

6.3.3 Conclusion

La partie précédente assure qu’il existe N € N tel que ¢ty = +o0 et alors on a bien résolu I’équation
(E) en recollant les v,. En effet, on peut se ramener au cas n = 2 et il s’agit de voir que v définie
ci-dessous est bien solution sur [0;¢g + ¢1[. Cela est conséquence du théoréme 4 si on exclut les points
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1,2

SN/
- "/ \. /

. ‘ ‘ ‘ 02 \/
2 3 4 5 6 o

u(1,.)
u(0.5,.) 4

==u(1,.)
v=1

V=0
| v=-1

==u(0.5,.)

V=0

u(2,.) u(3,.)

=u(2,.)

==u(3,.)

FiGURE 8 — Exemple de résolution de I’équation suivant l’algorithme
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3 u=0

FIGURE 9 — On peut résumer 1’évolution précédente par ce diagramme

ou des discontinuités se rencontrent (les points (to,7;(to)) (ce qu’'on peut faire d’apres les conditions
Lpn).

vi(x — to) sinon.

v(t,x) = {vo(x) stz <t

On déduit de cette partie la

Proposition 3. Soit u une fonction en escaliers a variations bornées et dans L'(R). On suppose que

f = f, c’est a dire que f est affine sur les [23—1,, j;,l] et que w est a valeurs dans 27V7Z. Alors il existe

une solution u au probléme de Cauchy avec uw comme condition initiale qui vérifie

Yt > 0, Tot. Var(u(t,-)) < Tot. Var(u).

7 Théorémes d’existence et d’unicité

7.1 Un théoreme de compacité

On utilisera dans ce paragraphe le théoréeme d’Ascoli qu’on rappelle brievement :

Théoréme 7. Soit K un espace compact et (F,d) un espace métrique. On munit C(K, F) de la distance
uniforme. A C C(K, F) est relativement compacte si et seulement si les deux conditions suivantes sont
vérifiées :
(i) Ve € K{f(x); f € A} est relativement compacte.
(ii) A est équicontinue, c’est a dire
Ve >0,V € K,3V € V(x),Vf € A,Vy € V,d(f(z), f(y)) <e.

On démontre une condition suffisante pour qu’un ensemble de L!(I) soit compact pour la topologie
forte :
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Théoréme 8. Soit I un intervalle de R. Soit (uj)je; une famille de fonctions de L*(I) qui vérifie :

3C > 0,Vj € J, Tot. Var(u;) < C;
Ju € L'(I),Yj € J,|u;| < u.

Alors (uj)jes est relativement compacte dans L'(I)

Démonstration. Pour fixer les notations on consideére que I =]a;bl.

On prend Uj(z) = Tot.Var(u;|js,)). U; est croissante positive et bornée par C'. Par un argument
diagonal, on prend alors une sous-suite telle que Ug,,)(z) converge en tout point = € QN I vers U(x).
U est croissante positive et majorée par C. Cela implique que ’ensemble des points = € [—m;m] tel
que U ne soit pas prolongeable par continuité en x est dénombrable. On note K cet ensemble. En effet

K = U K, avec K,, = {z € I;limsup U(y) — limsup U(y) > 1/n}
neN y—r+ Yy—r—

et Card(K,) < Cn car U étant croissante, pour tout 6 > 0, elle a au plus [%1 sauts de hauteur
supérieure a d.

On considére désormais une sous-suite uy(,) qui converge en tout point de x € K U Q vers u(z).
Montrons que wuyy,)(x) vérifie le critere de Cauchy en tout point x ¢ K. Soient qi, g2 deux rationnels
telsque g1 <z < g2 et U(g2) —U(q1) <1/n

msup [wy(n) (@) = wpn)(@)] < 1;222? |y (n) (2) — ulqr)| + limsup |u(q1) — uy ) (2)]

n,n'—+oo n/—4o00
< 2. 1im sup [ty () () — Uy (q1)] < 2. 1i§§rup [Upn)(@2) = Uyny(q1)]

n—-+o00

< 2/n.

Cela assure que uy(,) converge simplement vers u. Par le théoreme de convergence dominée, on a
bien une convergence dans L'. O

Et voici le théoreme de compacité qu’on va utiliser par la suite :

Théoréme 9. Soit uy, : [0;+00[xR — R une suite de fonctions telles que pour tout t > 0 wuy(t,-) soit
a variations bornées et dans L'. Supposons qu’il existe des constantes C, M et L strictement positives
telles que :
(i) Yn € N,V(t,z) € [0;+00[xR, |u,(t,z)| < M.
(ii) ¥n € N,Vt € R Tot. Var (un(t,-)) < C.
(111) Vn € NV, t' > 0, [|un(t,-) — un(t', )| 0 < Ljt—t'].
Alors il existe u € LlloC

([0; +00[xR) et une sous suite g,y convergeant dans Lj,([0; +-00[xR) vers
u et dans C ([0;T], L' ([—M; M])) ,VT > 0,YM > 0.

loc

Démonstration. Soit m € N.

Le (#it) assure que Vn € N u,, € C ([O;m],Ll([—m;m])) et que cette famille est équicontinue car
L-lipschitzienne.

Soit t > 0. Avec (i) et (i), on montre que la famille u,(¢,-) est relativement compacte dans
LY([-m;m]) d’apres le théoreme 8. Le théoréme d’Ascoli assure alors la relative compacité de u,, dans
C ([0;m], L'([~=m;m])) muni de la distance uniforme. En faisant alors une extraction diagonale avec
m — +00, on obtient une sous suite de u, qui a pour limite v dans L} ([0;4+o00[xR). La convergence

loc

dans C([0; 7], L' ([—M; M])) est claire par construction de la sous suite. O
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7.2 Le théoréme d’existence

Théoréme 10. Soit f localement lipschitzienne et u € L' une fonction a variations bornées. Alors
I’équation (E) admet une solution faible entropique u = u(t,x) définie pour tout t > 0 et on a :

(i) Tot.Var(u(t,-)) < Tot.Var (u)
(16) Vi =0, |lu(t,)]loc < [[t]|oo-
Démonstration. On note M = ||t]|oo. Comme T est & variations bornées, d’apres la proposition 2, on
peut trouver une suite de fonctions en escaliers u, € L!(R) vérifiant :
(i) Ty (x) € 27YZ, pour tout x € R.
(ii) [, —wllgr = 0.
(iii) Tot.Var(u,) < Tot.Var (u).
(i) [l < M.

On considere désormais I’équation (voir (6.2.1) pour la définition de f,) :

(i e

Pour tout v, on note u, = u,(¢,x) la fonction en escaliers solution de (PC,) qu’on peut trouver
grace a la proposition 3. On note que pour tout v,t et x, on a :

Tot.Var (u,(t,.)) < Tot.Var(u) et |u,(t,z)| < M.
D’autre part soit L une constante de Lipschitz pour f sur le compact [—M; M]. On a alors :
Vv € N,Vw,w' € [7M7M]7 |fl/(w) - fl/(w/)| < L|w - U),’.

D’apres la formule de Rankine-Hugoniot, cela assure que toutes les vitesses des discontinuités de
u,, sont inférieures a L. Montrons dorénavant qu’on a :

Ve >t Juy(t,.) — un(t, )| 2 < L[t — t'|Tot. Var ()
Si sur ]¢,'[xR, on a u, de la forme (avec x1, ..., xk et A1, ..., \x quelconques) :

uyg Six <z +MT
ul,(T,J:‘) =Qqu; Ssizi+MT <z <Tipr+ NpT
up Sl x> x4+ AT

et Vr €)', o1 + AT < ... < zp + T

On prend alors ®,, une fonction C§°(R,R) qui tend vers la somme des Diracs §; — J; au sens des
mesures (qu’on peut trouver par convolution par exemple). Si on pose ¢, (z) = ffoo ®,,(u)du alors ¢y,
converge vers la fonction plateau [, au sens des mesures. Soit ¢ € C5°(R, R). Comme wu,, est solution
de (PC,), on a :

/ /R w (T, 2)¢ ()¢ (x)drde = — / /]R Folw(r,2))on(r)¢ () drda.
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Oru, €C ([0; —oo[, L (supp qb)) Donc on peut passer a la limite quand n — +o0o dans ’égalité
précédente :

/R (up (b, ) — up (', ) () d = — /t ’ /}R £y (7, )¢ (2)dzdr.

A 7 fixé, f, ou,(T,-) est une somme de fonctions de type Heavyside donc on connait sa dérivée au
sens des distributions en x :

Ox(fyouw)(r,z) =

M=

(fV (ui) = fu(ui- 1)>6ZB¢+>\¢T‘

1=
vk

1
Donc — /tt' /R foluy (7,2))¢ (x)dzdr = / Z folui) — fuui 1))¢(x,;+)\ﬂ)d7.

et ’/R(uy(t,x) —uy(t',2))p(x )dac‘ < [|9]lo|t’ — | ZL|u, — u;—1| < L[t — ¢'|Tot. Var (uy (¢, -)) || 9] oo-

=1
Cette inégalité est vraie pour toute fonction ¢ € C5°(R,R) donc par densité pour toute fonction
¢ € L*([-M; M]) et on obtient (en prenant par exemple ¥(z) =sgn(uy(t, ) — u,(t',)) que pour tout

M>0: o
/ luy (¢, 2) — up (', x)|dx < L|t — t'| Tot. Var ()
-M
D’olt D'inégalité voulue : |Juy(t,.) — u, (t',.)|| 2 < L[t — t'|Tot.Var ().
Sinon, on peut trouver t; < --- < t,, tels que wu, soit de la bonne forme sur |t t1[XR, ..., ]t,; t'[xR

et on a alors :
) = (Vs < s (te) = (b1, Ylgn + -+l (bs ) = (¥ )| 1 < LIE' — #[Tot. Var (@)

De plus d’apres le lemme 6, on a : Tot.Var(u,(¢,.)) <Tot.Var(w,) < Tot.Var(z). On vérifie alors
toutes les hypotheses du théoreme de compacité (avec L' = LTot.Var(w)) : on peut trouver une sous
suite uy(,) qui converge vers u dans L}, ([0; +00[xR) et dans C ([0; T, L' ([-M; M])) ,VT > 0,YM > 0.

loc
On a clairement (i) et (i7) par convergence dans L .. D’autre part, comme on a convergence de Ugp(n

dans C ([0; 1], L' ([—=M; M])) VM > 0, |lu(0,-) — ||z = 0. E)]

7.3 Théoréme d’unicité

Citons aussi dans ce document un théoreme di & Kruzhkov [1] :

Théoreme 11. On prend f localement lipschitzienne. Et on mote u,v deux solutions entropiques
bornées de (E) tel que ||u(0,-) —v(0,-)|| ;1 < co. Alors ¥Vt >0, on a :

“+00 400

/ lu(t,z) —v(t,z)|dx < / |u(0,z) — v(0, x)|dz.
—0o0 —0o0

En particulier, pour toute condition initiale w € L, le probleme de Cauchy a au plus une solution

entropique bornée.

On peut regrouper les théoremes d’existence et d’unicité :

Théoréme 12. On suppose f localement lipschitzienne. Soit w € L' N L>® une condition initiale
variations bornées. Alors le probléme de Cauchy possede une unique solution faible entropique bornée.
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