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1 Introduction

Le probléme de la classification des objets issus de la géométrie différentielle
(des variétés topologiques par exemple) a été beaucoup étudié, notamment en
petite dimensions. Par exemple les variétés topologiques compactes connezes de
dimension 2 ont été complétement classifiées : toute surface compacte est soit
homéomorphe a la sphére, soit a la somme connexe de n tores, soit a la somme
conneze de n plans projectifs.

Un concept général en mathématiques utile pour répondre aux problémes de
classification est la notion d’invariant : étant donnée une classe d’objets qu’on
souhaite classifier (& une classe d’équivalence pres, par exemple & difféomorphisme
pres), un invariant est un algorithme qui ¢ chaque objet associe un objet beau-
coup plus simple, un nombre par exemple, et constant sur chaque classe d’équivalence.
Ceci permet de dire parfois si deuz objets ne sont pas équivalents, mais ne permet
a priori pas de dire s’ils sont équivalents. En topologie, deux espaces topologiques
qui ont des groupes fondamentaux non isomorphes ne sont pas homéomorphes,
mais la réciproque n’est pas vraie.

C’est exactement la méthode qu’ont employée Donaldson, puis Seiberg et
Witten, pour par exemple exhiber deux variétés homéomorphes mais non difféomorphes.
Linvariant est construit comme suit : on se donne une variété compacte eucli-
dienne orientée de dimension 4, et on définit dessus une équation auzr dérivées
partielles, puis on souhaite étudier ’espace des solutions de I’équation. Cepen-
dant cet espace n’est pas un trés bon invariant car il est trés gros , donc difficile
(voire impossible) a calculer. Pour le simplifier on met en évidence un groupe
qui agit sur l’espace des solutions. On peut quotienter, et on se raméne donc a
un objet plus simple : il sera compact et trés souvent de dimension fini. (Il faut
aussi montrer que le quotient ne dépend pas de la variété a difféomorphisme
pres)

Dans ce mémoire on prendra tout d’abord le temps d’introduire les nombreux
outils différentiels et algébriques nécessaires a l’écriture des équations : les no-
tions de fibrés vectoriels, de connexions, de courbure, de laplacien, de structure
Spin et Spin¢ et enfin 'opérateur de Dirac seront définis. On étudiera quelques
isomorphismes de groupes ayant déja €été traités pendant les cours de licence
mais utiles. De nombreuzx théoréemes d’analyse fonctionnelle nous seront aussi
utiles mais ceux-la nous ne les démontrerons pas et nous n’introduirons pas les
définitions inhérentes (4 savoir espaces de Sobolev, les semi-normes associées
etc.). De plus il faut bien comprendre que on se restreint rapidement o 1’étude
de variétés de dimension 4. En effet dans cette dimension, des isomorphismes
de groupes exceptionnels permettent de contourner un formalisme trés lourd.
Apres ces préparatifs on met en place les équations et l'action de groupe as-
sociée, puis on s’intéresse brievement a l’étude de [’espace de modules de solu-
tions (le quotient dont il était question au précédent paragraphe) : on montre
qu’il est compact.

Notations : On utilise parfois au cours du mémoire la convention d’Einstein,

stipulant que chaque fois lors d’un calcul qu'un indice apparait deux fois, cela

signifie que c’est un indice muet de sommation : il faut sommer sur cet indice.
En outre pour le produit scalaire on utilisera (- | -) ou (-, -).



2 OQOutils de géométrie différentielle

2.1 Fibrés vectoriels

Définition 2.1. Soit M et E des variétés lisses, p: E — M une submersion
surjective lisse, K =R ou C. On dit que (E,p) est un K-fibré vectoriel de base
M et de rang v si : Pour tout x dans M, il existe U un voisinage ouvert de x
dans M et ¢ : p~1(U) — U x K" un difféomorphisme tels que :

e p~1(x) est un K-espace vectoriel de rang r.

o Le diagramme suivant commute :

o VycU, ¢! l{yyxkr est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

Remarque : Dans la définition, ¢ est une trivialisation locale du fibré
vectoriel. On remarque que ces difféomorphismes forment un atlas de F.
Réciproquement si on se donne un ensemble E, une surjection p , un recouvre-
ment de M et des bijections p~1(U) — U x K" qui sont compatibles, ie les
changements de cartes sont lisses et leur restriction & {y} x K" est un isomor-
phisme d’espaces vectoriels, alors on peut doter F d’'une unique structure de
fibré vectoriel de base M.

Exemples :

e pr1 : M x K" — M est le fibré trivial. Un fibré vectoriel p : £ — M
est dit trivialisable s’il existe un difféomorphisme global:

E—% MxK

M

e TM le fibré tangent est un fibré vectoriel de méme rang que la variété (si
la variété est de dimension constante, ce qu’on supposera toujours). Les
trivialisations locales sont données par les différentielles des cartes de M.

Remarque : p: E — M un fibré vectoriel, on dit que s : M — E, ap-
plication lisse, est une section de F si pos = idys.L’espace vectoriel des sections
est noté T'(E).

FE est trivialisable si et seulement si il existe r sections ponctuellement linéairement
indépendantes. En particulier, si E est de rang 1, F est trivialisable si il existe
une section qui ne s’annule pas. Ainsi T'S! (S* est le cercle) est trivialisable.



2.1.1 Opérations algébriques de fibrés vectoriels

Un grand intérét des fibrés vectoriels est la possibilité de faire des opérations
algébriques entre plusieurs fibrés vectoriels de méme base M.

Par exemple, étant donnés deux fibrés p: E — M et ¢ : F — M, on peut
définir (on ne montre pas que tout est bien défini):

e Le fibré dual E* = [], ., p ()" sont les cartes sont données par les
cartes de E ¢ : p~1(U) — U x K" :

¢ 0 (U) — Ux (K 5 lep (@) v (2,00 (¢ 1))

e Le fibré somme directe £ @ F.

e Le fibré produit cartésien F x); F, qui en fait est moralement la méme
chose que F @ F.

o Le fibré tenseur £ ® F'.

o Le fibré extérieur A" E.

Les cartes qu’on définit naturellement, comme celui explicité pour le fibré
dual, sont compatibles car on effectue des opérations algébriques qui sont tou-
jours lisses.

Par exemple pour le fibré dual la régularité des changements de cartes
provient de la régularité de I'application :

GL.(K)?> - GL.(K); A,B+ Ax B™*

Grace aux descriptions tensorielles des formes linéaires, on obtient ainsi une
définition naturelle des k-formes différentielles : ce sont les sections de /\k TM™,
le produit extérieur k fois itéré du fibré cotangent, encore écrit /\k M. On peut
aussi définir le fibré des endomorphismes de F : End(FE).

Notation : Si E est un fibré vectoriel, on note A*(E) = T(A* M @ E) les
k-formes a valeurs dans FE.

Proposition 2.1. Si E et F sont des fibrés vectoriels, d entier, l’injection
canonique de AY(E* ® F) dans l’espace des fonctions lisses A°(E) — AY(F)
C™(M)-linéaires est un isomorphisme.

preuve. En effet soit ¢ : A°(E) — A°(F) est C°°(M)-linéaire (on prouve la
proposition pour d = 0 car A4(F) = A%\ ®F) et AYE*@F) = A%\ QE*®
F) = A%E* @ N\"®F)). Soit z € M et s € A°(E).

Les valeurs de ¢(s) au voisinage de x ne dépendent que des valeurs de s au
voisinage de x par C'°°(M)-linéarité.

Ainsi si eq(y) est une base locale de E, s = Y s,e, au voisinage de x, en
posant ¢, = Y de,(z) ® ¢(eq(x)) (définition qui est indépendante de la base
choisie), on a ¢(s)(z) = 1, - s(x) avec 1 € AY(E* @ F). O

Remarque : On peut définir la notion de morphisme de fibrés de méme
base, avec le formalisme déja introduit, ’ensemble des morphismes de E dans
F est en fait A°(End(E, F)).



2.1.2 Ajout de structure euclidienne, hermitienne, ou orientation

Définition 2.2. Un R(resp C)-fibré vectoriel est dit euclidien (resp hermitien)
s’il existe une famille "réguliere” de produits scalaires (resp hermitiens) sur les
fibres, ie g : E Xy E — R lisse bilinéaire symétrique définie positive (resp
hermitienne et a valeurs dans C).

Définition 2.3. Un fibré vectoriel réel E est dit orientable si \" E est trivial-
isable (ou r désigne le rang de E).

Remarque : Ce rajout de structure (euclidien, hermitien, orientation)
peut étre généralisé par la notion de réduction du groupe structural. En effet si
E est un fibré vectoriel, et H un sous groupe fermé de GL,(K) (donc un sous-
groupe de Lie), on appelle une réduction du groupe structural de £ &4 H un
atlas de trivialisations locales de F tel que les changements de cartes restreints
a la composante vectorielle sont dans H, et on dit alors que E est un H-fibré
vectoriel.

On montre que, si F est un fibré vectoriel, :

e F est euclidien ssi E est un O, (R)-fibré.
e F est hermitien ssi E est un U,.(C)-fibré.
e F est orientable ssi E est un SL,(K)-fibré.

prewve du premier point. Supposons que E est un O, (R)-fibré. Soit (Uy,6) un
atlas de cartes adaptées & la structure (on note 0, = 6 |,-1(;)). Soit z €
Up,u,v € p~1(x), on pose g(u,v) = (0, - u | 0, -v). Cette définition ne dépend
pas de 8 car les changements de cartes sont orthogonaux, g est lisse bilinéaire
symétrique défini positif, donc une implication est montrée.

Réciproquement si E est euclidien, g : E X3y E — R. On se donne 7 un atlas
de trivialisations maximal (il existe par le lemme de Zorn), et on pose :

T/ = {6 :p_l(UQ) — U9 x R" | \V”U/,’U Ep_l(l'),(ex U | 91 : U) = g(u,v)}

Montrons que 7 est un atlas de trivialisations locales. Soit 6 : p~1(U) — U xR,
une carte. On pose :

VeeU, wu,veR", hg(uv)= g((@m)*l -, ((996)*1 - v)

h, est un produit scalaire sur R” qui dépend régulierement de z. Si (9;) est la
base canonique de R", alors on note (e;(x)) la base obtenue par Gram-Schmidt
a partir de (9;) pour le produit scalaire h,, (e;(z)) dépend régulierement de x.
On pose M, = (e1(x), ..., e-(x)) la matrice de passage, et :

7:UXR" = UxR"; (z,u) — (x, M " u)

7 0 0 est une carte dans 7', qui est donc un atlas de trivialisations. O

2.2 Connexions

Définition 2.4. Une connexion V sur un fibré vectoriel p : E — M est une
application V : AY(E) — AY(E) lisse, linéaire et respectant la régle de Leibniz
suivante : Si s € A°(E) et f € C°(M) alors :

V(fs)=df ® s+ fVs.



Exemple : La différentielle sur le fibré trivial M x R* est une connexion,
appelée la connexion triviale.

Pour un fibré trivial de rang 1, dont l'ensemble des sections est C'°(M)
aussi appelée I'ensemble des formes différentielles de degré 0, on retrouve la
différentielle qui on le rappelle se prolonge aux formes différentielles de degré
quelconque k, pour donner une forme de degré k+1.

Proposition 2.2 (Existence de connexion). Soit p: E — M un fibré vectoriel
quelconque. Il existe une connexion sur ce fibré.

preuve. Elle découle de la locale trivialité du fibré E, car localement on peut
appliquer la connexion triviale. Il reste ensuite a utiliser une partition de I'unité.
Soit (8, Up) un atlas de trivialisations locales, fy une partition de I'unité associée
au recouvrement Up. On pose, ot e, base canonique de R¥ et 0, -s(z) = 3" sq4€q,

Vo(s)(x) = fo(x)dysa(0) " - eq.
Vi n’est pas une connexion mais V =Y Vj en est une. O]

Proposition 2.3. L’ensemble des connexions sur un fibré vectoriel p : E — M
est un espace affine d’espace directeur A'(End E).

preuve. On remarque que si Vi et Vo sont deux connexions alors leur différence
est C°°(M)-linéaire donc s’identifie & un élément de A'(End(E)) d’apres la
proposition 2.1. [

Connexion évaluée sur un champ de vecteur On pose, si X champ de
vecteur de M, :
sz =Vs- X.

On a:
Vx(fs)=fVxs+ (Lxf)s.

Explicitation locale de V : On remarque tout d’abord que si s € A°(E)
est nulle au voisinage de x € M (sur U), il existe f € C*(M) a support
compact nulle en dehors de U et valant 1 sur un voisinage de « V' C U, et
0 = V(0)(z) = V(fs)(x) = f(x)V(s)(x) + dyf - s(z) = V(s)(z). Donc une
connexion est un opérateur local, les valeurs de V(s) |y ne dépendent que de
S |U-

Ainsi, silocalement ona s = > s%¢, ou e, base locale de M et x; coordonnées
locales de M, alors :

V(s) = Z(dsa ®eq,+5°V(ey)) = Z(&isbdaci ®ep + sal“?ﬂda:i ® ep)-
Par abus de notation on note :
V=d+» Tida'.

On remarque que cette explicitation est également possible si au lieu de
prendre une carte de M et des coordonnées, on prend juste une base locale du
fibré tangent (ne provenant pas nécessairement d'une carte donc) qui 9; et da’
sa base duale.



Changement de base Si e, et f;, sont deux bases locales reliées par u : f, =
ube, et fr = (fu=1)le; , et si dans ces deux bases V s'écrit respectivement
d+ > Tidx* et d+ > Tidz" alors on a :

T3y = fy(Va, fa)
= (™ ")20uf + (u™ ") (L) qug

I =u'0u+u'Tiu

De méme que précédemment on peut se contenter d’une base locale de T'M au
lieu de coordonnées.

2.2.1 Connexion euclidienne et hermitienne

Définition 2.5. Si (E,g) est un fibré euclidien (resp hermitien) muni de son
produit scalaire (resp hermitien), et V une connexion sur E, on dit que V est
euclidienne (resp hermitienne) si pour toutes sections s1, so et pour tout champ
de vecteur X,

d(g(s1,82)) - X = g(Vxs1,52) +g(s1, Vxs2)

Remarque : D’apres la remarque sur la réduction du groupe structural d’'un
fibré vectoriel, on voit qu’on en a quelque sorte défini les connexions com-
patibles avec une SO, (R)-fibré (resp SU,(C)-fibré). Cette notion est en fait
généralisable :

Définition 2.6. Si H est un sous-groupe fermé de GL,(K) et b est son algébre
de Lie, on dit qu’une connection V sur un H-fibré E est compatible avec la
H-structure de E si dans toute trivialisation compatible avec la H-structure, ou

V=d+ Y Tidz’, on aT; € A°(U x b).

preuwve de ’équivalence des définitions dans le cas euclidien. (E,g) fibré eucli-
dien, on se donne une base locale euclidienne e, en regardant une carte or-

thogonale, s = > s%,, t = > t%,, X = X'0;,V =d+ Y I'idz’.
g(s,t) = Z s%q ; dg(s,t) = Z(ds“)ta + s%(dty)

g(Vxs,t)= g(Z(ds“ - X)eq + SaI‘?’ineb, Zt“ea) = (ds® - X)tq, + X’ls’ll"i-’}atb
enfin :

9(Vxs,t) +g(s,Vxt) = dg(s,t) - X = X's*(I7 , — ("Ti)g)ty
Donc V est euclidienne ssi I'; est antisymétrique, ie I'; € s0,(R). On peut se
contenter ici aussi d’une base locale de T'M au lieu de coordonnées. O
2.2.2 Torsion d’une connexion

On va s’intéresser maintenant & des connexions définies sur un fibré particulier
: le fibré tangent T'M.

Définition 2.7. Soit V une connexion sur T M, on définit, pour tous champs
de vecteurs X, Y :
Txy =VxY -VyX —-[X,Y].



On remarque que pour toutes fonctions f, g € C*(M)on Trx v = fgTx,y.En
appliquant deux fois la proposition de la section précédente, & ¥ — Txy (qui
alors appartient & A°(TM* ® TM) = AY(TM)) puis & X — (Y — Txy) on
obtient que T' € AY(TM* ® TM) et comme T est alternée, on a T € A?(TM).

On écrit localement T'= > Ti’}dxi ®dx? ® 0, en prenant bien garde que dans
le calcul suivant, on suppose que la base locale provient d'une carte de M, ou
de maniere équivalente que [0;,0;] =0 Vi, j.

T = da®(Ty, 5,) =T — T,

Définition 2.8. La connexion V sur TM est dite sans torsion si pour tous
champs de vecteurs X,Y, on a Txy = 0 ou de maniére équivalente Ffj =
Ffi (valable seulement si la connexion est calculée dans une base provenant de
coordonnées !).

Connexion de Levi-Civita Soit M, g une variété Riemannienne, ie dont le
fibré tangent est euclidien.

Proposition 2.4. Le fibré tangent TM admet une unique connexion euclidi-
enne sans torsion, notée souvent V¢ ou V.

preuve. Unicité : Si Vi et Vy sont des connexions qui conviennent, on note
A=V, —V;y € AYEnd(TM)). Regardons A dans des coordonnées de M (qui
donne une base locale de TM) : A = 3" a;dz’. D’apres le paragraphe précédent,
comme A est différence de deux connexions sans torsion, on a af’j = a;?i, ou
afj = da*(a; - 0;) = da*(Ag, - 0;).A est C>°(M)-linbaire donc on en déduit que
pour tous champs de vecteurs, Ax - Y = Ay - X.

Si maintenant on regarde A dans une base locale orthogonale, on note A =
> biet* et comme A est la différence de connexions euclidiennes, on a bfj =—bl,

de plus bf; = eF* (A, - e;) = e* (A, - ;) = bl donc on a :
ko gk . opk i
bij - bji ) bij - —bfk.
D’ou :
k j j i i k
b = —bl, = —bl, = b, = bl = —bE, = 0= A =0,

Ezistence : Raisonnons par conditions nécessaires, si V est la connexion
voulue, on a Lx(Y | Z) = (VxY | 2)+ (VxZ | Y) et ([X,Y]| Z2) = (VxY |
Z)— (VyX | Z), et on trouve par le calcul :

AVKY | Z) =Lx (Y | Z) + Ly(Z | X) — Lz(X | Y)
+ (X, Y] 2) = (X, 2] | Y) = ([Y, 2] | X)

Expression qui ne dépend pas de V.
On souhaite définir V en définissant pour tous champs de vecteurs X, Y, 7 :

AVY | Z) =Lx(Y | Z) + Ly (Z | X) = Lz(X | V)
(XY 2) - (X.2)|Y) - (Y. 2] | X)



puis dire que localement, avec une base euclidienne :
VX = Z(VeiX |ej)e* @el.

Pour vérifier que c’est bien défini, il faut vérifier que ’expression ne dépend pas
de la base euclidienne choisie, en montrant (par le calcul) que (VxY | Z) est
C°°(M)-linéaire en X et en Z, et dans ce cas V : A2 (T M) — AY(TM) est bien
définie globalement. Restent a vérifier par le calcul la régle de Leibniz, que la
connexion est euclidienne et que la torsion est nulle. O

Remarque Si M est une sous-variété de R™, on peut définir plus simplement
et plus intuitivement la connexion de Lévi-Civita. En effet Si X et Y sont des
champs de vecteurs on peut poser :

VxY(z) = p(dxY (z))

Ou p, est le projecteur orthogonale sur T, M, car lexpression est C'*°(M)-
linéaire en X et on vérifie que c’est une connexion en vérifiant la reégle de Leibniz.

La connexion est euclidienne car si X, Y, Z sont des champs de vecteurs sur
M étendus localement a R™, on a

dx(Y | Z2)=(dxY [ Z2)+ (Y |dxZ) = (VxY | Z2)+ (Y | Vx Z)

La connexion est sans torsion car si X, Y sont des champs de vecteurs sur
M étendus localement a R™, on a

[X,Y] = dxY —dyX = VxY — Vy X
Car sur M [X,Y](z) € T, M.

2.2.3 Opérations algébriques sur les connexions

Lorsqu’on effectue une opération algébrique entre deux fibrés vectoriels de méme
base qui sont chacun dotés d’une connexion, on peut également agir sur les
connexions (sans montrer qu’elles sont bien définies) :

Sip:Ey— M et ps: E5 — M deux fibrés vectoriels dotés des connexions V4
et Va. On définit les connexions :

e V] sur E* par :
Vif=dof—foVy

c’est-a-dire, si X champ de vecteur et s section de F1,
(VDx[f)-s=d(f-s)- X = f((Vi)xs)
e V1 ®Vysur Fy @ FEs par :
V1@ Va(s1 +s2) = Visi + Vasg
e Vi ®Vsysur Fy ® FEs par :

V1 ® Va(s1 ®s2) = Vis1 @ 53+ 51 @ Vasy



c’est-a-dire que pour tout champ de vecteurs X,
(Vi® Va)x(s1®82) = (V1)x51 @52+ 51 @ (V2) x52

cela n’induit qu'une définition locale a priori car toute section de Fy ® Fo
n’est que localement somme d’éléments décomposables. Mais la définition
est indépendante de la base donc on peut passer au global.

e AN*Vy sur A" Ey par :

k
/\Vl(sl/\-n/\sk):V131/\---/\sk+31/\~-~/\V13k

Remarque On peut réécrire simplement la connexion induite sur Hom(Es, F1) =
E;®Eq :

(Va@Vi)x(f@s)-t=(d(f-t)- X)s — f(Va)xt)s + (f - )(V1)xs
= (Vi)x((f-1)s) = - (V2)xt)s

Qu’on peut encore écrire, si f est une section de Hom(FEs, Ey) :

VHomEE) f = V1o f — foVy

Remarque Si F est un fibré de rang n muni d’une connexion V, on peut
expliciter localement simplement la connexion induite sur A" E = det(E).

On peut en passant remarquer que ’espace directeur de I’espace des connexions
sur A" E est AL(End(A\" E)) mais comme A" E est de rang 1, End(A\" E) est
trivialisable (l'identité est une section jamais nulle) et lespace directeur est
I’ensemble des 1-formes sur M.

Soit e, une base locale de E,on prend e; A - - - A e, comme base locale de \" E.
On éerit V = d + Iida? et VI = d + T'{etda’ ot Tt est donc juste dans
C>(M). On a:

F?Etel/\.../\enzvgft(el/\.../\en)
=VgerNeasA...Nep,+--+e1N...Nen_1 AV, e,
=TYeaNeaN...Nep+...+e1AN...Nep1 AT €4
=tr(Ty)e1 A .. ANep

D’ou :
Tt = tr(T;)

2.3 Courbure

2.3.1 Prolongement de V

En géométrie différentielle on a prolongé la différentielle d : A°(R) — A'(R) a
toutes les k-formes différentielles. Ce fait est généralisable dans le cas d’un fibré
vectoriel muni d’une connexion :

10



Proposition 2.5. On peut étendre V : A°(E) — AY(E) a toutes les k-formes
@ valeurs dans E : dY : A¥(E) — AFY(E), de facon a respecter la régle de
Leibniz suivante :

dV(a®s)=da®s+(—1)98@a A Vs.

ot bien sur d est la différentielle étendue évoquée au paragraphe précédent.
Cette regle de Leibniz impose Uunicité d’un tel prolongement.

preuve. Dans une trivialisation locale de E et une carte de M, sur U C FE,
(dzt A+ ANdx'™) @ €4)aiy<...<i, forme une base de A¥(U). On définit d¥ sur
la base grace a la regle de Leibniz, et on I’étend par K-linéarité, et en posant
dV(fa) =df Na+ fdVa. Alors, si a ® s est un membre de la base, on a :

AV (fa® gs) = (gdf + fdg) Aa® s+ fglda® s+ (—1)3E@a A Vs)

=d(fa)® gs+ (—1)38U) fo A V(gs).

On a bien étendu V de facon a respecter la regle de Leibniz, mais seulement
sur U. Cependant on voit que la définition ne dépend pas de la trivialisation
et de la carte choisies précisément car la regle de Leibniz est respectée. Ainsi

on peut passer du local au global (et d’ailleurs on obtient du coup un opérateur
local). O

2.3.2 Courbure

Il y a toutefois une différence notable de cette généralisation avec le cas partic-
ulier de la différentielle sur les k-formes : on n’a pas nécessairement d¥ od™ = 0.
On remarque que d¥ od" est C°°(M)-linéaire :

Va € A¥(K),B € AYE):d¥(aAB)=danB+(—1)*and’p
En regardant les éléments de la base, et :
d¥ odY(fa)=dYV(df Na)+dY(fdVa)= fd¥ od"

Définition 2.9. On définit alors la courbure Fy = d¥ od" (: A°(E) — A%(E)) €
A%(End(E)).

Explicitation locale sous forme matricielle : Localement, en posant V =
d + T;dax?, on calcule :

Fye, = d¥ (I%,da’ @ ep)
= dI%, Ada' @ e, — T8 da’ A Ve,
= 8J’F?adxj Adz' ® e — F?aF‘;-bdxi Adx? @ ey

D’Ol\l, si FV = FZJdIZ (%9 d.Tj,
Fij = [0, T + (0T — 0;1)

On peut ici aussi se contenter d’une base locale du fibré tangent ne provenant
pas d’une carte.
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Explicitation sur des champs de vecteurs : Si on note localement F' =
> i Fijdx' @ dad, il vient :

[v6i7vaj] - V[ai,aj} = [Vamvaj] = [(az + Pz)a (aj + F])] =F
Car (95 0; —Tj08;)s = 9;(I'%,5")ep — T2, (8;5)er = (0iT)s.

Par C*°-linéarité des deux termes extrémaux, on en déduit pour tous champs
de vecteurs :

Fxy =[Vx,Vy] = Vixy]
Et
Fij = [Veis Vel = Vie,e))

Réduction du groupe structural Soit E un H-fibré vectoriel muni de V
une connexion compatible avec la H-structure. Alors dans toute trivialisation
locale compatible avec la H-structure, si V = d + [;dz?, alors Fj; = [[;,T;] +
(0iT'; — 0,;T;) € b car tout algebre de Lie d’une sous-groupe de Lie de GL,,(K)
est stable par crochet ([X,Y] = 4 (e!XYe~tX)(0)).

Courbure d’une connexion de Lévi-Civita

Proposition 2.6. Soit M une variété Riemannienne qu’on muni de la connex-
ion de Lévi-Clivita V, on note R la courbure induite, et on a :

Rxy =—Ryx
(RxyZ|T)=—(RxyT|Z)
RX7yZ + RZ7)(Y + Ry72X =0
(RxyZ|T)=(RzrX|Y)

preuve. La premiere équation a déja été vue, la seconde découle directement du
paragraphe précédent. La troisieme découle de I'absence de torsion :

RxyZ + Rz xY + Ry zX =VxVyZ - VyVxZ -V xy1Z
+VyVzX — V299X - Viy 5 X
+VzVxY —VxVzY — V[Z,X]Y

VxVyZ —=VxVzY = Vy 71X =Vx[Y,Z] - Viy 27X = [X,[Y, Z]]
En réarrangeant les termes de cette maniere, on obtient :
RxyZ+RoxY + Ry.zX = [X,[Y, Z)| + [V, 2. X]| + [,[X, Y]] = 0
La derniere équation découle des trois précédentes, en effet si :
Va,b,c,d, abcd+bacd=0 ; abed+ abdc=0 ; abed+ bead+ cabd =0
(On note pour plus de concision abed = (Rqp - ¢ | d).)

Alors :
abed + bdca + dacb = —abde — bdac — dabc = 0
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Et
abed = —becad — cabd = dbac + cdab — cabd = adbc — acdb — badc — dachb — cabd
D’ou

abed + acdb + adbc = —abed — acdb — adbe = 0

Et finalement :

abed = —acdb — adbe = —acdb + cabd + decab = cdab

2.4 Opérateur de Hodge

Définition 2.10. Soit M une variété compacte Riemannienne orientée de di-
mension n, on souhaite définir ['opérateur de Hodge, pour 0 < k < m, : * :
N'M = A"FM e A°End(A" M, \"7" M)) un morphisme de fibré vecto-
riels de base M.

Pour ce faire on le définit dans une trivialisation locale orthonormale ori-
entée de TM, dont e; est une base (elle induit une base orthonormale sur \* M)
: on le définit sur la base :

; 1
*(eil/\~~/\eik)szgn( ; "

. €. N Neg
... zn> s tn

OiLik+1 << € {1,...,n}\{i1,...,ik}.
Puis on étend par linéarité.

Il faut ensuite vérifier que cette définition ne dépend pas de la base, ce qui
permet d’étendre la définition & tout M. Or on a, Va,f € /\kM dans un
voisinage de x € M :

aANxf=(a|Blet N+ Ney

(11 suffit de le vérifier sur la base, ce qui est évident.)

Alors si f1,..., fn est une autre base locale, si iy < -+ < i, € {1,...,n} et
jk+1<"'<jn€{la"'7n} etjl<"'<jkE{13"'7n}\{jk+17"'7jn}7 on a

(fjl/\"'/\fjk)/\(fh/\"'/\fik):‘gign<]-11 ;1 )

(*(fh/\"'/\fik)|fjk+1/\"'/\fjn)el/\"'/\en

Donc la définition est indépendante de la base.
On remarque que :
0% = (—1)k("_k)id/\k M

car c’est vrai sur la base. Soit E un fibré euclidien (ou hermitien) muni d’une
connexion euclidienne (ou hermitienne), on prolonge l'opérateur de Hodge &
x: A*M ® E — A" *M ® FE en faisant le produit tensoriel avec I'identité.

Définition 2.11. On définit:
(dV)* = (=) s odY o % : AMTHE) - AR(E)

Ceci permet de définir :
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2.5 Le laplacien
Définition 2.12. On définit: Ay = (dV)* odY : A%(E) — A°(E).

On note V4 la connexion de Lévi-Civita sur T'M, et la proposition qui suit
permet de calculer plus aisément le laplacien :

Proposition 2.7.
Vo € AYE), (dV)*a = —Cy((V, ® V)a)

OuLCy: N'MANME — E;a@B®s+— (ol B)s.

preuve. Montrons 1’assertion localement, d’abord on fait un calcul préliminaire

Cy(V4@V(fa®s)) = Cy(df ©as+ V4,0V (a8s)) = (df | a)+FCy(V40V (a8s))
Et:
#dY * (fa®s) = *(df Axa®@s+ fdY *(a®s)) = #(df Axa) @5+ fxdY *(a®s)

Or

#(anp) = (a]pB)
Ainsi, il suffit de prouver que la formule est vraie sur une base bien choisie.
Pour choisir cette base, on introduit un lemme qui sera utile par la suite : [

Lemme 2.1. Soit E un H-fibré vectoriel de base M muni d’une connexion V
compatible avec la H-structure, soit xqg € M, alors il existe une trivialisation
locale au voisinage de xy et compatible avec la H-structure telle que si e, est
la base locale associée, on a Ve, (xg) =0, autrement dit la connezion est, dans
cette base, triviale en xy uniquement (c’est une propriété ponctuelle).

preuve du lemme. En effet soit x; un systéme local de coordonnées de M, soit
e, une base locale compatible avec la H-structure, on note dans cette base
V = d+Tdx’ et d’apres la formule de changement de base pour les connexions
explicitée page 5, on cherche u € A°(M x H) tel que Vi :

Oiu(xo) + Ti(zo)u(zg) =0
Pour ce faire il suffit de prendre :
w(xy, ..., x,) = exp(x1T1(x0)) X -+ X exp(x, Ty (x0)
O

suite de la preuve de la proposition. On se donne donc e; et €, des bases de T'M
et de E qui satisfont les hypotheses du lemme. Tous les calculs qui suivent sont
faits uniquement en xzg.

Cy(Vg@ V(e ®eq)) =Cy(Vge; @eq+ef @ Veg)
=0
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Et d’un autre coté :

*dV * (ef ®eq)

Reste a montrer que *d * e}

xef = (—1)Tey A---

Puis

dxe; =Y (—1)Hey Av-Ndef A Al

g<i

+3 (-1

J>1

On se donne un systeéme de
Zj(m_l)ijd;vj et m(zo)

w(dxef @eq+ (—1)""txel AVe,)
(xd*€]) ® €,

=0.

o~

*
Ne;

Ner

n

A-e-

*

/\.../\en

Y ey Ao AeEA - Adel N Aey,

coordonnées locales tel que e; = 37, m;;0; et ef =

id. On calcule la connexion de Lévi-Civita dans

cette base : V, = d + I';dz*. Alors d’apres la formule de changement de base
ona0=0m+T;.

de? (xo) Z O (m™Y)ijdoy A daj
k,j

—1
E Ok(m™")ijmpmjme; A ey,
g,k l,m

= Z(—@kmije}; Ner)
ok

Dot :

(de |

Car la connexion est sans torsion.

Donc *d * ] = 0. O

Remarque : Gréace a la proposition, on peut calculer le laplacien ponctuelle-
ment dans une base qui vérifie les hypotheses du lemme :

Ags =Y —Cy(Vy@ V(€] ® Ve,5)

> —Cyle; ®e; ® Ve, Ve,s)

0.
— E Vis
i
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Comme d est une connexion euclidienne sur le fibré trivial de rang 1, on peut
appliquer ce calcul a :

Als]> = => " d? (s | 5)

== de((Vers | 5) + (5] Veis)

==Y (VZs|s)+2(Ve,s| Ve,s)+ (5] Vi)
Als]? = _2(%‘2 +2R(Avs | 5)

Le laplacien sur le fibré trivial de rang 1

Définition 2.13. Sur le fibré trivial de rang 1 on peut faire une définition plus
générale du laplacien, pour que A : A¥(M) — A¥(M). Pour ce la on pose, si
k>0, :

A =dd*+d*d

Si k=0 on garde bien sir la définition précédente A = d*d.

3 Outils algébriques

3.1 Identification de H et RSU(2)

On pose RSU(2) = {AM, AeR, M e SU(2)}.
On introduit les matrices de Pauli :

(10 (i 0 (01 (0
b1 = 0 1 y P2 = 0 —i y P3 = -1 0 y Pa= i 0

Eton a:
RSU(Z) = Vect(pi)i:1’2,374

Ou Vect désigne 'espace vectoriel réel engendré.

On identifie RSU(2) et le corps des quaternions en identifiant les matrices de
Pauli avec 1, 4, j, k. L’isomorphisme I : H — RSU(2) qui en résulte multiplie
les normes par v/2, si on prend comme norme tr(AA*) pour RSU(2). En fait I
est un morphisme d’algebres qui vérifie : I(z*) = I(x)*.

On note Hy le sous-espace de H des quaternions imaginaire purs, et su(2) =
I(Hp) l'ensemble des matrices anti-hermitiennes.

3.2 Action de SU(2) sur su(2)
Soit a € SU(2), on lui associe
é(a) : su(2) = su(2) ; h—aha™!
Comme a~! = a*, ¢(a) est une isométrie ( tr(aha*(aka*)*) = tr(ahk*a*) =
tr(hk*) ), et on a bien une action de groupe, ¢ est un morphisme de groupes de

Lie :
¢ :SU(2) = O(3)
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Puis par connexité de I'image,
¢ :SU(2) = SO(3)

Soit a € ker ¢. Alors a commute avec toutes les matrices de Pauli, or si k # 1 €
{2,3,4}, on a pyp; = —pipk- Donc a € su(2)L, autrement dit a € {id, —id}.

Comme on a une action de groupes lisse, on sait que ¢ est de rang constant,
et on vient de voir qu’elle était injective au voisinage de l'identité, donc par
égalité des dimensions, c’est un difféomorphisme local.

L’image de ¢ est ouverte, et de plus comme SU(2) est compact, l'image
est un ouvert fermé de SO(3) qui est connexe. Ainsi ¢ est surjective, c’est un
revétement a deux feuillets.

Puisque ¢ est un difféomorphisme local, en considérant sa différentielle, elle
induit de plus un isomorphisme entre les matrice complexes antihermitiennes de
rang 2 et de trace nulle (su(2)) et les matrices antisymétriques de rang 3 (so(3))
:a > (h — ah — ha).

On note G = {(a*,a™) € U(2)? tel que det(a™) = det(a™)}.

3.3 Action de G sur RSU(2)

G est un sous-groupe de Lie de U(2)? car
U2 —=S' ; (at,a7) det(at(a™)~!) est une submersion.
Soit (a*,a™) € G. On lui associe :

+ a-

det(a™)

a

Y1(a*,a”) :RSU(2) > RSU(2) 5 hrra*h(a™)™! = det(at)

)71

h(

1(a™,a”) est une isométrie, on a bien une action de groupe, et 1; est un
morphisme :

Y1 : G — SO(4)
(G est connexe car U(2)? lest et si (a™,a7) € G, v:1[0,1] = U(2)? ; tw—
(74 (8),v—(¢)) relie (at,a™) a lidentité, alors v1 : ¢ — (v4(¢), %ﬁgggw, (1))

les relient aussi.)
On pose :

Y:G— S04) xSt ; (at,a7) = (Y1(at,a”),det(a™))

Soit (a*,a™) € kert, on a (aT,a”) € SU(2)? et aTid(a™)™! = id donc
at =a~ =a et a € ker ¢ donc kerp = {(id, id), (—id, —id)}.

1 est de rang constant et injective au voisinage de I’identité donc c’est un
difféomorphisme local. Son image est donc ouverte, elle est de plus fermée par
compacité, donc 1 est surjective, c’est un revétement a deux feuillets.

Explicitation d’un isomorphisme important 1 étant un difféomorphisme,
sa différentielle en I'identité est un un isomorphisme entre {(a*,a~) € End(C?)? tel que (a™)* =
—at, (a7)*=-a", tr(a™)=tr(a”)} =g et so(4) xiR.
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Proposition 3.1. L’application linéaire
g —s50(4) x iR ; (at,a”) = ((hath —ha™),tr(a™))

Est un isomorphisme, d’inverse :

[ s0(4) x iR = g 5 (8,0) = (s0ld — 15 (81), fadd — 1vg (3Y)

Ou B est la forme bilinéaire antisymétrique induite par [ et v, (resp ’yér) est
Uapplication linéaire telle que o (pi« ® pj«) = —pipj (resp Y (Pis @ pjy) =
—pip;j) (on note p; . la base duale pour ne pas confondre avec la transposée du
conjugué. ).

Si b bilinéaire antisymétrique, b = Z” bi jPix ® Dj«, on a tr(yy (b)) =
232 bii =0 et vy () = =32, biypip; € 5u(2); Donc f est bien définie.

preuve. Tout d’abord on remarque que 2 (f (8, @) = aet Y1 (f(5, ) = P1(f(B,0)).
Soit § € s0(4) tel que B = pr. Aps., 1< J. On pose B = v (£(8,0)),

Bi(h) = pipsh — hprp’y — pprh + hpp;
Et

(Brpi | pj) = tr(pipapip; — PiPIPP] — PIPIPID; + PiPIDIP})
= (papi | prpj) — (pip1 | Pjps) — (0103 | PIPs) + (PjpI | PiDT)
= 2(pspi | prps) — 2(pip1 | Pip.s)
= 2(—(p1py | Pipj) + (Pip1 | PiD}))

Si I =1, (Bipi | pj) = 205 | —pip; + pipj) et p; et p; ne peuvent étre
imaginaires purs simultanément (si on veut que ’expression soit non nulle),
donc (Bipi | pj) = 46;,105,7 — 465,164,

Sil>1, (Bipi | pj) = 2(prpy | —pip; +pip}) et p; et p; sont nécessairement
imaginaires purs simultanément (si on veut que I’expression soit non nulle), donc
(Bpi | pj) = 46i,16j,5 — 46i,505,1.

Dans tous les cas, ,6’? = 4p1 « ADJjx, et enfin f est bien la réciproque de ¢p. O

4 Structures Spin et Spin¢

On va a partir de maintenant se restreindre au cas d’'une variété de dimension
4, cas pour lequel les définitions qu’on va donner sont trés concretes. On ne va
s'intéresser qu’a ces définitions concretes, bien que des définitions plus générales
existent, utilisant par exemple la notion de fibré principal. Ces définitions
concretes sont en fait des propositions qui découlent des définitions abstraites.

Définition 4.1. Soit (A, h) un fibré vectoriel euclidien de rang 4 et de base M.

Structure Spin : La donnée d’une structure Spin sur (A, h) est un triplet
(27,2, v7) (parfois appelé T), ot X~ sont des SU(2)-fibré vectoriels
et v~ : A = RSU(X™,XT) est un isomorphisme linéaire (de fibrés) qui
multiplie les normes par /2 et respecte les orientations.
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Structure Spin¢ : La donnée d’une structure Spin® sur (A, h) est un quadru-
plet (X7, X7, Z,~v7) (parfois appelé 7), ot X1~ sont des U(2)-fibré vec-
toriels, T: N*(37) — A%(ST) est un isomorphisme unitaire et v~ : A —
RSU(X™,X%) est un isomorphisme qui préserve les orientations (induites
par I) et multiplie les normes par V2.

Remarque : Cette définition n’est pas naturelle, et il convient de se demander
quels fibrés vérifiant les hypotheses de la définition admet une Spin-structure
ou une Spint-structure. On ne va qu’énoncer des théoremes qui répondent a la
question, sans les prouver. Un théoréeme de Hirzebruch-Hopf affirme que toute
variété riemannienne orientée compacte admet une structure Spin® (ie son fibré
tangent en admet une). Par contre elle n’admet pas nécessairement de structure
Spin.

Remarque : Dans le cas de la structure Spin©, si on se donne des bases

locales (v ,vy) et (v ,v5) de £ et BT telles que Z(vy Avy) = vi Avyg,

alors RSU(X™,XT) est engendré par la base orthogonale orientée (p;(x)) des

matrices de Pauli ol les bases des espaces de départ et d’arrivée sont (vy, vy )
+ ot

et (v1,vy).

4.1 Prolongement de v~

Soit (A, h) muni d’une structure Spin ou Spin€.
Onpose X=X~ @ X™

Onpose vy =—(y7)*: A = RSU(ZT,X7)

On définit :

_ (0 .
7_(7_ 0 ).A—>5u(2)
On peut alors étendre v & tout @ A = @izo A®? par :

7:®A—>End(2) i s®@t e y(s)o(t)
4.2 Identité de Clifford

Proposition 4.1. Soient u et v des sections de . On a lidentité suivante :

Y(w)y(v) +7(v)y(u) = =2(u [ v)Id

preuve.
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5 Opérateur de Dirac

Proposition 5.1. Soit M une variété Riemannienne orientée de dimension 4,
telle que le fibré tangent TM (ou le fibré cotangent, cela revient au méme grace
& la structure euclidienne) est muni d’une structure Spin : (3=, 5, T,v7).
On note V4 la connezion de Lévi-Civita sur T M, et on se donne une connexion
hermitienne V 5 sur \> X

V A induit une connexion sur /\2 ST par Uintermédiare de T : c’est ToV 40
I~1. Mais localement, si on se donne des bases telles que I(e] Ney ) = € Neg,
alors To(d+ aze; «) oIl = d+a e, «, donc on identifiera par abus de notations
les connexions.

Nous clamons qu’il existe alors un unique couple de connexions hermitiennes
Va4 sur X tel que :

o V;=V3_ ® Vg, vérifie

End
Vifeoy=n70V,

det __ _ ydet
Vit = v, = vt

preuve. Raisonnons par condition nécessaire : si de telles connexions existaient,
alors on se place au voisinage d’un point et on se donne (e;) une base locale de
TM, (e, " = des bases locales de 7. telles que v~ (e;) = p; et Z(e] Ney ) =

oAt . 0 —p;
€] Ney ,etsion pose P, = , alors

pi 0
Y(ei) = P
On écrit ensuite Vy = d+ Y, €. @ Bi, Bi € A%s0(TM)) , puis V4 =

d+Y e« ®a;, a; €IR ,etenfin Vy=d+3 e, ®a;, ot a; = ( @i qr )

0 a;
et a; 't € AO(su(x—1))

(3

Vi ole) = VP

:VA\eiOijijVA\ei
:deiopj—Pjodei—Fain—Pjai
:ain—Pjai

Yo Vy.e (6]‘) = ’Y(Z 6i,kjek)

3
= Z/Bz‘,kjpk-
3

a;Pj — Pja; = Zﬂi,kjpk
k

Puis :
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a; pj — pja; Zﬁmpk

a+ —Ppja; Zﬁz kjiPk

Mais la premiere équation découle de la deuxieme car a; € su(¥ 1) donc
*7+)* _ -+

(a; =—qa; "xet
—+ —\* __ ,— % * 4+
(a;'pj —pja; )" =a; b —Pp;a,
Et de plus 'autre condition V%e_t =Va= V%‘f fournit, d’apres le calcul de
Vdet en fonction de V effectué précédemment (I'det = tr(T;)),

tr(a; ) = tr(a)) =
On a deux conditions nécessaires, et ces conditions sont suffisantes locale-
ment. En effet dans le cas général, V%n; oy(Y) et yo V, x(Y) sont C(M)-
linéaires en X, et : ’

VRS o(fY) = VEL(f(Y)
= fVi“f} oy (Y) + (dx F)y(Y)

Yo Vyx(fY)=7(dxf)Y + fVxY)
= fyoVgx(Y)+ (dx f)y(Y)

Donc avoir égalité sur la base est suffisant pour obtenir égalité partout (lo-
calement).

L’isomorphisme entre g et s0(4) x iR étudié précédemment permet de con-
clure quand a ’existence et unicité locale des connexions.

En effet I'unicité est évidente et on avait une explicitation de la réciproque
de l'isomorphisme , qui légérement remaniée, nous dit :

1 1
i = ~a;Id — ~~(B*
a;i = gaild — - v(5;)

Expression qui est lisse.
L’unicité local permet de conclure quand a l’existence global, et la proposi-
tion est démontrée. O

Remarque : Si X et Y sont des champs de vecteurs, et o € A%(X), on a

Viy or(X) =7(X)oVzy = VELA(u) =4(VeyX)

)

Dol :
Viy((X)-0)=7(VeyX) -0 +9(X) Vzyo0

)
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Définition 5.1. Sous les mémes hypothéses que la proposition précédente, on
définit Uopérateur de Dirac :

Da:ANZ) = A (D)
Comme la composée :

A0(s) YA, Al(x) T2 A0(x)

O :
my MMM Y =% 5 Ao y(\) o
Remarque : Localement on a

EA U = m'y(z €ix VAA,ei\I}) = Z’y(ei) ’ VA\761‘\I/

6 La formule de Lichnerowicz

Proposition 6.1. Soit M, g une variété euclidienne orientée munie d’une struc-
. . . 2 .
ture Spin®, soit V4 une connexion sur \°X. On a alors la formule suivante

1 S
Dala=A5+ ZY(FA) + ngdz

preuve. Soit * € M, on se donne une base locale orthonormale au voisinage
de z telle que Vi, Vge;(xz) = 0. Alors comme la connexion est sans torsion,
[61', ej] = ngeiej - Vg,ej €; — 0.

Alors Fg () = [vg)el_,vg’ej].
Soit ¥ € A%(X), on calcule en x :

Dala¥(z)=) v(e)Vi, (v(e)Vi, ¥)
i
=2 1))V, Vi, ¥+ (Voe,e) Vi, ¥
i
=Y e, @e)Vi, Vi, ¥

ij
==Y VE. U+> eV, Vs, ¥ Identité de Clifford
i j<i
1
= A0+ Y olej@e)lVa, Vi, ¥
ij
1
=Az0+ EV(F,K)(‘I’)
O pour la derniére égalité on a étendu « naturellement : v(F) = Zij Fijv(ei®
€;)
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On écrit V3 =d+aei., Vg =d+€i.0i , Va=d+ Y, e ;. On sait

que a; = 2a;1d — %7(63)
Alors

Fz ., =de,a; —de;a; + [a;, a;]

= SFaiiTd+ 3(de (8 — de7(89) + 1 ((BV(BE) — 25 (8D)
= S FaiiTd+ (0o, B) — 7(de, 89) + 1 (1 (B(BE) — 25 (8D)
Car :
de,v(A%) Zd (AjiPiP;) = > (de,Aji) PiPj = 7((de, A))
Dot : "

VFR) = 31(Fa+7 S 2(eites o (de Bi—de, ) 1627ez®eg)(v(ﬁf)w(ﬁ?)—v(ﬁ?)v(ﬂf))

Maintenant on définit R € A°(A\*> M @ \> M) par :

R(x,y,z,u) = g(Fg(x7y) ' Zau)

et on a :

Z’Y € ®€] qz])
—Zw@ej (e, 85 = de, B+ v(es @ e,)(((B:3)") — 1((B;8))

ij

Or si A et B sont antisymétriques :

V(A" (B*) — (B )v(A*) = > Ai;Bui(P,P; Py P, — Py PP, P;)
ijkl
Grace a l'identité de Clifford et et 'antisymétrie de A et B, on voit qu'un

terme de la somme est non nul seulement si parmi les quatre indices, 3 sont
distincts et ¢ # j et k # I. On en déduit (en utilisant I'identité de Clifford) :

Y(AH)y(BY) = v(B)y(A*) = = Y "(Ai;Bji — BijAj))PiPi + Y (Ai;Bij — BijAx;)PiPs

ijl ijk
+ Z(AijBil — BijAu) PP, — Z(AijBki = Bij Ayi) P Py
ijl ijk
=1 Z(AjkBki - BjkAki)Pin
ijk
=4 (AB - BA);;P,P;
ij

= 47((AB)) - 4y((BA))
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Finalement il vient :

1

1(Fz) = 57(Fa) — 17(R)

Reste & montrer que y(R) = 2s4/d. On pose R;ji = R(e;, e, ex,€;) et on
rappelle les propriétés de la courbure provenant d’une connexion de Lévi-Civita

Rijri = —Rjim
Rijri = —Rijie
Rijri = R

Rijri + Rjrat + Rriji =0
Si on fixe [, il en découle

> RijuPiPj PP, =0

ijkdistincts et différents de 1

(On partitionne la somme par les orbites de l’action ” permutation circulaire
des indices ijk” et on utilise la quatrieme propriété et 'identité de Clifford.)
Dot :

E Riju P PP P =0
ijkl  distincts
On a aussi

> RyuPiPPP, =0

Card,;jkl =3

Car un terme de la somme est non nul seulement si sont ¢ = k ou i =1[ ou
j=kouj=I,or

Rij1PiPj PPy = —Rjii; PPy = Riju P P; = —Rjii; Py P P Pj

Et les termes de la somme se compensent deux a deux.
Finalement,

Y(R) = RijijP,PiPiPj+» Ri;;iPiPiPiP; = (=Y Rijij+»  Rijji)ld = —2s,1d
i#j i#j i#]j i#]

Donc la formule de Lichnerowicz est vraie.

7 Les équations de Seiberg-Witten

7.1 Les préparatifs

Nous avons besoin de définir quelques notations avant d’écrire les équations de
Seiberg-Witten.
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7.1.1 La propriété de ’opérateur de Dirac

On désigne par Q(E) 'ensemble des connexions (euclidiennes, hermitiennes) sur
le fibré vectoriel (euclidien, hermitien) E. Par abus de notation, on désigne par
A € Q(F) la connexion d + A = d + dx; ® A; par rapport & une trivialisation
locale.

Théoréme 7.1. Soit D 4 lopérateur de Dirac associé a une structure Spin® sur
M et la connezion A € Q(A2(X%F)). Alors ID 4 est la somme de deux opérateurs

Dy A(5E) o AY(DF)
et ZDA,lﬁj sont des opérateurs elliptiques du premier ordre.

Proof. Localement,

D A(s) = m.(ds + dz; ®@ A;s)

Os

=(dw:) (- + Ais)

Lq

Par définition,

et El a la forme

ou R
AF cu(x?)

donc
DA(A°(SE) C A%(SF), et Py=D0B,
Soit z € M,v € TM}, v # 0, on peut prendre un carte locale telle que
xi(x)=0,i=1,...,4, dzxy=v
Le symbole

ox;s -~
: Az,
(da:)( oz, ii8) |

(dz1)s
(v)s

puis que y(v) : 3By — Xz, et (v)|gx : ¥+ — BT sont des isomorphismes pour

oo(Da)(s)

v
v
v

tout v non-nul , on a I 4, Bji sont des opérateurs elliptiques. O
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7.1.2 La propriété de ~v

Soit (M,g) une 4-variété Riemannienne, alors I'opérateur de Hodge *[a2(ar)
satisfait *|x2(ar)0*|r2(ar) = Id, donc induit une décomposition en somme directe

orthogonale

Soit

(10 (i 0 B
pl_ 0 1 7p2_ O _Z 3p3_

A(M) = A2 (M) ® A2(M)

0 1
-1 0

e

0
1

)

la base de RSU (X, %), on prend {e;} la base orthonormale de TM* telle que

v~ (e;) = p;.Alors

ey Neg+e3Neg,e1 Nesg —ex Neg,e1 Neg+ex Nes

est la base de A2 (M). On peut calculer

v(e1 Aeg + ez Aey) =y(er)y(ea) — y(ea)y(er) +v(e3)y(ea) — y(ea)v(es)

et

o O O
o O O

0 0

0 0 -1
0 0 0
1 0 O
01 0
0 0
0 O
0 1
-1 0
-2 0
0 2
0 0
0 0
0 0 O
0 0 O
0 0 41
0 0 O
0 O
0 O
4 0
0 -4

En faisant le calcul similaire pour

v(er Neg —ea Aeg),v(er ANeg+ea Aes)

et

o\ /0 0
1|0 o
olli o
0o/ \o —i
0 1\ /0 0
1 0] [0 o
o oflo i
o o/ \i 0
0 0 2
0 0 0
2% o0 | T|o
0 —2i 0
0

8 € su(xh)
—4i

1
0
0
0

O O = O

0

\
g:,Dc;o
~~ S O SO0

== 4\/5 = 4”61 A e + €3 AN 64”

v(er ANes —e3 Ney),y(er Nes+ea Aeq),v(er Aeg —ea Aes)

on a y|x2¢ar) de la forme

ott 71+ : AL (M) — su(X*) est un isomorphisme qui multiplie les normes par 4

0
Y+ (ws)

et wy désigne la composante (anti-)autoduale de w.
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7.1.3 Algebre Linéaire

Soit W un espace complexe hermitien de dimension d, pour (v,w) € W x W,
on définit v ® W € End(W):

v ® W(u) = (u,w)v
et on désigne par (v ® w)o la composante de trace nulle de v ® w, ¢’est-a-dire:
Iy .1 Iy
(vRW)y:=vRW— gTr(v ® w)Idw

Lemme 7.1. Soit W un espace complexe hermitien de dimension d, alors pour
tout we W, on a

(w®d)(w) = [wfw,  |jwed=w,
A d—1 ~ d—1
(w® D)o(w) = ——lwfw,  |(weB)* = ——|w]*,

et pour tout u,v € W, € End(W) on a

<‘p(u)a U> = <90’ %Y a>

Proof. Siw =0, alors w® @ = (w® W)y = 0. Sinon, on peut prendre une base
orthonormale {e;} telle que w = |w|e;. Dans cette base, on a

d—1 -1 -1
wWRW = diag(‘w|2707 s 70) (w ® ’&)\)0 = dlag(T|w|2a 7|’U}|2, SERE) 7‘w|2)
donc

(we D) (w) =lwfw,  |Jwed|*=|uw,
e d— . d—1
(we Bo(w) = —fwPw,  we D) = !,

si dans une base orthonormale,
u=(u1,...,uq), v=(v1,...,vq), ©=I(ai)

Alors

donc

7.2 Les équations et ’action de groupe

Maintenant, soit 7 une structure Spin® sur une 4-variété Riemannienne com-
pacte connexe orientée (M, g). on peut écrire les équations de Seiberg-Witten
(SW{) associées a

DPa¥ =0
YHED) = (T @ W)y =0.
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Ce sont des équations pour une paire
(A, 0) € Q:= Q(NZ(Z%)) x A%(27)

Soit B € A?(M) est une 2-forme réelle, les équations de Seiberg-Witten
perturbées (SWjJ) associées a 7 dépendent d’un parametre 3 et s’écrivent:

Dav=0
YH((Fa + 2miB) ) — (¥ @ )y = 0.

On désigne par Q%5 c Q I'espace des solutions de 1'équation (SWBT)
Considérons l’action de groupe de jauge
G:=C>(M,S")
sur A°(A2(2%)):
fA=F2\ Vfeg e AN (ZH))
elle induit I’action de G := C>(M, S1) sur Q(A?(ZF)):
fA=A+2f7Yf YfeG AcQni(x?h))

parce que on a le diagramme commutatif

A(R2(zF)) L AL A2 (3E))

Js Is

AN (2h) —F AL (R2(2H))

Donc on peut définir action de G sur Q@ = Q(A2(XF)) x A%(S+) par
FAA0) = (A+ 207 1df, f1 )

Q(A2(2%)) est un espace affine, il a une topologie de Fréchet C>°. Donc Q a
une topologie de Fréchet C*°, et I’action de G est continue par rapport a cette
topologie.

On désigne par (8 la connexion de Levi-Civita. Alors

1 1
Vi= d+dxr; ® (§Aiid2 + 17(63))

V(710 = V() = f(d+ fHdf +du; @ (%Aiz‘dz + iv(ﬂf)))(f”\lf)

— (dF dn @ (5 Avids + 17(55) ()
= —fdf "W+ flAf U =0
En outre,

Fra=d(fA) =dA+2f'df) =dA=Fy
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U W= el =0 b
parce f € G = C*°(M.S'). donc on a
(4,9) € QW5 = f.(A,0) € QW5

On peut définir I’espace des modules des monopoles de Seiberg-Witten as-
socié a la structure Spin© 7 et a la perturbation § : c’est le quotient

Mg — QSW&/Q

doté de la topologie quotient.

8 Compacité

On va montrer:

Théoréme 8.1. Soit (M, g) une J-variété riemannienne compacte, conneze et
orientée, soit T une structure Spin® sur M et soit 3 € A%(M). Alors l’espace
des modules ME est compact.

L’idée de la démonstration est de construire un sous-espace compact S C
QW5 qui intersecte toutes les orbites des solutions de (SW{). Si

B:=Q/G

est Hausdorff, alors M7 est l'image de S via la projection canonique Q — B
donc est compact.
Pour la construction de S, on a besoin du Théoreme de Hodge:

Théoréme 8.2 (Théoreme de Hodge). On a la décomposition en somme directe
L?-orthogonal

AM(M) = HH (M) @ d(AMH (M) @ d* (A*F1 (M)

ot
Hk(M) := ker A|Ak(]\/[)

est l'espace de formes harmoniques de degré k.

On désigne par harm(w) la composante harmonique de w, et désigne par
H'(M,Z) I'image de H'(M,Z) dans H'(M,C) via les isomorphismes de de
Rham et Hodge. Fixons Ay € Q(A%(X%)) et une base {e;} du Z-module
H(M,7Z), désignons II C iH!(M,R) Penveloppe convexe des vecteurs 4mie;.
On construit S ¢ Q5Ws par

S :={(A, ) e QW5 |d*(A — Ag) = 0,harm(A — Ay) € IT}.

8.1 B est Hausdorff
On définit

I:={((A,9),(B,®)eQxQ|3f g, f(AT)=(B,2)}
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Si
(A, ¥),(B,®)) e T°
Alors il existe des voisinages U,V de (A, ¥), (B, ®) dans Q tels que

GUNV =0

La projection canonique 7w : @ — B est ouverte parce que 'action de G et
continue. Donc w(U),w(V) sont des voisinages de 7((A, ¥)),n((B,®)) € B et
m(U)Nw(V) =0, et donc w((A4,V)), 7((B,P)) sont en deux ouvert disjoints.

Donc si m((A, V), m(B,®)) € B ne sont pas en deux ouvert disjoints, alors
((A,0),(B,®)) €T, il existe A, ¥, By, ®,, fr, telle que

(An7 \Iln) _> (A7 \11)5 (BTL?@TL) _> (B’ ¢)7 fn(An7 \I/n) = (Bn’(bn)'
C’est a dire

Parce que A,, — A, B,, — B dans la topologie Fréchet C*°, on a |04 An|, |0aBn|
sont bornées uniformément pour touts les indices « tels que |a| < k pour k fixé.
Alors

|fn| =1 = |dfn| sont bornées uniformément
= |0q fn| sont bornées uniformément pour tout |a| = 2
puisque

0

0

Par récurrence, on a |0, fn| sont bornées uniformément pour tout «. Par le
procédé diagonal, {f,} admet une sous-suite convergente f,, telle que

fnk%feng

donc
2df = f(B—-A), fe=1,

c’est-a-dire
m((4,¥)) =7((B,®)),

et donc B est Hausdorff.

8.2 S intersecte toutes les orbites
Pour (4, %) € Q54 on doit montrer que il existe h € G tel que
d*(h.A—Ap) =0, harm(h.A— Ap) €1l
Par le théoreme de Hodge,
AGAY (M) = d* (i A (M)

donc
2d*du = d*(Ag — A)

admet une solution u € iA°%(M)
Prenons f =e%, A; = f. Ay, alors

d*(Al — Ao) = 2d*(€_ud€u) — d*(AO — A) = 2d*du — d*(A() — A) =0
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Lemme 8.1. Soit M une variété connewe, le sous-espace L := {f~ df|f €
C>®(M,SY)}/[iBhr(M)] de iHLp(M) coincide avec limage de 2miH'(M,Z)
dans iH}n(M,R) via l’isomorphisme de de Rham.

Proof. On désigne par H}, (M, Z) 'image de H' (M, Z) dans H}, (M, R), alors
Hhn(M.2) = {lalla € Zhp(M.R), [ g'(a) € Z¥g: 8" <5 M)
Sl

Pour toute application C*®° f: M — Slet g: S' — M, on a

o LU = 5 [ oo s og)
Si
fogla)=e*? oug:0,1] = R,0(1) —6(0) € Z
alors ) )
7 Sl(fog)_ld(fog) = %/51 2midf € Z
donc

L C2niHhr(M,7)

Soit [a] € Hpp(M,Z), fixons xg € M.
Si 1,72 : [0,1] — M sont deux chemins en M tels que

71(0) = 72(0) = 20,71 (1) = 12(1) ==

alors 1 — 72 est un chemin fermé en M, donc

/ a:/OL*/OéGZ
Y1—72 71 2

donc il existe une application bien définie f: M — S':
fl@) = Pmiet)
ol
o@) = [ 01101 5 M.3(0) =m0, 3(1) =
On va montrer 2micc = f~'df. En effet
fldf = e 2™ de*™ Y = 2ridyp

et pour v € T'M,, prenons ¥(z) = v,

d
dolev) = 5| [ va=a(,
dt t=0 [07t]
donc
do = a et 2mia = f~Ldf,
et donc

2miHpp(M,Z) C L.
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Par définition de I, il existe a € 4miH' (M, Z) tel que
harm(A; — Ap) +a €10
Par le lemme, il existe g € C*°(M, S?) telle que

g tdg+dv=a, veciA®(M)

donc
a = (ge”)"'d(ge")
Alors
(fge?).Ag = Ag + fYdf + (ge”)td(ge’) = A1 +
et
harm((fge”).Ag — Ap) € I
et

d*((fge®). A — Ag) = d* (A1 — Ag) + d*a =0

Prenons h = fge¥, S intersecte toutes les orbites.

8.3 S est compact

Prenons o = A — Ay, alors a € iA'(M), et S peut étre & 'espace des solutions
(o, ¥) du systeme

mA0+o¢\I/ =0
Y (Fag+a +2miB)") = (L@ ¥)o =0
d*a=0
harm(a) € I1
qui équivalent &
DV =—3y(a)
( ) ( \If®\IIO—F+—2mﬁ+>
harm(«a) € TT

puisque

1 1
lDA0+a‘I’ - IﬂAO‘I’ = m,y(ia\I/) = 5’)’

FA0+a:d(A0+a):dAo+da:FA0+da

()W

S est fermé par définition, et il admet une base dénombrable puisque il a la
topologie Fréchet C'*°, donc il suffit de montrer que toute suite (cv,, ¥,,) de S
admet une sous-suite convergente. Pour ce faire, on admet quelques résultats
de ’espace Sobolev.

Soit E est un fibré vectoriels euclidiens (hermitiens) sur une variété Rie-
manienne compacte (M, g) Fixons une connexion V sur F, on peut définir la
norme Sobolev de section s € I'(E):

k
Isllzy = 1V s]Lr
i=0
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Pour deux connexions Vi et Vs, les normes définies sont équivalentes. On
désigne par L (E) le complété de T'(E) par rapport a la norme || - || .

Théoréme 8.3 (Estimations elliptiques). Soit E, F deux fibrés vectoriels eu-
clidiens (hermitiens) sur une variété riemanienne compacte (M, g) et soit P :
T(E) — T'(F) un opérateur elliptique d’ordre d. Alors pour tout p € (0,00),k €
N il existe une constante positive C;’,f telle que

Isllce,, < cy

(Isllze + 1Pl )

pour toute section s € L} (E)

Théoréme 8.4 (Propriété de Fredholm). Soit (M, g) une variété riemanienne
compacte, (E,h),(F,k) deuzx fibrés vectoriels euclidiens (hermitiens) sur M,
et P : T(E) — T'(F) un opérateur elliptique d’ordre d. Alors P admet une
extension Py, : Ly, ,(E) — LL(F), et Py est un opérateur Fredholm.

Théoréme 8.5 (Théoréme de plongement). Soit E un fibré vectoriel sur une
variété compacte M de dimension n. Désignons par C"(E) l’espace des sections
de classe C" de E. Soit (p,k) € (1,00) x N. Si k — 2 > r, alors Uinclusion

I'(E) C C"(E) admet une extension injective continue:

Ly(E) = C"(E)

Théoréme 8.6 (Multiplication des sections de Sobolev). Soient E, F,G trois
fibrés wvectoriels sur une variété compacte M, et soit B : E Xy F — G une
application différentable et bilinéaire sur les fibres. Alors l'appplication bilinéaire
I'(E) x I(F) — I'(G) induite par B admet une extension continue

LH(E) x L2 (F) — Li2(G)

Sipl.p2>1,k1—p£1>0,k1>/€2 6tk’1—p%>k2—p%.

Théoréme 8.7 (Le principe de maximum de Hopf). Soit U un ouvert de R™

et soit o2 o

P=2 Mg * 295
un opérateur différentiel du second ordre sans terme d’ordre 0 sur U tel que
hij,g; € C®(U,R), et (hij(u))i; est un matrice symétrique définie positive,
pour tout u € U.
Soit f : U — R une fonction de classe C? tel que Pf >0 sur U et soit ug € U
un point de mazximum local pour f. Alors f est constante dans un voisinage de
Uug -

Localement, soit (g;;) la matrice de la métrique riemannienne g dans la base
{B%i}' On désigne par (¢"/) la matrice inverse de (g;;), et /g := \/det(gi;),

d/l\'i = (—1)i+1d$1 VARERIVAN dlL’i,1 A d(Ei+1 EEVAN d$n

Alors
_9f
B 8.’L’i
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wdr; = g \/gdx;
puisque

dzj A xdx; = (dxj, dz;)\/gdxy A - Ndx, = gij\/ﬁdxl A ANdxy

Donc

of —
al“dxj

K2

«df = g"\/g
—Af =xdx*df
1 9097 Vask)
V9 Oz
_ i 0%f n 1 9(g¥\/9) of
8xiaxj \/g 813]‘ 8301

Donc —A| 4, (ar) satisfait la condition du principe de maximum de Hopf.

Lemme 8.2. Soit (M, g) une 4-variété riemannienne compacte, connexe et ori-
entée. Alors

+
e opérateur (Ccll*> t AN (M) — A (M)@® A% (M) est un opérateur elliptique.

d+ d*
e ker (d*) :Hl(M,g), coker(d*) :Hi(Mﬂ)@R'

ot
H3 (M, g) == H*(M, g) N A3 (M)

a* ,P est un opérateur différentiel d’ordre

d. On peut calculer le symbole o(P) de P.
Soit x € M,v € TM}, ||v|| = 1, on peut prendre une carte locale telle que

+
Proof. On désigne par P I'opérateur (d

$i($)207i=1,...,4, d;clzv, et gij:(sija

ol (g;;) est la matrice de métrique riemannienne g dans le base {a%} Alors
pour a = a'dz; € AY(M)

d(r1a)|, = dxy AN+ zida =dry A«
donc

dt (z10)|x = pri(doy A @)
= pry (a®dzy A dao + aPdey A das + a*dry A dxyg)

1 1 1
— §a2(dm1 Adxo + dxs Adxy) + §a3(dm1 ANdxs —drg Ndxy) + §a4(d:101 Adxy + dzg A dxg).

On désigne par (¢"/) la matrice inverse de (gi;), et /g := \/det(gi;),
dr; = (=1)"dzy A -+ Adw;_y ANdwiyy -+ Adz,. Alors

xrio = g \/ga'v1dx;
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donc

dg'\[ga‘a,

dri ANdxrg ANdrsz A dry
81‘]'

(dxz10) |, =

Iy 3)
= g% ﬁaZdexl ANdxo N dxs A\ dxy
Lj

= g”\/gaidzl Adxo N\ drs N\ dry
= \/§a1dac1 Adxo N\ drs N\ dry
d* (10)|e = (— x d * T10) |4

=—x*((d*xx10)|z)
= — % (\/§a1dx1 Adzo Adxs Adxy)
= 7@1

Donc pour tout v € TM}, v # 0, on a
oy(P)(a) =0= a =0,

puis

dim A" (M), =4 =143 =dim A°(M), + dim A% (M),

o, (P) est un isomorphisme, et donc P est un opérateur elliptique.
Parce que o € H'(M, g) = da = d*a = 0= Pa =0, 0on a

H' (M, g) C ker(P)
Or pry = (Id+ %)

dta=0
=da + *da =0
=—dxda=0
—d"da=0
donc
P(a) =0 = d*do = dd*a = 0 = (dd* + d*d)(a) =0

on a

ker(P) C H'(M, g)
Par le théoréme de Hodge, A°(M) = H°(M) @ d*(AY(M)), et
HY(M) = {fonctions harmoniques sur M} = R

puisque M est compacte.
On a
Im(d") = {da + *daja € A*(M)}

Si 8 € A2 (M) a la décomposition de Hodge 8 = By + dfB1 + d* B, alors

%5 = %o + *df1 + *d" s
= *fy +d(— * f2) + d*(— * p1).
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Parce que

Ay =0 dBo=d Bo=0dxfo=d *Po =0 AxBo=0,
Cest la décomposition de Hodge de #3 = 3, et donc

dpy = d(—*B2) d"B2 =d"(—=p1),

on peut prendre B = — 4, donc on a

AL (M) = Im(d¥) @ (H*(M, g) N AZ(M)) = Im(d") @ HZ (M, g)
Pour tout (3,7) € d(A'(M)) x d*(A'(M)), parce que

d(AY (M) = d(E (M) & d(A°(M)) @ d(A>(M))) = d(d"(A*(M))),

il existe ag € A%(M) telle que dd*ay = f3.
Pour la méme raison, il existe ag € A°(M) telle que d*dag = 7. Alors

P(dag + d*ag) = <5(5 i *B)> .

Donc on a
Im(P) = Im(d") & Im(d) = coker(P) = H? (M, g) ®R.

O

d+

Donc lopérateur ( Ip Ao+ ( d*)) est un opérateur elliptique d’ordre 1. Par

estimations elliptiques on a

1 71@1’7,@@1 _F+_2 r 3+
(o, Ty, < <||<an,\1/n>||Lp+H(2v<an>wn, (75 © oo = i, =26

k+1

0

L§>

et par multiplication des sections de Sobolev, on a

| (557 0))

ou 'application bilinéaire est

(0. 0.0) = (=3, (77 2 P0))

Parce que Ao, 8 sont fixés, si [|(an, ¥p)[ Ly sont bornées uniformément, alors
H(ozn,\I!n)||L£+1 sont bornées uniformément. Donc si pg > 4, et |[(an, ¥y)[Lro

< O, Un)llzz 1Wnll Ly
Ly

sont bornées uniformément , alors ||(au,, U, )|| ro sont bornées uniformément

pour tout k € N, donc ||(an,¥,)||cr sont bornées uniformément pour tout
k € N par le théoréme de plongement, donc (a,, ¥,,) admet une sous-suite con-
vergente dans la topologie C'*™° par le procédé diagonal.
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Il nous reste & montrer que [|(ay, ¥y )| L» sont bornées uniformément.
Notons que (o, + Ao, ¥,,) € 05Wi | Si (A,0) € 0°W: on a
—Az¥ = iw(Fj{)(\P) + %Q\Il (Lichnerowicz)
- i(xp @ B)o (V) — %%(mﬂ*)(@) + %gxp(seiberg — Witten)
- é\qfﬁxp - %W+(m’ﬁ+)(\ll) + 20 (Lemme 7.1)
alors

(A9, 0) = — )" — 2|02 4 Zry (57)(V), ) (lemme 7.1

= —é|\II|4 - %\\IIP + %wmr(zﬂ*)(\ll ® Wp) (lemme 7.1 encore)

et

RO, ) =~ 0] = 20+ 2 (G ()0 o o))

IN

1 s 1 . ~
~ g1 SR + S ) e o

IN

1y + Sg 2

Sloft+ (Varlst| - 2) vl

Alors

LAWE = A0 0) — VU2 < — L1t 4 (Vargt] - 50 w2
SAITP = RAZ0, W)~ [VU? < o+ (Varlst| - 2 ) juf.

M est compacte, prenons g telle que |¥|? atteint son maximum & zg. En
utilisant le principe de maximum de Hopf, on a

s
0.< SAW(r0) < — W] + (VarlgH] — 22) [92(ro).
et donc
sup |¥|? < max (O,sup[S\/%rBﬂ - 23g])
M M
donc

('Y;l(\l/n ®@V,)o — FXU - 27”'/6+>
0

sont bornées uniformément par rapport & la norme C° et donc LP pour tout
p=>1

est elliptique et injectif,

Jr
Par lemme, I'opérateur (d* )
d(iA9( M))@d* (iA2(M))

par la propriété de Fredholm, Im est fermé. Par
d(iAO (M) ®d* (1A2(M))
le théoreme de Banach, on a

—harm(a,) = (C(l;) ’Y;l(‘l/n ®@W,)o — FXO — 2m‘ﬂ+)>

—1
d(AO(M))@d= (A2(M)) (( 0
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1 — 4 )
— ||ay, — harm(ay,)||z» < C H ('Y+ (Vn ® ‘I’n)oof Fy - 2mﬂ+)

Lp

Parce que les harm(a,) € II sont C® bornées, les |lav,|/z» sont bornées uni-

)

+
formément. En utilisant les estimations elliptiques pour ( d*)’

—1 \I/n @L _F+ _2 ey
lawll e < C <||a||m +H(v+ (T, ® )00 't —2mip

sont bornées uniformément, pour tout p > 1.

Enfin, on utilise les estimations elliptiques pour 1P A, alors

)

sont bornées uniformément, et donc [[(ay,, ¥y )||Lr sont bornées uniformément.

1
Il < (Il + |~ rtan) e
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