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1 Introduction

Le problème de la classification des objets issus de la géométrie différentielle
(des variétés topologiques par exemple) a été beaucoup étudié, notamment en
petite dimensions. Par exemple les variétés topologiques compactes connexes de
dimension 2 ont été complètement classifiées : toute surface compacte est soit
homéomorphe à la sphère, soit à la somme connexe de n tores, soit à la somme
connexe de n plans projectifs.

Un concept général en mathématiques utile pour répondre aux problèmes de
classification est la notion d’invariant : étant donnée une classe d’objets qu’on
souhaite classifier (à une classe d’équivalence près, par exemple à difféomorphisme
près), un invariant est un algorithme qui à chaque objet associe un objet beau-
coup plus simple, un nombre par exemple, et constant sur chaque classe d’équivalence.
Ceci permet de dire parfois si deux objets ne sont pas équivalents, mais ne permet
a priori pas de dire s’ils sont équivalents. En topologie, deux espaces topologiques
qui ont des groupes fondamentaux non isomorphes ne sont pas homéomorphes,
mais la réciproque n’est pas vraie.

C’est exactement la méthode qu’ont employée Donaldson, puis Seiberg et
Witten, pour par exemple exhiber deux variétés homéomorphes mais non difféomorphes.
L’invariant est construit comme suit : on se donne une variété compacte eucli-
dienne orientée de dimension 4, et on définit dessus une équation aux dérivées
partielles, puis on souhaite étudier l’espace des solutions de l’équation. Cepen-
dant cet espace n’est pas un très bon invariant car il est très gros , donc difficile
(voire impossible) à calculer. Pour le simplifier on met en évidence un groupe
qui agit sur l’espace des solutions. On peut quotienter, et on se ramène donc à
un objet plus simple : il sera compact et très souvent de dimension fini. (Il faut
aussi montrer que le quotient ne dépend pas de la variété à difféomorphisme
près)

Dans ce mémoire on prendra tout d’abord le temps d’introduire les nombreux
outils différentiels et algébriques nécessaires à l’écriture des équations : les no-
tions de fibrés vectoriels, de connexions, de courbure, de laplacien, de structure
Spin et Spinc et enfin l’opérateur de Dirac seront définis. On étudiera quelques
isomorphismes de groupes ayant déjà été traités pendant les cours de licence
mais utiles. De nombreux théorèmes d’analyse fonctionnelle nous seront aussi
utiles mais ceux-là nous ne les démontrerons pas et nous n’introduirons pas les
définitions inhérentes (à savoir espaces de Sobolev, les semi-normes associées
etc.). De plus il faut bien comprendre que on se restreint rapidement à l’étude
de variétés de dimension 4. En effet dans cette dimension, des isomorphismes
de groupes exceptionnels permettent de contourner un formalisme très lourd.
Après ces préparatifs on met en place les équations et l’action de groupe as-
sociée, puis on s’intéresse brièvement à l’étude de l’espace de modules de solu-
tions (le quotient dont il était question au précédent paragraphe) : on montre
qu’il est compact.

Notations : On utilise parfois au cours du mémoire la convention d’Einstein,
stipulant que chaque fois lors d’un calcul qu’un indice apparâıt deux fois, cela
signifie que c’est un indice muet de sommation : il faut sommer sur cet indice.

En outre pour le produit scalaire on utilisera (· | ·) ou 〈·, ·〉.
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2 Outils de géométrie différentielle

2.1 Fibrés vectoriels

Définition 2.1. Soit M et E des variétés lisses, p : E −→M une submersion
surjective lisse, K = R ou C. On dit que (E, p) est un K-fibré vectoriel de base
M et de rang r si : Pour tout x dans M , il existe U un voisinage ouvert de x
dans M et φ : p−1(U) −→ U ×Kr un difféomorphisme tels que :

• p−1(x) est un K-espace vectoriel de rang r.

• Le diagramme suivant commute :

p−1(U)
φ //

p

%%

U ×Kr

pr1

��
U

• ∀y ∈ U, φ−1 |{y}×Kr est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

Remarque : Dans la définition, φ est une trivialisation locale du fibré
vectoriel. On remarque que ces difféomorphismes forment un atlas de E.
Réciproquement si on se donne un ensemble E, une surjection p , un recouvre-
ment de M et des bijections p−1(U) −→ U × Kr qui sont compatibles, ie les
changements de cartes sont lisses et leur restriction à {y} × Kr est un isomor-
phisme d’espaces vectoriels, alors on peut doter E d’une unique structure de
fibré vectoriel de base M .

Exemples :

• pr1 : M × Kr −→ M est le fibré trivial. Un fibré vectoriel p : E −→ M
est dit trivialisable s’il existe un difféomorphisme global:

E
φ //

p

##

M ×Kr

pr1

��
M

• TM le fibré tangent est un fibré vectoriel de même rang que la variété (si
la variété est de dimension constante, ce qu’on supposera toujours). Les
trivialisations locales sont données par les différentielles des cartes de M .

Remarque : p : E −→ M un fibré vectoriel, on dit que s : M −→ E, ap-
plication lisse, est une section de E si p◦s = idM .L’espace vectoriel des sections
est noté Γ(E).
E est trivialisable si et seulement si il existe r sections ponctuellement linéairement
indépendantes. En particulier, si E est de rang 1, E est trivialisable si il existe
une section qui ne s’annule pas. Ainsi TS1 (S1 est le cercle) est trivialisable.
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2.1.1 Opérations algébriques de fibrés vectoriels

Un grand intérêt des fibrés vectoriels est la possibilité de faire des opérations
algébriques entre plusieurs fibrés vectoriels de même base M .
Par exemple, étant donnés deux fibrés p : E −→ M et q : F −→ M , on peut
définir (on ne montre pas que tout est bien défini):

• Le fibré dual E∗ =
∐
x∈M p−1(x)∗ sont les cartes sont données par les

cartes de E φ : p−1(U) −→ U ×Kr :

φ∗ : p−1
∗ (U) −→ U × (Kr)∗ ; l ∈ p−1(x)∗ 7−→ (x, l ◦ (φ |p−1(x))

−1)

• Le fibré somme directe E ⊕ F .

• Le fibré produit cartésien E ×M F , qui en fait est moralement la même
chose que E ⊕ F .

• Le fibré tenseur E ⊗ F .

• Le fibré extérieur
∧k

E.

Les cartes qu’on définit naturellement, comme celui explicité pour le fibré
dual, sont compatibles car on effectue des opérations algébriques qui sont tou-
jours lisses.

Par exemple pour le fibré dual la régularité des changements de cartes
provient de la régularité de l’application :

GLr(K)2 → GLr(K);A,B 7→ A×B−1

Grâce aux descriptions tensorielles des formes linéaires, on obtient ainsi une
définition naturelle des k-formes différentielles : ce sont les sections de

∧k
TM∗,

le produit extérieur k fois itéré du fibré cotangent, encore écrit
∧k

M . On peut
aussi définir le fibré des endomorphismes de E : End(E).

Notation : Si E est un fibré vectoriel, on note Ak(E) = Γ(
∧k

M ⊗E) les
k-formes à valeurs dans E.

Proposition 2.1. Si E et F sont des fibrés vectoriels, d entier, l’injection
canonique de Ad(E∗ ⊗ F ) dans l’espace des fonctions lisses A0(E) → Ad(F )
C∞(M)-linéaires est un isomorphisme.

preuve. En effet soit φ : A0(E) → A0(F ) est C∞(M)-linéaire (on prouve la

proposition pour d = 0 car Ad(F ) = A0(
∧d⊗F ) et Ad(E∗⊗F ) = A0(

∧d⊗E∗⊗
F ) = A0(E∗ ⊗

∧d⊗F )). Soit x ∈M et s ∈ A0(E).
Les valeurs de φ(s) au voisinage de x ne dépendent que des valeurs de s au

voisinage de x par C∞(M)-linéarité.
Ainsi si ea(y) est une base locale de E, s =

∑
saea au voisinage de x, en

posant ψx =
∑
dea(x) ⊗ φ(ea(x)) (définition qui est indépendante de la base

choisie), on a φ(s)(x) = ψx · s(x) avec ψ ∈ A0(E∗ ⊗ F ).

Remarque : On peut définir la notion de morphisme de fibrés de même
base, avec le formalisme déjà introduit, l’ensemble des morphismes de E dans
F est en fait A0(End(E,F )).
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2.1.2 Ajout de structure euclidienne, hermitienne, ou orientation

Définition 2.2. Un R(resp C)-fibré vectoriel est dit euclidien (resp hermitien)
s’il existe une famille ”régulière” de produits scalaires (resp hermitiens) sur les
fibres, ie g : E ×M E → R lisse bilinéaire symétrique définie positive (resp
hermitienne et à valeurs dans C).

Définition 2.3. Un fibré vectoriel réel E est dit orientable si
∧r

E est trivial-
isable (où r désigne le rang de E).

Remarque : Ce rajout de structure (euclidien, hermitien, orientation)
peut être généralisé par la notion de réduction du groupe structural. En effet si
E est un fibré vectoriel, et H un sous groupe fermé de GLr(K) (donc un sous-
groupe de Lie), on appelle une réduction du groupe structural de E à H un
atlas de trivialisations locales de E tel que les changements de cartes restreints
à la composante vectorielle sont dans H, et on dit alors que E est un H-fibré
vectoriel.
On montre que, si E est un fibré vectoriel, :

• E est euclidien ssi E est un Or(R)-fibré.

• E est hermitien ssi E est un Ur(C)-fibré.

• E est orientable ssi E est un SLr(K)-fibré.

preuve du premier point. Supposons que E est un Or(R)-fibré. Soit (Uθ, θ) un
atlas de cartes adaptées à la structure (on note θx = θ |p−1(x)). Soit x ∈
Uθ,u, v ∈ p−1(x), on pose g(u, v) = (θx · u | θx · v). Cette définition ne dépend
pas de θ car les changements de cartes sont orthogonaux, g est lisse bilinéaire
symétrique défini positif, donc une implication est montrée.
Réciproquement si E est euclidien, g : E ×M E → R. On se donne T un atlas
de trivialisations maximal (il existe par le lemme de Zorn), et on pose :

T ′ = {θ : p−1(Uθ)→ Uθ × Rr | ∀u, v ∈ p−1(x), (θx · u | θx · v) = g(u, v)}.

Montrons que T ′ est un atlas de trivialisations locales. Soit θ : p−1(U)→ U×Rr
une carte. On pose :

∀x ∈ U, u, v ∈ Rr, hx(u, v) = g((θx)−1 · u, (θx)−1 · v)

hx est un produit scalaire sur Rr qui dépend régulièrement de x. Si (∂i) est la
base canonique de Rr, alors on note (ei(x)) la base obtenue par Gram-Schmidt
à partir de (∂i) pour le produit scalaire hx, (ei(x)) dépend régulièrement de x.
On pose Mx = (e1(x), ..., er(x)) la matrice de passage, et :

τ : U × Rr → U × Rr; (x, u) 7→ (x,M−1
x · u)

τ ◦ θ est une carte dans T ′, qui est donc un atlas de trivialisations.

2.2 Connexions

Définition 2.4. Une connexion ∇ sur un fibré vectoriel p : E → M est une
application ∇ : A0(E) → A1(E) lisse, linéaire et respectant la règle de Leibniz
suivante : Si s ∈ A0(E) et f ∈ C∞(M) alors :

∇(fs) = df ⊗ s+ f∇s.
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Exemple : La différentielle sur le fibré trivial M ×Rk est une connexion,
appelée la connexion triviale.

Pour un fibré trivial de rang 1, dont l’ensemble des sections est C∞(M)
aussi appelée l’ensemble des formes différentielles de degré 0, on retrouve la
différentielle qui on le rappelle se prolonge aux formes différentielles de degré
quelconque k, pour donner une forme de degré k+1.

Proposition 2.2 (Existence de connexion). Soit p : E →M un fibré vectoriel
quelconque. Il existe une connexion sur ce fibré.

preuve. Elle découle de la locale trivialité du fibré E, car localement on peut
appliquer la connexion triviale. Il reste ensuite à utiliser une partition de l’unité.
Soit (θ, Uθ) un atlas de trivialisations locales, fθ une partition de l’unité associée
au recouvrement Uθ. On pose, où ea base canonique de Rk et θx ·s(x) =

∑
saea,

∇θ(s)(x) = fθ(x)dxsa(θx)−1 · ea.

∇θ n’est pas une connexion mais ∇ =
∑
∇θ en est une.

Proposition 2.3. L’ensemble des connexions sur un fibré vectoriel p : E →M
est un espace affine d’espace directeur A1(EndE).

preuve. On remarque que si ∇1 et ∇2 sont deux connexions alors leur différence
est C∞(M)-linéaire donc s’identifie à un élément de A1(End(E)) d’après la
proposition 2.1.

Connexion évaluée sur un champ de vecteur On pose, si X champ de
vecteur de M, :

∇Xs = ∇s ·X.

On a :
∇X(fs) = f∇Xs+ (LXf)s.

Explicitation locale de ∇ : On remarque tout d’abord que si s ∈ A0(E)
est nulle au voisinage de x ∈ M (sur U), il existe f ∈ C∞(M) à support
compact nulle en dehors de U et valant 1 sur un voisinage de x V ⊂ U , et
0 = ∇(0)(x) = ∇(fs)(x) = f(x)∇(s)(x) + dxf · s(x) = ∇(s)(x). Donc une
connexion est un opérateur local, les valeurs de ∇(s) |U ne dépendent que de
s |U .

Ainsi, si localement on a s =
∑
saea ou ea base locale deM et xi coordonnées

locales de M , alors :

∇(s) =
∑

(dsa ⊗ ea + sa∇(ea)) =
∑

(∂is
bdxi ⊗ eb + saΓbi,adx

i ⊗ eb).

Par abus de notation on note :

∇ = d+
∑

Γidx
i.

On remarque que cette explicitation est également possible si au lieu de
prendre une carte de M et des coordonnées, on prend juste une base locale du
fibré tangent (ne provenant pas nécessairement d’une carte donc) qui ∂i et dxi

sa base duale.
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Changement de base Si ea et fb sont deux bases locales reliées par u : fa =
ubaeb et f∗a = (tu−1)bae

∗
b , et si dans ces deux bases ∇ s’écrit respectivement

d+
∑

Γidx
i et d+

∑
Γ′idx

i alors on a :

(Γ′i)
a
b = f∗b (∇∂ifa)

= (u−1)ac∂iu
c
b + (u−1)ac (Γi)

c
du
d
b

Γ′i = u−1∂iu+ u−1Γiu

De même que précédemment on peut se contenter d’une base locale de TM au
lieu de coordonnées.

2.2.1 Connexion euclidienne et hermitienne

Définition 2.5. Si (E, g) est un fibré euclidien (resp hermitien) muni de son
produit scalaire (resp hermitien), et ∇ une connexion sur E, on dit que ∇ est
euclidienne (resp hermitienne) si pour toutes sections s1, s2 et pour tout champ
de vecteur X,

d(g(s1, s2)) ·X = g(∇Xs1, s2) + g(s1,∇Xs2)

Remarque : D’après la remarque sur la réduction du groupe structural d’un
fibré vectoriel, on voit qu’on en a quelque sorte défini les connexions com-
patibles avec une SOn(R)-fibré (resp SUn(C)-fibré). Cette notion est en fait
généralisable :

Définition 2.6. Si H est un sous-groupe fermé de GLn(K) et h est son algèbre
de Lie, on dit qu’une connection ∇ sur un H-fibré E est compatible avec la
H-structure de E si dans toute trivialisation compatible avec la H-structure, ou
∇ = d+

∑
Γidx

i, on a Γi ∈ A0(U × h).

preuve de l’équivalence des définitions dans le cas euclidien. (E, g) fibré eucli-
dien, on se donne une base locale euclidienne ea en regardant une carte or-
thogonale, s =

∑
saea, t =

∑
taea, X =

∑
Xi∂i,∇ = d+

∑
Γidx

i.

g(s, t) =
∑

sata ; dg(s, t) =
∑

(dsa)ta + sa(dta)

g(∇Xs, t) = g(
∑

(dsa ·X)ea + saΓbi,bX
ieb,

∑
taea) = (dsa ·X)ta +XisaΓbi,atb

enfin :

g(∇Xs, t) + g(s,∇Xt)− dg(s, t) ·X = Xisa(Γbi,a − (tΓi)
b
a)tb

Donc ∇ est euclidienne ssi Γi est antisymétrique, ie Γi ∈ son(R). On peut se
contenter ici aussi d’une base locale de TM au lieu de coordonnées.

2.2.2 Torsion d’une connexion

On va s’intéresser maintenant à des connexions définies sur un fibré particulier
: le fibré tangent TM .

Définition 2.7. Soit ∇ une connexion sur TM , on définit, pour tous champs
de vecteurs X,Y :

TX,Y = ∇XY −∇YX − [X,Y ].
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On remarque que pour toutes fonctions f, g ∈ C∞(M)on TfX,gY = fgTX,Y .En
appliquant deux fois la proposition de la section précédente, à Y 7→ TX,Y (qui
alors appartient à A0(TM∗ ⊗ TM) = A1(TM)) puis à X 7→ (Y 7→ TX,Y ) on
obtient que T ∈ A1(TM∗ ⊗ TM) et comme T est alternée, on a T ∈ A2(TM).

On écrit localement T =
∑
T kijdx

i⊗dxj⊗∂k en prenant bien garde que dans
le calcul suivant, on suppose que la base locale provient d’une carte de M , ou
de manière équivalente que [∂i, ∂j ] = 0 ∀i, j.

T kij = dxk(T∂i,∂j ) = Γkij − Γkji

Définition 2.8. La connexion ∇ sur TM est dite sans torsion si pour tous
champs de vecteurs X,Y , on a TX,Y = 0 ou de manière équivalente Γkij =

Γkji(valable seulement si la connexion est calculée dans une base provenant de
coordonnées !).

Connexion de Levi-Civita Soit M, g une variété Riemannienne, ie dont le
fibré tangent est euclidien.

Proposition 2.4. Le fibré tangent TM admet une unique connexion euclidi-
enne sans torsion, notée souvent ∇LC ou ∇g.

preuve. Unicité : Si ∇1 et ∇2 sont des connexions qui conviennent, on note
A = ∇1 −∇2 ∈ A1(End(TM)). Regardons A dans des coordonnées de M (qui
donne une base locale de TM) : A =

∑
aidx

i. D’après le paragraphe précédent,
comme A est différence de deux connexions sans torsion, on a akij = akji, ou

akij = dxk(ai · ∂i) = dxk(A∂i · ∂j).A est C∞(M)-linéaire donc on en déduit que
pour tous champs de vecteurs, AX · Y = AY ·X.
Si maintenant on regarde A dans une base locale orthogonale, on note A =∑
bie

i,∗ et comme A est la différence de connexions euclidiennes, on a bkij = −bjik
de plus bkij = ek,∗(Aei · ej) = ek,∗(Aej · ei) = bkji. donc on a :

bkij = bkji ; bkij = −bjik.

D’où :
bkij = −bjik = −bjki = bikj = bijk = −bkij = 0⇒ A = 0.

Existence : Raisonnons par conditions nécessaires, si ∇ est la connexion
voulue, on a LX(Y | Z) = (∇XY | Z) + (∇XZ | Y ) et ([X,Y ] | Z) = (∇XY |
Z)− (∇YX | Z), et on trouve par le calcul :

2(∇XY | Z) =LX(Y | Z) + LY (Z | X)− LZ(X | Y )

+ ([X,Y ] | Z)− ([X,Z] | Y )− ([Y, Z] | X)

Expression qui ne dépend pas de ∇.
On souhaite définir ∇ en définissant pour tous champs de vecteurs X,Y, Z :

2(∇XY | Z) =LX(Y | Z) + LY (Z | X)− LZ(X | Y )

+ ([X,Y ] | Z)− ([X,Z] | Y )− ([Y, Z] | X)
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puis dire que localement, avec une base euclidienne :

∇X =
∑

(∇eiX | ej)ei,∗ ⊗ ej .

Pour vérifier que c’est bien défini, il faut vérifier que l’expression ne dépend pas
de la base euclidienne choisie, en montrant (par le calcul) que (∇XY | Z) est
C∞(M)-linéaire en X et en Z, et dans ce cas ∇ : A0(TM)→ A1(TM) est bien
définie globalement. Restent à vérifier par le calcul la règle de Leibniz, que la
connexion est euclidienne et que la torsion est nulle.

Remarque Si M est une sous-variété de Rn, on peut définir plus simplement
et plus intuitivement la connexion de Lévi-Civita. En effet Si X et Y sont des
champs de vecteurs on peut poser :

∇XY (x) = px(dXY (x))

Où px est le projecteur orthogonale sur TxM , car l’expression est C∞(M)-
linéaire en X et on vérifie que c’est une connexion en vérifiant la règle de Leibniz.

La connexion est euclidienne car si X, Y , Z sont des champs de vecteurs sur
M étendus localement à Rn, on a

dX(Y | Z) = (dXY | Z) + (Y | dXZ) = (∇XY | Z) + (Y | ∇XZ)

La connexion est sans torsion car si X, Y sont des champs de vecteurs sur
M étendus localement à Rn, on a

[X,Y ] = dXY − dYX = ∇XY −∇YX

Car sur M [X,Y ](x) ∈ TxM .

2.2.3 Opérations algébriques sur les connexions

Lorsqu’on effectue une opération algébrique entre deux fibrés vectoriels de même
base qui sont chacun dotés d’une connexion, on peut également agir sur les
connexions (sans montrer qu’elles sont bien définies) :
Si p1 : E1 →M et p2 : E2 →M deux fibrés vectoriels dotés des connexions ∇1

et ∇2. On définit les connexions :

• ∇∗1 sur E∗ par :
∇∗1f = d ◦ f − f ◦ ∇1

c’est-à-dire, si X champ de vecteur et s section de E1,

((∇∗1)Xf) · s = d(f · s) ·X − f((∇1)Xs)

• ∇1 ⊕∇2 sur E1 ⊕ E2 par :

∇1 ⊕∇2(s1 + s2) = ∇1s1 +∇2s2

• ∇1 ⊗∇2 sur E1 ⊗ E2 par :

∇1 ⊗∇2(s1 ⊗ s2) = ∇1s1 ⊗ s2 + s1 ⊗∇2s2
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c’est-à-dire que pour tout champ de vecteurs X,

(∇1 ⊗∇2)X(s1 ⊗ s2) = (∇1)Xs1 ⊗ s2 + s1 ⊗ (∇2)Xs2

cela n’induit qu’une définition locale a priori car toute section de E1⊗E2

n’est que localement somme d’éléments décomposables. Mais la définition
est indépendante de la base donc on peut passer au global.

•
∧k∇1 sur

∧k
E1 par :

k∧
∇1(s1 ∧ · · · ∧ sk) = ∇1s1 ∧ · · · ∧ sk + s1 ∧ · · · ∧ ∇1sk

Remarque On peut réécrire simplement la connexion induite sur Hom(E2, E1) =
E∗2 ⊗ E1 :

(∇∗2 ⊗∇1)X(f ⊗ s) · t = (d(f · t) ·X)s− f((∇2)Xt)s+ (f · t)(∇1)Xs

= (∇1)X((f · t)s)− f · ((∇2)Xt)s

Qu’on peut encore écrire, si f est une section de Hom(E2, E1) :

∇Hom(E2,E1)f = ∇1 ◦ f − f ◦ ∇2

Remarque Si E est un fibré de rang n muni d’une connexion ∇, on peut
expliciter localement simplement la connexion induite sur

∧n
E = det(E).

On peut en passant remarquer que l’espace directeur de l’espace des connexions
sur

∧n
E est A1(End(

∧n
E)) mais comme

∧n
E est de rang 1, End(

∧n
E) est

trivialisable (l’identité est une section jamais nulle) et l’espace directeur est
l’ensemble des 1-formes sur M .
Soit ea une base locale de E,on prend e1 ∧ · · · ∧ en comme base locale de

∧n
E.

On écrit ∇ = d + Γidx
i et ∇det = d + Γdet

i dxi où Γdet
i est donc juste dans

C∞(M). On a :

Γdet
i e1 ∧ . . . ∧ en = ∇det

∂i (e1 ∧ . . . ∧ en)

= ∇∂ie1 ∧ e2 ∧ . . . ∧ en + · · ·+ e1 ∧ . . . ∧ en−1 ∧∇∂ien
= Γai1ea ∧ e2 ∧ . . . ∧ en + . . .+ e1 ∧ . . . ∧ en−1 ∧ Γainea

= tr(Γi)e1 ∧ . . . ∧ en

D’où :
Γdeti = tr(Γi)

2.3 Courbure

2.3.1 Prolongement de ∇

En géométrie différentielle on a prolongé la différentielle d : A0(R) → A1(R) à
toutes les k-formes différentielles. Ce fait est généralisable dans le cas d’un fibré
vectoriel muni d’une connexion :
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Proposition 2.5. On peut étendre ∇ : A0(E) → A1(E) à toutes les k-formes
à valeurs dans E : d∇ : Ak(E) → Ak+1(E), de façon à respecter la règle de
Leibniz suivante :

d∇(α⊗ s) = dα⊗ s+ (−1)deg(α)α ∧∇s.

où bien sûr d est la différentielle étendue évoquée au paragraphe précédent.
Cette règle de Leibniz impose l’unicité d’un tel prolongement.

preuve. Dans une trivialisation locale de E et une carte de M , sur U ⊂ E,
(dxi1 ∧ · · · ∧ dxik)⊗ ea)a,i1<···<ik forme une base de Ak(U). On définit d∇ sur
la base grâce à la règle de Leibniz, et on l’étend par K-linéarité, et en posant
d∇(fα) = df ∧ α+ fd∇α. Alors, si α⊗ s est un membre de la base, on a :

d∇(fα⊗ gs) = (gdf + fdg) ∧ α⊗ s+ fg(dα⊗ s+ (−1)deg(α)α ∧∇s)
= d(fα)⊗ gs+ (−1)deg(fα)fα ∧∇(gs).

On a bien étendu ∇ de façon à respecter la règle de Leibniz, mais seulement
sur U . Cependant on voit que la définition ne dépend pas de la trivialisation
et de la carte choisies précisément car la règle de Leibniz est respectée. Ainsi
on peut passer du local au global (et d’ailleurs on obtient du coup un opérateur
local).

2.3.2 Courbure

Il y a toutefois une différence notable de cette généralisation avec le cas partic-
ulier de la différentielle sur les k-formes : on n’a pas nécessairement d∇◦d∇ = 0.
On remarque que d∇ ◦ d∇ est C∞(M)-linéaire :

∀α ∈ Ak(K), β ∈ Al(E) : d∇(α ∧ β) = dα ∧ β + (−1)kα ∧ d∇β

En regardant les éléments de la base, et :

d∇ ◦ d∇(fα) = d∇(df ∧ α) + d∇(fd∇α) = fd∇ ◦ d∇α

Définition 2.9. On définit alors la courbure F∇ = d∇◦d∇(: A0(E)→ A2(E)) ∈
A2(End(E)).

Explicitation locale sous forme matricielle : Localement, en posant ∇ =
d+ Γidx

i, on calcule :

F∇ea = d∇(Γbiadx
i ⊗ eb)

= dΓbia ∧ dxi ⊗ eb − Γbiadx
i ∧∇eb

= ∂jΓ
b
iadx

j ∧ dxi ⊗ eb − ΓbiaΓcjbdx
i ∧ dxj ⊗ eb

D’où, si F∇ = Fijdx
i ⊗ dxj ,

Fij = [Γi,Γj ] + (∂iΓj − ∂jΓi)

On peut ici aussi se contenter d’une base locale du fibré tangent ne provenant
pas d’une carte.
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Explicitation sur des champs de vecteurs : Si on note localement F =∑
ij Fijdx

i ⊗ dxj , il vient :

[∇∂i ,∇∂j ]−∇[∂i,∂j ] = [∇∂i ,∇∂j ] = [(∂i + Γi), (∂j + Γj)] = Fij

Car (∂i ◦ Γj − Γj ◦ ∂i)s = ∂i(Γ
b
jas

a)eb − Γbja(∂is
a)eb = (∂iΓj)s.

Par C∞-linéarité des deux termes extrémaux, on en déduit pour tous champs
de vecteurs :

FX,Y = [∇X ,∇Y ]−∇[X,Y ]

Et
Fij = [∇ei ,∇ej ]−∇[ei,ej ]

Réduction du groupe structural Soit E un H-fibré vectoriel muni de ∇
une connexion compatible avec la H-structure. Alors dans toute trivialisation
locale compatible avec la H-structure, si ∇ = d + Γidx

i, alors Fij = [Γi,Γj ] +
(∂iΓj − ∂jΓi) ∈ h car tout algèbre de Lie d’une sous-groupe de Lie de GLn(K)
est stable par crochet ([X,Y ] = d

dt (e
tXY e−tX)(0)).

Courbure d’une connexion de Lévi-Civita

Proposition 2.6. Soit M une variété Riemannienne qu’on muni de la connex-
ion de Lévi-Civita ∇, on note R la courbure induite, et on a :

RX,Y = −RY,X

(RX,Y Z | T ) = −(RX,Y T | Z)

RX,Y Z +RZ,XY +RY,ZX = 0

(RX,Y Z | T ) = (RZ,TX | Y )

preuve. La première équation a déjà été vue, la seconde découle directement du
paragraphe précédent. La troisième découle de l’absence de torsion :

RX,Y Z +RZ,XY +RY,ZX =∇X∇Y Z −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z

+∇Y∇ZX −∇Z∇YX −∇[Y,Z]X

+∇Z∇XY −∇X∇ZY −∇[Z,X]Y

Or :

∇X∇Y Z −∇X∇ZY −∇[Y,Z]X = ∇X [Y,Z]−∇[Y,Z]X = [X, [Y,Z]]

En réarrangeant les termes de cette manière, on obtient :

RX,Y Z +RZ,XY +RY,ZX = [X, [Y,Z]] + [Y, [Z,X]] + [Z, [X,Y ]] = 0

La dernière équation découle des trois précédentes, en effet si :

∀a, b, c, d, abcd+ bacd = 0 ; abcd+ abdc = 0 ; abcd+ bcad+ cabd = 0

(On note pour plus de concision abcd = (Ra,b · c | d).)
Alors :

abcd+ bdca+ dacb = −abdc− bdac− dabc = 0
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Et

abcd = −bcad− cabd = dbac+ cdab− cabd = adbc− acdb− badc− dacb− cabd

D’où
abcd+ acdb+ adbc = −abcd− acdb− adbc = 0

Et finalement :

abcd = −acdb− adbc = −acdb+ cabd+ dcab = cdab

2.4 Opérateur de Hodge

Définition 2.10. Soit M une variété compacte Riemannienne orientée de di-
mension n, on souhaite définir l’opérateur de Hodge, pour 0 ≤ k ≤ n, : ∗ :∧k

M →
∧n−k

M ∈ A0(End(
∧k

M,
∧n−k

M)) un morphisme de fibré vecto-
riels de base M .

Pour ce faire on le définit dans une trivialisation locale orthonormale ori-
entée de TM , dont ei est une base (elle induit une base orthonormale sur

∧k
M)

: on le définit sur la base :

∗(ei1 ∧ · · · ∧ eik) = sign

(
1 . . . n
i1 . . . in

)
eik+1

∧ · · · ∧ ein

Où ik+1 < · · · < in ∈ {1, . . . , n} \ {i1, . . . , ik}.
Puis on étend par linéarité.

Il faut ensuite vérifier que cette définition ne dépend pas de la base, ce qui
permet d’étendre la définition à tout M . Or on a, ∀α, β ∈

∧k
M dans un

voisinage de x ∈M :

α ∧ ∗β = (α | β)e1 ∧ · · · ∧ en
(Il suffit de le vérifier sur la base, ce qui est évident.)

Alors si f1, . . . , fn est une autre base locale, si i1 < · · · < ik ∈ {1, . . . , n} et
jk+1 < · · · < jn ∈ {1, . . . , n} et j1 < · · · < jk ∈ {1, . . . , n} \ {jk+1, . . . , jn}, on a
:

(fj1 ∧ · · · ∧ fjk) ∧ (fi1 ∧ · · · ∧ fik) =sign

(
1 . . . n
j1 . . . jn

)
(∗(fi1 ∧ · · · ∧ fik) | fjk+1

∧ · · · ∧ fjn)e1 ∧ · · · ∧ en
Donc la définition est indépendante de la base.

On remarque que :
∗ ◦ ∗ = (−1)k(n−k)id∧kM

car c’est vrai sur la base. Soit E un fibré euclidien (ou hermitien) muni d’une
connexion euclidienne (ou hermitienne), on prolonge l’opérateur de Hodge à
∗ : ΛkM ⊗ E → Λn−kM ⊗ E en faisant le produit tensoriel avec l’identité.

Définition 2.11. On définit:

(d∇)∗ = (−1)1+nk ∗ ◦d∇ ◦ ∗ : Ak+1(E)→ Ak(E)

Ceci permet de définir :
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2.5 Le laplacien

Définition 2.12. On définit: ∆∇ = (d∇)∗ ◦ d∇ : A0(E)→ A0(E).

On note ∇g la connexion de Lévi-Civita sur TM , et la proposition qui suit
permet de calculer plus aisément le laplacien :

Proposition 2.7.

∀α ∈ A1(E), (d∇)∗α = −Cg((∇g ⊗∇)α)

Où Cg : Λ1M ⊗ Λ1M ⊗ E → E;α⊗ β ⊗ s 7→ (α | β)s.

preuve. Montrons l’assertion localement, d’abord on fait un calcul préliminaire
:

Cg(∇g⊗∇(fα⊗s)) = Cg(df⊗α⊗s+f∇g⊗∇(α⊗s)) = (df | α)+fCg(∇g⊗∇(α⊗s))

Et :

∗d∇ ∗ (fα⊗ s) = ∗(df ∧∗α⊗ s+fd∇ ∗ (α⊗ s)) = ∗(df ∧∗α)⊗ s+f ∗d∇ ∗ (α⊗ s)

Or
∗(α ∧ ∗β) = (α | β)

Ainsi, il suffit de prouver que la formule est vraie sur une base bien choisie.
Pour choisir cette base, on introduit un lemme qui sera utile par la suite :

Lemme 2.1. Soit E un H-fibré vectoriel de base M muni d’une connexion ∇
compatible avec la H-structure, soit x0 ∈ M , alors il existe une trivialisation
locale au voisinage de x0 et compatible avec la H-structure telle que si ea est
la base locale associée, on a ∇ea(x0) = 0, autrement dit la connexion est, dans
cette base, triviale en x0 uniquement (c’est une propriété ponctuelle).

preuve du lemme. En effet soit xi un système local de coordonnées de M , soit
ea une base locale compatible avec la H-structure, on note dans cette base
∇ = d+ Γidx

i et d’après la formule de changement de base pour les connexions
explicitée page 5, on cherche u ∈ A0(M ×H) tel que ∀i :

∂iu(x0) + Γi(x0)u(x0) = 0

Pour ce faire il suffit de prendre :

u(x1, . . . , xn) = exp(x1Γ1(x0))× · · · × exp(xnΓn(x0)

suite de la preuve de la proposition. On se donne donc ei et εa des bases de TM
et de E qui satisfont les hypothèses du lemme. Tous les calculs qui suivent sont
faits uniquement en x0.

Cg(∇g ⊗∇(e∗i ⊗ εa)) = Cg(∇ge∗i ⊗ εa + e∗i ⊗∇εa)

= 0
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Et d’un autre côté :

∗d∇ ∗ (e∗i ⊗ εa) = ∗(d ∗ e∗i ⊗ εa + (−1)n−1 ∗ e∗i ∧∇εa)

= (∗d ∗ e∗i )⊗ εa

Reste à montrer que ∗d ∗ e∗i = 0.

∗e∗i = (−1)i+1e1 ∧ · · · ∧ ê∗i ∧ · · · ∧ e
∗
n

Puis

d ∗ e∗i =
∑
j<i

(−1)i+je1 ∧ · · · ∧ de∗j ∧ · · · ∧ ê∗i ∧ · · · ∧ en

+
∑
j>i

(−1)i+j+1e1 ∧ · · · ∧ ê∗i ∧ · · · ∧ de
∗
j ∧ · · · ∧ en

On se donne un système de coordonnées locales tel que ei =
∑
jmji∂j et e∗i =∑

j(m
−1)ijdxj et m(x0) = id. On calcule la connexion de Lévi-Civita dans

cette base : ∇g = d + Γidx
i. Alors d’après la formule de changement de base

on a 0 = ∂im+ Γi.

de∗i (x0) =
∑
k,j

∂k(m−1)ijdxk ∧ dxj

=
∑
j,k,l,m

∂k(m−1)ijmklmjme
∗
l ∧ e∗m

=
∑
j,k

(−∂kmije
∗
k ∧ e∗j )

D’où :

(de∗i | e∗j ∧ e∗i )(x0) = (−∂jmii + ∂imij)

= (Γiji − Γiij)

= 0

Car la connexion est sans torsion.
Donc ∗d ∗ e∗i = 0.

Remarque : Grâce à la proposition, on peut calculer le laplacien ponctuelle-
ment dans une base qui vérifie les hypothèses du lemme :

∆∇s =
∑
i

−Cg(∇g ⊗∇(e∗i ⊗∇eis)

=
∑
i,j

−Cg(e∗i ⊗ e∗j ⊗∇ej∇eis)

= −
∑
i

∇2
eis
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Comme d est une connexion euclidienne sur le fibré trivial de rang 1, on peut
appliquer ce calcul à :

∆|s|2 = −
∑
i

d2
ei(s | s)

= −
∑
i

dei((∇eis | s) + (s | ∇eis))

= −
∑
i

(∇2
eis | s) + 2(∇eis | ∇eis) + (s | ∇2

eis)

∆|s|2 = −2|∇s|2 + 2<(∆∇s | s)

Le laplacien sur le fibré trivial de rang 1

Définition 2.13. Sur le fibré trivial de rang 1 on peut faire une définition plus
générale du laplacien, pour que ∆ : Ak(M) → Ak(M). Pour ce la on pose, si
k > 0, :

∆ = dd∗ + d∗d

Si k = 0 on garde bien sûr la définition précédente ∆ = d∗d.

3 Outils algébriques

3.1 Identification de H et RSU(2)
On pose RSU(2) = {λM, λ ∈ R, M ∈ SU(2)}.
On introduit les matrices de Pauli :

p1 =

(
1 0
0 1

)
, p2 =

(
i 0
0 −i

)
, p3 =

(
0 1
−1 0

)
, p4 =

(
0 i
i 0

)
Et on a :

RSU(2) = V ect(pi)i=1,2,3,4

Où V ect désigne l’espace vectoriel réel engendré.
On identifie RSU(2) et le corps des quaternions en identifiant les matrices de

Pauli avec 1, i, j, k. L’isomorphisme I : H→ RSU(2) qui en résulte multiplie
les normes par

√
2, si on prend comme norme tr(AA∗) pour RSU(2). En fait I

est un morphisme d’algèbres qui vérifie : I(x∗) = I(x)∗.
On note H0 le sous-espace de H des quaternions imaginaire purs, et su(2) =
I(H0) l’ensemble des matrices anti-hermitiennes.

3.2 Action de SU(2) sur su(2)

Soit a ∈ SU(2), on lui associe

φ(a) : su(2)→ su(2) ; h 7→ aha−1

Comme a−1 = a∗, φ(a) est une isométrie ( tr(aha∗(aka∗)∗) = tr(ahk∗a∗) =
tr(hk∗) ), et on a bien une action de groupe, φ est un morphisme de groupes de
Lie :

φ : SU(2)→ O(3)
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Puis par connexité de l’image,

φ : SU(2)→ SO(3)

Soit a ∈ kerφ. Alors a commute avec toutes les matrices de Pauli, or si k 6= l ∈
{2, 3, 4}, on a pkpl = −plpk. Donc a ∈ su(2)⊥, autrement dit a ∈ {id,−id}.

Comme on a une action de groupes lisse, on sait que φ est de rang constant,
et on vient de voir qu’elle était injective au voisinage de l’identité, donc par
égalité des dimensions, c’est un difféomorphisme local.

L’image de φ est ouverte, et de plus comme SU(2) est compact, l’image
est un ouvert fermé de SO(3) qui est connexe. Ainsi φ est surjective, c’est un
revêtement à deux feuillets.

Puisque φ est un difféomorphisme local, en considérant sa différentielle, elle
induit de plus un isomorphisme entre les matrice complexes antihermitiennes de
rang 2 et de trace nulle (su(2)) et les matrices antisymétriques de rang 3 (so(3))
:a 7→ (h 7→ ah− ha).

On note G = {(a+, a−) ∈ U(2)2 tel que det(a+) = det(a−)}.

3.3 Action de G sur RSU(2)
G est un sous-groupe de Lie de U(2)2 car
U(2)2 → S1 ; (a+, a−) 7→ det(a+(a−)−1) est une submersion.

Soit (a+, a−) ∈ G. On lui associe :

ψ1(a+, a−) : RSU(2)→ RSU(2) ; h 7→ a+h(a−)−1 =
a+

det(a+)
h(

a−

det(a−)
)−1

ψ1(a+, a−) est une isométrie, on a bien une action de groupe, et ψ1 est un
morphisme :

ψ1 : G→ SO(4)

(G est connexe car U(2)2 l’est et si (a+, a−) ∈ G, γ : [0, 1] → U(2)2 ; t 7→
(γ+(t), γ−(t)) relie (a+, a−) à l’identité, alors γ1 : t 7→ (γ+(t), det(γ+(t))

det(γ−(t))γ−(t))

les relient aussi.)
On pose :

ψ : G→ SO(4)× S1 ; (a+, a−) 7→ (ψ1(a+, a−),det(a+))

Soit (a+, a−) ∈ kerψ, on a (a+, a−) ∈ SU(2)2 et a+id(a−)−1 = id donc
a+ = a− = a et a ∈ kerφ donc kerψ = {(id, id), (−id,−id)}.

ψ est de rang constant et injective au voisinage de l’identité donc c’est un
difféomorphisme local. Son image est donc ouverte, elle est de plus fermée par
compacité, donc ψ est surjective, c’est un revêtement à deux feuillets.

Explicitation d’un isomorphisme important ψ étant un difféomorphisme,
sa différentielle en l’identité est un un isomorphisme entre {(a+, a−) ∈ End(C2)2 tel que (a+)∗ =
−a+, (a−)∗ = −a−, tr(a+) = tr(a−)} = g et so(4)× iR.
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Proposition 3.1. L’application linéaire

g→ so(4)× iR ; (a+, a−) 7→ ((h 7→ a+h− ha−), tr(a+))

Est un isomorphisme, d’inverse :

f : so(4)× iR→ g ; (β, α) 7→ (
1

2
αId− 1

4
γ+

0 (β]),
1

2
αId− 1

4
γ−0 (β]))

Où β] est la forme bilinéaire antisymétrique induite par β et γ−0 (resp γ+
0 ) est

l’application linéaire telle que γ−0 (pi,∗ ⊗ pj,∗) = −pip∗j (resp γ+
0 (pi,∗ ⊗ pj,∗) =

−p∗i pj) (on note pi,∗ la base duale pour ne pas confondre avec la transposée du
conjugué.).

Si b bilinéaire antisymétrique, b =
∑
i,j bi,jpi,∗ ⊗ pj,∗, on a tr(γ−0 (b)) =

2
∑
i bii = 0 et γ−0 (b) = −

∑
i 6=j bijpip

∗
j ∈ su(2); Donc f est bien définie.

preuve. Tout d’abord on remarque que ψ2(f(β, α)) = α et ψ1(f(β, α)) = ψ1(f(β, 0)).
Soit β ∈ so(4) tel que β] = pI,∗ ∧ pJ,∗, I < J . On pose β1 = ψ1(f(β, 0)),

β1(h) = p∗IpJh− hpIp∗J − p∗JpIh+ hpJp
∗
I

Et

(β1pi | pj) = tr(p∗IpJpip
∗
j − pipIp∗Jp∗j − p∗JpIpip∗j + pipJp

∗
Ip
∗
j )

= (pJpi | pIpj)− (pipI | pjpJ)− (pIpi | pJpj) + (pjpI | pipJ)

= 2(pJpi | pIpj)− 2(pipI | pjpJ)

= 2(−(pIp
∗
J | p∗i pj) + (p∗JpI | pip∗j ))

Si I = 1, (β1pi | pj) = 2(p∗J | −p∗i pj + pip
∗
j ) et pi et pj ne peuvent être

imaginaires purs simultanément (si on veut que l’expression soit non nulle),
donc (β1pi | pj) = 4δi,1δj,J − 4δj,1δi,J .

Si I > 1, (β1pi | pj) = 2(pIp
∗
J | −p∗i pj + pip

∗
j ) et pi et pj sont nécessairement

imaginaires purs simultanément (si on veut que l’expression soit non nulle), donc
(β1pi | pj) = 4δi,Iδj,J − 4δi,Jδj,I .

Dans tous les cas, β]1 = 4pI,∗∧pJ,∗, et enfin f est bien la réciproque de ψ.

4 Structures Spin et Spinc

On va à partir de maintenant se restreindre au cas d’une variété de dimension
4, cas pour lequel les définitions qu’on va donner sont très concrètes. On ne va
s’intéresser qu’à ces définitions concrètes, bien que des définitions plus générales
existent, utilisant par exemple la notion de fibré principal. Ces définitions
concrètes sont en fait des propositions qui découlent des définitions abstraites.

Définition 4.1. Soit (Λ, h) un fibré vectoriel euclidien de rang 4 et de base M .

Structure Spin : La donnée d’une structure Spin sur (Λ, h) est un triplet
(Σ−,Σ+, γ−) (parfois appelé τ), où Σ+,− sont des SU(2)-fibré vectoriels
et γ− : Λ → RSU(Σ−,Σ+) est un isomorphisme linéaire (de fibrés) qui
multiplie les normes par

√
2 et respecte les orientations.
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Structure Spinc : La donnée d’une structure Spinc sur (Λ, h) est un quadru-
plet (Σ−,Σ+, I, γ−) (parfois appelé τ), où Σ+,− sont des U(2)-fibré vec-

toriels, I :
∧2

(Σ−)→
∧2

(Σ+) est un isomorphisme unitaire et γ− : Λ→
RSU(Σ−,Σ+) est un isomorphisme qui préserve les orientations (induites
par I) et multiplie les normes par

√
2.

Remarque : Cette définition n’est pas naturelle, et il convient de se demander
quels fibrés vérifiant les hypothèses de la définition admet une Spin-structure
ou une Spinc-structure. On ne va qu’énoncer des théorèmes qui répondent à la
question, sans les prouver. Un théorème de Hirzebruch-Hopf affirme que toute
variété riemannienne orientée compacte admet une structure Spinc (ie son fibré
tangent en admet une). Par contre elle n’admet pas nécessairement de structure
Spin.

Remarque : Dans le cas de la structure Spinc, si on se donne des bases
locales (v−1 , v

−
2 ) et (v+

1 , v
+
2 ) de Σ− et Σ+ telles que I(v−1 ∧ v

−
2 ) = v+

1 ∧ v
+
2 ,

alors RSU(Σ−,Σ+) est engendré par la base orthogonale orientée (pi(x)) des
matrices de Pauli où les bases des espaces de départ et d’arrivée sont (v−1 , v

−
2 )

et (v+
1 , v

+
2 ).

4.1 Prolongement de γ−

Soit (Λ, h) muni d’une structure Spin ou Spinc.
On pose Σ = Σ− ⊕ Σ+

On pose γ+ = −(γ−)∗ : Λ→ RSU(Σ+,Σ−)
On définit :

γ =

(
0 γ+

γ− 0

)
: Λ→ su(Σ)

On peut alors étendre γ à tout
⊗

Λ =
⊕

i≥0 Λ⊗i par :

γ :
⊗

Λ→ End(Σ) ; s⊗ t 7→ γ(s) ◦ γ(t)

4.2 Identité de Clifford

Proposition 4.1. Soient u et v des sections de Σ. On a l’identité suivante :

γ(u)γ(v) + γ(v)γ(u) = −2(u | v)Id

preuve.

γ(u)γ(v) + γ(v)γ(u) =

(
−γ−(u)∗γ−(v) 0

0 −γ−(u)γ−(v)∗

)
+

(
−γ−(v)∗γ−(u) 0

0 −γ−(v)γ−(u)∗

)
= −(γ−(u) | γ−(v))Id

= −2(u | v)Id
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5 Opérateur de Dirac

Proposition 5.1. Soit M une variété Riemannienne orientée de dimension 4,
telle que le fibré tangent TM (ou le fibré cotangent, cela revient au même grâce
à la structure euclidienne) est muni d’une structure Spinc : (Σ−,Σ+, I, γ−).
On note ∇g la connexion de Lévi-Civita sur TM , et on se donne une connexion

hermitienne ∇A sur
∧2

Σ−.

∇A induit une connexion sur
∧2

Σ+ par l’intermédiare de I : c’est I ◦∇A ◦
I−1. Mais localement, si on se donne des bases telles que I(ε−1 ∧ ε

−
2 ) = ε+1 ∧ ε

+
2 ,

alors I ◦(d+αiei,∗)◦I−1 = d+αiei,∗, donc on identifiera par abus de notations
les connexions.

Nous clamons qu’il existe alors un unique couple de connexions hermitiennes
∇Â−,+ sur Σ−,+ tel que :

• ∇Â = ∇Â− ⊕∇Â+ vérifie

∇End
Â
◦ γ = γ ◦ ∇g

•
∇det
Â−

= ∇A = ∇det
Â+

preuve. Raisonnons par condition nécessaire : si de telles connexions existaient,
alors on se place au voisinage d’un point et on se donne (ei) une base locale de
TM , (ε−,+a = des bases locales de Σ−,+. telles que γ−(ei) = pi et I(ε−1 ∧ ε

−
2 ) =

ε+1 ∧ ε
+
2 , et si on pose Pi =

(
0 −p∗i
pi 0

)
, alors

γ(ei) = Pi

On écrit ensuite ∇g = d +
∑
i ei,∗ ⊗ βi, βi ∈ A0(so(TM)) , puis ∇A =

d+
∑
i ei,∗⊗αi, αi ∈ iR , et enfin ∇Â = d+

∑
i ei,∗⊗ ai, où ai =

(
a−i 0
0 a+

i

)
et a−,+i ∈ A0(su(Σ−,+))

∇End
Â,ei
◦ γ(ej) = ∇End

Â,ei
Pj

= ∇Â,ei ◦ Pj − Pj ◦ ∇Â,ei
= dei ◦ Pj − Pj ◦ dei + aiPj − Pjai
= aiPj − Pjai

γ ◦ ∇g,ei(ej) = γ(
∑
k

βi,kjek)

=
∑
k

βi,kjPk

D’où :
aiPj − Pjai =

∑
k

βi,kjPk

Puis :
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a−i p
∗
j − p∗ja+

i =
∑
k

βi,kjp
∗
k

a+
i pj − pja

−
i =

∑
k

βi,kjpk

Mais la première équation découle de la deuxième car a−,+i ∈ su(Σ−,+) donc
(a−,+i )∗ = −a−,+i ∗ et

(a+
i pj − pja

−
i )∗ = a−i p

∗
j − p∗ja+

i

Et de plus l’autre condition ∇det
Â−

= ∇A = ∇det
Â+

fournit, d’après le calcul de

∇det en fonction de ∇ effectué précédemment (Γdet
i = tr(Γi)),

tr(a−i ) = tr(a+
i ) = αi

On a deux conditions nécessaires, et ces conditions sont suffisantes locale-
ment. En effet dans le cas général, ∇End

Â,X
◦ γ(Y ) et γ ◦ ∇g,X(Y ) sont C∞(M)-

linéaires en X, et :

∇End
Â,X
◦ γ(fY ) = ∇End

Â,X
(fγ(Y ))

= f∇End
Â,X
◦ γ(Y ) + (dXf)γ(Y )

γ ◦ ∇g,X(fY ) = γ(dXf)Y + f∇XY )

= fγ ◦ ∇g,X(Y ) + (dXf)γ(Y )

Donc avoir égalité sur la base est suffisant pour obtenir égalité partout (lo-
calement).

L’isomorphisme entre g et so(4) × iR étudié précédemment permet de con-
clure quand à l’existence et unicité locale des connexions.

En effet l’unicité est évidente et on avait une explicitation de la réciproque
de l’isomorphisme , qui légèrement remaniée, nous dit :

ai =
1

2
αiId−

1

4
γ(β]i )

Expression qui est lisse.
L’unicité local permet de conclure quand à l’existence global, et la proposi-

tion est démontrée.

Remarque : Si X et Y sont des champs de vecteurs, et σ ∈ A0(Σ), on a

∇Â,Y ◦ γ(X)− γ(X) ◦ ∇Â,Y = ∇End
Â,Y

γ(u) = γ(∇g,YX)

D’où :
∇Â,Y (γ(X) · σ) = γ(∇g,YX) · σ + γ(X) · ∇Â,Y σ
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Définition 5.1. Sous les mêmes hypothèses que la proposition précédente, on
définit l’opérateur de Dirac :

/DA : A0(Σ)→ A0(Σ)

Comme la composée :

A0(Σ)
∇Â−−→ A1(Σ)

mγ−−→ A0(Σ)

Où :

mγ : Λ1M ⊗ Σ→ Σ ; λ⊗ σ 7→ γ(λ) · σ

Remarque : Localement on a

/DA Ψ = mγ(
∑
i

ei,∗ ⊗∇Â,eiΨ) =
∑
i

γ(ei) · ∇Â,eiΨ

6 La formule de Lichnerowicz

Proposition 6.1. Soit M, g une variété euclidienne orientée munie d’une struc-
ture Spinc, soit ∇A une connexion sur

∧2
Σ. On a alors la formule suivante

:

/DA /DA = ∆Â +
1

4
γ(FA) +

sg
4
IdΣ

preuve. Soit x ∈ M , on se donne une base locale orthonormale au voisinage
de x telle que ∀i, ∇gei(x) = 0. Alors comme la connexion est sans torsion,
[ei, ej ] = ∇g,eiej −∇g,ejei = 0.

Alors FÂ,ij(x) = [∇Â,ei ,∇Â,ej ].
Soit Ψ ∈ A0(Σ), on calcule en x :

/DA /DA Ψ(x) =
∑
ij

γ(ej)∇Â,ej (γ(ei)∇Â,ejΨ)

=
∑
ij

γ(ej)γ(ei)∇Â,ej∇Â,eiΨ + γ(ei)γ(∇g,ejei)∇Â,eiΨ

=
∑
ij

γ(ej ⊗ ei)∇Â,ej∇Â,eiΨ

= −
∑
i

∇2
Â,ei

Ψ +
∑
j<i

γ(ej ⊗ ei)[∇Â,ej ,∇Â,ei ]Ψ Identité de Clifford

= ∆ÂΨ +
1

2

∑
ij

γ(ej ⊗ ei)[∇Â,ej ,∇Â,ei ]Ψ

= ∆ÂΨ +
1

2
γ(FÂ)(Ψ)

Où pour la dernière égalité on a étendu γ naturellement : γ(F ) =
∑
ij Fijγ(ei⊗

ej)
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On écrit ∇Â = d+ aiei,∗, ∇g = d+
∑
i ei,∗βi , ∇A = d+

∑
i ei,∗αi. On sait

que ai = 1
2αiId−

1
4γ(β]i ).

Alors

FÂ,ij = deiaj − dejai + [ai, aj ]

=
1

2
FA,ijId+

1

4
(deiγ(β]j)− dejγ(β]i )) +

1

16
(γ(β]i )γ(β]i )− γ(β]j)γ(β]i ))

=
1

2
FA,ijId+

1

4
(γ(deiβ

]
j)− γ(dejβ

]
i )) +

1

16
(γ(β]i )γ(β]j)− γ(β]j)γ(β]i ))

Car :

deiγ(A]) =
∑
jk

dei(AjiPiPj) =
∑
jk

(deiAji)PiPj = γ((deiA)])

D’où :

γ(FÂ) =
1

2
γ(FA)+

1

4

∑
ij

γ(ei⊗ej)γ(deiβ
]
j−dejβ

]
i )+

1

16

∑
ij

γ(ei⊗ej)(γ(β]i )γ(β]j)−γ(β]j)γ(β]i ))

Maintenant on définit R ∈ A0(
∧2

M ⊗
∧2

M) par :

R(x, y, z, u) = g(Fg(x, y) · z, u)

et on a :

γ(R) =
∑
ij

γ(ei ⊗ ej)γ(F ]g,ij)

=
∑
ij

γ(ei ⊗ ej)γ(deiβ
]
j − dejβ

]
i ) +

∑
ij

γ(ei ⊗ ej)(γ((βiβj)
])− γ((βjβi)

]))

Or si A et B sont antisymétriques :

γ(A])γ(B])− γ(B])γ(A]) =
∑
ijkl

AijBkl(PiPjPkPl − PkPlPiPj)

Grâce à l’identité de Clifford et et l’antisymétrie de A et B, on voit qu’un
terme de la somme est non nul seulement si parmi les quatre indices, 3 sont
distincts et i 6= j et k 6= l. On en déduit (en utilisant l’identité de Clifford) :

γ(A])γ(B])− γ(B])γ(A]) =−
∑
ijl

(AijBjl −BijAjl)PiPl +
∑
ijk

(AijBkj −BijAkj)PiPk

+
∑
ijl

(AijBil −BijAil)PjPl −
∑
ijk

(AijBki −BijAki)PjPk

= 4
∑
ijk

(AjkBki −BjkAki)PiPj

= 4
∑
ij

(AB −BA)jiPiPj

= 4γ((AB)])− 4γ((BA)])
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Finalement il vient :

γ(FÂ) =
1

2
γ(FA)− 1

4
γ(R)

Reste à montrer que γ(R) = 2sgId. On pose Rijkl = R(ei, ej , ek, el) et on
rappelle les propriétés de la courbure provenant d’une connexion de Lévi-Civita
:

Rijkl = −Rjikl
Rijkl = −Rijlk
Rijkl = Rklij

Rijkl +Rjkil +Rkijl = 0

Si on fixe l, il en découle∑
ijkdistincts et différents de l

RijklPiPjPkPl = 0

(On partitionne la somme par les orbites de l’action ”permutation circulaire
des indices ijk” et on utilise la quatrième propriété et l’identité de Clifford.)
D’où : ∑

ijkl distincts

RijklPiPjPkPl = 0

On a aussi ∑
Cardijkl=3

RijklPiPjPkPl = 0

Car un terme de la somme est non nul seulement si sont i = k ou i = l ou
j = k ou j = l, or

RijjlPiPjPjPl = −RjlijPiPl = RijklPlPi = −RjlijPjPlPiPj
Et les termes de la somme se compensent deux à deux.

Finalement,

γ(R) =
∑
i 6=j

RijijPiPjPiPj+
∑
i 6=j

RijjiPiPjPjPi = (−
∑
i 6=j

Rijij+
∑
i 6=j

Rijji)Id = −2sgId

Donc la formule de Lichnerowicz est vraie.

7 Les équations de Seiberg-Witten

7.1 Les préparatifs

Nous avons besoin de définir quelques notations avant d’écrire les équations de
Seiberg-Witten.
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7.1.1 La propriété de l’opérateur de Dirac

On désigne par Q(E) l’ensemble des connexions (euclidiennes, hermitiennes) sur
le fibré vectoriel (euclidien, hermitien) E. Par abus de notation, on désigne par
A ∈ Q(E) la connexion d + A = d + dxi ⊗ Ai par rapport à une trivialisation
locale.

Théorème 7.1. Soit /DA l’opérateur de Dirac associé à une structure Spinc sur
M et la connexion A ∈ Q(∧2(Σ±)). Alors /DA est la somme de deux opérateurs

/D
±
A : A0(Σ±)→ A0(Σ∓)

et /DA, /D
±
A sont des opérateurs elliptiques du premier ordre.

Proof. Localement,

/DA(s) = mγ(ds+ dxi ⊗ Âis)

= γ(dxi)(
∂s

∂xi
+ Âis)

Par définition,

γ(dxi) =

(
0 γ+(dxi)

γ−(dxi) 0

)
et Âi a la forme

Âi =

(
Â−i 0

0 Â+
i

)
où

Â±i ∈ u(Σ±)

donc
/DA(A0(Σ±)) ⊂ A0(Σ∓), et /DA = /D

+
A⊕ /D

−
A

Soit x ∈M,v ∈ TM∗x , v 6= 0, on peut prendre un carte locale telle que

xi(x) = 0, i = 1, . . . , 4, dx1 = v

Le symbole

σv( /DA)(s) = γ(dxi)(
∂xis

∂xi
+ Âixis)|x

= γ(dx1)s

= γ(v)s

puis que γ(v) : Σx → Σx, et γ(v)|Σ±x : Σ±x → Σ∓x sont des isomorphismes pour

tout v non-nul , on a /DA, /D
±
A sont des opérateurs elliptiques.
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7.1.2 La propriété de γ

Soit (M, g) une 4-variété Riemannienne, alors l’opérateur de Hodge ∗|∧2(M)

satisfait ∗|∧2(M)◦∗|∧2(M) = Id, donc induit une décomposition en somme directe
orthogonale

∧2(M) = ∧2
−(M)⊕ ∧2

+(M)

Soit

p1 =

(
1 0
0 1

)
, p2 =

(
i 0
0 −i

)
, p3 =

(
0 1
−1 0

)
, p4 =

(
0 i
i 0

)
.

la base de RSU(Σ−,Σ+), on prend {ei} la base orthonormale de TM∗ telle que
γ−(ei) = pi.Alors

e1 ∧ e2 + e3 ∧ e4, e1 ∧ e3 − e2 ∧ e4, e1 ∧ e4 + e2 ∧ e3

est la base de ∧2
+(M). On peut calculer

γ(e1 ∧ e2 + e3 ∧ e4) = γ(e1)γ(e2)− γ(e2)γ(e1) + γ(e3)γ(e4)− γ(e4)γ(e3)

=


0 0 −1 0
0 0 0 −1
1 0 0 0
0 1 0 0




0 0 i 0
0 0 0 −i
i 0 0 0
0 −i 0 0

−


0 0 i 0
0 0 0 −i
i 0 0 0
0 −i 0 0




0 0 −1 0
0 0 0 −1
1 0 0 0
0 1 0 0



+


0 0 0 1
0 0 −1 0
0 1 0 0
−1 0 0 0




0 0 0 i
0 0 i 0
0 i 0 0
i 0 0 0

−


0 0 0 i
0 0 i 0
0 i 0 0
i 0 0 0




0 0 0 1
0 0 −1 0
0 1 0 0
−1 0 0 0



=


−2i 0 0 0

0 2i 0 0
0 0 2i 0
0 0 0 −2i

+


2i 0 0 0
0 −2i 0 0
0 0 2i 0
0 0 0 −2i



=


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 4i 0
0 0 0 −4i

 ∈ su(Σ+)

et ∥∥∥∥∥∥∥∥


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 4i 0
0 0 0 −4i


∥∥∥∥∥∥∥∥ = 4

√
2 = 4‖e1 ∧ e2 + e3 ∧ e4‖

En faisant le calcul similaire pour

γ(e1 ∧ e3 − e2 ∧ e4), γ(e1 ∧ e4 + e2 ∧ e3)

et
γ(e1 ∧ e2 − e3 ∧ e4), γ(e1 ∧ e3 + e2 ∧ e4), γ(e1 ∧ e4 − e2 ∧ e3)

on a γ|∧2(M) de la forme

γ(ω) =

(
γ−(ω−) 0

0 γ+(ω+)

)
où γ± : ∧2

±(M) → su(Σ±) est un isomorphisme qui multiplie les normes par 4
et ω± désigne la composante (anti-)autoduale de ω.

26



7.1.3 Algèbre Linéaire

Soit W un espace complexe hermitien de dimension d, pour (v, w) ∈ W ×W ,
on définit v ⊗ ŵ ∈ End(W ):

v ⊗ ŵ(u) := 〈u,w〉v

et on désigne par (v ⊗ ŵ)0 la composante de trace nulle de v ⊗ ŵ, c’est-à-dire:

(v ⊗ ŵ)0 := v ⊗ ŵ − 1

d
Tr(v ⊗ ŵ)IdW

Lemme 7.1. Soit W un espace complexe hermitien de dimension d, alors pour
tout w ∈W , on a

(w ⊗ ŵ)(w) = |w|2w, |w ⊗ ŵ|2 = |w|4,

(w ⊗ ŵ)0(w) =
d− 1

d
|w|2w, |(w ⊗ ŵ)0|2 =

d− 1

d
|w|4,

et pour tout u, v ∈W,ϕ ∈ End(W ) on a

〈ϕ(u), v〉 = 〈ϕ, v ⊗ û〉

Proof. Si w = 0, alors w ⊗ ŵ = (w ⊗ ŵ)0 = 0. Sinon, on peut prendre une base
orthonormale {ei} telle que w = |w|e1. Dans cette base, on a

w ⊗ ŵ = diag(|w|2, 0, . . . , 0) (w ⊗ ŵ)0 = diag(
d− 1

d
|w|2, −1

d
|w|2, . . . , −1

d
|w|2)

donc
(w ⊗ ŵ)(w) = |w|2w, |w ⊗ ŵ|2 = |w|4,

(w ⊗ ŵ)0(w) =
d− 1

d
|w|2w, |(w ⊗ ŵ)0|2 =

d− 1

d
|w|4,

si dans une base orthonormale,

u = (u1, . . . , ud), v = (v1, . . . , vd), ϕ = (aij)

Alors
(v ⊗ û)ij = ujvi

donc
〈ϕ(u), v〉 =

∑
i,j

aijujvi = 〈ϕ, v ⊗ û〉

7.2 Les équations et l’action de groupe

Maintenant, soit τ une structure Spinc sur une 4-variété Riemannienne com-
pacte connexe orientée (M, g). on peut écrire les équations de Seiberg-Witten
(SW τ

0 ) associées à τ : {
/DAΨ = 0

γ+(F+
A )− (Ψ⊗ Ψ̂)0 = 0.
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Ce sont des équations pour une paire

(A,Ψ) ∈ Q := Q(∧2(Σ±))×A0(Σ+)

Soit β ∈ A2(M) est une 2-forme réelle, les équations de Seiberg-Witten
perturbées (SW τ

β ) associées à τ dépendent d’un paramètre β et s’écrivent:{
/DAΨ = 0

γ+((FA + 2πiβ)+)− (Ψ⊗ Ψ̂)0 = 0.

On désigne par QSW
τ
β ⊂ Q l’espace des solutions de l’équation (SW τ

β ).

Considérons l’action de groupe de jauge

G := C∞(M,S1)

sur A0(∧2(Σ±)):

f.λ = f2λ, ∀f ∈ G, λ ∈ A0(∧2(Σ±))

elle induit l’action de G := C∞(M,S1) sur Q(∧2(Σ±)):

f.A = A+ 2f−1df ∀f ∈ G, A ∈ Q(∧2(Σ±))

parce que on a le diagramme commutatif

A0(∧2(Σ±))
f.A−−−−→ A1(∧2(Σ±))yf yf

A0(∧2(Σ±))
A−−−−→ A1(∧2(Σ±))

Donc on peut définir l’action de G sur Q = Q(∧2(Σ±))×A0(Σ+) par

f.(A,Ψ) = (A+ 2f−1df, f−1Ψ)

Q(∧2(Σ±)) est un espace affine, il a une topologie de Fréchet C∞. Donc Q a
une topologie de Fréchet C∞, et l’action de G est continue par rapport à cette
topologie.

On désigne par β la connexion de Levi-Civita. Alors

∇Â = d+ dxi ⊗ (
1

2
AiidΣ +

1

4
γ(β]i ))

f∇
f̂.A

(f−1Ψ)−∇Â(Ψ) = f(d+ f−1df + dxi ⊗ (
1

2
AiidΣ +

1

4
γ(β]i )))(f

−1Ψ)

− (d+ dxi ⊗ (
1

2
AiidΣ +

1

4
γ(β]i )))(Ψ)

= −fdf−1Ψ + f−1dfΨ = 0

En outre,
Ff.A = d(f.A) = d(A+ 2f−1df) = dA = FA
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f−1Ψ⊗ f̂−1Ψ = f−1f−1Ψ⊗ Ψ̂ = Ψ⊗ Ψ̂

parce f ∈ G = C∞(M.S1). donc on a

(A,Ψ) ∈ QSW
τ
β =⇒ f.(A,Ψ) ∈ QSW

τ
β

On peut définir l’espace des modules des monopoles de Seiberg-Witten as-
socié à la structure Spinc τ et à la perturbation β : c’est le quotient

Mτ
β := QSW

τ
β /G

doté de la topologie quotient.

8 Compacité

On va montrer:

Théorème 8.1. Soit (M, g) une 4-variété riemannienne compacte, connexe et
orientée, soit τ une structure Spinc sur M et soit β ∈ A2(M). Alors l’espace
des modules Mτ

β est compact.

L’idée de la démonstration est de construire un sous-espace compact S ⊂
QSW

τ
β qui intersecte toutes les orbites des solutions de (SW τ

0 ). Si

B := Q/G

est Hausdorff, alors Mτ
β est l’image de S via la projection canonique Q → B

donc est compact.
Pour la construction de S, on a besoin du Théorème de Hodge:

Théorème 8.2 (Théorème de Hodge). On a la décomposition en somme directe
L2-orthogonal

Ak(M) = Hk(M)⊕ d(Ak−1(M))⊕ d∗(Ak+1(M))

où
Hk(M) := ker ∆|Ak(M)

est l’espace de formes harmoniques de degré k.

On désigne par harm(ω) la composante harmonique de ω, et désigne par
H1(M,Z) l’image de H1(M,Z) dans H1(M,C) via les isomorphismes de de
Rham et Hodge. Fixons A0 ∈ Q(∧2(Σ±)) et une base {ei} du Z-module
H1(M,Z), désignons Π ⊂ iH1(M,R) l’enveloppe convexe des vecteurs 4πiei.
On construit S ⊂ QSW

τ
β par

S := {(A,Ψ) ∈ QSW
τ
β |d∗(A−A0) = 0,harm(A−A0) ∈ Π}.

8.1 B est Hausdorff

On définit

Γ := {((A,Ψ), (B,Φ)) ∈ Q×Q|∃f ∈ G, f.(A,Ψ) = (B,Φ)}
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Si
((A,Ψ), (B,Φ)) ∈ Γ̄c

Alors il existe des voisinages U, V de (A,Ψ), (B,Φ) dans Q tels que

G.U ∩ V = ∅

La projection canonique π : Q → B est ouverte parce que l’action de G et
continue. Donc π(U), π(V ) sont des voisinages de π((A,Ψ)), π((B,Φ)) ∈ B et
π(U) ∩ π(V ) = ∅, et donc π((A,Ψ)), π((B,Φ)) sont en deux ouvert disjoints.

Donc si π((A,Ψ), π(B,Φ)) ∈ B ne sont pas en deux ouvert disjoints, alors
((A,Ψ), (B,Φ)) ∈ Γ̄, il existe An,Ψn, Bn,Φn, fn telle que

(An,Ψn)→ (A,Ψ), (Bn,Φn)→ (B,Φ), fn.(An,Ψn) = (Bn,Φn).

C’est à dire
2dfn = fn(Bn −An), fnΦn = Ψn

Parce que An → A,Bn → B dans la topologie Fréchet C∞, on a |∂αAn|, |∂αBn|
sont bornées uniformément pour touts les indices α tels que |α| ≤ k pour k fixé.
Alors

|fn| = 1 =⇒ |dfn| sont bornées uniformément

=⇒ |∂αfn| sont bornées uniformément pour tout |α| = 2

puisque
∂

∂xi
(2dfn) =

∂

∂xi
(fn(Bn −An))

Par récurrence, on a |∂αfn| sont bornées uniformément pour tout α. Par le
procédé diagonal, {fn} admet une sous-suite convergente fnk telle que

fnk → f en G

donc
2df = f(B −A), fΦ = Ψ,

c’est-à-dire
π((A,Ψ)) = π((B,Φ)),

et donc B est Hausdorff.

8.2 S intersecte toutes les orbites

Pour (A,Ψ) ∈ QSW
τ
β , on doit montrer que il existe h ∈ G tel que

d∗(h.A−A0) = 0, harm(h.A−A0) ∈ Π

Par le théorème de Hodge,

∆(iA0(M)) = d∗(iA1(M))

donc
2d∗du = d∗(A0 −A)

admet une solution u ∈ iA0(M)
Prenons f = eu, A1 = f.A0, alors

d∗(A1 −A0) = 2d∗(e−udeu)− d∗(A0 −A) = 2d∗du− d∗(A0 −A) = 0
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Lemme 8.1. Soit M une variété connexe, le sous-espace L := {f−1df |f ∈
C∞(M,S1)}/[iB1

DR(M)] de iH1
DR(M) cöıncide avec l’image de 2πiH1(M,Z)

dans iH1
DR(M,R) via l’isomorphisme de de Rham.

Proof. On désigne par H1
DR(M,Z) l’image de H1(M,Z) dans H1

DR(M,R), alors

H1
DR(M,Z) = {[α]|α ∈ Z1

DR(M,R),

∫
S1

g∗(α) ∈ Z,∀g : S1 C∞−→M}

Pour toute application C∞ f : M → S1 et g : S1 →M , on a

1

2πi

∫
S1

g∗(f−1df) =
1

2πi

∫
S1

(f ◦ g)−1d(f ◦ g)

Si
f ◦ g(α) = e2πiθ(α), où θ : [0, 1]→ R, θ(1)− θ(0) ∈ Z

alors
1

2πi

∫
S1

(f ◦ g)−1d(f ◦ g) =
1

2πi

∫
S1

2πidθ ∈ Z

donc
L ⊂ 2πiH1

DR(M,Z)

Soit [α] ∈ H1
DR(M,Z), fixons x0 ∈M .

Si γ1, γ2 : [0, 1]→M sont deux chemins en M tels que

γ1(0) = γ2(0) = x0, γ1(1) = γ2(1) = x

alors γ1 − γ2 est un chemin fermé en M , donc∫
γ1−γ2

α =

∫
γ1

α−
∫
γ2

α ∈ Z

donc il existe une application bien définie f : M → S1:

f(x) := e2πiϕ(x)

où

ϕ(x) :=

∫
γ

α, γ : [0, 1]→M,γ(0) = x0, γ(1) = x.

On va montrer 2πiα = f−1df . En effet

f−1df = e−2πiϕde2πiϕ = 2πidϕ

et pour v ∈ TMx, prenons γ̇(x) = v,

dϕ|x(v) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

∫
[0,t]

γ∗α = α(v),

donc
dϕ = α et 2πiα = f−1df,

et donc
2πiH1

DR(M,Z) ⊂ L.
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Par définition de Π, il existe α ∈ 4πiH1(M,Z) tel que

harm(A1 −A0) + α ∈ Π

Par le lemme, il existe g ∈ C∞(M,S1) telle que

g−1dg + dv = α, v ∈ iA0(M)

donc
α = (gev)−1d(gev)

Alors
(fgev).A0 = A0 + f−1df + (gev)−1d(gev) = A1 + α

et
harm((fgev).A0 −A0) ∈ Π

et
d∗((fgev).A−A0) = d∗(A1 −A0) + d∗α = 0

Prenons h = fgev, S intersecte toutes les orbites.

8.3 S est compact

Prenons α = A−A0, alors α ∈ iA1(M), et S peut être à l’espace des solutions
(α,Ψ) du système

/DA0+αΨ = 0

γ+((FA0+α + 2πiβ)+)− (Ψ⊗ Ψ̂)0 = 0

d∗α = 0

harm(α) ∈ Π

qui équivalent à
/DA0

Ψ = − 1
2γ(α)Ψ(

d+

d∗

)
α =

(
γ−1

+ (Ψ⊗ Ψ̂)0 − F+
A0
− 2πiβ+

0

)
harm(α) ∈ Π

puisque

/DA0+αΨ− /DA0
Ψ = mγ(

1

2
αΨ) =

1

2
γ(α)Ψ

FA0+α = d(A0 + α) = dA0 + dα = FA0 + dα

S est fermé par définition, et il admet une base dénombrable puisque il a la
topologie Fréchet C∞, donc il suffit de montrer que toute suite (αn,Ψn) de S
admet une sous-suite convergente. Pour ce faire, on admet quelques résultats
de l’espace Sobolev.

Soit E est un fibré vectoriels euclidiens (hermitiens) sur une variété Rie-
manienne compacte (M, g) Fixons une connexion ∇ sur E, on peut définir la
norme Sobolev de section s ∈ Γ(E):

‖s‖Lpk :=

k∑
i=0

‖∇ks‖Lp
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Pour deux connexions ∇1 et ∇2, les normes définies sont équivalentes. On
désigne par Lpk(E) le complété de Γ(E) par rapport à la norme ‖ · ‖Lpk .

Théorème 8.3 (Estimations elliptiques). Soit E,F deux fibrés vectoriels eu-
clidiens (hermitiens) sur une variété riemanienne compacte (M, g) et soit P :
Γ(E)→ Γ(F ) un opérateur elliptique d’ordre d. Alors pour tout p ∈ (0,∞), k ∈
N il existe une constante positive Ckp telle que

‖s‖Lpk+d ≤ C
k
p (‖s‖Lp + ‖Ps‖Lpk)

pour toute section s ∈ Lpk(E)

Théorème 8.4 (Propriété de Fredholm). Soit (M, g) une variété riemanienne
compacte, (E, h), (F, k) deux fibrés vectoriels euclidiens (hermitiens) sur M ,
et P : Γ(E) → Γ(F ) un opérateur elliptique d’ordre d. Alors P admet une
extension Pk : Lpk+d(E)→ Lpk(F ), et Pk est un opérateur Fredholm.

Théorème 8.5 (Théorème de plongement). Soit E un fibré vectoriel sur une
variété compacte M de dimension n. Désignons par Cr(E) l’espace des sections
de classe Cr de E. Soit (p, k) ∈ (1,∞) × N. Si k − n

p > r, alors l’inclusion

Γ(E) ⊂ Cr(E) admet une extension injective continue:

Lpk(E) ↪→ Cr(E)

.

Théorème 8.6 (Multiplication des sections de Sobolev). Soient E,F,G trois
fibrés vectoriels sur une variété compacte M , et soit B : E ×M F → G une
application différentable et bilinéaire sur les fibres.Alors l’appplication bilinéaire
Γ(E)× Γ(F )→ Γ(G) induite par B admet une extension continue

LP1

k1
(E)× LP2

k2
(F )→ LP2

k2
(G)

si p1.p2 > 1, k1 − n
p1
> 0, k1 > k2 et k1 − n

p1
> k2 − n

p2
.

Théorème 8.7 (Le principe de maximum de Hopf). Soit U un ouvert de Rn
et soit

P =
∑

hij
∂2

∂ui∂ui
+
∑

gj
∂

∂ui

un opérateur différentiel du second ordre sans terme d’ordre 0 sur U tel que
hij , gj ∈ C∞(U,R), et (hij(u))i,j est un matrice symétrique définie positive,
pour tout u ∈ U .
Soit f : U → R une fonction de classe C2 tel que Pf ≥ 0 sur U et soit u0 ∈ U
un point de maximum local pour f . Alors f est constante dans un voisinage de
u0.

Localement, soit (gij) la matrice de la métrique riemannienne g dans la base

{ ∂
∂xi
}. On désigne par (gij) la matrice inverse de (gij), et

√
g :=

√
det(gij),

d̂xi := (−1)i+1dx1 ∧ · · · ∧ dxi−1 ∧ dxi+1 · · · ∧ dxn.

Alors

df =
∂f

∂xi
dxi
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On a
∗dxi = gij

√
gd̂xj

puisque

dxj ∧ ∗dxi = 〈dxj , dxi〉
√
gdx1 ∧ · · · ∧ dxn = gij

√
gdx1 ∧ · · · ∧ dxn

Donc

∗df = gij
√
g
∂f

∂xi
d̂xj

−∆f = ∗d ∗ df

=
1
√
g

∂(gij
√
g ∂f∂xi )

∂xj

= gij
∂2f

∂xi∂xj
+

1
√
g

∂(gij
√
g)

∂xj

∂f

∂xi

Donc −∆|A0(M) satisfait la condition du principe de maximum de Hopf.

Lemme 8.2. Soit (M, g) une 4-variété riemannienne compacte, connexe et ori-
entée. Alors

• l’opérateur

(
d+

d∗

)
: A1(M)→ A0(M)⊕A2

+(M) est un opérateur elliptique.

• ker

(
d+

d∗

)
= H1(M, g), coker

(
d+

d∗

)
= H2

+(M, g)⊕ R.

où
H2

+(M, g) := H2(M, g) ∩A2
+(M)

Proof. On désigne par P l’opérateur

(
d+

d∗

)
,P est un opérateur différentiel d’ordre

d. On peut calculer le symbole σ(P ) de P .
Soit x ∈M,v ∈ TM∗x , ‖v‖ = 1, on peut prendre une carte locale telle que

xi(x) = 0, i = 1, . . . , 4, dx1 = v, et gij = δij ,

où (gij) est la matrice de métrique riemannienne g dans le base { ∂
∂xi
}. Alors

pour α = aidxi ∈ A1(M)

d(x1α)|x = dx1 ∧ α+ x1dα = dx1 ∧ α

donc

d+(x1α)|x = pr+(dx1 ∧ α)

= pr+(a2dx1 ∧ dx2 + a3dx1 ∧ dx3 + a4dx1 ∧ dx4)

=
1

2
a2(dx1 ∧ dx2 + dx3 ∧ dx4) +

1

2
a3(dx1 ∧ dx3 − dx2 ∧ dx4) +

1

2
a4(dx1 ∧ dx4 + dx2 ∧ dx3).

On désigne par (gij) la matrice inverse de (gij), et
√
g :=

√
det(gij),

d̂xi := (−1)i+1dx1 ∧ · · · ∧ dxi−1 ∧ dxi+1 · · · ∧ dxn. Alors

∗x1α = gij
√
gaix1d̂xj
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donc

(d ∗ x1α)|x =
∂gij
√
gaix1

∂xj
dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 ∧ dx4

= gij
√
gai

∂x1

∂xj
dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 ∧ dx4

= g1i√gaidx1 ∧ dx2 ∧ dx3 ∧ dx4

=
√
ga1dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 ∧ dx4

d∗(x1α)|x = (− ∗ d ∗ x1α)|x
= − ∗ ((d ∗ x1α)|x)

= − ∗ (
√
ga1dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 ∧ dx4)

= −a1

Donc pour tout v ∈ TM∗x , v 6= 0, on a

σv(P )(α) = 0 =⇒ α = 0,

puis
dimA1(M)x = 4 = 1 + 3 = dimA0(M)x + dimA2

+(M)x

σv(P ) est un isomorphisme, et donc P est un opérateur elliptique.
Parce que α ∈ H1(M, g) =⇒ dα = d∗α = 0 =⇒ Pα = 0, on a

H1(M, g) ⊂ ker(P )

Or pr+ = 1
2 (Id+ ∗)

d+α = 0

=⇒dα+ ∗dα = 0

=⇒d ∗ dα = 0

=⇒d∗dα = 0

donc
P (α) = 0 =⇒ d∗dα = dd∗α = 0 =⇒ (dd∗ + d∗d)(α) = 0

on a
ker(P ) ⊂ H1(M, g)

Par le théorème de Hodge, A0(M) = H0(M)⊕ d∗(A1(M)), et

H0(M) = {fonctions harmoniques sur M} = R

puisque M est compacte.
On a

Im(d+) = {dα+ ∗dα|α ∈ A1(M)}

Si β ∈ A2
+(M) a la décomposition de Hodge β = β0 + dβ1 + d∗β2, alors

∗β = ∗β0 + ∗dβ1 + ∗d∗β2

= ∗β0 + d(− ∗ β2) + d∗(− ∗ β1).
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Parce que

∆β0 = 0⇔ dβ0 = d∗β0 = 0⇔ d ∗ β0 = d∗ ∗ β0 = 0⇔ ∆ ∗ β0 = 0,

C’est la décomposition de Hodge de ∗β = β, et donc

dβ1 = d(− ∗ β2) d∗β2 = d∗(− ∗ β1),

on peut prendre β2 = − ∗ β1, donc on a

A2
+(M) = Im(d+)⊕ (H2(M, g) ∩A2

+(M)) = Im(d+)⊕H2
+(M, g)

Pour tout (β, γ) ∈ d(A1(M))× d∗(A1(M)), parce que

d(A1(M)) = d(H1(M)⊕ d(A0(M))⊕ d∗(A2(M))) = d(d∗(A2(M))),

il existe α2 ∈ A2(M) telle que dd∗α2 = β.
Pour la même raison, il existe α0 ∈ A0(M) telle que d∗dα0 = γ. Alors

P (dα0 + d∗α2) =

(
1
2 (β + ∗β)

γ

)
.

Donc on a

Im(P ) = Im(d+)⊕ Im(d) =⇒ coker(P ) = H2
+(M, g)⊕ R.

Donc l’opérateur

(
/DA0

,

(
d+

d∗

))
est un opérateur elliptique d’ordre 1. Par

estimations elliptiques on a

‖(αn,Ψn)‖Lpk+1
≤ Ckp

(
‖(αn,Ψn)‖Lp +

∥∥∥∥(−1

2
γ(αn)Ψn,

(
γ−1

+ (Ψn ⊗ Ψ̂n)0 − F+
A0
− 2πiβ+

0

))∥∥∥∥
Lpk

)

et par multiplication des sections de Sobolev, on a∥∥∥∥(−1

2
γ(αn)Ψn,

(
γ−1

+ (Ψn ⊗ Ψ̂n)0

0

))∥∥∥∥
Lpk

≤ C‖(αn,Ψn)‖Lpk‖Ψn‖Lpk

où l’application bilinéaire est

((α,Ψ),Φ) 7→
(
−1

2
γ(α)Φ,

(
γ−1

+ (Ψ⊗ Φ̂)0

0

))
Parce que A0, β sont fixés, si ‖(αn,Ψn)‖Lpk sont bornées uniformément, alors

‖(αn,Ψn)‖Lpk+1
sont bornées uniformément. Donc si p0 > 4, et ‖(αn,Ψn)‖Lp01

sont bornées uniformément , alors ‖(αn,Ψn)‖Lp0k sont bornées uniformément

pour tout k ∈ N, donc ‖(αn,Ψn)‖Ck sont bornées uniformément pour tout
k ∈ N par le théorème de plongement, donc (αn,Ψn) admet une sous-suite con-
vergente dans la topologie C∞ par le procédé diagonal.
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Il nous reste à montrer que ‖(αn,Ψn)‖Lp1 sont bornées uniformément.

Notons que (αn +A0,Ψn) ∈ QSW
τ
β . Si (A,Ψ) ∈ QSW

τ
β , on a

−∆ÂΨ =
1

4
γ+(F+

A )(Ψ) +
sg
4

Ψ (Lichnerowicz)

=
1

4
(Ψ⊗ Ψ̂)0(Ψ)− 1

2
γ+(πiβ+)(Ψ) +

sg
4

Ψ(Seiberg −Witten)

=
1

8
|Ψ|2Ψ− 1

2
γ+(πiβ+)(Ψ) +

sg
4

Ψ (Lemme 7.1)

alors

(∆ÂΨ,Ψ) = −1

8
|Ψ|4 − sg

4
|Ψ|2 +

1

2
πγ+(iβ+)(Ψ),Ψ) (lemme 7.1)

= −1

8
|Ψ|4 − sg

4
|Ψ|2 +

1

2
πγ+(iβ+)(Ψ⊗ Ψ̂0) (lemme 7.1 encore)

et

<(∆ÂΨ,Ψ) = −1

8
|Ψ|4 − sg

4
|Ψ|2 + <

(
1

2
πγ+(iβ+)(Ψ⊗ Ψ̂0)

)
≤ −1

8
|Ψ|4 − sg

4
|Ψ|2 +

∣∣∣∣12πγ+(iβ+)(Ψ⊗ Ψ̂0)

∣∣∣∣
≤ −1

8
|Ψ|4 +

(√
2π|β+| − sg

4

)
|Ψ|2

Alors

1

2
∆|Ψ|2 = <(∆ÂΨ,Ψ)− |∇Ψ|2 ≤ −1

8
|Ψ|4 +

(√
2π|β+| − sg

4

)
|Ψ|2.

M est compacte, prenons x0 telle que |Ψ|2 atteint son maximum à x0. En
utilisant le principe de maximum de Hopf, on a

0 ≤ 1

2
∆|Ψ|2(x0) ≤ −1

8
|Ψ|4 +

(√
2π|β+| − sg

4

)
|Ψ|2(x0).

et donc

sup
M
|Ψ|2 ≤ max

(
0, sup

M
[8
√

2π|β+| − 2sg]

)
donc (

γ−1
+ (Ψn ⊗ Ψ̂n)0 − F+

A0
− 2πiβ+

0

)
sont bornées uniformément par rapport à la norme C0 et donc Lp pour tout
p ≥ 1.

Par lemme, l’opérateur

(
d+

d∗

) ∣∣∣∣
d(iA0(M))⊕d∗(iA2(M))

est elliptique et injectif,

par la propriété de Fredholm, Im

((
d+

d∗

) ∣∣∣∣
d(iA0(M))⊕d∗(iA2(M))

)
est fermé. Par

le théorème de Banach, on a

αn−harm(αn) =

(
d+

d∗

) ∣∣∣∣
d(A0(M))⊕d∗(A2(M))

−1((
γ−1

+ (Ψn ⊗ Ψ̂n)0 − F+
A0
− 2πiβ+

0

))
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=⇒ ‖αn − harm(αn)‖Lp ≤ C
∥∥∥∥(γ−1

+ (Ψn ⊗ Ψ̂n)0 − F+
A0
− 2πiβ+

0

)∥∥∥∥
Lp

Parce que les harm(αn) ∈ Π sont C0 bornées, les ‖αn‖Lp sont bornées uni-

formément. En utilisant les estimations elliptiques pour

(
d+

d∗

)
,

‖αn‖Lp1 ≤ C

(
‖α‖Lp +

∥∥∥∥(γ−1
+ (Ψn ⊗ Ψ̂n)0 − F+

A0
− 2πiβ+

0

)∥∥∥∥
Lp

)

sont bornées uniformément, pour tout p > 1.

Enfin, on utilise les estimations elliptiques pour /DA0
, alors

‖Ψn‖Lp1 ≤ C
(
‖Ψn‖Lp +

∥∥∥∥−1

2
γ(αn)Ψn

∥∥∥∥
Lp

)
sont bornées uniformément, et donc ‖(αn,Ψn)‖Lp1 sont bornées uniformément.
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