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CORRIGE DE L'EXAMEN PARTIEL

EXERCICE

. (a) Il est immédiat de vérifier que d’ est une distance. Comme d < d’, toute boule de centre

a pour la distance d contient une boule de méme centre pour la distance d’. Réciproque-
ment, soit 7’ > 0. Comme f est continue, il existe 7/ > 0 tel que si z € By(a,r”), alors
|f(z) — f(a)| < r'/2. Posons r = min(r”,r'/2). Alors By(a,r) C Bg/(a,r’). Cela acheve la
démonstration.

(b) La fonction f est continue sur U. Par conséquent, si (z,,), converge vers un point a de
U, d(xp,a) tend vers 0.

(c) Une suite de Cauchy est bornée, i.e. il existe une constante C' telle que d'(zy,xo) < C.
Alors f(xy,) = d(xn, X — U)~! est aussi borné, d’ott la conclusion.

(d) Soit (xy)n suite de Cauchy de U pour la distance d’. Comme d < d’, c’est aussi une
suite de Cauchy de (X, d) qui est complet. La suite converge donc vers une limite a dans
X. Compte-tenu de la question (b), il reste & voir que la limite a est dans U. D’apres la
question précédente, (), reste dans le fermé F' = {z € X,d(z,X —U) > ¢} CU. Il en
est donc de méme pour la limite a.

(a) Montrons que G’ un fermé pour la topologie produit : en effet, G' = {(z)nen €
[Ten Un; VD, q, d(zp,x4) = 0}. Comme l'application (2, )nen — d(xp, x4) est continue sur
[I,en Un & valeurs dans R (étant donné qu’elle est la composée de (z)nen — (2p, 24) qui
est continue puisque les projections canoniques le sont, et de d), on voit que G’ est une
intersection de fermés.

(b) Le fait que ® soit continue résulte du fait que sa composée avec toute projection
canonique est continue. Notons ¢ I'injection canonique de G dans Uy. L’application &~ :
G' — G est telle que Lo ®~1 = my (ol mg est la projection sur le facteur d’ordre 0). Cette
composée étant continue, il résulte de la définition de la topologie induite sur G, que ®~!
est continue.

D’apres la question 1., il existe une distance d], sur U,, topologiquement équivalente &
la distance induite par d, et telle que (U,,d]) soit complet. Posons ¢/, = d!, /(1 + d],).
On sait que cette distance est uniformément équivalente & d.,, et que d((zn)n, (Yn)n) =
> onen 2770, (xn, yn) est une distance sur [],,cn Un, qui induit la topologie produit, et pour
laquelle ce produit est complet. Par conséquent, le fermé G’ de [],,cn Un est complet pour
la distance induite par d. En transportant cette distance sur G par ’homéomorphisme @,
on obtient la conclusion voulue.

PROBLEME

Il est trivial que (), X sont des éléments de 7g, et que 7g est stable par réunion. Pour vérifier
que l'intersection de deux éléments de 7g est dans 7g, il suffit de vérifier que I'intersection
de deux G-voisinages est un G-voisinage. Si Uj, j = 1,2 sont des G-voisinages de a, il existe
Vj, 7 = 1,2, voisinages de a pour la topologie 7 tels que tout G' € G contenant a et inclus



1.B.
. (a) 1l faut voir que W est G-voisinage de chacun de ses points. Soit a € W C U. Comme

II.

dans V; soit en fait inclus dans U;. Alors tout G' € G tel que a € G C V1 N V3 est inclus
dans U; N Us. Cet ensemble est G-voisinage de a.

Pour vérifier que 7g est plus fine que 7, il suffit de vérifier que tout voisinage V' de a pour
7 est voisinage de a pour 7g : cela résulte de (%) dans laquelle on prend U = V.

(a) Montrons que 7 = 7g. On sait déja que la seconde topologie est plus fine que la
premiere. Réciproquement, soit U un G-voisinage de a, et V' le voisinage de a donné par
la condition (). Appliquant cette condition & G = {a, b}, ou b est un point quelconque de
V', on obtient b € U, donc V' C U. Il en résulte que U est voisinage de a pour la topologie
T.

(b) Montrons que 7g est la topologie discréte. Il suffit pour cela de remarquer que la
condition (x) est vraie avec U = {a}.

. Soient a € X, b =wu(a) et U’ un H-voisinage de b. Il existe donc V' voisinage de b tel que

VHeH,(be Het HCV' = HCU).

Posons V = u~1(V’). Comme u est continue, V est voisinage de a. Soit U = u~1(U").
Montrons que c’est un G-voisinage de a. Soit G € G tel que a € G C V. Alors, u(G) C
w(V) Cc V' et b € u(@). Soit y € u(G). Il existe H € H avec H C u(G) et b,y € H. On a
donc He Het HC V', dou H C U’ et donc y € U’. On a donc prouvé u(G) C U’, donc
GcU=u}U).

U est G-ouvert, il existe V voisinage de a tel que tout G € G vérifiant a € G C V vérifie
G C U. Or par hypothese, G et W sont G-connexes et GNW # () puisque cette intersection
contient a. Alors W U G est G-connexe, et par maximalité de W, on en déduit G C W.
Donc la condition (x) est vérifiée par W, i.e. W est G-voisinage de a.

(b) Soit @ € X. Soit U un G-voisinage de a, que 1'on peut supposer ouvert quitte & le
réduire. Soit W la G-composante connexe de U contenant a. Par (a), W est G-voisinage de
a et est G-connexe par construction. Tout G-voisinage de a contient donc un G-voisinage
connexe.

. Montrons que W est G-voisinage de chacun de ses points. Soit ¢ un point de W C V. Alors

V est un voisinage de a.

Supposons d’abord qu’il existe au moins un G' € G contenant a et inclus dans V. Définissons
U = Ugeg,aeccvy G- Par construction, si G € G contient a et est contenu dans V', on a
G C U. Cela signifie que U est un G-voisinage de a. De plus, comme chaque élément de G
est connexe, U est connexe (comme union de connexes contenant un méme point). Or W
est la composante connexe de a dans V', donc par maximalité, U C W. Donc W contient
un G-voisinage de chacun de ses points.

S’il n’existe aucun G € G inclus dans V' et contenant a, on prend U = {a}, et (*) montre
que U est G-voisinage de a inclus dans W.

1. Montrons d’abord que si a € C — D, et si 19 > 0 est assez petit pour que B(a,r()

ne rencontre pas D, alors (B(a,r))o<r<r, €st une base de G-voisinages de a. Comme la
topologie 7g est plus fine que la topologie usuelle, on sait déja que chaque B(a,r) est un
G-voisinage de a. Réciproquement, soit U un G-voisinage de a. Par (x), il existe r €]0, ro|
tel que sia € G C B(a,r) et G € G alors, G C U. Par définition de G, on peut prendre G



de la forme [a,b] pour tout élément b de B(a,r). Cela montre que B(a,r) C U, donc que
tout G-voisinage de a contient une boule ouverte de centre a.

Supposons maintenant que a est dans D. Il est clair que W (a,r) est G-voisinage de a : il
suffit en effet de constater que (x) s’applique si I'on prend V = B(a,r). Réciproquement,
soit U un G-voisinage de a. Il existe alors » > 0 tel que si a € G C B(a,r) et G € G, alors
G C U. En prenant G = [a, b] pour tout b € W (a,r), on constate que [a,b] est bien dans
G, puisque cet intervalle n’est jamais contenu dans D. Il en résulte que b € U donc que
W{(a,r) CU.

2. On peut prendre V' de la forme W (z, ), et il faut voir que I’adhérence de cet ensemble
pour le G-topologie rencontre D. Or, si on prend 2’ dans D avec |z — 2’| < r, on constate
immédiatement que pour tout ' > 0, W(z', ") N W (z,r) # 0. Cela signifie que 2’ est dans
W(z, r)g.

3. (a) On doit voir que (C— D)U{0} est G-voisinage de chacun de ses points a. Si a # 0, cela

résulte du fait que B(a,r) ne rencontre pas D pour r > 0 assez petit. Si a = 0, il suffit
d’utiliser que W(0,r) N (D — {0}) = () pour tout r > 0.
(b) Dans un espace métrique, tout point admet une base de voisinages fermés (les boules
fermées centrées en ce point). Comme D — {0} est G-fermé, il existerait, si la G-topologie
était métrisable, un G-voisinage G-fermé de 0 ne rencontrant pas D — {0}. Mais d’apres 2.,
un G-voisinage G-fermé rencontre toujours D — {0}. On obtient donc une contradiction,
qui montre que la topologie 7g n’est pas métrisable.

II. B.

1. Remarquons d’abord que si a,b sont dans C* pour une chaine C, alors d(a,b) < diamC.
Il en résulte que d(a,b) < p(a,b), donc que p(a,b) = 0 entraine a = b. La symétrie étant
évidente, il reste a montrer que p(a,b) < p(a,c) + p(c,b). Si p(a,c) ou p(c,b) est égal
a 1, inégalité est triviale. Supposons donc p(a,c) et p(c,b) strictement plus petits que
1. Soit € > 0. Il existe alors C; G-chalne de a a ¢ et Co G-chaine de ¢ a b telles que
diamC; < p(a,c) + € et diamCy < p(c,b) + €. La concaténation C des chaines C; et Ca est
une G-chaine de a & b, de diameétre plus petit que p(a,c) + p(c, b) + 2¢. Il en résulte que
p(a,b) est plus petit que cette quantité. La conclusion en découle. Comme on a vu que
d < p, la topologie associée & p est plus fine que celle associée a d.

2. (a) Appliquons la condition (x). Il existe V' voisinage de a tel que si G € Get a € G CV
alors G C U. Appliquons ’hypothese a ce V. Il existe un voisinage D de a, que I'on peut
supposer de la forme D = B(a,26), tel que pour toute G-chaine comme dans 1’énoncé, il
existe G, € G, contenant a et x et contenu dans V', donc contenu dans U par le choix de
V.

(b) On prend le 6 déterminé en (a). On peut le supposer strictement plus petit que 1/2.
Alors, si p(a, ) < 0, il existe une G-chaine C joignant a a x de diameétre inférieur a 2. Cette
chaine est contenue dans By(a,2d). On peut donc, d’apres la question précédente, trouver
un G, contenu dans U et contenant z. En particulier, z est dans U, donc {z, p(a,x) <
d}cU.

3. On vient de montrer que tout G-voisinage de a est un voisinage de a pour la topologie
associée a la distance p. Réciproquement, il suffit de voir que pour tout r» > 0, la boule
{z, p(a,z) < r} est un G-voisinage de a. Or si on pose V = By(a,r), tout G de G contenant
a et contenu dans V' est une G-chaine de a a chacun de ses points x, de diametre strictement
inférieur a r. Il en résulte que p(a,z) < r donc que G C {x, p(a,z) < r}. La condition ()
est bien satisfaite par U = {x, p(a,z) < r}.



