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Un des domaines de recherche les plus actifs dans la logique actuelle
est la preuve assistée par ordinateur, qui vise a automatiser et a formaliser
autant que possible les mécanismes des démonstrations mathématiques. On
sait pourtant, grace aux deux théorémes d’incomplétude de Godel, qu’aucun
systéme formel fondé sur I'arithmétique de Peano n’est complet, et méme
mieux (ou pire), qu'un tel systéme ne peut démontrer sa propre cohérence.
Ces théorémes montrent donc qu’il est impossible de réunir de fagon co-
hérente et exhaustive I’ensemble des mathématiques en un unique langage
formel fondé sur ceux que ’on utilise actuellement, et toutes les méthodes
de preuve automatique tombent sous les limites de ces théorémes.

On connait pourtant des résultats qui impliquent la cohérence de ’arith-
métique du premier, voire du deuxiéme ordre, mais qui ne sont évidemment
pas démontrables dans ces cadres.Nous allons tenter de nous intéresser & deux
de ces résultats, les normalisations fortes du systéme T et du systéme F, qui
codent respectivement PA; et PAs & 'aide du lambda-calcul. Ces résultat
ont un intérét per se, et pas seulement dans le cadre de la démonstration de
la cohérence de l'arithmétique. En effet, le systéme F en particulier est un
langage tres expressif, qui permet de coder de facon effective de nombreuses
structures utilisées dans les langages de programmation, et la preuve de sa
normalisation forte fournit des résultats intéressants sur ces langages. Par
ailleurs, ces systémes permettent de coder, et donc d’automatiser, de fagon
effective les preuves dans PA.

Afin de mieux comprendre le mécanisme des preuves, il faut toutefois faire
une petite digression sur le concept de preuve, et en particulier sur les limites
de l'induction, qui est la méthode de preuve formalisée dans ’arithmétique
de Peano. L’induction, en effet est un outil remarquablement puissant, qui
permet d’effectuer des démonstrations finies et facilement automatisables.
Toutefois, le premier théoréme d’incomplétude nous assure que c’est une
technique de preuve incompléte, et qu’on ne peut faire 1‘économie de preuves
"infinies". Ces preuves "infinies" sont souvent difficiles & automatiser car fai-
sant largement appel a l'intuition et a 'imagination humaine (un exemple
caractéristique est la démonstration par Gauss de la valeur de la somme des
n premiers nombres.), mais il est toutefois parfaitement possible de décorti-
quer aussi mécaniquement que possible leur fonctionnement, dans un but de
formalisation. Parmi ces méthodes de preuves, la structure la plus classique
est celle de la "preuve par prototype" : il s’agit alors de raisonner non plus
sur les éléments & propos desquels on veut démontrer quelque chose, mais
sur leur type, et sur les caractéristiques connues comme communes a tous les
éléments ayant ce type. Cette facon de procéder est de trés loin la plus fré-
quente en informatique : ainsi, qui songerait & énumeérer toutes les matrices
de GL, pour démontrer qu’elles ont un déterminant non nul? Par ailleurs,
cette méthode & un avantage cognitif certain pour un étre humain, qui est
que l'on peut "découvrir" la formule au cours de la démonstration, alors qu’il
est indispensable de savoir précisément ce qu’on souhaite démontrer par in-



duction. Il faut toutefois noter que, pour puissante qu’elle est, cette méthode
de preuve n’est pas codable dans PA.

A la lumiére de ces différentes remarques, nous allons donc essayer de
montrer le principe et l'intérét de ces résultats et de leur preuves, afin de
différencier ce que l'on peut effectivement coder et automatiser et ce qui
appartient a des codes d’ordre supérieur.

1 Lambda-calcul du premier ordre, Systéme T

On va s’intéresser en premier lieu au systéme T, une extension simple
du lambda-calcul classique formalisée par Godel dans ’espoir de démonter
la cohérence de 'arithmétique,

a) Définitions
Le lambda-calcul classique

Nous allons tout d’abord rappeler, essentiellement afin de fixer les forma-
lismes, la syntaxe et les régles de réduction du lambda-calcul classique. On se
donne tout d’abord un ensemble V de variables, que l'on notera ici z,y, 2, . . . .
On peut alors définir récursivement ’ensemble 7 des lambda-termes de la
fagon suivante :

Définition des lambda-termes. L’ensemble T des lambda-termes est le
plus petit ensemble tel que

~z€EV=>2€T

- (teTAueT)=(tu) €T

—teT=VeeV, xteT

~-teT=M)eT

On définit sur cet ensemble de termes une regle de réduction.
La f-réduction. (Az.tu) — t[z := u]

Ou t[z := u| dénote le lambda-terme ¢, ou 'on remplace toutes les oc-
curences de = par u. Cette définition informelle de la substitution fait évi-
demment abstraction de beaucoup de problémes. Pour des définitions plus
rigoureuses, voir ’annexe A.

On va enfin définir la notion de normalisation pour le lambda-calcul :

La normalisation. On dit qu’un lambda-terme est normal sl n’y a aucune
réduction partant de ce terme.

Une forme normale d’un lambda-terme est un lambda-terme normal en
lequel ce terme se réduit. La propriété de Church-Rdsser (ou confluence) nous
assure que lorsqu’elle existe, cette forme est unique.

Un lambda-terme est dit faiblement normalisant si il a une forme nor-
male, fortement normalisant si toutes les réductions partant de ce terme
terminent en cette forme normale.



On dit qu’un systéme basé sur le lambda-calcul est faiblement(fortement)
normalisant, si tous les termes qui le composent le sont.

Le lambda-calcul classique n’est pas fortement, ni méme faiblement nor-
malisant : un terme comme Q = (Az.zz)(Az.zz) n’a que des réductions
infinies.

Le typage et le codage des entiers.

Le lambda-calcul classique tel que nous venons de le définir est un outil
remarquable pour ’étude des langages de programmation. Pour notre usage,
nous allons lui adjoindre des régles de typage, puis quelques fonctions exte-
rieures, afin d’obtenir le systéme T.

Le typage du lambda-calcul classique se fait a partir d’un contexte de
typage, qui contient essentiellement le type des variables libres, et de regles,
que nous allons exposer ici. On note de fagon classique u : F' pour signifier
que le lambda-terme u est de type F. Parmi les difffentes solutions pour ty-
per le lambda-calcul, on choisit celle consistant & attribuer un type fixe aux
variables. Si cette méthode comporte quelques inconvénients, entre autre
d’exiger une grande prudence lors des a-renommages, elle correspond par-
faitement aux systeémes que ’on veut coder. On note alors zy une variable
z de type F. On a les régles suivantes :

Les régles de typage.

o F
u:G
Arpu:F =G
u:F =G v: F
uwv : G

Ces régles extrémement simples suffisent pour rendre le lambda-calcul
typé normalisant : en effet les termes qui "bouclent" comme 2 ne sont pas
typés. On s’intéressera plus en détail & ces propriétés de normalisation ulté-
rieurement. Par ailleurs, comme nous le verrons plus loin, ces régles sont en
bijection avec les régles de déduction logique.

Pour finir le codage de 'arithmétique en lambda-calcul, il nous manque
encore quelques outils. Ces outils vont nous étre apportés par le systéme T
de Godel, qui va nous permettre de coder P.A;.

Dans le systéme T, on a deux types de base Int et Bool & partir duquel
on peut comme précédemment construire des types composés. On ajoute par
ailleurs trois symboles de constantes : 0, T" et F' respectivement de type Int,
Bool et Bool et trois opérateurs R, S et D.

S est tel que si t est de type Int, St est de type Int également. Intuiti-
vement, S représente la fonction successeur, et 0 la constante 0.



R est tel que si u, v et ¢ sont de types U, U —(Int— U) et Int alors
Ruwt est de type Int. (U est un type quelconque). Intuitivement, R est un
opérateur de récursion.

D est tel que si u, v et ¢ sont de types U, U, Bool alors Duvt est de type
U. Intuitivement, D est un opérateur de branchement, T" et F' représentant
repectivement la valeur Vrai et la valeur Faux.

On ajoute également 4 nouvelles régles de réduction, afin que nos opéra-
teurs aient le sens que 'on veut leur donner :

Reégles de réduction du systéme T.
Ruv) — u
Ruv(St) — v(Ruvt)
DuvT — u
DuvF — v

On va enfin coder I’addition et la multiplication, qui sont deux opérateurs
infixes binaires tels que si u et v sont de type Int alors u(4/X)v est de type
Int. Pour ce faire on définit :

x4+ 1y = Rz (A Amme.Sn) y

z X y=RO0O (AnmeAm.(n+z)) y

b) Le codage de P.A; en systéme T, lien entre normalisa-
tion et cohérence

On peut coder tous les élements de la théorie de Peano a I’aide du systéme
T. On procéde en identifiant les formules & des types, et un terme typé a une
preuve. Ainsi, une réduction d’un lambda-terme correspond & 1’élimination
d’un détour de la preuve. Afin d’éclairer ce concept, nous allons donner un
exemple en logique classique : On se donne deux axiomes F' et F' = G, et
on veut montrer GG. La preuve est de cette forme :

F F=G
G

Le fait que F' et F' = @ soient des axiomes se traduit par l’existence d’un
terme de type F' et d’'un terme de type F' = G, que l'on notera u et v. uv
est alors une preuve de G, car c’est un terme de type G.

En plus des types ajoutés par le systéme T, on a besoin d’un type L, qui
représente les formules contradictoires. Si F' est une formule, on peut alors
coder —=F par F' =-_1. Si ’on veut pouvoir coder P.A;, on a besoin des régles
de déduction de la logique classique, et en particulier,

-—F = F
On ajoute donc un opérateur C' tq

u o F

Cu:F



et
Cuv — C(Aku(Af.k(fv))) C(Aku) — u(k ¢ fo(u))

Pour coder les axiomes de Peano, on ajoute un terme 7y de type 0 = 0,
et les axiomes sont alors de simples régles de transformations de formules.

Enfin, le schéma d’induction se code en ajoutant une nouvelle régle de
typage :

u: Fli:=0] v: Fli:=j] = Fli:= 5j]
Ruvt : F[i == t]

Toutes ces régles conservent la normalisation et la confluence de notre sys-
téme.

Alors, si PA; n’est pas cohérente, P.A; démontre une contradiction, donc
il existe un terme de type L. Ce terme a, par la normalisation forte, une forme
normale, qu’on ne peut exhiber. Ce raisonnement nous prouve que la preuve
de la normalisation forte se fait nécessairement en dehors de PA;.

Preuve de la normalisation forte

La preuve n’est pas du tout une preuve intuitive : elle se fait par induction
sur les types : en effet, il est hors de question de faire une induction du premier
ordre sur les termes, puisque on aurait une contradiction avec le théoréme
de Godel. On doit donc utiliser une induction plus forte, et en particulier
avoir une démonstration au moins d’ordre 2.

On va en fait définir pour chaque type T un ensemble RE Dy, ensemble
des termes "réductibles" de type T, que I'on construit par induction sur les
types de la fagon suivante :

Définition.

— si t est de type T atomique, alors t € REDr ssi t est fortement nor-
malisant

—sitestdetypeU -V, t€ REDy_yv ssi Yu € REDy, tu € REDy .
Cette définiton utilise l'axiome de compréhension et ne peut pas étre
codée dans PA1. En effet, on a besoin de ’axiome de compréhension
pour coder u € REDy.

— Un terme est dit neutre st ce terme n’est pas une abstraction, i.e s’il
est de la forme z, ot x est une variable, ou de la forme tu.

On va montrer chercher & montrer les propriétés suivantes sur les termes
réductibles :

Propriétés des termes réductibles.

(P1) : Sit € REDr, t est fortement normalisant

(P2) : Sit € REDy ett — t' alorst’ € REDyp

(P3) : Si t est neutre et que toute réduction d’un rédex de t donne un terme
t’,t' € REDy, alorst € REDy



Nous allons montrer ces propriétés par induction sur les types concernés.
On peut remarquer que, méme si c’est (P1) que nous cherchons a démontrer,
(P2) et (P3) nous sont indispensables pour pouvoir construire les éléments
de RED7. La charge inductive utilisée est particulierement lourde, et comme
on I’a vu plus haut, ne peut étre éxprimée par des formules arithmétiques
d’ordre 1. C’est la lourdeur et la complexité logique de cette charge inductive
qui permet & notre démonstration de fonctionner sans contredire le théoréme

de Godel.

Démonstration.

1°" cas : T est un type atomique

(P1) est triviale par définition de REDp

(P2) Si t € REDy alors t est fortement normalisant. Or ¢t — ¢/, donc ' est
clairement également fortement normalisant. D’out € REDyp = t' € REDr,
ce qui est (P2)

(P3) Toute réduction partant de ¢ passe par un des t’, qui sont tous forte-
ment normalisants, donc ¢ est fortement normalisant également, et on a (P3).

2°"€cas @ T est un type fleche, de type U — V
(P1) : Soit xzy une variable de type U. En appliquant (P3), zy € REDy.
Donc si t € REDy v, try € REDy, donc d’aprés (P1) tzy est fortement
normalisant. Or une chaine de réduction infinie de ¢ induit une chaine de
réduction infinie de tzy, donc si txy fortement normalisant alors t est forte-
ment normalisant. On a donc démontré (P1)

(P2) Soit u € REDy, tu € REDy et tu — tu’. D’aprés (P2), tu' € REDy .
Donc t' € REDy_,y ce qui montre (P2)

(P3) Soit ¢ neutre de type U — V, tel que pour tout t — ¢, t' € REDy_,y.
Soit u € REDy, d’aprés (P1), u est fortement normalisant. On peut donc
raisonner par récurrence sur la longueur de la plus longue réduction partant
de u, afin de montrer que tu € RE Dy Une réduction de tu donne :

~tu,out—t Ort € REDy_,y, donc t'u € REDy,

— tu', ou u — u'. D’apres (P2), v’ € REDy et la plus grand réduction
partant de u’ est plus courte que celle partant de u. Par hypotheése de
récurrence, on a donc tu’ € REDy
Comme t est neutre, tu n’est pas un rédex, et il n’y a donc pas d’autres
possibilités de réduction. On a donc que tw est neutre de type V et ne
se réduit qu’en terme réductibles. Donc, d’aprés (P3), tu € REDy,
d'on t € REDy_,v et d’ou (P3).

O

Lemme d’abstraction.
SiYu € REDy, v[zy :=u] € REDy, alors Azy.v € REDy_,yv

Ce lemme compléte la propriété 3 pour les termes non neutres.



Démonstration. w € REDy, donc u fortement normalisant. zyy; € REDy,
donc v[zy = zy], c’est a dire v est fortement normalisant.
On peut donc raisonner par récurrence sur la somme de la longueur de la plus
longue réduction partant de u et de v, afin de montrer (Azy.v)u € REDy .
On peut réduire ce terme en :
— v[zy := u, qui appartient & REDy par hypothése.
~ Azy.v'.u, ot v — v'. La plus longue réduction partant de v’ est plus
courte que celle partant de v, ce terme est donc réductible par hypo-
these de récurrence.
— Azy.v.a', ot u — u'. Pour les mémes raisons que plus haut, ce terme
est réductible par hypothése de récurrence.
On a donc un terme qui ne se réduit qu’en des termes réductibles et qui est
neutre, d’ou (Azy.v)u € REDy. Et par définition, \zy.v € REDy_,yv O

On peut a présent démontrer le résultat qu’on recherche :

Théoréme de normalisation forte.
Tous les termes typés sont réductibles, donc fortement normalisants.

On va démontrer une propriété plus forte :

Lemme. Sitest un terme typé de variables libres Tiyysee s Lng,, SEUL, - .., Up
sont réductibles de type Uy, ...,U,, alors t[z := u] est réductible.

Démonstration. Par induction sur T :

— t est une variable : Alors t[z := u] = v d’ou t[x :=u] € REDy.

— t = vw : Alors par hypothése d’induction, w[z = uletv[z := u] sont
réductibles. Donc, par définition t[z := u] = vz := u|w[z := u] est
également réductible.

— t=Ay.w de type V' — W. Par hypothése d’induction, w[z := ul[y := v]
est réductible pour tout v réductible. Donc t[z = u] = )\y.w[g_ =
est réductbile

=,

O

2 Lambda-calcul du deuxiéme ordre : le systéme F

a) Définitions

Le systéme F est une extension du lambda-calcul typé, inventée par Jean-
Yves Girard (cf. [Gir]) permettant d’introduire des variables de type, donc
de quantifier sur les types et de coder PAs.

Les ajouts

On se donne tout d’abord un ensemble de variables de type que l'on
notera X, Y, Z,...En plus du type fleche déja défini on définit un nouveau
type VX.V ou X est une variable de type et V' un type.



On a les méme termes que précedemment, auxquels on ajoute AX.M,
"I’abstraction sur les types" ou X est une variable de type et M un terme.
Typage et Réduction

On garde pour les anciens termes les méme régles de typage, auxquelles
on ajoute les régles suivantes :

v:V
AXwv: VXV

(Si X n’est libre dans le type d’aucune variable libre de v)

m:VX.V
mU : VX := U]

(avec U type quelconque)
On garde également les réductions du lambda-calcul classique, auxquelles
on ajoute :

(AX0)U — v[X :=U]

On appelle parfois le systéme F "lambda-calcul polymorphe", ce qui s’ex-
plique assez facilement : en effet en systéme T comme en lambda-calcul
classique, le typage que nous avions décrit ne permettait pas de définir une
fonction sur plusieurs types : ainsi, il était nécessaire de définir une identité
pour chaque type. En systéme F, la fonction AX. Az x.xx permet de définir
une égalité sur n’importe quel type, tout en gardant une information forte
sur le type des fonctions.

Ce systéme élargit de facon considérable le pouvoir expressif du lambda-
calcul, en permettant de définir la plupart des types usuels utilisés dans les
langages de programmation (listes,arbre,...), ainsi que comme nous le verrons
plus loin les entiers, que nous pourrons ici directement coder dans le langage,
sans extension.

Quelques remarques : premiére intuition de la généricité

Le type VX.V introduit a priori une circularité dans la définition des
types : ainsi, un type comme V[X :=VX.V]| est parfaitement valide. Pour
que l'on puisse définir des fonctions sur de tels types, il est nécessaire qu'une
fonction fasse a peu prés la méme chose sur tous les types. Cette remarque,
sur laquelle nous reviendrons, est fondamentale pour la compréhension du
fonctionnement de la preuve de la normalisation forte du systéme F.



b) Pouvoir expressif
L’arithmétique de Heyting

Ici, au lieu de coder PA, en systéme F, on va tenter de coder H.As,
I’arithmétique de Heyting du second ordre. Ces deux systémes ont de toutes
fagon la méme "force", c’est & dire qu’elles définissent les mémes fonctions.
On peut en effet établir une bijection entre les formules de PA et celles de
HA, qui vérifient par ailleurs de la méme fagon le théoréme de Godel. 11
existe d’ailleurs une méthode de traduction de 'arithmétique intuitionniste
vers I'arithmétique classique, formalisée par Godel lui-méme dans les années
50.

Les entiers

On va coder directement en sytéme F le type Int ainsi que 0 et S. On
va en fait interpréter un entier n comme une fonction qui & un type U et
a une fonction f : U — U associe f". Les entiers sont donc du type :
VX.(X - X) = (X — X). On a alors :

O=AX X rx. \yx_x.T St = AX A zx A yxx.y(tXzy).
On peut de la méme facon coder un opérateur R ayant la méme séman-
tique que celui du systéme T. Nous épargnerons cependant cette formule au
lecteur, et nous considérerons cet opérateur comme codé.

Codage des déductions

On va coder chaque formule par un type. Un terme ayant ce type nous
fournira une preuve de la formule. On définit ainsi la correspondance C qui
a chaque formule associe un type.

1. C(a=b) =S ou S est un type fixé de F, contenant au moins un terme
clos. On définit donc arbitrairement un type pour chaque terme de la
forme (a = b) exprimé dans le langage.

2. C(a € X) = X ou X est a la fois une variable d’ordre 2 de H.A et une
variable de type de F'.

3. C(A= B)=C(A) = C(B)

4. C(Vz A) = C(A) avec x une variable du 1" ordre dans H.A.

5. C(VX A) = VX.C(A) c’est a dire qu'une quantification sur les en-
sembles se code en une abstraction sur les types.

On peut facilement définir les connecteurs logiques manquant & partir de
ceux que l'on a déja définis.

Il nous faut également coder les différentes régles de déduction de H.A.



A; HA;

se code en z; ou x; est une variable libre de type C(4;).
AFB
A= 1B

se code en Az.u ol z est une variable de type C(A) et u est le code de
la preuve de B & partir de A.

3.
A= B, A
B

se code en uv ou u est le code de la preuve de A = B et v celui de la

preuve de A.
4.

A
VA

n’a pas de code car C(A) = C(VzA)

5. De méme pour

VA
Alz = t]
pour les mémes raisons.
6.
A
VXA
se code en AX.u ot u est le code de la preuve de A.
7.
VXA
AlX :=z.C]

se code en en uv ou u est le code de la preuve de VXA et v = C(C).

On n’a pas besoin de coder de facon spécifique 'axiome de compréhension
et I'induction sur les entiers : il suffit de remarquer qu’on a dans H.A déja
implicitiment ’axiome de compréhension : Si on prend la formule valide :

VXY Ve(re X &z €Y)
on obtient

WY Vz(CezeY)
ce qui est exactement ’axiome cherché. De la méme facon, le schéma
d’induction est une formule valide sur les entiers, il n’y a donc pas be-
soin d’ajouter de régle de déduction : on peut définir en H. A, une formule

10



Nat(z) =VX.(0€ X = Vy.(y € X = Sy € X) = z € X). Cette formule
caractérise naturellement les élements auxquels on peut appliquer un schrha
d’induction, et est naturellement vérifiée par tout élément de la forme S™(0)

On peut montrer que dans ce cadre de codage, toute preuve dans H.A,
peut étre codé dans F, en particulier que ’on peut coder les axiomes, et les
fonctions totales de H.As dans F. Cela irait, 1a encore, bien loin de notre
sujet. Nous nous contenterons donc de remarquer que le codage que nous
venons de donner code bien le systéme de déduction de la logique du second
ordre intuitionniste, et que 'on peut arriver a coder de facon compléte H.As
dans ce systéme. Pour une preuve détaillée de ce résultat, se référer a [GLT|

Lien entre normalisation et cohérence

Reste a prouver & présent que ce codage "suffit" bien, c’est a dire que la
normalisation forte du systéme F implique bien la cohérence de H.As

Sil’on suppose H.As incohérente, on a un terme u qui prouve, par exemple,
YV P P. On aurait alors un terme en forme normale de type VX.X. u est alors
de la forme AX.v ou v est un terme de type X. Or comme X est une variable
de type, v ne peut étre de type X qu’en contenant une variable libre de type
X, ce qui est impossible par définition. On n’a donc pas de terme u prouvant
VX.X et HAy est bien cohérente.

c) La preuve de la normalisation forte du systéme F
Intuition de la structure de la preuve. Un exemple de généricité.

On aimerait intuitivement pouvoir réutiliser la méthode de preuve appli-
quée au lambda-calcul classique. Toutefois, dans le cas de 'ordre deux, une
simple induction sur les types va échouer pour les raisons de circularité évo-
quées plus haut : ainsi une définition naive de REDyx p comme ’ensemble
des u tels que pour tout type G uG € REDp(y._) ne peut pas fonctionner,
car P[X := G] n’est pas toujours une sous formule de VX.P. C’est donc le
caractére imprédicatif du systéme F et de la logique d’ordre deux qui entre
en jeu.

Pour échapper a cette difficulté, on définit des "candidats de réducibilité",
qui seront des ensembles de termes d’un type donné vérifiant (P1), (P2) et
(P3). Il est clair que le "vrai" ensemble RED fera partie de ces candidats.
On peut alors définir la réducibilité pour VX.P uniquement par rapport aux
candidats de réducibilité de type U. Ainsi, on peut montrer que l’identité
universelle I = AX. Az x.z est réductible : elle est réductible si et seulement
si pour tout type U et pour tout candidat de réducibilité R de U, IU est
réductible de type U — U. Montrer cela revient & montrer que Yu € R,
IUu € R ce que 'on peut démontrer a partir de (P3). Il est toutefois clair
que ce raisonnement fait entrer en jeu un argument d’ordre 3 : en effet, on
a quantifié sur des sous-ensembles d’un ensemble ( pour tout type et pour
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tout candidat de réducibilité). Comme prévu par le théoreme de Godel, cette
preuve va au-dela de 'ordre deux.

On voit dans ’exemple précédent que le raisonnement n’utilise aucune
information sur U. Tout se passe comme si 'abstraction de types était suffi-
sament uniforme pour que ’on puisse déterminer la réducibilité sans aucune
information sur son arguement. Cette uniformité, qui s’exprime par le théo-
réme de généricité(cf. [LMS], est fondamentale.

On peut & présent en venir & la preuve elle-méme, qui se fait nécessaire-
ment au-deld de 'ordre deux. En fait, on ne peut pas écrire de formule du
second ordre traduisant le fait que t est réductible de type T

Définitions préliminaires

On définit comme précédemment un terme neutre comme n’étant pas
une abstraction.

Définition d’un candidat de réducibilité.

Un candidat de réducibilité est un ensemble R de termes de type U
vérifiant (P1), (P2) et (P3).

En particulier, d’aprés (P3) un tel ensemble n’est jamais vide car il
contient toutes les variables de type U. On peut également remarquer que
I’ensemble des termes fortment normalisant de type U est une candidat de
réducibilité.

On peut définir un ensemble R — T par

teER—-TssiueR=tueT.

On peut réutiliser les arguments utilisés dans la premiére partie pour
montrer que si R et 7 sont des candidats de réducibilité de types respectifs
U et V,alors R — T est un candidat de réducibilité de type U — V.

On va maintenant montrer une série de lemmes qui nous ameéneront a la
preuve finale.

Définition de RED

Pour un type T de variables libre X, pour U une séquence de types de
la longueur correspondantes, pour R suite de candidats de réduciblilité pour
chacun des types U;, on peut définir un ensemble RED7[X := R] de termes
de type T[X := U] par :

1. REDx,[X :=R] =R;

2. REDp,q[X :=R] = REDp[X :=R] - RED¢[X :=R]

3. REDyy p[X := R] est défini par t € REDyy p[X = R] ssi VYV,
VS tq V est un type et S un candidat de réducibilité de ce type,
tV € REDp[X := R, Y := §] Clest ici que la généricité et l'ordre
3 interviennent, comme nous ’avons expliqué au début de cette partie.
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Lemme 1. RED7[X := R] est un candidat de réducibilité de type T.

Démonstration. On peut raisonner par induction sur T.

— Si T est un type atomique REDy[X := R] est REDr

— Si T est une variable de type, le lemme est vrai par définition

— Si T est de la forme F' — G, c’est une candidat de réducibilité d’apres

la définition de REDp[X := R] - RED¢[X := R]

— Si T est de la forme VY. F.
— (P1) Sit € REDy[X := R], pour tout type V et pour tout candidat
de réducibilité S, tV € REDp[X := R, Y := S| par hypothése
d’induction, tV est fortement normahsant, donc t l'est également.

— (P2) Sit € REDy[X := R], pour tout type V et pour tout candidat
de réducibilité S, tV € REDp[X :=R,Y := S] Sit >t tV =tV
par hypothése d’induction, 'V € REDp[X := R, Y := §] donc

€ REDr[X := R].

- (P3) Soit t neutre, et tout t’ tel que ¢ — ¢ dans REDp[X := R].
Soit V et § un type et un candidat de réducibilité de ce type. Une
réduction dans tV donne un terme t’V puisque t est neutre, et t’V
est dans REDp[X =R, Y := §], puisque t’ y est. Par hypothése

d’induction, tV est dans REDp[X = R, Y := §] et donc ¢t €
REDr[X = R]

O

On veut a présent vérifier que nos ensembles REDy[X := R] ont un bon

comportement vis & vis de la substitution, c’est & dire :
Lemme 2. REDpy.—y)[X := R] = REDp[X := R, Y := REDy[X :=
R]]

Démonstration. Par induction sur T & nouveau :

1. T est un type atomique il n’y a rien & prouver, puisqu’il n’y a pas de
substitution dans T

2. T est une variable de type. SiT # Y, il n’y a rien a prouver. SiT =Y,
on a REDp[X :=R,Y := REDy[X := R]] = REDy[X = R] =
REDrppy.—v)[X = R]

3. T est de la forme F' — G : REDpy.—y[X := R|
= REDpy.—y)[X := R] = REDgy.—y|[X :=R]
= REDp[X :=R,Y = REDy[X := R]] > RED¢g[X =R, Y
REDy[X := R]|
= REDp gl X :=R,Y := REDy[X :=R]|
= REDyp[X :=R,Y := REDy[X :=R]|
Le cas restant se montre selon le méme principe.

O

On va maintenant prouver que nos REDyp[X := R] vérifient le lemme sui-
vant, qui nous assure que l'on pourra "remonter" vers les abstractions sur
les types :

13



Lemme 3. Si pour tout V, S ou S est un candidat de réducibilité de V,
ulY :=V] € REDw([X :=R, Y :=S], alors AY.u € REDyyw[X := R]

Démonstration. AY.u € REDyy w[X := R] si et seulement si pour tout V,
S ou § est un candidat de réducibilité de V, (AY.w)V € REDw X := R]. Si
on raisonne par récurrence sur la plus longue réduction partant de u, on a le
résultat de facon immédiate grace a (P3) : toute réduction de (AY.u)V donne
un élement de REDw[X := R], donc (AY.w)V € REDw[X = R] O

Il nous reste & montrer que nos ensembles se comportent bien vis a vis
de I'application universelle, ce qui est quasi immeédiat grace au lemme 2 :

Lemme 4. Sit € REDyy w[X = R], alors tV € REDW[y;:v][X = R]
pour tout type V.

Démonstration. Par définition des ensembles RED, tV € REDy[X = R,
Y := §] pour tout candidat de réducibilité S. Or REDy[X := R] est un
candidat de réducibilité, d’ou tV € REDw (X :=R,Y := REDy[X = R]]
d’aprés le lemme 2, on a le résultat. O

Le théoréme de normalisation

On va maintenant montrer le résultat cherché :
Théoréme. Tous les termes du systéme F sont fortement normalisants.

On va pour cela donner une nouvelle définition de la réducibilité, et
montrer que tous les termes sont réductibles.

On dit que t de type T est réductible, si ¢ € REDp[X = SN], ou
SN; est I'ensemble des termes fortement normalisants de type X;. Comme
précédemment, on va montrer un résultat plus fort, qui est le suivant :

Théoréme. Soit t un terme de type T, dont les variables (d’ordre 1) libres
sont z, de type U. On suppose que toutes les variables de type libres dans T
et dans les U; sont parmi X. Soit R une suite de candidats de réducibilité
de types V, ou V., R et X ont méme longueur, et soient u des termes de
types U1[X = V], ..., Uy[X := V] qui sont dans REDy,[X = R],...,
REDy,[X :=R]. Alors t[X :=V][z :==u] € RED7[X = R].

Démonstration. On peut raisonner par induction sur t :
1. t est une variable : ¢ = u; et on a le résultat par définition.

2. t = vw par hypothése d’inductionv[X = V] [z := u] et w[X = V]
[z := u] réductibles, et donc t € RED7[X := R] par définition.

3. t=Azp.v par hypothése d’induction, v[X := V] [z := u] est réductible,
et donc t l'est.
Ces trois premiers cas se traitent en réalité excatement comme pour le
systéme T.
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4. t=vF, ou F est un type. Par hypothése d’induction, v[X := V] [z := u]
est réductible et par le lemme 3, t est réductible.

5. t=AX.w. On a de méme v[X := V] [z := u] réductible et donc t
réductible.

O

3 Conclusion

On a donc étudié les preuves de deux résultats montrant la cohérence de
certains systéme formels, et on a vu que ces preuves ne pouvaient s’exprimer
que dans des systémes formels plus puissants. On peut toutefois remarquer
que ces preuves pourraient se faire dans le systéme formel lui-méme, & condi-
tion de renoncer & l'induction : dans les deux cas, les parties d’ordre supé-
rieure des preuves étaient celles qui généralisait de facon inductive la preuve
a tous les termes. Si ’on se contente de faire une preuve par prototype, par
exemple sur tous les élements de type Int, on obtiendra une démonstration
codable dans la systéme lui-méme, qui nous dira essentiellement que un n
donné a une forme normale. Cependant, cette preuve par protoype a deux
points faibles : elle n’est pas automatisable, et elle ne fournit pas un résultat
global.

Toutefois, son existence pourrait donner I'idée que I’on peut prouver for-
mellement et automatiquement des résultats autrement que par induction,
et étre une des nouvelles orientations de la théorie de la démonstration.
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Annexe A

Le lambda-calcul

On se contentera ici de définir quelques concepts de base. Pour des réfé-
rences plus compléte, voir, par exemple [Gou]

1 Syntaxe

L’ensemble T des lambda-termes est construit par point fixe :
~ On se donne un ensemble (infini) de variables V. V C T
— App: (z,y) = 2y
Abs:u— Az, z €V
Par : u — (u)
— 7T est le plus petit ensemble contenant V stable a la fois par App, Abs
et Par
Le parenthesage sert & éviter les ambiguités.

2 Regles

a) a-renommage

On veut, par exemple, pouvoir identifier Az.x et Ay.y. On définit 'at —
renommage de la facon suivante :

Az.u o Ay.uf[z = y]

On étend cette relation binaire a sa cloture réfléxive, transitive et symeé-
trique passant au contexte et compatible avec 'a-équivalence. On obtient
une relation d’équivalence sur les termes que 'on note =,. On identifiera
désormais toujours deux termes a-équivalents.

b) [-réduction

On définit la B-réduction de la facon suivante :
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Az.uv [ u[z = v]
On étend cette relation par passage au contexte, et on la note alors —,
ou —g, puis en prend la cloture réflexive transitive, que ’on note —* et enfin
la cloture symeétrique, que I'on note =g.

c) La substitution

On a considéré jusqu’ici intuitive la signification de la substitution. Il est
pourtant indispensable de la définir de fagon précise, pour éviter d’obtenir
des erreurs syntaxiques ou sémantiques.

On définit donc deux fonctions fv et bv, qui & un lambda-terme associent
un ensemble de variables, de la facon suivante :

—z eV :fv(x) =x,bv(x) =0

— v, (u,v) € T2 : fv(uv) =fv(u)U fv(v), bv(uv) = bv(u)U bv(v)

- X,z €V, ueT fv(iz.u) = fv(u)\ x, bv(Az.u) = bv(u) U x.
Définition. On dit que = est substituable par v dans u ssi x ¢ bv(u) et
fo(w)Nbv(u) = 0.

On peut alors définir ’a-renommage et la S-réduction de fagon rigou-
reuse, quitte & prendre un a-équivalent ou x est substituable.

d) L’p-réduction

On introduit une deuxiéme regle de réduction, intuitivement valide et
pourtant complétement indépendante de la f-réduction. :

Az.ux 1 u(z ¢ fo(u))
On peut alors définir — g, —)En, =gy On voit assez facilement que cette
régle ne change pas les problémes de normalisation, puisqu’elle devient re-
dondante avec la G-réduction dés que ’on applique le terme & un autre terme.

3 Confluence

Il s’agit ici de montrer que la forme normale est unique quand elle existe.
On se contentera de donner 1’énoncé de la proposition et une idée de la
preuve.

Théoréme. Si on au €T tgu =" v et u =" w, alors A t tgv —* ¢t et
w—*1

Pour montrer cette propriété, la difficulté est qu’on ne maitrise pas le
nombre de réduction entre v et t, par exemple. On définit donc une nouvelle
réduction, contenue dans —* mais plus forte que —, qui nous assure que l’'on
a une réduction en une étape. Cette réduction, que ’on note = nous permet
de montrer :

u = v1 Au = vo implique At tq vy =t Avy =t
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