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Un des domaines de recherche les plus actifs dans la logique actuelle
est la preuve assist�e par ordinateur� qui vise � automatiser et � formaliser
autant que possible les m�canismes des d�monstrations math�matiques� On
sait pourtant� gr�ce aux deux th�or�mes d�incompl�tude de G	del� qu�aucun
syst�me formel fond� sur l�arithm�tique de Peano n�est complet� et m
me
mieux �ou pire�� qu�un tel syst
me ne peut d�montrer sa propre coh�rence�
Ces th�or�mes montrent donc qu�il est impossible de r�unir de faon co�
h�rente et exhaustive l�ensemble des math�matiques en un unique langage
formel fond� sur ceux que l�on utilise actuellement� et toutes les m�thodes
de preuve automatique tombent sous les limites de ces th�or�mes�

On conna�t pourtant des r�sultats qui impliquent la coh�rence de l�arith�
m�tique du premier� voire du deuxi�me ordre� mais qui ne sont �videmment
pas d�montrables dans ces cadres�Nous allons tenter de nous int�resser � deux
de ces r�sultats� les normalisations fortes du syst�me T et du syst�me F� qui
codent respectivement PA� et PA� � l�aide du lambda�calcul� Ces r�sultat
ont un int�r
t per se� et pas seulement dans le cadre de la d�monstration de
la coh�rence de l�arithm�tique� En e�et� le syst�me F en particulier est un
langage tr�s expressif� qui permet de coder de faon e�ective de nombreuses
structures utilis�es dans les langages de programmation� et la preuve de sa
normalisation forte fournit des r�sultats int�ressants sur ces langages� Par
ailleurs� ces syst�mes permettent de coder� et donc d�automatiser� de faon
e�ective les preuves dans PA�

A�n de mieux comprendre le m�canisme des preuves� il faut toutefois faire
une petite digression sur le concept de preuve� et en particulier sur les limites
de l�induction� qui est la m�thode de preuve formalis�e dans l�arithm�tique
de Peano� L�induction� en e�et est un outil remarquablement puissant� qui
permet d�e�ectuer des d�monstrations �nies et facilement automatisables�
Toutefois� le premier th�or�me d�incompl�tude nous assure que c�est une
technique de preuve incompl�te� et qu�on ne peut faire l��conomie de preuves
�in�nies�� Ces preuves �in�nies� sont souvent di�ciles � automatiser car fai�
sant largement appel � l�intuition et � l�imagination humaine �un exemple
caract�ristique est la d�monstration par Gauss de la valeur de la somme des
n premiers nombres��� mais il est toutefois parfaitement possible de d�corti�
quer aussi m�caniquement que possible leur fonctionnement� dans un but de
formalisation� Parmi ces m�thodes de preuves� la structure la plus classique
est celle de la �preuve par prototype� � il s�agit alors de raisonner non plus
sur les �l�ments � propos desquels on veut d�montrer quelque chose� mais
sur leur type� et sur les caract�ristiques connues comme communes � tous les
�l�ments ayant ce type� Cette faon de proc�der est de tr�s loin la plus fr��
quente en informatique � ainsi� qui songerait � �num�rer toutes les matrices
de GLn pour d�montrer qu�elles ont un d�terminant non nul � Par ailleurs�
cette m�thode � un avantage cognitif certain pour un 
tre humain� qui est
que l�on peut �d�couvrir� la formule au cours de la d�monstration� alors qu�il
est indispensable de savoir pr�cis�ment ce qu�on souhaite d�montrer par in�
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duction� Il faut toutefois noter que� pour puissante qu�elle est� cette m�thode
de preuve n�est pas codable dans PA�

� la lumi�re de ces di��rentes remarques� nous allons donc essayer de
montrer le principe et l�int�r
t de ces r�sultats et de leur preuves� a�n de
di��rencier ce que l�on peut e�ectivement coder et automatiser et ce qui
appartient � des codes d�ordre sup�rieur�

� Lambda�calcul du premier ordre� Syst�me T

On va s�int�resser en premier lieu au syst�me T� une extension simple
du lambda�calcul classique formalis�e par G	del dans l�espoir de d�monter
la coh�rence de l�arithm�tique�

a� D��nitions

Le lambda�calcul classique

Nous allons tout d�abord rappeler� essentiellement a�n de �xer les forma�
lismes� la syntaxe et les r�gles de r�duction du lambda�calcul classique� On se
donne tout d�abord un ensemble V de variables� que l�on notera ici x� y� z� � � � �
On peut alors d��nir r�cursivement l�ensemble T des lambda�termes de la
faon suivante �

D��nition des lambda�termes� L�ensemble T des lambda�termes est le

plus petit ensemble tel que

� x � V � x � T
� �t � T � u � T �� �tu� � T
� t � T � �x � V� �x�t � T
� t � T � �t� � T

On d��nit sur cet ensemble de termes une r�gle de r�duction�

La ��r�duction� ��x�tu�� t�x �� u�

O� t�x �� u� d�note le lambda�terme t� o� l�on remplace toutes les oc�
curences de x par u� Cette d��nition informelle de la substitution fait �vi�
demment abstraction de beaucoup de probl�mes� Pour des d��nitions plus
rigoureuses� voir l�annexe A�

On va en�n d��nir la notion de normalisation pour le lambda�calcul �

La normalisation� On dit qu�un lambda�terme est normal s�il n�y a aucune

r�duction partant de ce terme�

Une forme normale d�un lambda�terme est un lambda�terme normal en

lequel ce terme se r�duit� La propri�t� de Church�R�sser �ou con	uence
 nous

assure que lorsqu�elle existe� cette forme est unique�

Un lambda�terme est dit faiblement normalisant si il a une forme nor�

male� fortement normalisant si toutes les r�ductions partant de ce terme

terminent en cette forme normale�
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On dit qu�un syst�me bas� sur le lambda�calcul est faiblement�fortement


normalisant� si tous les termes qui le composent le sont�

Le lambda�calcul classique n�est pas fortement� ni m
me faiblement nor�
malisant � un terme comme � � ��x�xx���x�xx� n�a que des r�ductions
in�nies�

Le typage et le codage des entiers�

Le lambda�calcul classique tel que nous venons de le d��nir est un outil
remarquable pour l��tude des langages de programmation� Pour notre usage�
nous allons lui adjoindre des r�gles de typage� puis quelques fonctions ext��
rieures� a�n d�obtenir le syst�me T�

Le typage du lambda�calcul classique se fait � partir d�un contexte de
typage� qui contient essentiellement le type des variables libres� et de r�gles�
que nous allons exposer ici� On note de faon classique u � F pour signi�er
que le lambda�terme u est de type F � Parmi les di��entes solutions pour ty�
per le lambda�calcul� on choisit celle consistant � attribuer un type �xe aux
variables� Si cette m�thode comporte quelques inconv�nients� entre autre
d�exiger une grande prudence lors des ��renommages� elle correspond par�
faitement aux syst�mes que l�on veut coder� On note alors xF une variable
x de type F � On a les r�gles suivantes �

Les r�gles de typage�

xF � F

u � G

�xF �u � F � G

u � F � G v � F

uv � G

Ces r�gles extr
mement simples su�sent pour rendre le lambda�calcul
typ� normalisant � en e�et les termes qui �bouclent� comme � ne sont pas
typ�s� On s�int�ressera plus en d�tail � ces propri�t�s de normalisation ult��
rieurement� Par ailleurs� comme nous le verrons plus loin� ces r�gles sont en
bijection avec les r�gles de d�duction logique�

Pour �nir le codage de l�arithm�tique en lambda�calcul� il nous manque
encore quelques outils� Ces outils vont nous 
tre apport�s par le syst�me T
de G	del� qui va nous permettre de coder PA��

Dans le syst�me T� on a deux types de base Int et Bool � partir duquel
on peut comme pr�c�demment construire des types compos�s� On ajoute par
ailleurs trois symboles de constantes � �� T et F respectivement de type Int�
Bool et Bool et trois op�rateurs R� S et D�

S est tel que si t est de type Int� St est de type Int �galement� Intuiti�
vement� S repr�sente la fonction successeur� et � la constante ��
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R est tel que si u� v et t sont de types U� U ��Int� U� et Int alors
Ruvt est de type Int� �U est un type quelconque�� Intuitivement� R est un
op�rateur de r�cursion�

D est tel que si u� v et t sont de types U� U� Bool alors Duvt est de type
U� Intuitivement� D est un op�rateur de branchement� T et F repr�sentant
repectivement la valeur Vrai et la valeur Faux�

On ajoute �galement � nouvelles r�gles de r�duction� a�n que nos op�ra�
teurs aient le sens que l�on veut leur donner �

R�gles de r�duction du syst�me T�

Ruv�� u
Ruv�St�� v�Ruvt�
DuvT � u
DuvF � v

On va en�n coder l�addition et la multiplication� qui sont deux op�rateurs
in�xes binaires tels que si u et v sont de type Int alors u�	���v est de type
Int� Pour ce faire on d��nit �

x 	 y � Rx ��nInt��mInt�Sn� y
x � y � R � ��nInt��mInt��n	x�� y

b� Le codage de PA� en syst�me T� lien entre normalisa�
tion et coh�rence

On peut coder tous les �lements de la th�orie de Peano � l�aide du syst�me
T� On proc�de en identi�ant les formules � des types� et un terme typ� � une
preuve� Ainsi� une r�duction d�un lambda�terme correspond � l��limination
d�un d�tour de la preuve� A�n d��clairer ce concept� nous allons donner un
exemple en logique classique � On se donne deux axiomes F et F � G� et
on veut montrer G� La preuve est de cette forme �

F F � G

G

Le fait que F et F � G soient des axiomes se traduit par l�existence d�un
terme de type F et d�un terme de type F � G� que l�on notera u et v� uv
est alors une preuve de G� car c�est un terme de type G�

En plus des types ajout�s par le syst�me T� on a besoin d�un type �� qui
repr�sente les formules contradictoires� Si F est une formule� on peut alors
coder 	F par F ��� Si l�on veut pouvoir coder PA�� on a besoin des r�gles
de d�duction de la logique classique� et en particulier�

		F � F
On ajoute donc un op�rateur C tq

u � 		F
Cu � F
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et

Cuv � C��k�u��f�k�fv��� C��k�u�� u�k �� fv�u��
Pour coder les axiomes de Peano� on ajoute un terme �� de type � � ��

et les axiomes sont alors de simples r�gles de transformations de formules�
En�n� le sch�ma d�induction se code en ajoutant une nouvelle r�gle de

typage �
u � F �i �� �� v � F �i �� j�� F �i �� Sj�

Ruvt � F �i �� t�

Toutes ces r�gles conservent la normalisation et la con uence de notre sys�
t�me�

Alors� si PA� n�est pas coh�rente� PA� d�montre une contradiction� donc
il existe un terme de type�� Ce terme a� par la normalisation forte� une forme
normale� qu�on ne peut exhiber� Ce raisonnement nous prouve que la preuve
de la normalisation forte se fait n�cessairement en dehors de PA��

Preuve de la normalisation forte

La preuve n�est pas du tout une preuve intuitive � elle se fait par induction
sur les types � en e�et� il est hors de question de faire une induction du premier
ordre sur les termes� puisque on aurait une contradiction avec le th�or
me
de G	del� On doit donc utiliser une induction plus forte� et en particulier
avoir une d�monstration au moins d�ordre ��

On va en fait d��nir pour chaque type T un ensemble REDT � ensemble
des termes �r�ductibles� de type T� que l�on construit par induction sur les
types de la faon suivante �

D��nition�

� si t est de type T atomique� alors t � REDT ssi t est fortement nor�

malisant

� si t est de type U � V � t � REDU�V ssi �u � REDU � tu � REDV �

Cette d�niton utilise l�axiome de compr�hension et ne peut pas �tre

cod�e dans PA�� En e�et� on a besoin de l�axiome de compr�hension

pour coder u � REDU �

� Un terme est dit neutre si ce terme n�est pas une abstraction� i�e s�il

est de la forme x� o� x est une variable� ou de la forme tu�

On va montrer chercher � montrer les propri�t�s suivantes sur les termes
r�ductibles �

Propri�t�s des termes r�ductibles�

�P�
 � Si t � REDT � t est fortement normalisant

�P�
 � Si t � REDT et t� t� alors t� � REDT

�P�
 � Si t est neutre et que toute r�duction d�un r�dex de t donne un terme

t�� t� � REDT � alors t � REDT
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Nous allons montrer ces propri�t�s par induction sur les types concern�s�
On peut remarquer que� m
me si c�est �P�� que nous cherchons � d�montrer�
�P�� et �P�� nous sont indispensables pour pouvoir construire les �l�ments
de REDT � La charge inductive utilis�e est particuli�rement lourde� et comme
on l�a vu plus haut� ne peut 
tre �xprim�e par des formules arithm�tiques
d�ordre �� C�est la lourdeur et la complexit� logique de cette charge inductive
qui permet � notre d�monstration de fonctionner sans contredire le th�or
me
de G	del�

D�monstration�


er cas � T est un type atomique
�P�� est triviale par d��nition de REDT

�P�� Si t � REDT alors t est fortement normalisant� Or t � t�� donc t� est
clairement �galement fortement normalisant� D�o� t � REDT � t� � REDT �
ce qui est �P��
�P�� Toute r�duction partant de t passe par un des t�� qui sont tous forte�
ment normalisants� donc t est fortement normalisant �galement� et on a �P���

�emecas � T est un type  �che� de type U � V
�P�� � Soit xU une variable de type U � En appliquant �P��� xU � REDU �
Donc si t � REDU�V � txU � REDV � donc d�apr�s �P�� txU est fortement
normalisant� Or une cha�ne de r�duction in�nie de t induit une cha�ne de
r�duction in�nie de txU � donc si txU fortement normalisant alors t est forte�
ment normalisant� On a donc d�montr� �P��
�P�� Soit u � REDU � tu � REDV et tu� tu�� D�apr�s �P��� tu� � REDV �
Donc t� � REDU�V ce qui montre �P��
�P�� Soit t neutre de type U � V � tel que pour tout t� t�� t� � REDU�V �
Soit u � REDU � d�apr�s �P��� u est fortement normalisant� On peut donc
raisonner par r�currence sur la longueur de la plus longue r�duction partant
de u� a�n de montrer que tu � REDV Une r�duction de tu donne �

" t�u� o� t� t� Or t� � REDU�V � donc t�u � REDV

" tu�� o� u � u�� D�apr�s �P��� u� � REDU et la plus grand r�duction
partant de u� est plus courte que celle partant de u� Par hypoth�se de
r�currence� on a donc tu� � REDV

Comme t est neutre� tu n�est pas un r�dex� et il n�y a donc pas d�autres
possibilit�s de r�duction� On a donc que tu est neutre de type V et ne
se r�duit qu�en terme r�ductibles� Donc� d�apr�s �P��� tu � REDV �
d�o� t � REDU�V et d�o� �P���

Lemme d�abstraction�

Si �u � REDU � v�xU �� u� � REDV � alors �xU �v � REDU�V

Ce lemme compl�te la propri�t� � pour les termes non neutres�
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D�monstration� u � REDU � donc u fortement normalisant� xU � REDU �
donc v�xU �� xU �� c�est � dire v est fortement normalisant�
On peut donc raisonner par r�currence sur la somme de la longueur de la plus
longue r�duction partant de u et de v� a�n de montrer ��xU �v�u � REDV �
On peut r�duire ce terme en �

" v�xU �� u�� qui appartient � REDV par hypoth
se�
" �xU �v

��u� o� v � v�� La plus longue r�duction partant de v� est plus
courte que celle partant de v� ce terme est donc r�ductible par hypo�
th�se de r�currence�

" �xU �v�u
�� o� u � u�� Pour les m
mes raisons que plus haut� ce terme

est r�ductible par hypoth�se de r�currence�
On a donc un terme qui ne se r�duit qu�en des termes r�ductibles et qui est

neutre� d�o� ��xU �v�u � REDV � Et par d��nition� �xU �v � REDU�V

On peut � pr�sent d�montrer le r�sultat qu�on recherche �

Th�or�me de normalisation forte�

Tous les termes typ�s sont r�ductibles� donc fortement normalisants�

On va d�montrer une propri�t� plus forte �

Lemme� Si t est un terme typ� de variables libres x�U� � � � � � xnUn � si u�� � � � � un
sont r�ductibles de type U�� � � � � Un� alors t�x �� u� est r�ductible�

D�monstration� Par induction sur T �

" t est une variable � Alors t�x �� u� � u d�o� t�x �� u� � REDU �
" t � vw � Alors par hypoth�se d�induction� w�x �� u�etv�x �� u� sont
r�ductibles� Donc� par d��nition t�x �� u� � v�x �� u�w�x �� u� est
�galement r�ductible�

" t��y�w de type V �W � Par hypoth�se d�induction� w�x �� u��y �� v�
est r�ductible pour tout v r�ductible� Donc t�x �� u� � �y�w�x �� v�
est r�ductbile

� Lambda�calcul du deuxi�me ordre � le syst�me F

a� D��nitions

Le syst�me F est une extension du lambda�calcul typ�� invent�e par Jean�
Yves Girard �cf� $Gir%� permettant d�introduire des variables de type� donc
de quanti�er sur les types et de coder PA��

Les ajouts

On se donne tout d�abord un ensemble de variables de type que l�on
notera X� Y� Z�� � �En plus du type  �che d�j� d��ni on d��nit un nouveau
type �X�V o� X est une variable de type et V un type�
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On a les m
me termes que pr�cedemment� auxquels on ajoute �X�M �
�l�abstraction sur les types� o� X est une variable de type et M un terme�

Typage et R�duction

On garde pour les anciens termes les m
me r�gles de typage� auxquelles
on ajoute les r�gles suivantes �

v � V

�X�v � �X�V

�Si X n�est libre dans le type d�aucune variable libre de v�

m � �X�V
mU � V �X �� U �

�avec U type quelconque�
On garde �galement les r�ductions du lambda�calcul classique� auxquelles

on ajoute �

��X�v�U � v�X �� U �
On appelle parfois le syst�me F �lambda�calcul polymorphe�� ce qui s�ex�

plique assez facilement � en e�et en syst�me T comme en lambda�calcul
classique� le typage que nous avions d�crit ne permettait pas de d��nir une
fonction sur plusieurs types � ainsi� il �tait n�cessaire de d��nir une identit�
pour chaque type� En syst�me F� la fonction �X��xX �xX permet de d��nir
une �galit� sur n�importe quel type� tout en gardant une information forte
sur le type des fonctions�

Ce syst�me �largit de faon consid�rable le pouvoir expressif du lambda�
calcul� en permettant de d��nir la plupart des types usuels utilis�s dans les
langages de programmation �listes�arbre������ ainsi que comme nous le verrons
plus loin les entiers� que nous pourrons ici directement coder dans le langage�
sans extension�

Quelques remarques 	 premi�re intuition de la g�n�ricit�

Le type �X�V introduit a priori une circularit� dans la d��nition des
types � ainsi� un type comme V$X ���X�V % est parfaitement valide� Pour
que l�on puisse d��nir des fonctions sur de tels types� il est n�cessaire qu�une
fonction fasse � peu pr�s la m
me chose sur tous les types� Cette remarque�
sur laquelle nous reviendrons� est fondamentale pour la compr�hension du
fonctionnement de la preuve de la normalisation forte du syst�me F�
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b� Pouvoir expressif

L�arithm�tique de Heyting

Ici� au lieu de coder PA� en syst�me F� on va tenter de coder HA��
l�arithm�tique de Heyting du second ordre� Ces deux syst�mes ont de toutes
faon la m
me �force�� c�est � dire qu�elles d��nissent les m
mes fonctions�
On peut en e�et �tablir une bijection entre les formules de PA et celles de
HA� qui v�ri�ent par ailleurs de la m
me faon le th�or�me de G	del� Il
existe d�ailleurs une m�thode de traduction de l�arithm�tique intuitionniste
vers l�arithm�tique classique� formalis�e par G	del lui�m
me dans les ann�es
!��

Les entiers

On va coder directement en syt
me F le type Int ainsi que � et S� On
va en fait interpr�ter un entier n comme une fonction qui � un type U et
� une fonction f � U � U associe fn� Les entiers sont donc du type �
�X��X � X�� �X � X�� On a alors �

O � �X��xX ��yX�X �x St � �X��xX ��yX�X �y�tXxy��
On peut de la m
me faon coder un op�rateur R ayant la m
me s�man�

tique que celui du syst
me T� Nous �pargnerons cependant cette formule au
lecteur� et nous consid�rerons cet op�rateur comme cod��

Codage des d�ductions

On va coder chaque formule par un type� Un terme ayant ce type nous
fournira une preuve de la formule� On d��nit ainsi la correspondance C qui
� chaque formule associe un type�

�� C�a � b� � S o� S est un type �x� de F � contenant au moins un terme
clos� On d��nit donc arbitrairement un type pour chaque terme de la
forme �a � b� exprim� dans le langage�

�� C�a � X� � X o� X est � la fois une variable d�ordre � de HA et une
variable de type de F �

�� C�A� B� � C�A�� C�B�

�� C��x A� � C�A� avec x une variable du 
er ordre dans HA�

!� C��X A� � �X�C�A� c�est � dire qu�une quanti�cation sur les en�
sembles se code en une abstraction sur les types�

On peut facilement d��nir les connecteurs logiques manquant � partir de
ceux que l�on a d�j� d��nis�

Il nous faut �galement coder les di��rentes r�gles de d�duction de HA�
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Ai 
 Ai

se code en xi o� xi est une variable libre de type C�Ai��

��
A 
 B
A� B

se code en �x�u o� x est une variable de type C�A� et u est le code de
la preuve de B � partir de A�

��
A� B� A

B

se code en uv o� u est le code de la preuve de A� B et v celui de la
preuve de A�

��
A

�xA

n�a pas de code car C�A� � C��xA�

!� De m
me pour
�xA

A�x �� t�

pour les m
mes raisons�

#�
A

�XA

se code en �X�u o� u est le code de la preuve de A�

&�
�XA

A�X �� x�C�

se code en en uv o� u est le code de la preuve de �XA et v � C�C��

On n�a pas besoin de coder de faon sp�ci�que l�axiome de compr�hension
et l�induction sur les entiers � il su�t de remarquer qu�on a dans HA d�j�
implicitiment l�axiome de compr�hension � Si on prend la formule valide �

�X�Y��x�x � X � x � Y �
on obtient

�Y��x�C � x � Y �
ce qui est exactement l�axiome cherch�� De la m
me faon� le sch�ma

d�induction est une formule valide sur les entiers� il n�y a donc pas be�
soin d�ajouter de r�gle de d�duction � on peut d��nir en HA� une formule
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Nat�x� � �X��� � X � �y��y � X � Sy � X� � x � X�� Cette formule
caract�rise naturellement les �lements auxquels on peut appliquer un sch )ma
d�induction� et est naturellement v�ri��e par tout �l�ment de la forme Sn���

On peut montrer que dans ce cadre de codage� toute preuve dans HA�

peut 
tre cod� dans F� en particulier que l�on peut coder les axiomes� et les
fonctions totales de HA� dans F� Cela irait� l� encore� bien loin de notre
sujet� Nous nous contenterons donc de remarquer que le codage que nous
venons de donner code bien le syst�me de d�duction de la logique du second
ordre intuitionniste� et que l�on peut arriver � coder de faon compl�te HA�

dans ce syst�me� Pour une preuve d�taill�e de ce r�sultat� se r�f�rer � $GLT%

Lien entre normalisation et coh�rence

Reste � prouver � pr�sent que ce codage �su�t� bien� c�est � dire que la
normalisation forte du syst�me F implique bien la coh�rence de HA�

Si l�on supposeHA� incoh�rente� on a un terme u qui prouve� par exemple�
� P P� On aurait alors un terme en forme normale de type �X�X� u est alors
de la forme �X�v o� v est un terme de type X� Or comme X est une variable
de type� v ne peut 
tre de type X qu�en contenant une variable libre de type
X� ce qui est impossible par d��nition� On n�a donc pas de terme u prouvant
�X�X et HA� est bien coh�rente�

c� La preuve de la normalisation forte du syst�me F

Intuition de la structure de la preuve� Un exemple de g�n�ricit��

On aimerait intuitivement pouvoir r�utiliser la m�thode de preuve appli�
qu�e au lambda�calcul classique� Toutefois� dans le cas de l�ordre deux� une
simple induction sur les types va �chouer pour les raisons de circularit� �vo�
qu�es plus haut � ainsi une d��nition na*ve de RED�X�P comme l�ensemble
des u tels que pour tout type G uG � REDP �X��G� ne peut pas fonctionner�
car P �X �� G� n�est pas toujours une sous formule de �X�P � C�est donc le
caract�re impr�dicatif du syst�me F et de la logique d�ordre deux qui entre
en jeu�

Pour �chapper � cette di�cult�� on d��nit des �candidats de r�ducibilit���
qui seront des ensembles de termes d�un type donn� v�ri�ant �P��� �P�� et
�P��� Il est clair que le �vrai� ensemble RED fera partie de ces candidats�
On peut alors d��nir la r�ducibilit� pour �X�P uniquement par rapport aux
candidats de r�ducibilit� de type U� Ainsi� on peut montrer que l�identit�
universelle I � �X��xX �x est r�ductible � elle est r�ductible si et seulement
si pour tout type U et pour tout candidat de r�ducibilit� R de U� IU est
r�ductible de type U � U � Montrer cela revient � montrer que �u � R�
IUu � R ce que l�on peut d�montrer � partir de �P��� Il est toutefois clair
que ce raisonnement fait entrer en jeu un argument d�ordre � � en e�et� on
a quanti�� sur des sous�ensembles d�un ensemble � pour tout type et pour
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tout candidat de r�ducibilit��� Comme pr�vu par le th�or�me de G	del� cette
preuve va au�del� de l�ordre deux�

On voit dans l�exemple pr�c�dent que le raisonnement n�utilise aucune
information sur U� Tout se passe comme si l�abstraction de types �tait su��
sament uniforme pour que l�on puisse d�terminer la r�ducibilit� sans aucune
information sur son arguement� Cette uniformit�� qui s�exprime par le th�o�
r
me de g�n�ricit��cf� $LMS%� est fondamentale�

On peut � pr�sent en venir � la preuve elle�m
me� qui se fait n�cessaire�
ment au�del� de l�ordre deux� En fait� on ne peut pas �crire de formule du
second ordre traduisant le fait que t est r�ductible de type T �

D��nitions pr�liminaires

On d��nit comme pr�c�demment un terme neutre comme n��tant pas
une abstraction�

D��nition d�un candidat de r�ducibilit��

Un candidat de r�ducibilit� est un ensemble R de termes de type U

v�riant �P�
� �P�
 et �P�
�

En particulier� d�apr�s �P�� un tel ensemble n�est jamais vide car il
contient toutes les variables de type U� On peut �galement remarquer que
l�ensemble des termes fortment normalisant de type U est une candidat de
r�ducibilit��

On peut d��nir un ensemble R� T par

t � R � T ssi u � R � tu � T �
On peut r�utiliser les arguments utilis�s dans la premi�re partie pour

montrer que si R et T sont des candidats de r�ducibilit� de types respectifs
U et V � alors R � T est un candidat de r�ducibilit� de type U � V �

On va maintenant montrer une s�rie de lemmes qui nous am�neront � la
preuve �nale�

D��nition de RED

Pour un type T de variables libre X� pour U une s�quence de types de
la longueur correspondantes� pour R suite de candidats de r�duciblilit� pour
chacun des types Ui� on peut d��nir un ensemble REDT �X �� R� de termes
de type T �X �� U � par �

�� REDXi
�X �� R� � Ri

�� REDF�G�X �� R� � REDF �X �� R�� REDG�X �� R�

�� RED�Y�F �X �� R� est d��ni par t � RED�Y�F �X �� R� ssi �V �
�S tq V est un type et S un candidat de r�ducibilit� de ce type�
tV � REDF �X �� R� Y �� S� C�est ici que la g�n�ricit� et l�ordre
� interviennent� comme nous l�avons expliqu� au d�but de cette partie�
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Lemme 
� REDT �X �� R� est un candidat de r�ducibilit� de type T�

D�monstration� On peut raisonner par induction sur T�
" Si T est un type atomique REDT �X �� R� est REDT

" Si T est une variable de type� le lemme est vrai par d��nition
" Si T est de la forme F � G� c�est une candidat de r�ducibilit� d�apr�s
la d��nition de REDF �X �� R�� REDG�X �� R�

" Si T est de la forme �Y�F �
" �P�� Si t � REDT �X �� R�� pour tout type V et pour tout candidat
de r�ducibilit� S� tV � REDF �X �� R� Y �� S� par hypoth�se
d�induction� tV est fortement normalisant� donc t l�est �galement�

" �P�� Si t � REDT �X �� R�� pour tout type V et pour tout candidat
de r�ducibilit� S� tV � REDF �X �� R� Y �� S�� Si t� t�� tV � t�V
par hypoth
se d�induction� t�V � REDF �X �� R� Y �� S� donc
t� � REDT �X �� R��

" �P�� Soit t neutre� et tout t� tel que t � t� dans REDT �X �� R��
Soit V et S un type et un candidat de r�ducibilit� de ce type� Une
r�duction dans tV donne un terme t�V puisque t est neutre� et t�V
est dans REDF �X �� R� Y �� S�� puisque t� y est� Par hypoth
se
d�induction� tV est dans REDF �X �� R� Y �� S� et donc t �
REDT �X �� R�

On veut � pr�sent v�ri�er que nos ensembles REDT �X �� R� ont un bon
comportement vis � vis de la substitution� c�est � dire �

Lemme �� REDT �Y ��V ��X �� R� � REDT �X �� R� Y �� REDV �X ��
R��

D�monstration� Par induction sur T � nouveau �

�� T est un type atomique il n�y a rien � prouver� puisqu�il n�y a pas de
substitution dans T

�� T est une variable de type� Si T � Y � il n�y a rien � prouver� Si T � Y �
on a REDT �X �� R� Y �� REDV �X �� R�� � REDV �X �� R� �
REDT �Y ��V ��X �� R�

�� T est de la forme F � G � REDT �Y ��V ��X �� R�
� REDF �Y ��V ��X �� R�� REDG�Y ��V ��X �� R�
� REDF �X �� R� Y �� REDV �X �� R�� � REDG�X �� R� Y ��
REDV �X �� R��
� REDF�G�X �� R� Y �� REDV �X �� R��
� REDT �X �� R� Y �� REDV �X �� R��

Le cas restant se montre selon le m
me principe�

On va maintenant prouver que nos REDT �X �� R� v�ri�ent le lemme sui�
vant� qui nous assure que l�on pourra �remonter� vers les abstractions sur
les types �
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Lemme �� Si pour tout V � S o� S est un candidat de r�ducibilit� de V �
u�Y �� V � � REDW �X �� R� Y �� S�� alors �Y�u � RED�Y�W �X �� R�

D�monstration� �Y�u � RED�Y�W �X �� R� si et seulement si pour tout V �
S o� S est un candidat de r�ducibilit� de V � ��Y�u�V � REDW �X �� R�� Si
on raisonne par r�currence sur la plus longue r�duction partant de u� on a le
r�sultat de faon imm�diate gr�ce � �P�� � toute r�duction de ��Y�u�V donne
un �lement de REDW �X �� R�� donc ��Y�u�V � REDW �X �� R�

Il nous reste � montrer que nos ensembles se comportent bien vis � vis
de l�application universelle� ce qui est quasi imm�diat gr�ce au lemme � �

Lemme � Si t � RED�Y�W �X �� R�� alors tV � REDW �Y ��V ��X �� R�
pour tout type V�

D�monstration� Par d��nition des ensembles RED� tV � REDW �X �� R�
Y �� S� pour tout candidat de r�ducibilit� S� Or REDV �X �� R� est un
candidat de r�ducibilit�� d�o� tV � REDW �X �� R� Y �� REDV �X �� R��
d�apr�s le lemme �� on a le r�sultat�

Le th�or�me de normalisation

On va maintenant montrer le r�sultat cherch� �

Th�or�me� Tous les termes du syst�me F sont fortement normalisants�

On va pour cela donner une nouvelle d��nition de la r�ducibilit�� et
montrer que tous les termes sont r�ductibles�

On dit que t de type T est r�ductible� si t � REDT �X �� SN �� o�
SN i est l�ensemble des termes fortement normalisants de type Xi� Comme
pr�c�demment� on va montrer un r�sultat plus fort� qui est le suivant �

Th�or�me� Soit t un terme de type T� dont les variables �d�ordre �
 libres

sont x� de type U � On suppose que toutes les variables de type libres dans T

et dans les Ui sont parmi X� Soit R une suite de candidats de r�ducibilit�

de types V � o� V � R et X ont m�me longueur� et soient u des termes de
types U��X �� V �� � � �� Un�X �� V � qui sont dans REDU�

�X �� R��� � ��
REDUn �X �� R�� Alors t�X �� V ��x �� u� � REDT �X �� R��

D�monstration� On peut raisonner par induction sur t �

�� t est une variable � t � ui et on a le r�sultat par d��nition�

�� t � vw par hypoth�se d�induction�v�X �� V � �x �� u� et w�X �� V �
�x �� u� r�ductibles� et donc t � REDT �X �� R� par d��nition�

�� t��xF �v par hypoth�se d�induction� v�X �� V � �x �� u� est r�ductible�
et donc t l�est�
Ces trois premiers cas se traitent en r�alit� excatement comme pour le
syst�me T�
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�� t�vF� o� F est un type� Par hypoth�se d�induction� v�X �� V � �x �� u�
est r�ductible et par le lemme �� t est r�ductible�

!� t��X�v� On a de m
me v�X �� V � �x �� u� r�ductible et donc t
r�ductible�

� Conclusion

On a donc �tudi� les preuves de deux r�sultats montrant la coh�rence de
certains syst�me formels� et on a vu que ces preuves ne pouvaient s�exprimer
que dans des syst�mes formels plus puissants� On peut toutefois remarquer
que ces preuves pourraient se faire dans le syst�me formel lui�m
me� � condi�
tion de renoncer � l�induction � dans les deux cas� les parties d�ordre sup��
rieure des preuves �taient celles qui g�n�ralisait de faon inductive la preuve
� tous les termes� Si l�on se contente de faire une preuve par prototype� par
exemple sur tous les �lements de type Int� on obtiendra une d�monstration
codable dans la syst�me lui�m
me� qui nous dira essentiellement que un n
donn� a une forme normale� Cependant� cette preuve par protoype a deux
points faibles � elle n�est pas automatisable� et elle ne fournit pas un r�sultat
global�

Toutefois� son existence pourrait donner l�id�e que l�on peut prouver for�
mellement et automatiquement des r�sultats autrement que par induction�
et 
tre une des nouvelles orientations de la th�orie de la d�monstration�
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Annexe A

Le lambda�calcul

On se contentera ici de d��nir quelques concepts de base� Pour des r�f��
rences plus compl�te� voir� par exemple $Gou%

� Syntaxe

L�ensemble T des lambda�termes est construit par point �xe �
" On se donne un ensemble �in�ni� de variables V� V � T
" App � �x� y�� xy
" Abs � u� �x�u� x � V
" Par � u� �u�
" T est le plus petit ensemble contenant V stable � la fois par App�Abs
et Par

Le parenth�sage sert � �viter les ambiguit�s�

� R�gles

a� ��renommage

On veut� par exemple� pouvoir identi�er �x�x et �y�y� On d��nit l�� �
renommage de la faon suivante �

�x�u � �y�u�x �� y�
On �tend cette relation binaire � sa cl+ture r� �xive� transitive et sym��

trique passant au contexte et compatible avec l����quivalence� On obtient
une relation d��quivalence sur les termes que l�on note ��� On identi�era
d�sormais toujours deux termes ���quivalents�

b� ��r�duction

On d��nit la ��r�duction de la faon suivante �
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�x�uv � u�x �� v�
On �tend cette relation par passage au contexte� et on la note alors ��

ou��� puis en prend la cl+ture r� exive transitive� que l�on note�� et en�n
la cl+ture sym�trique� que l�on note ���

c� La substitution

On a consid�r� jusqu�ici intuitive la signi�cation de la substitution� Il est
pourtant indispensable de la d��nir de faon pr�cise� pour �viter d�obtenir
des erreurs syntaxiques ou s�mantiques�

On d��nit donc deux fonctions fv et bv� qui � un lambda�terme associent
un ensemble de variables� de la faon suivante �

" x � V � fv�x� � x� bv�x� � �
" uv� �u� v� � T � � fv�uv� �fv�u�� fv�v�� bv�uv� � bv�u�� bv�v�
" �x�u� x � V� u � T fv��x�u� � fv�u�n x� bv��x�u� � bv�u� � x�

D��nition� On dit que x est substituable par v dans u ssi x �� bv�u� et

fv�v� � bv�u� � ��

On peut alors d��nir l���renommage et la ��r�duction de faon rigou�
reuse� quitte � prendre un ���quivalent o� x est substituable�

d� L���r�duction

On introduit une deuxi�me r�gle de r�duction� intuitivement valide et
pourtant compl�tement ind�pendante de la ��r�duction� �

�x�ux 	 u�x �� fv�u��
On peut alors d��nir ���� ��

��� ���� On voit assez facilement que cette
r�gle ne change pas les probl�mes de normalisation� puisqu�elle devient re�
dondante avec la ��r�duction d�s que l�on applique le terme � un autre terme�

� Con�uence

Il s�agit ici de montrer que la forme normale est unique quand elle existe�
On se contentera de donner l��nonc� de la proposition et une id�e de la
preuve�

Th�or�me� Si on a u � T tq u �� v et u �� w� alors � t tq v �� t et
w �� t

Pour montrer cette propri�t�� la di�cult� est qu�on ne ma�trise pas le
nombre de r�duction entre v et t� par exemple� On d��nit donc une nouvelle
r�duction� contenue dans�� mais plus forte que�� qui nous assure que l�on
a une r�duction en une �tape� Cette r�duction� que l�on note� nous permet
de montrer �

u� v� � u� v� implique � t tq v� � t � v� � t

�&



Bibliographie

$GLT% Jean�Yves Girard� Yves Lafont� Paul Taylor
Proofs and Types Cambridge Tracts in Theoretical Computer Science

$Lon% Longo G�

On the Proofs of some formally unprovable propositions an Prototype

Proofs in Type Theory LNCS ��&&� Springer

$LMS% Longo G�� Milsted K� and Soloviev S�

The genericity theorem and parametricity in polymorphic Lambda�

calculus Theoretical Computer Science ����

$Gou% Jean Goubault�Larrecq

Notes du cours de logique informatique du MMFAI

$Gir% Jean�Yves Girard
Une extension de l�interpr�tation fonctionnelle de G�del � l�analyse et

son application � l��limination des coupures dans l�analyse et la th�o�

rie des typesProceedings of th �nd Scandinvavian Logic Symposium�
North�Holland�

�'


