EcoLE NORMALE SUPERIEURE — ANNEE 2012-2013
T.D. DE TOPOLOGIE, ANALYSE ET CALCUL DIFFERENTIEL

Feuille d’exercices n°11

1. Résolution d’une équation différentielle via le théoréme d’inversion locale

Soit F' = C°(]0,1], R) muni de la norme de la convergence uniforme, et E le sous-espace fermé de C2(]0, 1], R)
des fonctions qui s’annulent en 0 et 1, muni de la norme ||y|lz = [|¥”|lcc + |¥/]loc + ||¥]|oc- On se donne
deux fonctions h et k réelles continues sur [0,1], et on consideére l'application ¢ : E — F définie par

o(y) =y" + hy” + ky*.
1. Montrer que l'application ¢ : E X E — F définie par ¥(y,z) =h-y' -2’ + k- y - 2z est bilinéaire continue.
2. Montrer que ¢ est de classe C' sur E et calculer la différentielle dg oy de ¢ en 0.

3. En déduire qu'il existe € > 0 tel que, pour toute fonction f € F vérifiant || f||c < ¢, il existe y € E tel que
#(y) = f, c’est-a-dire une solution de ’équation différentielle y”’ + h(x)y"? + k(z)y* = f(z) qui s’annule en
Oetenl.

2. Une preuve du théoréme de D’Alembert-Gauss

Soit P € C[X] est un polynéme non constant, et S 'ensemble des zéros de P’. En considérant C\ P(S),
montrer que P(C) = C. On utilisera le théoréme d’inversion locale et un argument de connexité.

3. Isométries de R”

On munit R™ de sa norme euclidienne. Rappelons que f : R™ — R"™ est une isométrie si, pour tous z,y € R",
I f(y) — f(@)]| = |ly — z||. Soit f une application de classe C? de R™ dans lui-méme. On va montrer que f
est affine si et seulement si sa différentielle est affine en tout point.

1. Si f est affine, démontrer que sa différentielle I’est également.

2. A partir de maintenant, on suppose que la différentielle de f est affine en tout point. Montrer que pour
tout h, k,l € R™, et pour tout x € R, on a

<d(2)f(x).(h,l) : df(x).k:> + <df(:z:).h , d? f(x).(k, 1)> —0.

3. Onnote g(h, k,1) = (d® f(z).(h,1) , df(z).k). Déduire de la question précédente que g(h, k,1) = —g(k, h, 1)
puis montrer que g(h, k,l) = 0.

4. Montrer que df(x) est un isomorphisme, puis que d® f(z) = 0.

5. Conclure que f est affine.

4. Lemme de Morse

1. (Lemme de réduction réguliére des formes quadratiqgues) On note S, (R) 'espace des matrices carrées
symétriques réelles de taille n. On fixe une matrice Ag € S,(R) inversible, et on considére l'application
¢ : My(R) — S,(R), définie par ¢(M) = ‘M AyM. Montrer que ¢ est C™ ; calculer d¢(I), vérifier
qu’elle est surjective et trouver son noyau. En déduire qu’il existe un voisinage V' de Ag dans S, (R) et une
application A — P(A) de classe C* de V dans M,,(R), avec P(A4) = I, telle que A =*P(A)A¢P(A) pour
tout A e V.



2. Soit U un ouvert de R™ contenant 0 et f € C3(U;R). On suppose que f(0) = 0, df(0) = 0 et que
d® £(0) est une forme bilinéaire symétrique non dégénérée, de signature (p,n — p). Montrer qu’il existe un

difféomorphisme ¢ : x — u de classe C* d'un voisinage de 0 sur un voisinage de 0 dans R", avec ¢(0) = 0,

tel que f(x) =ui + -+ ul —u’,, — - —uj au voisinage de l'origine.

Indication. On commencera par écrire f(z) = 3, 5 a; j(z)z;x; avec des fonctions a;; de classe O

3. (Une application classique) Montrer que les points critiques non dégénérés d'une fonction f € C3(R™;R)
sont isolés.

5. Valeurs réguliéres d’une fonction localement injective

Soit © un ouvert non vide de R”. Soit f € C'*(£2;R™) une fonction localement injective. Montrer que
{x e / df () est injective}7
est un ouvert dense de .

6. Théoréme des extrema liés, dit aussi des multitplicateurs de Lagrange

Soit U un ouvert non vide de R™, F, g1,...,gx € C1(U;R) (avec k < n). On note Z I'ensemble suivant :
Z = {a:EU | gl(x)z---zgk(x):O}.

On suppose qu’en tout point € Z, les formes linéaires dg; (z), . . ., dgy(x) sont linéairement indépendantes®.
On note g := (g1, .-, 9k)-

1. On suppose que le point a € Z est un extremum local de la restriction de F' & Z. On va montrer
I'existence de coeflicients réels A1, ..., A\g, appelés multiplicateurs de Lagrange, tels que la relation suivante
soit satisfaite :

k
dF(a) = Z Nidg;(a).

a. Montrer qu’il existe une base de R™ et un voisinage ouvert V' de a inclus dans U dans lesquels Z se
représente sous la forme :

7 = {(ml,...,xn) eR™ | (x1,...,2k) :cp(:karh...,xn)},

pour une certaine application de classe C! définie au voisinage de o := (ag41,...,a,), ou a s’écrit
(a1,...,a,) dans la base.

b. Montrer que Kerdg(a) = {(hl, coyhpn) €R™ | (hy,... hy) = doo(Piyt, - -, hn)}
c. En déduire que Kerdg(a) C KerdF(a). Conclure.
2. L’espace tangent en a & Z est Pespace affine T, Z := a + Ker dg(a). On appelle Hessienne de F' en a, notée

Hess, (F), la restriction & T, Z de la forme bilinéaire d® F(a) — Zle \i d? g;(a). Montrer que si Hess, (F) est
définie positive, alors a est un maximum (local) strict de F restreint & Z. Que peut-on dire de la réciproque?

3. (Un exemple d’application) Montrer que, pour pour tous réels x,y, z on a

leyz |S =z |+ ]y |+ ]2 )@ +y? + 2512

1
9v/3

Indication: on pourra introduire la fonction f : [0, +o0o[>— R définie par
Yz

f(xvyvz):m
£(0,0,0) =0

Leeci établit que Z est une sous-variété de R™



et appliquer le théoreme des extrema liés & un compact bien choisi.

7. Un résultat di a Borel : fonction & dérivées successives prescrites

On rappelle que le support d’une fonction f : R — R est I'adhérence de f~1(R\ {0}). Dans cet exercice, on
souhaite montrer le résultat suivant :

Soit (¢, )nen une suite de réels, I un voisinage ouvert de 0 dans R. Il existe f € C°°(I), & support

dans I, tel que
vn e N, fM(0) = c,.

1. Montrer P'existence d’une fonction ¢ € C*°(R), & support dans | — 1, 1[, qui vaut 1 au voisinage de 0.

2. On introduit, pour &, suffisamment petit pour que | — &,,&,[C I, la fonction

i) = cn () 25

en/) nl’

Montrer que si €, est assez petit, on a

g,(f‘)(x)‘ <27 sur R, sia€{0,...,n—1}.
+oo

3. Conclure, en utilisant la fonction f(z) := > gn(x).
n=0

8. Un théoréme de Whitney

Soit F' un fermé de R™. Un théoreme de Whitney établit que F est le lieu des zéros d’une fonction réelle de
classe C°°, c’est-a-dire qu’il existe une fonction f: R™ — R de classe C*° telle que F = f~1({0}).

1. Montrer qu’il existe une famille dénombrable de boules (B;);ecs et d’applications f; € C*°(R™;R) telles
que F' = R" —J,c; Bi,et pour tout i € I, on a

{xeR" | fi(x) :o} —R" — B,

2. Construire 'application f recherchée a partir des f;.



