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1. Identité du parallélogramme généralisée

1. Soit H un espace de Hilbert. Montrer l’identité du parallélogramme généralisée: pour tous x1, . . . , xn ∈ H,
on a

‖x1‖2 + · · · ‖xn‖2 =
1
2n
∑
‖ε1x1 + · · ·+ εnxn‖2

où la somme porte sur tous les n-uplets (ε1, . . . , εn) dans {−1, 1}n.

2. Soit p ∈ [1,+∞]. En déduire que `p n’est pas isomorphe à `2 pour p 6= 2.

2. Opérateur de scattering

Soit Ω un ouvert de Rd. Soit k une fonction Ω× Ω→ R+, telle que

k ∈ L2(Ω× Ω), k(x, y) = k(y, x), ∀x, y ∈ Ω, kT (x) :=
∫

Ω

k(x, y) dy ∈ L∞(Ω).

On pose:

K(u)(x) := kT (x)u(x)−
∫

Ω

k(x, y)u(y) dy.

On se donne λ > 0 et f ∈ L2(Ω), et on considère l’équation fonctionnelle (d’inconnue u)

K(u) + λu = f.

Montrer que cette équation admet une unique solution dans L2(Ω). Caractériser cette solution comme la
fonction de L2(Ω) où une certaine fonctionnelle atteint son minimum.

3. Opérateurs compacts à valeurs dans un Hilbert

Soit E un espace de Banach et F un espace de Hilbert, montrer tout T ∈ K(E,F ) est limite d’opérateurs
de rang fini.

4. Continuité des opérateurs auto-adjoints

Soit H un espace de Hilbert, et T : H → H un opérateur tel que 〈T (x), y〉 = 〈x, T (y)〉 pour tous x, y ∈ H.
Montrer que T est continu.

5. Opérateurs auto-adjoints compacts

Soit H un espace de Hilbert et u ∈ L(H) un opérateur auto-adjoint compact. Pour λ ∈ R, on note

Eλ := Ker(u− λId).

Montrer l’existence de deux suites finies ou infinies (λn)n≤N+ et (µn)n≤N− , à valeurs positives, convergeant
vers 0 si N+ = +∞ (respectivement N− = +∞), telles que H soit somme hilbertienne de E0 et des Eλn

et
E−µn . Qu’en déduire si H est séparable ?

(Il faut notamment montrer que l’espace vectoriel F engendré par E0 et les Eλn , E−µn est dense dans H.
Pour cela, on peut montrer que F⊥ = {0}; à cet effet, il suffit de regarder le spectre de u|F⊥ .

On pourra démontrer que M = sup‖x‖=1〈u(x), x〉 (resp. inf) est forcément valeur propre pour u.)



6. Le théorème de représentation de Riesz est faux dans un espace pré-hilbertien

Soit E = C([0, 1],R) l’espace pré-hilbertien des fonctions continues de [0, 1] dans R, muni du produit scalaire
〈f, g〉 =

∫ 1

0
f(t)g(t)dt. Pour p ≥ 0 et a ∈]0, 1[ fixés, on considère la forme linéaire u : E → R définie par

u(f) =
∫ a

0
tpf(t)dt.

1. Montrer que u est continue et calculer sa norme.

2. Montrer qu’il n’existe aucun élément g de E tel que u(f) = 〈f, g〉 pour tout f .

7. Hyperplan fermé d’orthogonal réduit à {0} dans un espace pré-hilbertien

1. Rappeler pourquoi un sous-espace vectoriel d’un espace de Hibert est dense si et seulement si son orthogonal
est réduit à {0}.

2. Soit c00(N) l’espace préhilbertien des suites nulles à partir d’un certain rang, muni du produit scalaire
〈u, v〉 =

∑
n∈N unvn. Soit f la forme linéaire sur c00(N) donnée par

f(u) =
∑
n∈N

un
n+ 1

.

Montrer que Ker(f) est un hyperplan fermé, et que (Ker(f))⊥ = {0}.

3. Plus généralement, montrer que dans tout espace pré-hilbertien non complet, il existe un hyperplan fermé
dont l’orthogonal est réduit à {0}.

8. Distance à un sous-espace vectoriel fermé dans un espace de Banach

Soit E l’espace vectoriel des fonctions continues de [−1, 1] dans R muni de la norme de la convergence
uniforme, et F le sous-espace vectoriel de E formé des fonctions impaires dont l’intégrale sur [0, 1] est nulle.
Soit ϕ l’élément de E donné par ϕ(t) = t.

1. Vérifier que F est fermé.

2. Montrer que la distance de ϕ est égale à 1/2, mais que l’on a ‖ϕ− ψ‖ > 1
2 pour tout ψ ∈ F .

Le théorème de projection sur un convexe fermé est donc faux (en général) dans un espace de Banach où la
norme ne dérive pas d’un produit scalaire.

9. Opérateurs de Hilbert-Schmidt

Soit H un espace de Hilbert.

1. Soient (ei)i∈I et (fj)j∈J deux bases hilbertiennes de H. Montrer que, pour tout opérateur linéaire A de
H dans lui-même, on a ∑

i∈I
‖Aei‖2 =

∑
j∈J
‖A∗fj‖2.

En déduire que, si A est un opérateur linéaire de H dans lui-même, la quantité

‖A‖HS :=

(∑
i∈I
‖Aei‖2

) 1
2

est indépendante du choix de la base hilbertienne (ei)i∈I . Lorsque cette quantité est finie, on dit que A est
un opérateur de Hilbert-Schmidt. On notera HS(H) l’ensemble des opérateurs de Hilbert-Schmidt de H.

2. Montrer que ‖ · ‖HS définit une norme sur HS, et que l’on a ‖A‖HS ≥ |||A||| pour tout A.

3. Si A et B sont deux opérateurs continus, montrer que l’opérateur A ◦ B est de Hilbert-Schmidt dès que
l’un des opérateurs A ou B est de Hilbert-Schmidt.



4. Montrer que ‖ · ‖HS muni de la norme ‖ · ‖HS est un espace de Hilbert.

5. Montrer que tout opérateur de rang fini est de Hilbert-Schmidt. Montrer que les opérateurs de rang finis
sont denses dansHS(H) (pour la norme ‖·‖HS), et que les opérateurs de Hilbert-Schmidt sont des opérateurs
compacts.

6. Soit A un opérateur compact auto-adjoint. Pour toute valeur propre non-nulle λ de A, on note nλ la
dimension du sous-espace propre associé à λ. Montrer que A est de Hilbert-Schmidt si et seulement si∑

λ∈σ(A)\{0}

nλ|λ|2 < +∞.

On suppose maintenant que H = L2(X,µ) où µ est une mesure σ-finie sur un espace mesurable (X,B). Pour
K ∈ L2(X ×X,µ⊗ µ), on considère l’opérateur sur H défini par

AK(f) :=
∫
X

K(x, y)f(y)dµ(y).

7. Vérifier que AK est un opérateur linéaire continu de H dans lui-même, pour tout K ∈ L2(X ×X,µ⊗ µ).
Que peut-on dire de la norme de cet opérateur ? À quelle condition est-il auto-adjoint ?

8. Soit (ei)i∈I une base hilbertienne de H. Montrer que la famille (ei,j)(i,j)∈I2 définie par ei,j(x, y) =
ei(x)ej(y) est une base hilbertienne de L2(X ×X,µ⊗ µ).

9. En utilisant les bases hilbertiennes (ei)n∈N et (ei,j)(i,j)∈I2 , montrer que

‖AK‖HS = ‖K‖L2(X×X,µ⊗µ)

pour K ∈ L2(X × X,µ ⊗ µ). En particulier, AK est un opérateur de Hilbert-Schmidt pour tout K ∈
L2(X ×X,µ⊗ µ).

10. Réciproquement, montrer que tout opérateur de Hilbert-Schmidt A ∈ HS(H) est de la forme AK pour
un certain K ∈ L2(X ×X,µ⊗ µ).

11. Conclure que l’application K 7→ AK définit une bijection isométrique entre L2(X ×X,µ⊗µ) et HS(H).

10. Théorème ergodique de Von Neumann

1. Soit H un espace de Hilbert et T un endomorphisme continu de H de norme inférieure ou égale à 1. Pour
n ∈ N \ {0}, on note Tn := 1

n+1

∑n
k=0 T

k la moyenne des n+ 1 premiers itérés de T , et on veut montrer que

lim
n→∞

Tn(x) = P (x) pour tout x ∈ H

où P est le projecteur orthogonal sur Ker(Id− T ).

a. Montrer que Ker(I − T ) = Ker(I − T ∗), et en déduire que H = Ker(Id− T )⊕ Im(Id− T ).

b. Montrer que Tn(x) tend vers 0 pour x ∈ Im(Id− T ).

c. Démontrer le résultat annoncé.

2. Application. Soit H = L2(R/(2πZ)) ' L2([0, 2π]) et α ∈ 2πQ. Montrer que pour tout f ∈ H, on a

1
n+ 1

n∑
k=0

f(·+ nα)→ m(f) dans L2(R/(2πZ))

où m(f) est la fonction constante égale à 1
2π

∫ 2π

0
f(t)dt.


