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TD3 : Groupe fondamental

Exercice 1. Groupe fondamental d’un produit

Soit (X, x;)icr une famille d’espaces topologiques pointés. Montrer que les groupes
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sont isomorphes.

Exercice 2. Groupe fondamental d’un groupe topologique

1. Principe de Eckmann-Hilton. Soit X un ensemble. On suppose que X est équipé de deux produits,
c’est-a-dire de deux applications * : X x X — X et o : X x X — X vérifiant les conditions suivantes :
(i) Chaque loi admet une unité 1, et 1,, respectivement.

(ii) L’application * : X x X — X est compatible avec l'opération e, c’est-a-dire :

(zoa)x(yoy)=(xxy)e (@ =y
Montrer que les deux applications produits sont égales, et qu’elles définissent une structure de

monoide commutatif sur X.

2. Montrer que le groupe fondamental d’un groupe topologique est abélien. (On rappelle qu'un groupe
topologique est un espace topologique muni d’une loi de groupe pour laquelle la multiplication et le
passage a l'inverse sont continus).

Exercice 3. Homotopie libre

Soit X un espace topologique non vide et connexe par arcs, et soit z un point de X. On appelle lacet libre
dans X une application continue f : [0,1] — X telle que f(0) = f(1). Deux lacets libres fy et fi sont dits
librement homotopes s'il existe une application continue H : [0, 1] x [0, 1] — X telle que, pour tout ¢t € [0, 1],
on ait H(t,0) = fo(t), H(t,1) = f1(t) et H(0,t) = H(1,t).

Montrer que ’ensemble des classes d’homotopie libre est en bijection avec ’ensemble des classes de
conjugaison de 71 (X, ).

Exercice 4. Groupe fondamental de certains groupes linéaires

1. Soit m > 1 un entier. Déterminer le nombre de composantes connexes des groupes suivants : GL, (R),
GL,(C), SL,(R), O,(R), U,(C).

2. Montrer que l'application SUs(C) — C? qui 4 une matrice associe sa premiére colonne induit un
homéomorphisme entre SUs(C) et S3.

3. En déduire le groupe fondamental des groupes topologiques SUz(C), U(C) et GL2(C).

4. Calculer le groupe fondamental de SO3(R), de GL2(R)4 (composante connexe de GLy(R) formée des
matrices de déterminant positif) et de GLo(R)_ (composante connexe de GLo(R) formée des matrices
de déterminant négatif).

Exercice 5. Degré d’une application

1. Soit f : S' — S' une application continue et soit z € S'. On note n, € Z le nombre tel que le
diagramme suivant commute :

Pour toute question, n’hésitez pas & m’envoyer un mail & salim.tayou@ens.psl.eu, ou venir me voir au
bureau T2.
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(a) Montrer que pour tout chemin d’origine z et d’extrémité y, on a un diagramme commutatif de

morphisme de groupes (ou ¢ ([a]) = [’y_lafy])

> (S

(b) Montrer que le nombre n, est indépendant de x.
Le nombre n, s’appelle le degré de f, et on le note deg(f).

Montrer que deg(f o g) = deg(f) - deg(g).
Montrer que deux applications sont homotopes si, et seulement si elles ont le méme degré.

Montrer que si deg(f) # 0 alors f est surjective. La réciproque est-elle vraie ?

A o

Montrer que si f est injective alors | deg(f)| = 1. La réciproque est-elle vraie ?

Exercice 6. Théoréme de Borsuk-Ulam

Le théoréme de Borsuk-Ulam dit que pour tout n > 1 et pour toute application continue f : S* — R,
il existe x € S" tel que f(z) = f(—=z).
1. Prouver le théoréme pour n = 1.

2. On souhaite montrer le théoréme pour n = 2. On raisonne par I’absurde et on suppose donc qu’il existe
une application f: S? — S? qui vérifie, pour tout =, f(z) # f(—=x).
(a) Montrer que si g : S — S! vérifie g(—2) = —g(z) alors g est de degré impair.
(b) Soit I'application g : S — S! définie par

f(z) = f(—=)
g:ixry ot T
|f(z) — f(==)|
Observer que g(—z) = —g(z) et en déduire le théoréme pour n = 2 en considérant go ¢ : S! — S!

ot ¢ est l'inclusion de S' comme équateur dans S2.

Exercice 7. Théoréme de Lusternik-Schnirelmann

Soient A, B, C trois fermés de S? dont la réunion recouvre S?. Montrez que 'un des fermés contient deux
points antipodaux.



