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Introduction

Contrairement & la marche aléatoire simple qui & chaque instant décide au hasard de son
prochain déplacement, indépendamment du passé, une marche auto-répulsive s’oriente préféren-
tiellement vers les zones qu’elle a le moins visitées dans le passé. La difficulté principale de ’étude
réside alors dans son caractére intrinséquement non markovien.

Nous étudierons dans ce mémoire uniquement des marches aléatoires unidimensionnelles se
déplacant sur Z. Pour définir et étudier de tels objets, nous avons besoin d’introduire la notion
de temps local défini comme le temps passé sur chacune des arétes & un instant donné. Inspirée
par des résultats semblables pour la marche aléatoire simple (cf [Kni63], développé en section 3),
I'idée sera de déceler dans ces processus des temps locaux des comportements markoviens. Un
point crucial résidera dans la nature locale des lois de transition de la marche. Celle-ci ne devra
dépendre que des temps passés sur les arétes voisines de la position courante.

Ainsi Téth introduit en 1995 la BTSAW (Bond True Self Avoiding Walk) pour laquelle la
probabilité de sauter sur une aréte est proportionnelle & \*(temps passé sur cette aréte) pour un
certain paramétre A €]0, 1[. Ce modéle est proche de la "vraie" marche aléatoire auto-répulsive
("true" self-avoiding walk) définie par Amit, Parisi et Peliti en 1983 (dans [APP83]), ou la
répulsion provient des sites au lieu des arétes. Toth démontre dans [T695] une convergence en
loi pour sa marche. Si le théoréme central limite assure qu’a un instant n, la marche aléatoire
simple se trouve & une distance typique n'/? de son point de départ, Toth démontre que pour la
BTSAW ce déplacement est d’ordre de grandeur n?/3.

Nous commencerons par ’étude d’un modéle simplifié (ci-aprés nommé Toy-Model) introduit
en 1998 par Toth et Werner dans [TW98], correspondant a la limite A — 0 pour le modeéle origi-
nal. Un résultat similaire de convergence, avec la méme renormalisation par n/3, est démontré
dans [NROG].

Nous nous intéresserons ici aux propriétés markoviennes des temps locaux, pour le Toy-Model
en premier lieu, puis pour la marche aléatoire simple, enfin pour la BTSAW. On justifiera en
outre l’exposant 2/3 pour le Toy-Model a ’aide de résultats combinatoires établis par Feller dans
[Fel58]. On donnera aussi, sans la prouver complétement, des arguments pouvant conduire a la
convergence en loi de cette méme marche.

Dans toute la suite, on travaillera sur un espace de probabilité (Q2,C,P).
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1 Toy-Model

Nous commencgons par étudier le Toy-Model, introduit dans [TW98]. Celui-ci présente I’avantage
d’admettre des définitions graphiques alternatives (construction par rectangles, parcours d’un
labyrinthe aléatoire), rendant ses propriétés trés visuelles. De plus, 'idée de sa construction en
tant que parcours d’un labyrinthe aléatoires a été utilisée pour définir son analogue continu
(processus continu auto-répulsif) qui constitue le principal résultat de [TW98].

1.1 Définition de la marche aléatoire auto-répulsive du Toy-Model

Les notations sont fortement inspirées de [Dum12].

Dans tout ce paragraphe une aréte reliant deux points consécutifs de Z sera codée par son milieu
A valeurs dans Z := 7 + %

Soit (Sp)nen une marche aléatoire sur Z.

Pour 2z € Z, on définit le temps local passé sur 'aréte 2 jusqu’a l'instant ¢ comme étant le nombre
de fois que l’on franchit 'aréte allant de 2 —1/2 & 2+ 1/2 (dans les deux sens possibles). Plus
formellement :

1(3,2) =#{j € {0,...,i =1} /{S;, Sj} ={2—1/2, 2+ 1/2}}.

On introduit également le temps local de z € Z a Pinstant ¢ défini comme le nombre de passage
en z de la marche aléatoire jusqu’a l'instant ¢ (en comptant & partir de —1) :

/\(Zﬂz) = #{.7 € [O,Z}/S] = Z} - L

Définissons par ailleurs des conditions initiales a(2) du temps local (nous verrons plus tard
pourquoi la définition de ces conditions initiales est capitale). Dans le cas du Toy-Model, nous
prendrons toujours (Fig. 1) :

9/2) =---=a(=1/2) = a(-5/2) = --- = 0,
(11/2) = - = a(=3/2) = a(=7/2) = --- = —1.

FIGURE 1 — Les conditions initiales du temps local

Enfin, on note L,,(2) = l(n, 2) + a(2). Dans toute la suite, on parlera abusivement de temps local
pour désigner L.

Une marche aléatoire auto-répulsive est une marche aléatoire S,,, qui saute uniquement sur les
plus proches voisins, & valeurs dans Z, et dont la particularité est qu’a chaque instant n, la loi
de saut (i.e. la probabilité de se déplacer & gauche ou & droite & I'instant n) dépend du temps
local sur les deux arétes adjacentes a S,,. Plus précisément, on se déplace préférentiellement en



direction de I’aréte la moins visitée (ou le temps local est le plus faible).

Dans ce Toy-Model, on opte pour une loi avec composante déterministe :

si Ln(Sn+1/2) < L(S, — 1/2),
si Lp(Sn+1/2) > L,(S, — 1/2),
si Ln(Sy+1/2) = L,(S, — 1/2),

P (Sps1 = Sn + 1[So, ..., Sp) =

= O =

P (Spi1 =Sy — 1|8, ..., Sp) = 1 — P(Spy1 = Sy + 1[So, ..., Sn) -

REMARQUE. Notons que sans initialisation du temps local (a(2)), la marche serait, au choix
initial prés, déterministe.

1.2 Quelques propriétés du temps local du Toy-Model

Le but de cette partie est d’établir des relations et propriétés vérifiées par le temps local qui nous
seront utiles pour la suite.

PROPOSITION 1.1. Pour tout entier z, nous avons le lien suivant entre le temps local en z et
les temps locauz des arétes adjacentes :

2A(n, 2) 515, =z,

Ly(z+1/2) + Ln(2 = 1/2) = { 2X\(n,z) +1  sinon.

PREUVE : par récurrence sur n :

Cela est clairement vrai au rang 0 par définition de a(Z2).

Si la relation est vraie a l'instant n,

o si z ¢ {S,,Snt1}, toutes les quantités intervenant a l'instant n restent les mémes a l'instant
n+ 1.

e siz= Sn+1,
Que lon arrive de gauche (S, = z — 1), ou de droite (S, = 2+ 1), on a L,y1(z — 1/2) +
Lpt1(24+1/2) = Ly(2+1/2) + L,(z — 1/2) + 1. Et puisque A(n + 1,2) = A(n, 2), le résultat
s’ensuit.

e si z =5, on conclut de méme.

O

PROPOSITION 1.2. Grice auz conditions initiales du temps local vérifiant : ¥z € Z*, |a(z —
1/2) —a(z+1/2)|=1, on a :

e VzeZ—{S.}, |Ln(2+1/2) —Ly(2—1/2)| =1

e Pourz=._5,, Lo(z+1/2) — L, (2 —1/2) € {-2,0,2}.

PREUVE : Par récurrence sur n :

L’initialisation découle de la définition de a(2) et de Sy = 0.

Pour n > 1,

o siz ¢ {S,,Snt+1}, toutes les quantités intervenant ne changent pas entre les instants n et

n+ 1.

e siz= Sn,

—si L,(2+1/2)— L,(2—1/2) = 0, alors selon la direction du saut, on a soit L,4+1(z —1/2) =
L,(z—1/2)+ 1 soit Ly41(2+1/2) = L, (2 +1/2) + 1. Dans tous les cas, L,41(z + 1/2) —
Lyi1(z—1/2)=L,(2+1/2) = L,(z—1/2)£1 € {-1,1} .

- si Lp(z2+1/2) = L,(2—1/2) € {—2,2}, le saut entre les instants n et n+ 1 est par définition
déterministe et on vérifie que L,4+1(z+1/2) — L41(2 — 1/2) € {-1,1}.



o siz=2S5,11, Ln(z+1/2) — L,(2 —1/2) € {—1,1} (par I’hypothése de récurrence) et, comme
Lyy1(z—1/2) =L,(2—1/2)+1ou Ly41(2+1/2) = L,(2 +1/2) + 1 (selon que S, =z — 1
ou z + 1), dans tous les cas, L, y1(z 4+ 1/2) — L41(2 — 1/2) € {-2,0,2}.

O

REMARQUE 1.3. Cette derniére propriété implique que, & partir de la donnée de {L,, (%), 2z € Z},
on peut retrouver la valeur de S,, (qui correspond a 'unique z pour lequel L,,(z+1/2) — L,,(z —
1/2) € {—2,0,2}).

PROPOSITION 1.4. Pour tout n, L,(S, + 1/2) + S, est impair.
REMARQUE 1.5. On en déduit, avec la proposition 1.2 : L, (S, — 1/2) + S,, est impair.

PREUVE : Par récurrence : Pour n =0, Sy = 0 et Lg(1/2) + 0 = 1 est impair.
Si L, (S, +1/2) 4+ S,, alors au rang n + 1,

— Si Sp+1=S,+1alors Ly, 41(Sp+1+1/2) a méme parité que Ly, 41(S,+1/2) (car Ly11(Sn+1+
1/2)—Lyp11(Spnt1—1/2) € {—2,0,2}) et Lp,11(Sp+1/2) = L, (Sp+1/2)+1 d’0t Ly 1 (Spt1+
1/2) + Sy,41 est impair.

- SiS,41 = S, —1alors, comme L, (S,+1/2)—L,(S,—1/2) € {-2,0,2} et L,,11(Sp+1+1/2) =
Ln(Sne1+1/2)+ 1, il vient Lyy1(Sne1 +1/2) + Spa1 = Ly (Sn) + Sn — 2, qui est impair par
I’hypothése de récurrence.

O

COROLLAIRE 1.6. \(n,S,) + S, est impair <= L,(S, + 3) = L, (S, — 1).

PREUVE : En utilisant le résultat L, (z + 1/2) + L, (z — 1/2) = 2A(n, 2z) de la proposition 1.1 :
e (<)

L,(Sn+1/2) =L,(S, —1/2) = L,(S, + 1/2) = X(n, Sp)
(par la proposition 1.1),

= A(n, Sp) + Sp, est impair
(par la proposition 1.4).

Ln(Sn+1/2) + Ln(Sn — 1/2)

5 + S, est impair

A(n, Sp) + Sy, est impair =

(proposition 1.1),
N L,(S,—1/2) — L,(S, +1/2)
2

est pair

(avec la proposition 1.4),
= L,(S, —1/2) — L,(S,+1/2)=0

(avec la proposition 1.2).
O

REMARQUE 1.7. Ce corollaire spécifie en particulier que les instants ou la marche doit choisir
avec équiprobabilité son prochain saut ont une composante déterministe.



1.3 Equivalence avec le parcours d’un labyrinthe
On notera dans ce paragraphe T := {(z,h) € Z x N: z 4+ h impair}.

REMARQUE. Le terme "labyrinthe" sera ici employé dans une acception restreinte : il existera
en réalité un unique parcours possible, zigzaguant parmi tous les points de Z x N.

e Commencons par constater le fait suivant :

Si L, (Sn—1/2) = L,(Sy, +1/2) (c’est-a-dire si S, + A(n, Sp) est impair d’apres le corollaire 1.6)
et Sp11 — S, =w € {—1,1}, alors, notant p le premier instant ot la marche revient en S,,, on a
Sp+1 — Sp = —Ww.

Ainsi, on peut écrire, si (S,, A(n, Sy,)) € T,

Sn+1 - Sn = S(Sru )\(na Sn))a
Sp - Sp—l = *S(Sna >‘(77ﬂ Sn))a
ott (£(2,h))(zner est une famille de variables aléatoires 4.i.d. de loi commune P ({(z,h) =1) =

P(¢(z,h) = —1) = 3. Cette remarque va permettre de construire les parois du labyrinthe et
justifie la construction par rectangles.

e Définissons maintenant le labyrinthe en question. Notons & cet effet :

F:={(x—1/2,h) € Z x (NU{—1}) : £ 4 h impair},
B =7 x (NU{—-1})\F.

On découpe le demi-plan (Z x (NU{—1})) en rectangles 2 x 1 de la forme [2,2+1] x [h—1, h+1]
o (2,h) est dans F (ce couple (2, h), coordonnées du milieu du coté droit d’un rectangle, sera
le code de ce rectangle). Pour tout (z,h) € T, si {(z,h) =1 (resp. £(z,h) = —1), on dessine le
motif (a) (resp. (b)) (cf. Fig. 2) dans le rectangle de code (z —1/2,h + 1).

motif (a) motif (b)
FIGURE 2 — Briques élémentaires

Les conditions initiales (a(£)) correspondent aux briques initiales du labyrinthe indiquées sur la
figure 3.

Le graphe formé par ces arétes obliques peut étre interprété comme les parois d’un labyrinthe
aléatoire constitué d’une unique composante connexe. Le mur de droite dans le sens de parcours
est formé des arétes reliant les points de F, le mur de gauche par celles reliant les points de B.
Alors, la suite (Sy, A(n, Sn))n>0 est donnée par le parcours de ce labyrinthe (Fig. 4).

REMARQUE. Sur la figure 4, au temps n = 23, on a équiprobabilité de poursuivre vers la gauche
ou vers la droite.

Cet assemblage de briques aléatoires est aussi équivalent & un systéme de marches aléatoires
coalescentes donné par les définitions suivantes.
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FIGURE 3 — Le pavage du demi-plan
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FI1GURE 4 — Un exemple de trajectoire

On introduit la famille de marche aléatoires coalescentes allant vers la droite : pour tout (2,h) €
F, la marche Lz; n) st définie comme suit :

L?_é,h) (2) - ha
LEZ h) (g+1)= LE;JL)(?Q) +&(9+ 1/27L?_2’h)(?j) -1).

Les conditions initiales imposent que ces marches soient réfléchies par I'axe des abscisses avant
0, absorbé par lui aprés 0, ce que I'on peut assurer en imposant les conditions

€1,-1)=£3,-1) =... =£(-2,-2) = £(—4,-2) =... = -1,
€2,-2) =£(4,-2)=...=£(-1,-1) =¢&(-3,-1) =... = 1.

Iy

On note enfin Lé h) les marches duales, définies pour (2,h) € B, et reliant les sommets de B.



On peut les écrire comme suit :

{ Lz ()

= h7
L(g,h) - 1) = L(}ﬁ)(?)) + 5(3} - 1/2,L(_27h)(g)) - 1)-

—~
N9

La figure 5 donne un exemple de labyrinthe ainsi formé.

position au temps n=23

N .
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F1GURE 5 — Chemins coalescents formant les parois du labyrinthe

REMARQUE 1.8. Les chemins coalescents encadrant le parcours dans le labyrinthe nous donnent

directement le temps local sur les arétes. C’est-a-dire que pour une position courante (S, A(n, S, )—

1) = (=, h), les valeurs en chaque demi-entier des marches définies ci-dessous donnent la valeur

du temps local sur ’aréte correspondante.

e Si (x4 1/2) € F la marche partant de (x — 1/2, h) & gauche et celle partant de (x +1/2,h) &
droite (premier cas sur la figure 6, et Fig. 7 (tracé rouge)).

e Si(x+1/2) € Blamarche partant de (z—1/2, h+1) a gauche et celle partant de (z+1/2,h—1)
a droite (deuxiéme cas sur la figure 6).

premier cas : (x +1/2,h) € F | deuxime cas: (x +1/2,h) € B

les chemins coalescents encadrant a considérer sont en rouge.
FIGURE 6 — Lecture du temps local sur les parois du labyrinthe
La figure 7 donne le schéma a plus grande échelle pour le cas (z + 1/2,h) € F. Par exemple au

temps n ou la marche est en (z, h), le temps local sur laréte 2, 3] est 4, sur Paréte [—4, —3] il
est de 1.
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FIGURE 7 — A plus grande échelle

REMARQUE 1.9. Outre le fait qu’elles rendent 1’étude non triviale, les conditions initiales
(a(2)) du temps local jouent un role crucial dans ’équivalence avec le labyrinthe. En regardant
la figure 4, on s’apergoit néanmoins que d’autres initialisations du temps local auraient été
envisageables : certaines trajectoires de marches aléatoires simples par exemple. Le point crucial
pour qu’une telle initialisation soit retenue réside dans la coalescence des marches Lt et L™ des
temps locaux avec la marche (a(2)) : en particulier, des conditions trop raides, telles que par
exemple a(n +1/2) ~ an pour un o < 0 ne sont pas valides (il découle de la loi forte des grands
nombres qu’avec probabilité non nulle, une marche partant de (1/2,1) par exemple, ne coalesce
pas avec ces conditions initiales).

Les conditions choisies dans ce modéle sont les plus "plates" possibles.

REMARQUE 1.10. Comme indiqué en introduction, on souhaite que les processus des temps
locaux forment des chaines de Markov. Le Toy-Model présente I’avantage d’avoir pour tel pro-
cessus une chaine de Markov des plus élémentaires : aux conditions d’absorption ou de réflexion
sur ’axe des abscisses prés, c’est une marche aléatoire simple.

2 Convergence en loi de la marche

Origine de ’exposant 2/3 : heuristique. Soit (S,,),>0 la marche aléatoire du Toy-Model et

(Rn)n>0 lamarche aléatoire simple partant de 0. Le théoréme centrale limite donne la convergence

en loi de R—;; vers une variable aléatoire gaussienne (non nulle). De par son caractére auto-répulsif,

il est naturel de s’attendre a un étalement plus grand de S,. On parle dans ce cas de marche

superdiffusive.

Renversons le probléme en tentant de trouver des fonctions f et g telles que le temps 7, nécessaire

pour atteindre le point z,, := |2 f(n)]| pour la h®™¢ (ou h,, := |hg(n)]) fois soit de I'ordre de n

(pour des h,z > 0 fixés, le cas x < 0 étant similaire). On se placera uniquement dans le premier

cas de la remarque 1.8, le cas général peut s’en déduire. La correspondance avec le labyrinthe

fournit la valeur de 7, : c’est I'aire délimitée par

— les conditions aux limites (a(Z2)),

— a droite : la marche aléatoire dans F partant de (z,, + %, hy) jusqu’au temps d’atteinte de ’axe
des abscisses,

— & gauche : la marche aléatoire dans B réfléchie "avant" 0 jusqu’a ce qu’elle atteigne 'axe des
abscisses dans les z négatifs.

Dans la suite, on appellera A l'aire a droite du point z,, et B laire & gauche (Fig. 8). Un

raisonnement informel reposant sur le théoréme central limite laisse penser que si f(n) = n?/3 et



F1GURE 8 — Correspondance entre un temps d’atteinte et 1’aire sous les temps locaux

g(n) = n'/3, alors 7T, est de 'ordre de n. Ainsi & un instant d’ordre de grandeur n, notre marche
se trouve dans une fenétre de taille n2/3 autour de son point de départ et a passé un temps de
'ordre de grandeur n'/? sur chacune des arétes. On aimerait qu’alors % converge en loi. Un
résultat de ce type existe. Nous verrons dans cette partie des arguments pouvant légitimer cet
exposant. Tentons dans un premier temps d’établir des résultats sur 7,.

Reposant essentiellement sur quelques résultats combinatoires, le prochain paragraphe donnera
des résultats de tension pour les aires sous des marches aléatoires. Ceci nous permettra d’établir
la tension de la suite %’Tn

A T’aide d’une transformée de Laplace, on s’efforcera par la suite de donne une idée de démons-
tration de la convergence en loi de 7,. On déduira d’un tel résultat le théoréme suivant :

THEOREME 2.1. Sild est une variable aléatoire de loi exponentielle de parameétre 1 indépendante

Sin Hpp, .
de la marche, alors (224l ZU ) converge en los.
) n2/3 7 pl/3

2.1 Reésultats sur la marche aléatoire simple et conséquences
2.1.1 Convergence en loi d’un temps d’atteinte

Le but de cette section est d’obtenir des résultats de convergence concernant des premiers temps

d’atteinte et des maxima pour la marche aléatoire symétrique. Les résultats sont tirés de [Fel58].

Soit (g;);>1 des variables aléatoires i.i.d. telles que P(e; =1) = P(e; = —1) = 3. Et R, :=
v_1€k ; Ro =0, la marche aléatoire simple.

Nous utiliserons également 7,. := min{n > 0: R,, = r}, le premier temps d’atteinte de r.

Le théoréme centrale limite assure que ﬁﬁ converge en loi vers une variable aléatoire gaussienne.

Symétriquement, on s’attend & ce que 73 converge aussi en loi. Ce sera I'objet du théoréme 2.5.
Feller en propose une preuve combinatoire.

De la méme maniére que pour déterminer la loi du temps d’arrét du mouvement brownien,
on commence par un principe de réflexion :

LEMME 2.2 (Principe de réflexion). Sir,n>0et0<k <r,
P(r. <n, R,=k)=P(R,=2r—k).

Note : conformément a la figure 9, on parlera de pas montant et descendant respectivement pour
g, =1eteg =—1.

10



FI1GURE 9 — Principe de réflexion.

PREUVE : On décompose selon les valeurs possibles du temps d’atteinte :

Jj=0
n n
:Z]P’ T =7, Zep:k—r
Jj=0 p=j+1

Puis on met & profit 'indépendance de {7, = j} et de o(gj11,...) :

P(Trgna Rn: ):zn:]P(TT:])P i:gp:k_r

j=0 p=j+1

Enfin par symétrie,

P(re<n, Ro=k)=> P(rn=4)P| Y e=r—k

n
7=0 p=7+1
D’ou, en remontant les égalités

P(r. <n, Rp=k)=P(7.<n, R, =2r —k)

=P(R,=2r—k).
car {R, =2r — k} C {r < n}. O
LEMME 2.3. A Uinstant n, la marche se trouve en x avec probabilité :
Png =P(R,=1)= 2%(%) avec la convention : (%) =0 st ”—JQFI ¢ N.
PREUVE : On peut décomposer n en n = p + ¢ o p est le nombre de pas montant, ¢ le nombre
de pas descendant. Alors z = p — ¢. On a donc p, ; = 5 (p;q) = (HTQLT) O

La loi des premiers temps d’atteinte découle de ces deux premiers lemmes :

LEMME 2.4. La probabilité que (R,) atteigne r € [0,n] pour la premiére fois & linstant n est
donnée par :

r{n 1
Orp =P (1, =n) = n(”;’r) o

avec la méme convention : (nﬁr) =0 si "T'” Z N.
2

11



PREUVE : Observons déja que le dernier pas effectué est nécessairement montant.
Par conséquent,

QOT',n:P(Rn—l:T_l;enzL VkSH—I,RkST—l)
1

:§]P’(Rn,1:r—1, VE<n—1,R, <r—1).

Or, par le principe de réflexion :
P(Roo1=r—1; Fk<n—-1Ry=r)=PR,-1=r—1, 7<n—-1)=P(R,—1=7+1).
Donc ¢, = %(pnq,rq — Pn—1,r+1), dont le calcul donne, avec le lemme 2.3,

T(n)l
- +r | on

La loi explicite du temps d’arrét 7, fournie par le lemme 2.4 permet de conclure quant & la

convergence en loi de 7.

O

THEOREME 2.5. Notant Z une variable aléatoire de loi gaussienne centrée réduite, on a

LN
r2 rooo Z2°

Autrement dit, pour tout a > 0,

2 [ 2
P(r, <ar’) — \/>/ e~ T ds.
r—00 T 1/va

REMARQUE. La limite est précisément la loi du temps d’atteinte de 1 pour un mouvement
brownien standard. Feller propose ainsi une approche discréte de qui peut se voir comme un
corollaire du théoréme de Donsker.

PREUVE : Commencons par remarquer que, s’agissant de variables aléatoires réelles, il suffit pour
conclure de prouver que pour tout a > 0 et b < oo,

T, 9 [Uva o,
P(a§—2§b> — f/ e~z ds.
T 7T 1/\/5

e Grace a la formule de Stirling (n! ~ (g)n V/2mn), on a 'équivalent suivant : lorsque r — oo,

et 3 > «a, pourvu que n et r aient méme parité,

\/? r n" 2 r r2
o TVRE =0 (n4r)" T (n—1)" T T \/n3

e Soitb>a>0etr >0,

[br?]

Ty
P(a<r—2§b): Z Or.n

n=|ar?]+1

br2) /72
= / 20 [r2u) 1120 4rean du.
(lar?]+1)/r?
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L’équivalent précédent assure alors par convergence uniforme que

b
P<a<2§b) — \/5 ELe%’t}alu.
r2 r=oo Vo J, 2Vud

(le facteur 1/2 provient de ce qu’un terme sur deux est nul).
Le changement de variable s? = 1/u fournit enfin le résultat. O

Cette convergence permet d’obtenir directement la convergence du maximum d’une marche aléa-
toire avant un instant donné :

COROLLAIRE 2.6. Pour tout 5 > 0,

[2 (8 .
IP’( max Ry < ,Br) — 7/ e 2ds.
0<k<r? r—>00 ™ Jo

REMARQUE. Ce corollaire affirme la convergence en loi de % rnaLx2R;C vers la valeur absolue
0<k<r

d’une variable aléatoire de loi gaussienne centrée réduite.
PREUVE : il suffit de constater que { rna><2R;€ < 67"} = {78r41 > r?}. O
0<k<r

Enfin, on souhaite connaitre le maximum d’une marche avant un premier temps d’atteinte.

Tentons plus précisément d’évaluer P <0<£n<ax Ry > ﬁr) (Fig. 10). Nous allons prouver que
SEST(—ry

(1 max Ry).>1 est une suite tendue.
r =
OSk‘ST(,T)

DEFINITION 2.7. On dira qu’une suite de mesures finies (1, )nen sur ([0, +oo[, B([0, +0])) est
tendue si pour tout € > 0, il existe un compact K. C]0,+o0[ tel que pour n assez grand :

pn(R\K,) <e.

On dit qu’une suite de variables aléatoires est tendue si la suite de leur loi ’est. Remarquons
qu’on impose, en plus de la définition usuelle de la tension, que les variables ne chargent pas trop
les voisinages de 0.

By e N

\J

FIGURE 10 — La marche dépasse r avant d’atteindre —r.

On a la résultat suivant :
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COROLLAIRE 2.8. Pour tout € > 0, il existe 8 > 0 tel que,

) > <e.
limsup P (O<£naa3 Ry > ﬂr) <e

r—00 = S"'(—r)

PREUVE : On veut estimer

P Re>Br) =P(rg <7..).
(o ez r) =R <720

Décomposons selon les valeurs du temps d’atteinte :
P(rg, <7—p) <P (T(_T) > ar2) +P (T[g,« <7_,< ozrz)
<P (T(,,«) > arz) + P (Tﬂr ST Ter) — Tor < oer) .
Or, par la propriété de Markov forte :
P (18, < 7—p; T(—ry — Tar < ar?) = P13, < 7(—))P(T(551)r < ar?)
< P(7g41)r < ar?).

Le théoréme 2.5 assure qu’en fixant « puis S assez grands, on peur rendre ces quantités petites.
On obtient ainsi le résultat. O
2.1.2 Aires sous des marches aléatoires

Note : dans cette partie, pour plus de lisibilité, on prendra la liberté de ne pas se préoccuper du

caractére entier des arguments, et d’omettre les parties entiéres.

On conserve les définitions de R,,, 7y, ... introduites dans le paragraphe précédent, a ceci prés
que l'on munit 'espace (£2,C) d’une famille de probabilités (P)ren telles que sous Pr, Ry = h
presque strement. On introduit l'aire sous la marche avant d’atteindre 0 pour la premiére fois

(Fig. 11) :
D= ZRk.
k=0

‘ D)

FIGURE 11 — L’aire D

L’étude de cette quantité donne des résultats sur 'aire A (& droite sur la figure 8). On s’attend
typiquement & ce que, pour h > 0 réel fixé, sous Py,,,, D soit de 'ordre de n3. Montrons que c’est
effectivement le cas :

PROPOSITION 2.9. Pour tout € > 0, et tout h > 0 réel, il existe a, B > 0 tels que

liminf Ppn(an® <D < Bn®) > 1 —«¢.

n—oo
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PREUVE. e On remarque (Fig. 12) que

) 8a [hn)\?2 8a [ hn\?2
Phn(DZQWS)ZPhn<T’L2’lZ3<2>>P()(Thznz?)(z)),

A
Lhn]

5]

\J

FIGURE 12 - L’argument pour la minoration

Comme hn n’est pas entier a priori, cette estimation n’est pas toujours vraie telle qu’annoncée.
Elle l’est cependant pour n assez grand (signalons que h est fixé tout au long de la preuve),
quitte & remplacer 8« par 9«, ce qui ne perturbe pas la suite du raisonnement.

Le Théoreme 2.5 assure déja :

B3/2

hn\ 2 2 [VBa 2
Py (Thn > 86; (n) > — \/f/ ’ e 2ds,
2 2 n—o00 T Jo

qui tend vers 1 quand « — 0. De maniére informelle, pour a assez petit, Pj,,,(D > an?) tend a
étre proche de 1. On obtient ainsi un résultat de minoration sur D.

e Pour ce qui concerne la majoration, en majorant ’aire par un rectangle, on s’apercoit que,
sous PP, : D ne peut dépasser 3n> que si le temps d’atteinte de 0 (1) dépasse @hn2 ou si le
maximum de la marche avant ce temps d’arrét dépasse %hn. Autrement dit,

Ppn(D > Bn?) < Pp, (70 > ﬁhng +Phn | max Ry > @hn :
h 0<k<ro h
1l suffit de majorer ces deux termes. Soit € > 0. Le corollaire 2.8 et le théoréme 2.5 assurent
I’existence de 8 > 0 tel que les limsup deux termes précédents soient majorés par ¢.
Donc pour de tels £,

Ppn(D > Bn®) < 2e.

En combinant avec le résultat de minoration précédent on peut conclure. O

e On cherche maintenant a estimer l’aire B (cf. Fig. 8). Définissons pour cela une marche aléatoire
(X,gm’h))pzo partant de h de la facon suivante : pour p < x, c’est une marche aléatoire symétrique
réfléchie en 0. Pour p > z, c’est une marche aléatoire simple.

On veut obtenir des résultats de majoration des quantités suivantes : ’aire sous la marche avant
Pinstant x (notée R(I’h)), et ’aire sous la marche depuis son origine jusqu’au premier temps
d’atteinte de 0 supérieur & 2 (cette aire est notée W(@") et le temps d’atteinte §(*") (Fig. 13).
On a donc :
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0@ = min{p > x : X}(}m,h) = 0},
h) x,h
REM = 3 XD
k=0

g(@:h)
h x,h
wieh = 3™ x =,
k=0

[
|
|
|
|
! »
T g@h)

FIGURE 13 — L’aire totale W& Et Iaire R(*") 3 gauche des pointillés.

On s’attend aussi a ce que wian® hn) sgit de lordre de n®. On cherche le méme type d’estimations
que précédemment : la suite (#W(“ hn)),>1 sera ainsi tendue.

PROPOSITION 2.10. Pour tout € > 0, et tout x,h > 0, il existe 3 > 0 tel que,

liminf P(W(w"2’h") < 5713) >1-—e.

n—0o0

PREUVE. e Il est déja clair que R(@n®hn) e peut dépasser An?® que si le maximum de la marche
avant xn? dépasse %n Le corollaire 2.6 assure que cela n’arrive a la la limite qu’avec probabilité
faible pourvu f que soit assez grand : pour tout z et h, il existe 5 > 0 tel que

limsup IP’(R(”:"Z’h") > Bn?) — 0.

n—o00 B—o0

h)

e On veut enfin estimer W& 11 suffit de décomposer selon les valeurs de Xg(f’ . Fixons € > 0.

2
Le corollaire 2.6 montre que la probabilité que Xiﬁ? hn) dépasse yn tend a étre faible si v est
grand. On obtient, pour un + fixé assez grand,

n
POVERI) S gn3) < o ST BOERTIn) 5 gpd s x et _ )
t=0

Dans cette démonstration, on notera Q) 'aire sous une marche aléatoire simple partant de ¢
avant qu’elle n’atteigne 0.
En utilisant la propriété de Markov simple, et le fait qu’alors ’aire aprés = conditionné au fait

que Xg(cm’h) =t suit la méme loi que oW .

n
(zn?,hn) 3) < (zn?,hn) 1 3 (t) } 3y . (zn?,hn) —
P(W >ﬁn),e+ZP((R > 36n* ou QY > Zn®) s X t).

zn2
t=0
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ott Q® est indépendant de (X5"™), 0.
Alors par sous-additivité, puis en exploitant le fait que P (Q®) > 18n3) croit avec ¢,

P(W(mn2,hn) > ﬂ?’lg)

zn? zn?

yn
<e+y (JP(R@""%") > oo’ X =) +P(Q > 5" P(X Hhn) t)>
t=0

1 zn? hn n 1 xn”,hn
< e+ P(REOI > Zgn® s XUEM < m) + QO™ > 2 nd)P(X(E M < )

1 1
< e+ P(RE"I) > 58n%) +B(QU™ > 2 pn?).

Grace aux estimations déja obtenues, on conclut. O

2.1.3 Conséquence pour la marche du Toy-Model
1l suit des derniers résultats le théoréme suivant :

THEOREME 2.11. Soit x,h > 0. Notant 7;(x’h) Vinstant ow la marche (Sy,) du Toy-Model atteint
le point |xn?/3| pour la |hn'/3|°™¢ fois, la suite (%Tn(z’h))nzl est tendue, c’est-a-dire :

T(mvh)
Hminf P | a < -2 <g — 1.
n— 00 n a—0,8—00

REMARQUE 2.12. Ce résultat est moins fort qu’une convergence en loi. Celle-ci pourrait s’ob-
tenir avec des outils comme le théoréme de Donsker. Puisque celui-ci dépasse nos connaissances,
nous nous attacherons dans le paragraphe suivant & donner des arguments plus élémentaires qui
pourraient permettre de conclure.

REMARQUE 2.13. Le théoréme de Prokhorov assure néanmoins la convergence étroite a ex-
traction prés. En particulier, si 'on parvient & identifier une limite unique, la convergence en loi
s’en déduit.

2.2 Convergence en loi de l’'aire a ’aide des fonctions génératrices :
idées de démonstration.

Nous allons nous intéresser a une autre approche pouvant conduire & un résultat de convergence
de Taire A. L’idée va étre d’obtenir une équation satisfaite par sa transformée de Laplace.

Soit (g;);>1 des variables aléatoires i.i.d. telles que P(e; = 1) =P(e; = —1) = 3.

On donne les définitions suivantes, obtenues en renormalisant la marche aléatoire simple. Pour

h >0, n € N*, on note (Yp(n’h))pen%N le processus défini par YO("’h) = %

et, pour p > 0 (et tel
que pn? € N) :

(nh) _ yr(n,h) l
Y;H_n% = Yp + nEnzp.

Le temps d’atteinte de 0 est noté 7"
On définit comme précédemment ’aire sous la marche (Fig. 14) :

T(n,h)
Qo) =Yy,
k=0

par pas de—L;
n
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Tn.n)

FIGURE 14 - Laire Q")
Enfin soit a — u,, o(h) sa transformée de Laplace :

Un,a(h) =E {e‘ag(n’h>} :

Alors, en distinguant les valeurs possibles du premier pas, et en exploitant la propriété de Markov
simple, on obtient ’équation discréte suivante : pour tout a,h > 0 et n € N*

1 i 1 1
un,a(h) = ge*a L:;;J <un7a <h+ n) + Up,o <h — n)) . (1)

On a par ailleurs la condition initiale u, o(0) =1 et la condition limite : hlim Un,a(h) = 0.
—00

On aimerait que pour tout a, h +— u, o(h) converge vers la solution de l’équation différentielle
"limite" v”(h) = 2a h v(h), de conditions aux limites v(0) = 1 et hlim v(h) = 0. Cette solution
—00

est, & une constante multiplicative prés, la fonction d’Airy, trés étudiée pour ses applications en
optique notamment. Son graphe est donné en figure 15.

FIGURE 15 — La fonction d’Airy
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Consistance de I’équation discréte : On fixe o > 0.
On se donne une application v de classe C? sur Rt vérifiant pour tout h > 0, n € N* :

=3 (o130 1).

Pour A fixé, un développement limité & ’ordre 2 permet d’obtenir :

v (h) = 2a hv(h). (2)

Ceci assure la consistance du schéma (1) vis-a-vis de I’équation différentielle (2).

Convergence en loi de I’aire : On peut espérer que sous une certaine condition de stabilité,
un analogue du théoréme de Lax (avec une condition initiale et une condition limite) assure
alors la convergence pour tout «, de h +— wuy o(h) vers la solution de I’équation différentielle
v"(h) = 2a h v(h), de conditions aux limites v(0) =1 et hli_}n;ov(h) = 0. Enfin, notant, pour tout

h, A(h) la transformée de Laplace inverse de u(., h), on obtiendrait la convergence en loi pour
tout h > 0 :

d
Q(n:h) Q (h).
n—oo
REMARQUE. Cette convergence peut aussi étre vue comme une conséquence d’outils liés au
théoréme de Donsker. La loi limite serait alors vraisemblablement celle de 1’aire sous un mouve-
ment brownien partant de i avant qu’il n’atteigne 0.

Des méthodes analogues peuvent amener & la convergence en loi de l'aire totale donnée par
la figure 8. Grace a ’équivalence entre la marche du Toy-Model et le parcours du labyrinthe

(z,h)
aléatoire, il s’ensuivrait que T"n converge en loi (o 7}(x’h) désigne le temps d’atteinte par la
marche du Toy-Model du point [n?/3z] pour la [n'/3h]*™¢ fois). On aurait une conclusion du

type :

(2.h)
Wz €R, Vhe [0, 400, ITEH T D o), (3)
n n—o0

On notera p(z, h) la valeur en 1 de la transformée de Laplace de la loi limite éventuelle dans (3).

2.3 De la convergence de 7, a celle de S,,.

On suppose donné un résultat du type (3). On ne peut pas en déduire directement la conver-

gence en loi de n‘zyg pour des temps déterministes. On cherche & prouver ici le théoréme 2.1. On

. Str) Hin . . L .
veut donc montrer la convergence en loi de ( L, el ), oll U est une variable aléatoire de loi

exponentielle de paramétre 1, indépendante de la marche.

Soit ¢ une application continue & support compact sur R%. On a

Stozt) Hintt 2/3.. 1/3
E {‘p ( 23 s )| T > o(x, h)P ((S[nu]vH[nZ/{]) = (n*3z,n/ h)) .

(z,h)En—2/3Zxn—1/3N

Par indépendance de U avec la marche,

Blo( i) = X een T r@=nE (70 <5).

(z,h)EN—2/3Zxn—1/3N k>0
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Or un calcul montre que [ni{] suit une loi géométrique de paramétre e~'/™. Tl vient,

Sinu) Hing) o ; y
E{@(nz/s nl/3 = Z @(m,h)ze /n(1—e 1/ )P<7;(’):k)

(x,h)En—2/3Zxn—1/3N k>0

(,h)
= Z o(z,h)(1 —e V™ME lexp (— ﬂln )]

(z,h)EN—2/3Zxn~1/3N

+oo oo 2/3 1/3
_ iy, (([2] [ R
[ e (B

(n2/34] [n1/3n)
n2/3 0 173

dh dz,

3=

xE |exp | —

qui, par convergence dominée, tend vers

/:O /OOO p(a,h) p(x, h) dh dz.

. . Sty Hin
Ceci prouve la convergence en loi de (n[z/ua] , )

Constatons que c’est autour de la forme du processus des temps locaux (qui sont rappelons-
le des marches aléatoires simples réfléchies puis absorbées par ’axe des abscisses) que se sont
articulés les arguments justifiant ’exposant 2/3, ainsi que ceux conduisant vers des pistes de
démonstration pour une convergence en loi de S,/ n?/3. Dans son article, Toth se sert de mémes
idées pour le modéle plus complexe que constitue la BTSAW. Les processus de temps locaux
sont plus complexes, mais ils restent markoviens. En guise d’introduction, le prochain para-
graphe prouve la nature markovienne d’un tel processus dans le cadre de la marche aléatoire
simple.

3 Quelques résultats dus a Knight

Cette partie s’appuie sur les travaux de Knight, parus dans [Kni63] en 1963. Il y démontre que le
processus des temps locaux pour la marche aléatoire simple constitue une chaine de Markov assez
simple pour pouvoir ’analyser. Il en déduit des résultats similaires pour le mouvement brownien :
c’est le théoréme de Ray-Knight. Le méme théoréme fut en effet démontré indépendamment par
Ray a la méme époque (dans [Ray63]). Ce dernier choisit toutefois une approche différente, sans
utiliser le modéle discret.

3.1 Nature markovienne du processus des temps locaux
Rappelons que R(n) = >_}'_, ek, n > 0 représente la marche aléatoire symétrique.

DEFINITION 3.1. Pour tout k¥ > 0 et m > 0, on définit ¢,, I'instant précédant le (m + 1)°me
passage de 0 & 1 (c’est-a-dire qu’on a R(t,,) =0 et R(t,, +1) =1).

On pose S(m, k) = #{0<n <t,/R(n—1)=ket R(n) =k+1}.

Autrement dit, S(m, k) est le nombre de pas de R(n) de k a k + 1 jusqu’au (m + 1)®™¢ (exclu)
pas de 0 & 1.

Il en résulte que S(m,0) = m. (Fig.16 et 17)
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k+1
k S(m,k)pasde k a k+1
1 m+1pasdeOal
0 NS
n

on compte le nombre de passage de k& &k + 1 avant le passage m +1de 0 1

FIGURE 16 — représentation de S(m, k)

S(m, k)pas dek a k + 1
—

m+1pasde(Oal
—
-
— — —
-— — - -—
— —> — —
-1 0 1 2 - k k+1

FIGURE 17 — représentation de S(m, k)

Une autre maniére de se représenter les chemins (cette équivalence sera développée en section
4.2) est donnée en figure 17.

THEOREME 3.2 (de Knight). Pour tout m > 0 , (S(m,k))r>0 est une chaine de Markov
homogéne a valeurs dans les entiers naturels avec S(m,0) = m et de matrice de transition
définie par

plir,iz) = (—1)" (f“)r“ﬁiz).

12

On s’est servi de la notation suivante :

NOTATION. On utilisera, pour 4,5 > 0, (') pour désigner —i(imD (=it e gorte que

o J , 7
ﬁ = Z;io (_jl)xf. On a en particulier (2) =0sij>0,et (_0’) =1 pour tout i > 0.
REMARQUE 3.3. Il est essentiel de considérer le processus des temps locaux & un instant
aléatoire se référant au nombre de pas sur une aréte (ici [0,1]). En le considérant & un instant
déterministe par exemple, il ne constitue plus une chaine de Markov : typiquement, si la marche

fait beaucoup de pas sur une aréte elle ne peut en faire beaucoup sur une autre.

La preuve se déroule en deux temps. Tout d’abord, nous allons démontrer que (S(m, k))r>0 est
une chaine de Markov. Ensuite, nous calculerons les coefficients des matrices de transition, qui
justifieront du méme coup son caractére homogéne.

Avant de nous attaquer & la démonstration de ce théoréme, établissons un lemme qui nous sera
utile.

LEMME 3.4. Soit (R(n))nen, la marche aléatoire symétrique telle que R(0) = 0. Le nombre de
pas de 0 a 1 de cette marche jusqu’au premier temps d’attente de —1 suit une loi géométrique de
raison 1/2.(Fig. 18)
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n

FIGURE 18 — illustration de la définition de U

PREUVE DU LEMME : Posons T' = inf{n / R(n) = —1}, le premier temps d’atteinte de —1. No-
tons U le nombre d’instants n < T tels que R(n) =0et R(n+1) = 1.

U = 0 équivaut & ¢ = —1 car e; = 1 entraine que U > 1 et €; = —1 entraine que 7' = 1, donc
U=0.Nvient P(U=0)=P(e; =-1)=1

Posons 7 = inf{n >0/ R(n) =0} et U = #{r <n < T/ R(n) =0et R(n+ 1) = 1}. Alors, par
la propriété de Markov forte, U est indépendant de (R(g))o<q<- €t a méme loi que U.

D’ou,

PU=¢qg+1)

P({er =1} n{U =¢q+1})
p({gl - 1}m{z7:q})
(1 :1)P(0=q)

PU=yq).

1
2

Par récurrence, on obtient que P (U = ¢) = (3)7. O

PREUVE DU THEOREME 3.2 : Comme annoncé, on commence par établir le caractére markovien.
La preuve requiert quelques définitions préalables que nous allons introduire : Durant la preuve,
m >0, k>0, i, >0 sont fixés :

e Pour 1 < ¢ < ¢y, on définit le temps d’atteinte j; ; comme étant le plus petit entier tel que
R(n) réalise exactement i pas de k & k + 1 pour 0 < n < ji ,.
Par conséquent R(ji1; —1) =k et R(j1,;) =k+1

e On définit également le temps d’atteinte j, ; comme étant le plus petit entier supérieur & j; ;
tel que R(j2) = k. j1,; et jo,; sont des temps d’arrét.(Fig. 19)
e Soit F(¢) la tribu engendrée par R(n) , pour 0 <n < ji; et jo; < n < oo.

On remarque que pour tout i € [1,i1], et tout 0 < ky < k, S(m, k1) est F(i)—mesurable.
Notant F = ML, F (i), S(m, k1) est ainsi F-mesurable.

e De méme, soit G(4) la tribu engendrée par (R(n),j1,;, < n < ja,)
Oun a alors que F (i) et G(i) sont indépendantes. Ceci découle de la propriété de Markov forte :
Ji,i et jo; sont des temps d’arrét (remarquons que R(ji;) et R(ja,;) sont déterministes). Les

tribus (G(7),1 <14 <'47) sont également indépendantes entre elles.
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S(m,k) pas de k a k+1
—

m+1 pasde 0 al J2.i -

j2,2 -—

s — . —J12
«— - a— .]2,1 -—
- — > —J1,1
1 0 1 2k k+1 -

FIGURE 19 — Les temps d’arrét j;; et jo;

e Soit, pour kg > k, Uy, ; le nombre de pas de R(n) de k2 & k2 + 1 pour j1;, < n < ja,;.(Fig.20)

\

J2,3J2,3

FIGURE 20 — illustration de la définition de Uy, ;

Uk,.; est alors G(i)-mesurable, donc indépendant de F(i), et est en outre F(j)-mesurable pour
tout j # i. Ceci assure, pour ko fixé, que les Uy, ; pour ¢ € [1,i;] sont indépendants entre eux,
et conjointement indépendants de F. A

On remarque de plus que sur 'ensemble {S(m, k) = i1} € F, S(m,k2) = >_:~, Uk, ;. Donc, on
a bien indépendance du passé et du futur conditionnellement au présent, ce qui nous permet
d’avoir le caractére markovien de la chaine. En effet, pour tous entiers lo = m, ..., l,_1 et i1 tels
que P({S(m,0) =lp} N..n{S(m,k—1)=l_1} N {S(m, k) =i1}) > 0,

P(S(m,k+1) =iy |S(m,0) =lo, ..., S(m, k — 1) = lx_1,S(m, k) =41)

P ({0 Uk = i2} N {S(m, 0) = lo} M. 1 {S(m.k — 1) = 1} N {S(m, k) = il})
P ({S(m,0) = lo} N ... 0 {S(m, k —1) = lh_1} N {S(m, k) = i1})
CP({zi 1Uk+11—22}) ({S(m,0) = lo} N .. N {S(m, k — 1) = lx_1} N {S(m, k) = i1})

P({S(m,0) =lo} N...N{S(m,k —1) =lx_1} N{S(m, k) =1i1})
=P (Z Ugy1,: = iz) ,
i=1

ou, pour l'avant derniére égalité, on utilise 'indépendance conjointe des Uyy1; avec F (et donc
avec les S(m, k1) pour 0 < kqy < k). Le résultat final ne dépend que de k, i1 et ia. (S(m, k))r>0
est donc bien une chaine de Markov, & priori non homogéne.

=P (Z Upi1 =iz [S(m,0) =g, ..., S(m, k —1) =l _1,S(m, k) = ¢1>
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Nous remarquons que la forme du coefficient de la matrice de transition est celui d’un processus
de branchement.

Pour montrer I’homogénéité de la chaine de Markov, il suffit de calculer explicitement les coeffi-
cients de la matrice de transition associée.

Comme on a affaire & une somme de variables aléatoires indépendantes (3_:1; Ux41,;) & valeurs
dans N, une bonne stratégie pour trouver les coefficients de la matrice de transition consiste &
déterminer les coefficient du développement en série entiére de la fonction génératrice :

) i1
E[SE:1=1 Uk+1,i] _ H E[SUk+1,i]_
=1

Montrons que les Uyy1,; (qui représentent le nombre de pas de k +1 & k + 2 entre les temps
J1,i €t ja,;) sont identiquement distribués suivant une loi géométrique de raison 1/2 (et donc, ne
dépendent pas de k). On se rameéne au lemme 3.4 :

Uk+1,; est le nombre d’instants n entre les temps d’atteinte j1 ; et jo,; tels que R(n) =k + 1 et
R(n+1)=k+2.

Définissons 7 = ja; — j1,; (qui est un temps d’arrét pour (R(j1,;+n))n>0 par définition de ja ;) et
pOSOnS &, = €4, , ainsi que R(n) = R(j1,i+n)—(k+1) = R(j1i+n)—R(j1:) = 2 0_1 €1 4q =
Sy

Par la propriété de Markov forte, les (&,,)nen sont indépendants, de méme loi que les (g, )pen-
R(n) est donc une marche aléatoire simple. En outre, 7 est le premier temps d’atteinte de —1 de
celle-ci. Ug41,; est ainsi le nombre de pas de R(n) de 0 & 1 avant qu’elle n’atteigne —1. Par le
lemme 3.4, Ug41,; suit donc une loi géométrique de raison 1/2.

Ainsi,

1

E[SUk+1,i] — 5 .
— S

On déduit de ce qui précede :

ZIP’(S(m,k‘—!— 1) =q|S(m,k) =i1) s = ZIP’ (Zl: U1, = q) 57

q=0 q=0 i=1

— E[SZELI Uk+1,i]

11
_ H ]E[SUk+1,i]
=1

()

q=0 q

Par identification ; nous obtenons le résultat voulu. (de maniére équivalente, p(iy,.) est la convolée
de 41 lois géométriques de parameétre 1/2). O

REMARQUE 3.5. Comme constaté plus haut, (S(m,k)),>0 est un processus de branchement
dans lequel le "nombre d’enfants" suit une loi géométrique de paramétre 1/2.
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Nous allons maintenant généraliser ce qui précéde en prenant une autre référence que le nombre
de pas de 0 & 1.

DEFINITION 3.6. Pour tout £ > 0, m > 0, et b < 0, on définit ¢,,(b) le temps qui précede la
(m 4 1)®me passage de b a b+ 1 (c’est-a-dire qu'on a R(t,,) =bet R(t,, +1) =b+1).

On pose S(b,m, k) =#{1 <n <t,(0)/R(n—1)=b+ket R(n)=b+k+ 1}.

Autrement dit, S(m, k) est le nombre de pas de R(n) de b+ k a b+ k + 1 jusqu’au (m + 1)¢™me
(exclu) pas de b a b+ 1.(Fig. 21, Fig. 22 )

Il en résulte que S(b,m,0) = m.

Il découle de la définition que S(0,m, k) = S(m, k).

R(n)

- I S(bym, k)

FIGURE 21 — illustration de S(b, m, k)

S(b,m,k)pasdeb+kab+k+1

m+1pasdebab+1" 20
—

—_ —> -—

—_— —> — -—

- « « . .

b—1b b+1 b+2 b+Ekb+k+1
FIGURE 22 — autre représentation de S(b, m, k)

Il vient un résultat similaire, & ceci prés que la chaine de Markov n’est plus homogeéne :

PROPOSITION 3.7. Pour tout m > 0, b <0, (S(b,m,k))rx>0 est une chaine de Markov (inho-
mogéne) a valeurs dans N vérifiant S(b,m,0)=m et de matrices de transition définies par

p(ksinyin) =P (S(b,m, k4 1) =iz [S(b,m, k) = i)

(71)1'2 _(11Z + 1) ) 27(i1+1+i2) si0<k< 7b’
_ 2
(v ) 27 (atie) si —b<k.
2

PREUVE : Ici, m > 0 et 0 > b sont fixés. Le caractére markovien de S(b, m, k) se voit en adaptant
la preuve du théoréme 3.2 : on fixe £ >0 .

e Si k > —b, tout ce passe exactement comme dans la preuve du théoréme 3.2 en adaptant les
définitions : Pour 1 < ¢ < 4y, on définit le temps d’atteinte j; ; comme étant le plus petit entier
tel que R(n) réalise exactement ¢ pas de b+k ab+k+ 1 pour 0 <n < ji,.

On définit également le temps d’atteinte j; ; comme étant le plus petit entier plus supérieur a
jl,i tel que R(jg,i) =b+ k.
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Et tout le reste marche comme précédemment et nous permet de démontrer le caractére mar-
kovien (& priori inhomogeéne).

e Si 0 <k < —b, il nous faut définir j; 9 = 0 et jo o comme comme étant le plus petit entier
supérieur a ji o tel que R(j2,0) = b+ k. Pour i > 1, les j; ; et ja,; sont définis comme précé-
demment. Soit F(0) la tribu engendrée par R(n), pour j2 o < n < 0o, G(0) la tribu engendrée
par {R(n),j1,0 <n < jao}. On pose F = NiL,F(i). Enfin Uy, o(k2 > k) est le nombre de pas
de R(n) de kg2 & ko + 1 pour 0 < n < ja 0. On conclut comme précédemment : seul un terme
i = 0 est rajouté. Ce qui montre le caractére markovien (inhomogene).

Donc, (S(b,m,k))r>0 est bien une chaine de Markov. Démontrons maintenant la forme des

coefficients des matrices de transition.

e Pour —b < k, on peut se ramener directement au cas du théoréme précédent car S(b,m, k) =
S(S(b,m,—b),b+ k). Donc,

P(S(b,m,k+ 1) = is|S(b,m, k) = i1, S(b,m,k — 1) = pg_1,...5(b,m,0) = pg)
=P(S(p_p,b+k+1)=1i2|S(p_p,b+k))

_ (_l)iz <21> 2—(i1+i2).
12

e Pour 0 < k < —b, il suffit de voir que comme précédemment, U1 est une variable aléatoire
géométrique de raison % indépendante de (R(j1,; + n),n > 0). Alors p(k;i1,i2) est la convolé
de i; + 1 variables aléatoires indépendantes de méme fonction génératrice ﬁ, ce qui donne
le résultat.

O

3.2 Reésultats asymptotiques sur leurs distributions

THEOREME 3.8. Soit p\™ (i1,i2) le coefficient correspondant au couple (iy,iz) de lUitéré n*me
de la matrice de transition (p(i1,42))(, i,)en?, et, pour & >0, x>0,

fn(x;avﬁ) = p([nw])([na]’ [nﬁ])

Alors, pour 8> 0, la limite de nf,(x;«, ) existe et, en notant f(x;a, ) = ILm nfn(z;a, B),

o e 11 (Jap\*

Et lim, o fu(z;0, B) = e+ =: F(x;0,0).

Pour tout 8 > 0, on pose alors F(z;a, B) = F(z; O)+f0ﬂ f(z; a,v)dy. La distribution conjointe
de fn(z;a, B) converge vers celle de F(x;a, 3) dans le sens o, pour tout 0 < x1 < ... < zy, et
tous intervalles de la forme (81, Ba2,i[,1 <i <k,

lim P (5(0, [na],0) = nm, S(0, [nal, [nz1]) € [nP11,nB21], -, S(0, [nal], [nzk]) € [nB1,k,nB2.k])

n—00

:/ / F(xl;a,dﬂl)F(xQ —ml;ﬁl,dﬂQ)...F(ﬁik —l’kfl;ﬂk,hdﬂk).
[B1,%,B2,k | [81,1,82,11

PREUVE : Commencons par établir le lemme suivant
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LEMME 3.9. Litérée p'™ de p est donnée par :

§i i) = 3 (2) <k> (12 =)= ) )

1
k=0 2

PREUVE DU LEMME : Soit G,,(s) la fonction génératrice associée a p(™ (1, .).
n—(n—1)s

n+l-ns *

L'initialisation G1(s) = 51 a été montré dans le théoréme 3.2.

Maintenant, supposons que nous avons G, (s) = %

Nous avons vu dans la preuve de la théoréme 3.2 que (Qis)i1 = > o plit, q)s?.

Montrons par récurrence que G, (s) =

En notant que p™t1)(1,iy) = Y aeo p™M(1,q) p(q,iz), il vient,

oo

> p DS =

=0

p"(1,q) p(g,1)s'

NE
NE

~
I

o
Q
Il

o

p"™(1,q) plg,1)s'

o
NE

=}
I
o
~
Il
o

=3 p(Lg) ()
q=0

:Gn<2is)

n—(n—1)7-
n+1-—nz=
(n+1)—ns

n+2—(n+1)s

RN

(par hypothése de récurrence)

En utilisant Fubini-Lebesgue dans la deuxiéme égalité par convergence normale de la série sur le
disque unité. Ce qui achéve la récurrence.

On voit ensuite (de maniére analogue a la démonstration du théoréme 3.2) que p(™ (iy,iy) est
la convolée i1°™¢ de p(”)(l,ig) . En effet p(”)(il,ig) =P (2?:1 Uktn,i = ig). Or les Ugyn,; sont
des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées (1’égalité en loi provient de

la propriété de Markov forte et 'indépendance provient de l'indépendance des tribus G(i) (avec
les notations de la preuve du théoréme 3.2)). Et donc, p(™ (iy,is) est le coefficient de s dans

(Gn(s))™.

s g L _—
Réécrivons G (s) = A T T
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Alors,

Par identification, on a le résultat :
11 . 7:1 —iz
(n) - - — 7’1 _k _1 12 2_1 —k 1_1 1 l
P =3 () (o) rmer - (- 0) (07)

Voyons comment le théoréme s’en déduit.
On commence par remarquer que si is # 0, le terme pour k£ = 0 dans la formule précédente est
nul. Donc si 5 # 0, on peut écrire

f(x;a, )

= lim nf,(z;a, B)
n— 00

- nlggonmz_a:] <[n]j]) <[n§]) (—1)([na]? — 1)k <1 _ [n1x]> el (1 N [nlx]>[nﬁ]

== lim Zn<[”]:‘]) <[n§]) (—1)"8) ([na]? — 1)~F.

k=1

Or pour chaque terme, on a ’équivalent suivant (quand n — 00)

n([n}fa]) <[;Lg]) () ([na)? —1)7F ~ [n]?!]k Ezﬂ_]kl_)ll [nﬁ]%
1 o [Jag)2ED
Nk!(k—l)!z?( x ) '

Il reste & donner un argument de domination pour justifier un passage a la limite terme a terme.
On commence par écrire

’n([m]) ( o )(_U["B](WF T I ik ) D LR U

AN (P —DF (=1l nf)! K
< n (k+ [nB8] — )*! [na)*
= ([nz]? - 1)* (k—1)! k!

< (nB+k— 1)k (na)*
="k DK (na(na — 2))F°
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Puis,

(n(8 + o) (nay*
(k — D!E! (nz(nx — 2))F

a)k-1 n k «
= ((i:t li!k! <mc—2> (E)k

Si x, o, 8 sont contenus dans un compact ne contenant pas 0 : % <z,a,8 < A, pour un certain

A>0, i .
a)k-1 n a\k n _
((Bk:—t 1;!1@‘! (m:—2> (E) = (k —11)!k;! <nx—2> (24)" 1A%,

1k§[na] <n

(GICEEERE

Donc dés que n > 4A (ce qui assure —*— < 2A4),et A > 1:
(B+ )t n \" oy 1 k k—1 42k
= )H \nz—2 (3) = G D AR
(4A4%)*
= k—1)&"
(4AH)k

Comme la série de terme général ~—— converge, le théoréme de convergence dominée permet
d’écrire

fla;a,8) =" nll_}n(lonf:] ( ) ( ]>(_1)[nﬁ]([m]2 )k

Jap 2D
— ( —1‘k'x2 (( x )

DHraoo m2k
’72 k+1'k'( x) '

qui est la formule qui était avancée.
La domination sur tout compact ainsi qu’un argument facile d’uniformité des équivalents pré-
cédents assurent qu’en outre la convergence est uniforme en x, o, 3 sur tout compact de ]0, +oo[>.

i
Mg

D’autre part, en utilisant que f,(z;a,0) = Gy (0)lml il vient :

. . g [n2] \[nal — Jipyy o—[nol n(l4pky) _ =
M foe 0 0) = Jim (i) = fim e e

Pour montrer la convergence du noyau de transition, on écrit :

nlLH;OIP (S(0, [na],0) = nm, S(0, [nal, [nx1]) € [nB1,1,nB21];---, S(0, [na], [nxk]) € [nB1k, nB2k[)

= 1
Jim D >
ig k€[NP kB2, k[  i2,1€[NB1,1,mB21]
a(@isonion) fu(xe — 15d2,1/Ny02,2) . fr (T — Th—13 02, k-1, 12,k)
= 1 e
Jm oY >
i,k /NE[B1 k,B2,k[  i2,1/nE[B1,1,B2,1]

fn(@1sonian/n) fo(xe — x13ion/n,d22/0). . fr(@k — Tr_13i2,k—1/N,02,1/N)

= / / F(zi;a,dp)F(xe — 21; f1,dP2) ... F (T — Tr—1; Br—1, dPr).
181,582,k [B1,1,82,1]
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Seule la derniére égalité est & prouver (les autres proviennent des définitions), il suffit d’observer
que terme a terme, la convergence de n f, (z; a, §) est uniforme pour «, 8 et x dans un intervalle
compact ne contenant pas 0, et ensuite utiliser les résultats sur les sommes de Riemann. O

Nous avons donc montré que pour une condition initiale m = [na], et & distance k = [nz], le
S5(0,[nal,[nx]) . O

processus (=——~=2), 5 converge en loi vers un processus de Markov de mesure de transition

F(z;,dB). On va voir que I'on peut étendre ce résultat & (S(b, m, k))k>0 pour b # 0.

Les deux corollaires suivants, donnés par Knight dans son article, font appel & des notions dé-
passant nos connaissances actuelles. On donne cependant une preuve au premier corollaire :
certains arguments seront toutefois donnés sans détail. On pourra se reporter a [Kni63] pour une
démonstration plus précise.

COROLLAIRE 3.10. La fonction de transition F(x;a,df) est celle d’un processus homogéne

. ey, . 2 L . .
de Markov avec un générateur infinitésimal ycid—yz opérant sur lespace des fonctions continues
convergeant a linfini et valant 0 en 0.

PREUVE : Par le changement d’échelle i; = [na] et i2 = [nf], on a vu dans preuve de la propriété
précédente, que, en considérant la fonction suivante,

[nal
1 —_

[nz]([nz] +1) \ 1 = [T[ng];lfl +1- [nz)

alors, n fois le coefficient de s2 tend vers f(z;«, 3) quand n tend vers l'infini.

_a
En posant s = e, alors,

1 1 1 > Ni
li 1 - —— \na] _ 3 ey q -
n1—>120( [nz]([nz] + 1)(1  [naje"w )+ [nm}) ne3o0 iz—:o fn(@; ainfne
[nz]+1 2=

= / e MFE(z;a,dp),
0

en utilisant la derniére proposition pour la derniére égalité.
Par un développement limité
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0 1 _[nx]e_% B 1
[nall ([nw]([m}ﬂ)(l [m]+1> o [m})

1 1 1
_[na]ln<1—[m€]+[nw] [nx](le—ﬁ)Jrl)

1 1 1
= (na+0(1))In <1 Ther0) nzto(l) Ar it 0(1)>

1 1 1
= (na+ O(1)) (— nz +0(1) t et O(1) Az + 1+ 0(1))

L
oz Az +1

_ Ao
A +1°

Dot eTHF (par développement limité).
Soit T, : f — fooo f(B)F(x; o, dp) Le semi-groupe de Feller du processus agissant sur ’ensemble
des fonctions définies sur [0, col.

Donc, pour A > 0, Tm(e_)‘y) = e% , T est uniformément continue sur 'ensemble des fonctions
e, \ > 0 pour la topologie uniforme.
{e7 X > 0} est une sous-algébre unitaire séparante de C'(RT,R). On déduit donc du théo-
réme de Stone-Weierstrass que {e=*¥, A > 0} est dense dans C(R*,R), donc & fortiori dans
{f € C(]0,00[,R)/Falim;_ > f(t) = a}.
T, est bien définie sur {f € C([0,00[,R)/Jalim;_~o f(t) = a}. Donc, par uniforme continuité
de T, sur le sous-ensemble dense {e~*¥ A\ > 0}, il découle que T} est uniformément continue sur
{f € C(]0,0[,R)/Falim;_~ f(t) = a}.

Soit A fixé,

d Ay 42

. —— e = N2ye N = y——e N
dxeXp( 1—|—/\x) =0 ye ydarze

Comme A(1) =0,

d d?
Tl — e )lamg = —Mye N =

= y@(l — eiAy).

Cette fonction est bien continue en tant que fonction de y et tends vers 0 en +oo. Donc,
comme A(1) = 0, 1 — e est dans le domaine du générateur infinitésimal A et A = y(f—;
sur {1 —e ™ X\ > 0}. On vérifie que l’algébre engendrée par {1} U {1 — e ¥, X\ > 0} forme
bien une sous-algébre unitaire séparante de C(RT,R) (la stabilité par produit est due au fait
que (1 — e M) (1 — e 22Y) = (1 — e MY) 4 (1 — e 2Y) — (1 — e~ (M1+22)9)) Le théoréme de
Stone-Weierstrass appliqué & cette nouvelle sous-algébre {1} U {1 —e~*¥ X > 0} montre qu’elle
est dense dans I’ensemble des fonctions continues sur R* tendant vers 0 en 0 et ayant une limite
finie en linfini.
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. . . 2 .
Par un argument de résolvante(qui caractérise la chaine), on montre que A = y# sur le domaine

du générateur infinitésimal . Donc que le générateur infinitésimal est bien y%. O

Donnons maintenant sans démonstration une généralisation proposée par Knight de ce dernier
énoncé au processus (S(b,m,k))r>o0.

COROLLAIRE 3.11. La fonction de transition de s([mo]’["afj’["(“'”)]),xo < 0,00 > 0,2 >0
converge vers celle d’un processus de diffusion inhomogéne de paramétre x , de valeur initiale oy
et de deuz intervalles d’homogénéité :

— Pour 0 <z < —xq , le générateur est yd + d— et 0 est une valeur d’entrée .

— Pour —xzg > z le générateur est yW et 0 est une valeur de sortie avec une condition limite
d’absorption.

4 Geénéralisation du théoréme de Knight et modéle de T6th

4.1 Le théoréme de Knight pour les marches locales

Le théoréme de Knight prouvé précédemment se généralise & une plus grande classe de marches
aléatoires. Les temps locaux de la marche du Toy-Model formaient par exemple une chaine de
Markov : ils constituaient plus précisément des marches aléatoires simples coalescentes réfléchies
ou absorbées par ’axe des abscisses. En outre, on connaissait pour ce cas des lois conjointes
du type de celle de (S(by,m1,k),...,S(bp, mp, k))ix>0 (avec les notations du paragraphe précé-
dent) : ce sont des marches aléatoires simples coalescentes avec certaines conditions de réflexion
et d’absorption par ’axe des abscisses.

DEFINITION 4.1 (Temps locaux). Pour toute suite finie (zg, 21, . . ., ;), on introduit les nombres
de traversées de l’aréte [k, k+1] : celles effectuées de gauche a droite (forward), de droite a gauche
(backward), et leur nombre total :

flklzl) =#{0<j<i:xj=kxjp1 =k+1},
bklzh) == #{0<j<i:z;=k+1,2;41 =k},
w(klzg) := f(klzp) + b(klzp).

Notons qu’en réalité f(k|z}) et b(k|z{) se déduisent de w(k|z{) et des positions relatives de k,
xg et x; :

. 2f(k
w(klzy) = {2/ (k
2f(k

DEFINITION 4.2 (Marche locale). On dira qu'une marche aléatoire (X,,),>0 sur Z, de sauts de
taille 1 est locale si la loi de ses sauts ne dépend que de la position de la marche et des temps
locaux sur les arétes voisines. Autrement dit : il existe une application @ telle que pour tout
n > 0, tout g, x1,...,Tp41 € Z,

xh) sik>xzogetk>x;ousik <xgetk<uz,
gg) si g < k <y,
)+ 1 siz; <k <.

P(Xn+1 = xn+1|X0 = Zo,--- 7Xn = an) = Q(xn_,_l,xn,w(xn@g),w(zn - 1|l8))

En conséquence (X, (w(k|X())kez)nen est une chaine de Markov homogéne.
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La marche aléatoire simple, ainsi que la marche du Toy-Model en sont des exemples.

On supposera dans la suite que les marches partent de 0. On introduit enfin une définition
similaire & celle du paragraphe précédent :

DEFINITION 4.3. Soit, pour m > 0, T}, l'instant précédent la (m + 1)°™¢ traversée de 'aréte
[0,1] de gauche & droite.

On note alors ®,, (k) = f(k|XZ™), le nombre de pas de k a k+1 avant le (m +1)*"¢ (exclu) pas
de0al.

On a alors un analogue du théoréme 3.2 :

THEOREME 4.4 (Théoréme de Knight pour les marches locales). Soit (X,,)n,>0 une marche
locale irréductible et récurrente (au sens ow presque sdrement, chaque point est visité une infinité
de fois), et m > 0. Alors le processus (P, (k))r>0 est une chaine de Markov inhomogéne & valeurs
dans N et de valeur initiale ®,,(0) = m.

REMARQUE 4.5. De méme qu’il était crucial de compter les pas sur les arétes en se référant & une
aréte donnée (cf Remarque 3.3), pour les mémes raisons on ne peut ici se passer de I’homogénéité
des lois de transitions des marches locales (au sens ou I'application @ de la définition 4.2 ne
dépend pas de n).

On ne traitera ici que le cas particulier de la BTSAW. Toutefois, comme indiqué dans la remarque
4.10, le cas général se prouve trés facilement en adaptant les formules des lois de transitions dans
les calculs développés ci-apres.

4.2 Modéle de Balint To6th

Dans [T695], Toth introduit la véritable marche aléatoire auto-répulsive a répulsions par arétes
(Bond True Self-Repelling Walk : BTSAW). Dans ce modéle la loi des sauts est moins grossiére
que pour le Toy-Model.

DEFINITION 4.6. On se donne un paramétre A €]0,1[. La BTSAW est une marche locale
(X, ) nen partant de 0 et de lois de transition :

A\w(@nlzy)
Nw(@nled) 4 ywlen—1lzg)’

" )\w(rn71|£(7)l)
P (X1 = o — X3 = o) =

2w (@n|zg) + A\w(zn—1lzg) "

Ainsi la marche s’oriente préférentiellement sur Paréte la moins visitée. En cas d’égalité, il y a
équiprobabilité des déplacements. Notons que le Toy-Model correspond a la limite A — 0 et la
marche aléatoire simple & A = 1. A plus forte raison, "préférentiellement" prend un sens d’autant
plus fort que A est proche de 0.

Correspondance entre trajectoires et processus de franchissement : Nous traitons ici
le cas d’une trajectoire (zg,x1,...,2,) telle que g = z, = 0 et f(0|zf}) = m. La donnée d’une
telle trajectoire est équivalente & la donnée du processus de franchissement défini comme suit.
On note, si k > 0, 5,.(k) le nombre de pas de k & k + 1 entre les 7°™€ et (r +1)°™° pas de k— 1 &
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k. Sik <0, s,.(k) désigne le nombre de pas de k & k + 1 entre les 7°™¢ et (r +1)°™¢ pas de k + 1
a k + 2. Alors la trajectoire x est équivalente & la donnée de :

S(0) =m,
&(k—1)
s(k) = (s1(k), ... se(—1),  ©K) = Y s.(k) pour k > 0,
r=1
s(—1) = (so(=1), ..., 8m),  S(=1) =) s(-1),
r=0
S(k+1)—1
s(k) = (s0(k), - Sehen—1),  S(k)= Y s.(k) pour k < —2,
r=0

ou les suites (S(k))r>0 et (&(k))r<o sont presque nulles (i.e. seul un nombre fini de termes est

non nul).

Exemple. L’exemple suivant donne une idée algorithmique permettant de retrouver la marche
a partir de son processus de franchissement, qui justifie la bijection. On prend ici

6(0) =2, §(1) = (27 1)7 5(71) = (]-aoa 1)

Commengons par écrire les pas entre 0 et 1 (Fig. 23).

A

FIGURE 23 — Premiére étape : les pas entre 0 et 1

Entre un tel pas montant et un pas descendant s’insérent les éventuels pas de 1 & 2, comme
indiqué sur la figure 24.

A

2

FIGURE 24 — Deuxiéme étape : les pas de 1 & 2

De la méme maniére les éventuels pas de —1 & 0 s’insérent avant chaque pas de 0 & 1 (Fig. 25).
On peut continuer ainsi le processus si la suite des processus de franchissement est plus longue
(on pourrait avoir §(2) = (0,2,1) par exemple).
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FIGURE 25 — Troisiéme étape : les pas de —1 &4 0

REMARQUE 4.7. T6th montre en fait dans le résultat suivant, impliquant que presque stirement,
la suite (&(k))rez est presque nulle pour la BTSAW :

THEOREME 4.8. Presque sirement, la BTSAW wisite chaque point une infinité de fois.

Grace & ce point de vue, nous allons prouver le caractére markovien du processus des temps
locaux pour la BTSAW. On remarque & ce propos que :

Vi &(k) = Om(k).

Cette nouvelle vision des trajectoires permet déja d’évaluer la probabilité que la BTSAW les
réalise. Ecrivons en effet

i—1
T _ 0\ _ j+1
P(xj =ah) = [Tas(@™)
§j=0
ou, conformément & la définition des lois de transition de la marche :

Aw(@jlzd)

. — Ssizjyg=x;+1
,(ijrl) . )\w(mj\g[]))_"_)\w(mj—l\gé) J+1 J + 1,
45\ZLo - Aw(ej—1lzd)

7 ~ sixzjp =z — 1.
A (@5 12]) | ywie;—1z]) g+

Gréce a la correspondance exhibée ci-dessus, on peut réécrire ce produit dans l'ordre des arétes
(et non dans l’ordre chronologique). Il vient :

&(k-1) m &(k+1)—1
P (Xgm = g(z)) = H U wk,r X {le,r} X H U '(/)k,r 5
k>0 r=1 r=0 k<—2 r=0

o, si k > 0, ¢y, désigne la probabilité d’effectuer s,.(k) pas de k & k + 1 entre les r®™° et
(r +1)¢™¢ pas de k — 1 a k (facteur entre crochets dans la formule qui suit), et de finalement
faire un pas de k & k — 1 (dernier facteur). La définition du processus de franchissement impose
qu’avant cette série de pas, on en a déja effectué 2 Z;:ll s1(k) sur Paréte [k, k+ 1] et que le temps
passé sur laréte [k — 1, k| reste constamment égal & 2r — 1 pendant cette période.

Autrement dit :

(k
Vir = H N2l si(R) 2 z2r—1 | AZXimasi(k) 4 \2r—1

sp(k)—1 A2 er=_11 s1(k)+25 \2r—1
Jj=0
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De la méme maniére pour k < 0 (—1 ou < —2),

selk) =1 oyt sy(k)+2) A2"
wk,r B ]I;IO A2 Z{;ll s1(k)+25 + A\2r A2 i si(k) + \2r :

A0 s (k)42 \2r—1
A2 si(k)+2 4 z2r—1 | N2ZXiosi(k) 4 \2r—1

k>0 r=1 7=0
m | sr(=1)-1 A2 s (—1)+25 22T
" Ho Ll A2 s DH2) g z2e | A2 s () oz
r= Jj=
S(k+1)—1 [s,(k)—1 A2 XTIy si(k)+2) 2T
) kg2 Ho HO AT 042 4 per | N2 X a(®) e
=" = =

Soit (¢r)kez presque nulle. En sommant sur toutes les possibilités, il vient alors,

P(G(O) = m,G(l) = d)l,...,G(—l) = ¢—17~-~)

= 2 )
51(1),...,8,(1) 51(2),...,54,(2)
de somme ¢ de somme ¢o

2 2 - P(XP =),
50(_1);~~-,5m(_1) 50(_2),'~'a5¢—1(_2)
de somme ¢_; de somme ¢_o

o z(s) est la trajectoire correspondant au processus de franchissement s. Grace au calcul fait
de cette derniére probabilité, on obtient un résultat de la forme :

P(®0,(0) = m, ®p(1) = b1, Or(=1) = b1, ...)
= [ Pr(dk1,08) x P(m,6-1) x [ P-(rs1, %),

k>0 k<—-2

pour des certaines applications P*, P_ et P, (explicitées dans la proposition suivante). Il résulte
de cette écriture le caractére markovien :

PROPOSITION 4.9. (®,,(k))r>0 et (P (k))r<o sont des chaines de Markov, respectivement
homogéne et non homogéne, indépendantes, partant de m, et de lois de transition respectives :
Si k>0,

P (P, (k+1) = B|Pm(k) = )

a |sq—1 A2 XIZ) sit25 A2r—1

) s 5225 =B 1:[1 gli[o A2XIS] s2i N2l | N2 R s N2l
1s:8a ¢ i = -
Pour k=-1:
m s.—1 r—1 i
T A22iS sut2i A2
P (‘I)m(_l) = ﬁ‘q)m(o) = m) = Z H H A2 27;11 5,+27 4+ A2 22 D! —+ )\27’.

50,0s5m ¢ L 8=p =0 | j=0
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Sik < —2,

]P)(q)m(k - 1) = B‘(I)m(k) = a)

azl fsr—1 o3l s 425 A\2r
50,055 —12125._B J;[O ]];[0 )\2 Z;:ll s1+2j + A2r >\2er:1 St A2r ’

REMARQUE 4.10. Le calcul ci-dessus n’utilise pas essentiellement 1’expression exacte des lois
de transition de la BTSAW. En particulier, cette méme démarche s’applique & toute marche
locale ; ce qui fournit une preuve au théoréme 4.4.

REMARQUE 4.11. On a traité ici le cas o 'on se référe au nombre de pas de 0 & 1. Comme
pour la marche aléatoire simple, on peut I’étendre & la maniére de la proposition 3.7, au cas ou
I’on se référe au nombre de pas de b & b+ 1, pour un certain b € Z. La correspondance avec le
processus de franchissement ne pose pas de probléme, seule la complexité des expressions dans les
calculs qui suivent s’en ressent. On pourra se reporter a [T695] pour le cas général. En revanche
des résultats sur les lois conjointes de temps locaux suivant différentes références ne sont pas
aussi simples que pour le Toy-Model.

Concernant la suite de ’article [T695] : To6th analyse ensuite la structure de la chaine de
Markov ainsi trouvée. Elle est beaucoup plus complexe qu’un processus de branchement comme
pour la marche aléatoire simple. Il parvient toutefois & comprendre son comportement et en
déduit un analogue du théoréme 2.1 du Toy-Model (admis ici) :

THEOREME 4.12. SilU est une variable aléatoire de loi exponentielle de paramétre 1 indépen-
dante de la BTSAW (X,,), alors n’z/?’X[nm converge en loi, vers un objet bien défini.
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