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Introduction

Une des questions les plus profond�ement �etudi�ees en arithm�etique est la r�epar�
tition des nombres premiers� �A la �n du dix�huiti�eme si�ecle� Gauss et Legendre ont
conjectur�e que le nombre de premiers plus petits ou �egaux �a un r�eel donn�e x � �
est� plus ou moins� x� logx� Ils ont remarqu�e ce fait �a partir de tables faites �a la
main� Hadamard et De La Vall�ee�Poussin ont prouv�e ce r�esultat en 	

� �

lim
x���

�
x�

x� logx
� 	

o�u �
x� est le nombre de premiers plus petits ou �egaux �a x� Sa preuve utilise la
fonction z�eta de Riemann et des techniques de l�analyse complexe� On connait ce
th�eor�eme comme le �Th�eor�eme des nombres premiers�� Les r�esultats �etablissant des
liens entre les propri�et�es des z�eros de la fonction z�eta de Riemann et les propri�et�es
des nombres premiers� ont conduit �a l�id�ee que l�analyse complexe �etait le cadre
naturel du th�eor�eme des nombres premiers� Pourtant� en 	���� Erd�os et Selberg ont
donn�e une preuve de ce th�eor�eme n�utilisant que des outils ��el�ementaires�de l�ana�
lyse r�eelle� Les math�ematiciens voyaient ainsi que l�analyse r�eelle �etait su�sament
riche pour aborder le th�eor�eme des nombres premiers�

Le but de cet expos�e est d�exhiber une preuve du th�eor�eme des nombres premiers
n�utilisant que des techniques de l�analyse r�eelle� Il s�agit d�une preuve �etonnante
de Daboussi 
	�
��� Le sch�ema suivit est �

	� Dans la premi�ere section� on parle des fonctions arithm�etiques� On introduit
l�op�eration de convolution et le principe de l�hyperbole� On donne aussi des
exemples de fonctions arithm�etiques� qui sont utilis�ees le long des sections
suivantes� En particulier� on parle de la fonction de M�obius et de l�inversion
de M�obius� Finalement� on d�e�nit le concepte de s�erie de Dirichlet et en ca�
ract�erise la convergence�

�� La deuxi�eme partie est concern�ee au th�eor�eme de Chebyshev� D�abord on d�e�
�nit les fonctions de Chebyshev� � et �� qui sont pr�ec�ed�ees d�un petit �etude de
leurs propri�et�es� En suit� on donne la preuve du th�eor�eme de Chebyshev� qui
�etablit une minoration et une majoration asymtotiques pour �� Finalement�
un r�esultat �etablissant un lien entre � et �� permet de donner l��equivalence

de l��enonc�e du th�eor�eme des nombres premiers avec lim
x���

��x�
x � 	�

	



�� La troisi�eme partie sert �a pr�esenter les th�eor�emes de Mertens� qui donnent le
comportement asymptotique de certaines sommes et produits portant sur des
nombres premiers� Ces r�esultats jouent un r�ole important dans la preuve du
th�eor�eme des nombres premiers qu�on donne �a la �n du texte�

�� Ainsi comme la partie � ach�eve pour donner un �enonc�e �equivalent �a celui du
th�eor�eme des nombres premiers� en fonction de �� la partie � en donne encore
deux autres� un desquels est l�objet de la preuve de Daboussi� Ce nouveau
�enonc�e �equivalent s�exprime en termes d�une nouvelle fonction� M
x��

�� La derni�ere partie du texte est consacr�ee �a la preuve de Daboussi du th�eor�eme
des nombres premiers� Cette preuve est bas�ee aux propri�et�es de deux familles
d�ensembles premiers� Ont �etudie le cardinal de chacun de ces ensembles� en
se servant de quelques r�esultats des autres sections� On introduit un nouveau
outil� la fonction de Dickman� Dans l�introduction de cette section� on donne
un sch�ema plus d�etaill�e de la preuve�

� Fonctions arithm�etiques

Dans ce chapitre� on pr�esente les d�e�nitions cl�es concernant les fonction arith�
m�etiques et leurs propri�et�es de base� Des exemples de telles fonctions sont donn�es�
Il s�agit des fonctions � � � et ��

��� D�e�nitions

Une fonction arithm�etique est une application f � N �� C� On dit qu�elle est
multiplicative lorsqu�elle envoie l�unit�e vers l�unit�e et pr�eserve le produit des entiers
premiers entre eux� C�est��a�dire� lorsque f
	� � 	 et f
m � n� � f
m� � f
n� si

m�n� � 	�

��� Convolution des fonctions arithm�etiques

Soit A l�ensemble des fonctions arithm�etiques� Si f� g � A� on d�e�nit leur convo�
lution comme la fonction arithm�etique

f � g
n� �
X
djn

f
d� � g
n�d�	

Cette op�eration munit l�ensemble des fonctions arithm�etiques multiplicatives de
structure de groupe�

��� Principe de l�hyperbole

La plupart des r�esultats de cet expos�e concernent des fonctions d�e�nies pas des
sommes de fonctions arithm�etiques� Pour les manipuler� le principe qu�on montre
dans la suite est un des outils essentiels�

Proposition ����� �Principe de l�hyperbole� Soient f� g � A et notons F 
x� �P
n�x

f
n� et G
x� �
P
n�x

g
n�� pour x � 	� Alors� pour chaque y � �	� x�� on a

X
n�x

f � g
n� �
X
n�y

g
n�F 
x�n� �
X

n�x�y
f
n�G
x�n�� F 
x�y�G
y�	

�



preuve Consid�erons la d�ecomposition suivante �X
n�x

f � g
n� �
X
n�x

X
djn

f
n�g
n�d� �
X
nm�x

f
n�g
m�

�
X
nm�x
m�y

f
n�g
m� �
X
nm�x
m�y

f
n�g
m�	

La premi�ere somme peut s��ecrire comme
P
m�y

g
m�

� P
n�x�m

f
n�

�
et� donc� elle vautP

m�y
g
m�F 
x�m�� La deuxi�eme somme est trait�ee comme suit �

X
nm�x
m�y

f
n�g
m� �
X

n�x�y
f
n�

� X
m�x�n

g
m�

�
�

X
n�x�y

f
n�

�X
m�y

g
m�

�

�
X

n�x�y
f
n�G
x�n��

X
n�x�y

f
n�G
y�

�
X

n�x�y
f
n�G
x�n�� F 
x�y�G
y�	

Ceci nous donne le r�esultat �enonc�e��

��� Quelques exemples

����� Fonction �

La fonction � est la fonction arithm�etique d�e�nie par la convolution � � �� o�u �
d�esigne la fonction constante �egale �a 	� Sa valeur sur un entier donne son nombre
de diviseurs�

����	 Fonction �

La fonction � est l�inverse de � dans le groupe des fonctions arithm�etiques mul�

tiplicatives� Notons 
 l��el�ement neutre de ce groupe� 

n� �

�
	 si n � 	

� si n �� 	
� Alors� �

est la seule fonction qui v�eri�e

X
djn

�
n� �

�
	 si n � 	

� si n �� 	
	

Il suit de la d�e�nition de � la propri�et�e suivante �

�
n� �

�

�	�k si n a k diviseurs premiers et sans carr�e

� autrement

����� Fonction �

La fonction � est le produit de convolution � � ��log� Elle satisfait les propri�et�es
suivantes �

	� �
n� �

�
log p si n � pm�m � 	

� autrement

�� � � 
�� log� � 	

�



��	 Inversion de M
obius

Dans la suite on donne une formule appel�ee formule d�inversion de M�obius� qui
permet d�inverser quelques types de sommations� Cette formule est en telle sorte
l�analogue �a la formule d�inversion de Fourier� dans le contexte o�u nous sommes
plac�es�

Proposition ��
�� Soient F�G � �	���� �� C� Alors� F 
x� �
P
n�x

G
x�n� si� et

seulement si� G
x� �
P
n�x

�
n�F 
x�n��

preuve Supposons que F 
x� �
P
n�x

G
x�n�� Donc�

X
n�x

�
n�F 
x�n� �
X
n�x

�
n�

� X
m�x�n

G
x�nm�

�
�
X
k�x

G
x�k�

�X
njk

�
n�

�
� G
x�	

Le cas qui reste �a montrer est pareill��

��� S�eries de Dirichlet

D�e�niton ��
�� Soit f � A� La s�erie de Dirichlet associ�ee �a f est la s�erie formelleP
n��

f�n�
ns �

Lorsque f � A est une fonction multiplicative� il y a un crit�ere sur la convergence
absolue de sa s�erie de Dirichlet� qui s�exprime en termes des nombres premiers� De
plus� dans ce cas il peut se calculer la somme de la s�erie en utilisant une factorisation
en nombres premiers des entiers sur lesquels la somme porte� Ces faits sont �enonc�es
dans le r�esultat suivant� que l�on admet�

Proposition ��
�� Soit f � A une fonction arithm�etique et F 
s� �
P
n��

f�n�
ns sa

s�erie de Dirichlet� F 
s� est absolument convergente si� et seulement si�
P
p

P
n��

f�pn�
pns

l�est� Dans ce cas� on a l��egalit�e
P
n��

f�n�
ns �

Q
p

P
n��

f�pn�
pns ��

� Le th�eor�eme de Chebyshev

Ce chapitre nous permet d�introduire les fonctions de Chebyshev et les premiers
r�esultats sur elles� Le r�esultat principal du texte fournit des �equivalents de ces
fonctions� �a l�in�ni� Pour �etablir ces �equivalents� un des pr�eliminaires n�ecessaires
est une estimation asymptotique qu�on prouve dans cette section � le th�eor�eme de
Chebyshev�

��� Les fonctions de Chebyshev

D�e�niton 	���� Les fonctions de Chebyshev sont �
x� �
P
p�x

	� pour x � �� et

�
x� �
P
d�x

�
d�� por x � 	�

Dans ce qui suit� on donne trois r�esultats� le dernier desquels �etablit certain lien
entre � et la fonction B d�e�nie tout de suite�

Lemme 	���� Soit B
x� �
P
d�x

�
d� �x�d�� x � 	� Alors� B
x� � x logx � x �

O
log x��

�



preuve D�un c�ot�e la formule de Stirling fournit

log
n � � n logn� n � O
logn�

et� de l�autre c�ot�e� il peut s��ecrire

log
n � �
X

��m�n
logm �

X
��m�n

X
pkjm

log p

�
X
pk�n

log p
�
n�pk

�
�
X
d�n

�
d� �n�d� � B
n�

qui� pour n � �x� � donne le r�esultat souhait�e��
Lemme 	���	 Posons B�
x� � B
x� � �B
x���� pour x � �� Alors� B�
x� �P
d�x

�
d��
n�d�� o�u �
u� � �u�� � �u����

preuve Observons d�abord que la fonction � est une fonction ��p�eriodique� satis�

faisant �
u� �

�
� si � 	 u � 	

	 si 	 	 u � �
� �Ecrivons� alors

B� �
X
d�x

�
d� �x�d��
X
d�x��

��
d� �x��d�

�
X
d�x

�
d� 
�x�d�� � �x��d�� �
X
d�x

�
d��
x�d�

o�u nous avons utilis�e que si d 
 �x�d� � 	� alors �x��d� � �� Donc� on a prouv�e le
lemme��
Corollaire 	���� Lorsque x � �� on a �
x� � �
x��� 	 B�
x� 	 �
x��

preuve Rappelons que B�
x� �
P
d�x

�
d��
x�d�� de sort que B�
x� 	 P
d�x

�
d� �

�
x�� Pour la deuxi�eme in�egalit�e� on utilise que �
x�d� � 	 lorsque x�� � d 	 x �

�
x� � �
x��� �
X
d�x

�
d��
X
d�x��

�
d� �
X

x���d�x
�
d�

�
X

x���d�x
�
d��
x�d� 	 B�
x�

d�o�u le corollaire��

��� Le th�eor�eme de Chebyshev

Montrons� tout de suite� le r�esultat fondamental de ce chapitre� Il s�agit du th�eo�
r�eme de Chebyshev� qui �etablit une minoration et une majoration asymptotiques
de la fonction ��

Th�eor�eme 	�	�� �Chebyshev� On a� pour x � �� l�estimation x log ��O 
logx� 	
�
x� 	 x log � � O

�

log x��

�
�

preuve Le corollaire ��	�	 fournit �
x� � B
x���B
x���� En appliquant le lemme
��	�	� au deuxi�eme membre de l�in�egalit�e� on obtient

�
x� � x logx� x� �

�
x

�
log

�
x

�

�
� 	

�
x

�
� O
log x�	

�



Donc� on trouve �
x� � x log � � O
log x��
Le corollaire qu�on vient de prouver permet d��ecrire

�
x� � B�
x� � �
x��� 	 B�
x� � B�
x��� � �
x��� 	 	 	 	

	
X

��j�k
B�
x��j� � �
x��k���	

On choisit k a�n que le terme �
x��k��� soit nul� Ceci arrive en prenant k �
h
log x
log �

i
�

car alors x
�k�� � 	� Donc�

�
x� 	
X

��j�k

�
x log �

�j
� O
log x�

�
	

Or� k � O
log x�� d�o�u l�on obtient

�
x� 	 x log �
X
j��

	

�j
� O

�

logx�

�
�

� x log � � O
�


logx�
�
�

qui �nit la preuve��
Le lemme suivant permet de prouver un r�esultat analogue au th�eor�eme ci�dessus

pour la fonction ��

Lemme 	�	�� Pour x � �� on a l�estimation �
x� � ��x�
log x � O

�
x

�log x��

�
�

preuve �Ecrivons

�
x� �
X
d�x

�
d� �
X
ps�x

log p �
X

s�log x� log p
p�x

log p

�
X
p�x

log p

	
logx

log p



	
X
p�x

log p
logx

log p
� �
x� log x	

On a d�ailleurs ��
x� �
P
p�x

� log p
h
log x
log p

i
� P

p�x
logx On a trouv�e� donc�

�
x� 	 �
x� log x 	 ��
x�	

�Etudions la di!�erence �
x� log x� �
x�� On a

X
p�x

�
logx� log p

	
logx

log p


�
	
X
p�px

log p �
X

p
x�p�x

�
logx�

	
logx

log p



log p

�

	
X
p�px

log p �
X

p
x�p�x


logx� log p�

	 �
�p

x
�

�
X

p
x�p�x

log
x�p�	

Gr�ace au th�eor�eme de Chebyshev� on sait que � 

p
x� � O


p
x� En outre� il peut

s��ecrire X
p
x�p�x

log
x�p� �
X

p
x�p�x

Z x

p

dt

t
�

X
p
x�p�x

Z x

p
x

��p�x�
t�

t
dt

�

Z x

p
x

X
p
x�p�x

��p�x�
t�

t
dt �

Z x

p
x

X
p�t

	

t
dt

�

Z x

p
x

�
t�

t
dt	

�



Voyons que cette int�egrale est O
�

x
log x

�
� En e!et� la majoration �
x� log x 	 ��
x�

et le th�eor�eme de Chebyshev nous am�enent �a ��x�
x � O

�
�

log x

�
� Alors� en appliquant

le th�eor�eme de la moyenne par des int�egrales de fonctions continues positives� on
trouve Z x

p
x

�
t�

t
dt � O

�Z x

p
x

	

log t
dt

�
� O

�
x�px
log

p
x

�
� O

�
x

logx

�
	

En rassemblant les conclusions obtenues�

�
x� log x� �
x� � O

�
x

logx

�

d�o�u l�assertion du lemme��
Corollaire 	�	�� On a de l��equivalence �el�ementaire entre les deux conditions sui�

vantes �

	� lim
x���

��x�
x� log x � 	


� lim
x���

��x�
x � 	�

preuve Il su�t de r�ecrire le lemme ����	 comme ��x�
x� log x � ��x�

x � O
�

�
log x

�
��

Corollaire 	�	�	 On a� lorsque x � �� l�estimation 
log � � o
	�� x
log x 	 �
x� 	

x
log x 
log � � o
	���

preuve Ceci est une cons�equence imm�ediate du th�eor�eme de Chebyshev et du
lemme pr�ec�edent��

� Les th�eor�emes de Mertens

Dans ce qui suit� on �enonce le premier th�eor�eme et le second th�eor�eme de Mer�
tens� Seulement la preuve du premier est d�etaill�ee� Le second th�eor�eme est admis�
Ces deux r�esultats sont cl�es pour prouver le th�eor�eme des nombres premiers� de la
fa"con qu�on va proc�eder�

��� Premier th�eor�eme de Mertens

Le premier th�eor�eme de Mertens d�ecoule du lemme suivant� qui exhibe un �equi�

valent de la fonction
P
d�x

	�d�
d �a l�in�ni�

Lemme ����� Pour x � 	� on a
P
d�x

	�d�
d � logx � O
	��

preuve Rappelons que le lemme ��	�	 prouve B
x� �
P
d�x

�
d� �x�d� � x logx�x�

O
log x�� Rappelons aussi que le th�eor�eme de Chebyshev nous donne ��x�
x � O
	��

En posant
�
x
d

�
� x

d � O
	�� on a

X
d�x

�
d�

d
�

B
x�

x
� O

�
�
x�

x

�
� logx � O
	�

ce qui nous donne l��equivalent �enonc�e��
Th�eor�eme ����� �Premier th�eor�eme de Mertens� Pour x � 	� on a

P
d�x

log p
p �

logx � O
	��

#



preuve Il s�agit de pro�ter du lemme pr�ec�edent� qui donne un r�esultat analogue�
On a

X
p�x

log p

p
�
X
d�x

�
d�

d
�

�X
p�x

log p

p
�
X
d�x

�
d�

d

�
�
X
d�x

�
d�

d
�
X
ps�x
s��

log p

ps
	

Or� la derni�ere somme est O
	�� En e!et� comme il s�agit d�une somme de termes
positifs� on peut inverser l�ordre des sommations comme suit �

X
ps�x
s��

log p

ps
�
X
p�x

X
��s�log x� log p

log p

ps
	
X
p�x

log p
X
s��

	

ps

�
X
p�x

log p

p
p� 	�
	
X
n��

logn

n
n� 	�
� ��	

Celui�ci et le lemme pr�ec�edent permettent de conclure��

��� Second th�eor�eme de Mertens

Le second th�eor�eme de Mertens� aussi connu comme formule de Mertens� de�
mande une preuve assez longue� qui est bas�ee sur le premier th�eor�eme de Mertens
et les propri�et�es de la fonction z�eta de Riemann� Les techniques utilis�ees dans la
preuve sont pareilles �a celles que nous allons rencontrer plus tard dans les d�emons�
trations d�autres r�esultats� C�est pour "ca qu�ici on ne d�etaille pas la preuve�

Th�eor�eme ��	�� �Second th�eor�eme ou formule de Mertens� Pour x 
 ��

on a
Q
p�x

�
	� p��

���
� e� log x � O
	��

�

� Le th�eor�eme de Landau

Le corollaire ����	 nous donne une �equivalence �el�ementaire entre lim
x���

��x�
x� log x �

	 et lim
x���

��x�
x � 	� Le th�eor�eme de Landau donne encore d�autres �equivalents �a

ces deux conditions� De ce th�eor�eme on n�en a besoin que d�une partie� qui est celle
qu�on d�emontre� La preuve de Daboussi du th�eor�eme des nombres premiers est� en
fait� une preuve de cette condition �equivalente� Le th�eor�eme de Landau est pourtant
�enonc�e avec toute g�en�eralit�e� �a titre d�information�

Th�eor�eme ��� �Landau� Il y a de l��equivalence �el�ementaire entre les trois condi�

tions suivantes �

	� lim
x���

��x�
x � 	


� M
x� ��
P
n�x

�
n� � o
x���


x�

��
P
n��

��n�
n � ��

preuve Montrons l�implication � 
 	� La preuve de Daboussi du th�eor�eme des
nombres premiers �etablit la certitude de ��
Posons �
x� �

P
d�x

�
d� �
P
d�x


�� �� 
d� � �x�� Divisons� maintenant� par x�

On obtient ��x�
x � �

x

P
d�x


�� �� 
d� � 	 � o
	�� Donc� il s�agit de montrer queP
d�x


�� �� 
d� � o
x�� Utilisons les propri�et�es de la convolution pour donner une






expression �equivalente de la fonction �� � �

�� � � 
log��� � � � 
log�� � ����� ��� � �

� f � �� ��


o�u f � log�� � ���� On aura� alors�X
d�x


�� �� 
d� �
X
d�x

f � �
d�� ��	

Comme �� � o
x�� ce qu�on cherche �a montrer est
P
d�x

f � �
d� � o
x� L�outil

qui permet de suivre ce chemin est le principe de l�hyperbole� Posons H
x� �P
n�x

f ��
n�� M
x� �
P
n�x

�
n� et N
x� �
P
n�x

f
x�� Pour x assez grand et � � y 	 x

le principe de l�hyperbole fournit

H
x� �
X

n�x�y
�
n�N 
x�n� �

X
n�y

f
n�M 
x�n��N
y�M 
x�y� 	

Par l�hypoth�ese qu�on est en train de faire� on a� pour y �x�ee�
P
n�y

f
n�M 
x�n� �

o
x�� car la somme en n est �nie� De m�eme� N
y�M 
x�y� � o
x�� Il en d�ecoule� donc�

que lim sup
x���

jH�x�j
x � lim sup

x���
�
x





 P
n�x�y

�
n�N 
x�n�





 	 lim sup
x���

�
x

P
n�x�y

jN 
x�n�j� Fi�

nalement� il faut prouver que cette limite vaut �� Admettons� pour l�instant� qu�on

sait que N
x� � O 

p
x�� Alors� lim sup

x���
jH�x�j
x � lim sup

x���
�p
x

P
n�x�y

�p
n

� Par compa�

raison avec une int�egrale� on a
P

n�x�y
�p
n
�

q
x
y � et� donc� lim sup

x���
jH�x�j
x � �p

y �

Comme ceci vaut pour tout y 
 �� alors on en d�eduit que lim sup
x���

jH�x�j
x � ��

Montrons� maintenant� le fait admis � N
x� � O 

p
x�� On a N
x� �

P
n�x

f
n� �P
n�x

logn � P
n�x

�
n� �
P
n�x

���
n�� Gr�ace �a la formule de Stirling appliqu�ee �a la

premi�ere somme� ceci peut se r�ecrire comme N
x� � x logx�x� ��x� P
n�x

�
n� �

O 

p
x�� Donc� il reste �a �etudier la somme de � � Utilisons �a nouveau le principe de

l�hyperbole �

X
n�x

�
n� �
X
n�x

� � � �
X
n�px

hx
n

i
�

X
m�x�px

h x
m

i
�
	
xp
x


 �p
x
�

� �x
X
n�px

	

n
� �

X
n�px

nx
n

o
� �px� �px���

� �x
X
n�px

	

n
� x � O

�p
x
�
	

Finalement� de la d�e�nition de ��
P

n�px
�
n � log 


p
x����O

�
�p
x

�
� Donc� on obtient

X
n�px

�
n� � �x
�
log

�p
x
�

� � � O
�
	�
p
x
��� x � O

�p
x
�

� x 
logx � �� � 	� � O
�p

x
�
	

Quand on substitue ceci dans le d�eveloppement obtenu pour N � il reste seulement
les termes O 


p
x�� et on a bien l�estimation N
x� � O 


p
x���

�



� Th�eor�eme des nombres premiers 	 la preuve de

Daboussi

Cette section est la derni�ere du texte� Elle nous conduit �a la preuve de Daboussi
du th�eor�eme des nombres premiers� en suivant le sch�ema suivant �

$ Le premier point consiste �a donner une fa"con de factoriser les nombres en�
tiers� qui g�en�eralise la factorisation habituelle� Cette factorisation est ba�
s�ee sur la d�e�nition de deux familles d�ensembles d�entiers� fS
x� y�gx�y��
et fT 
x� y�gx�y��� Le cardinal de chacun de ces ensembles est �etudi�e� a�n de
comprendre son comportement �asymptotique�� On introduit� aussi� la fonc�
tion M
x� y��

$ Le point suivant consiste �a introduire la fonction de Dickman et ses propri�e�
t�es� qui sont admises �a cause de sa nature technique� Dans un des lemmes
principaux du chapitre� elle est utilis�ee pour d�e�nir une fonction qui permet
de simpli�er les hypoth�eses qu�on fait� ainsi comme le r�esultat cherch�e�

$ Finalement� on prouve le th�er�eme des nombres premiers� en utilisant les �equi�
valences �el�ementaires vues au corollaire ����	 et au th�eor�eme de Landau� La
preuve qu�on donne est celle de Daboussi� Elle a besoin de l��etude des en�
sembles S et T � Un fait remarquable de cette preuve est qu�elle n�utilise que
des outils de l�analyse r�eelle� des outils essentiellement �el�ementaires�

	�� Les ensembles S
 T 
 et la fonction M�x� y�

D�e�niton 
���� Soient x� y � 	 des nombres r�eels� On d�e�nit S
x� y� comme l�en�

semble fn 	 x jP�
n� 	 yg� et l�ensemble T 
x� y� comme fn 	 x jP�
n� 
 yg 	 On

note leurs cardinaux %
x� y� et &
x� y� respectivement�

Pour x� y � 	� la fonction M
x� y� est d�e�nie comme M
x� y� �
P

n�S�x�y�
�
n��

Lemme 
���� Pour x� y � 	� tout entier 	 	 n 	 x peut 
etre �ecrit de fa�con unique

comme produit d�un entier de S
x� y� et un entier de T 
x� y��

preuve Soit 	 	 n 	 x un entier� Prenons a �
Q
pskn
p�y

ps et b �
Q
pskn
p�y

ps� et alors

a � S
x� y�� b � T 
x� y�� n � ab� De plus� il est clair que cette factorisation est
unique��

Observation 
���� Les ensembles du type S jouent le r
ole des nombres entiers

n�exc�edent pas un r�eel donn�e x� Les ensembles du type T mod�elisent les ensembles

de nombres premiers qui n�exc�edent pas un r�eel donn�e x� Pour ce comprendre� on

peut examiner la forme de ces ensembles en quelques cas remarquables �

	� Si y � x� alors S
x� y� � fn 	 xg et %
x� y� � �x�� On a aussi T 
x� y� � f	g
et &
x� y� � 	� En g�en�eral� on a %
x� y� � &
x� y� � �x� � 	


� Supposons x 
 	� On se donne � 
 � et 	 	 y 	 x	� Lorsque on prend

un entier n � p� � � � pk dans l�ensemble T 
x� y�� il doit satisfaire aux in�ega�

lit�es xk	 � n 	 x� Donc� en prenant log� on trouve k � �
	 � Ceci nous dit

que� si par exemple y 	 p
x� alors k � � ou k � 	� Donc� on aura que

T 
x� y� � fy � p 	 xg � f	g� et &
x� y� � �
x� � �
y� � 	� En particulier�

&
x�
p
x� � �
x� � � 


p
x� � 	� En g�en�eral� le nombre k de facteurs premiers

	�



d�un entier dans T 
x� y�� y 
 	� est born�e par u � log x
log y �

�� Lorsqu�on essai d�obtenir un contr
ole sur le nombre de facteurs premiers d�un

entier dans S
x� y�� on n�arrive jamais �a r�eussir� Les �el�ements des ensembles

S
x� y� ont toujours beaucoup de facteurs premiers� Ceci nous donne une id�ee

du fait que ces ensembles mod�elisent les entiers born�ees par un r�eel donn�e�

Lemme 
���	 Soit y � � et soit � 
 �� Alors la s�erie
P

P��n��y
�
n� est convergente

et elle vaut
Q
p�y


	� p�
�
��

�

preuve Comme la fonction arithm�etique f
n� � n�
�fm jP��m��yg
n� est multipli�

cative et la somme
P
p

P
k��

f
pk� �
P
p�y

P
k��

p�k
 �
P
p�y

p��

��p�� est �nie� la proposition

	���	 sur les s�eries de Dirichlet permet de d�eduire la convergence de la s�erie de
l��enonc�e� De plus� on sait aussi que

P
P��n��y

�
n� �

Q
k��

f
pk� �
Q
p�y


	� p�
�
��

��
Voyons� tout de suite� quel est le comportement du cardinal %
x� y��

Th�eor�eme 
���� Soient x � 	 et y � � des nombres r�eels� Alors� si u � log x
log y � on

a %
x� y� � xe�u���

preuve On traite deux cas �

a� Si y � 		� S
x� y� � f�r��r��r�#r� 	 xg� Alors� on aura que rk 	 log x
log k � d�o�u

%
x� y� � 
logx�

 � xe�u��� car xe�u�� � x���� log
y

���

b� Si y � 		� D�e�nissons la fonction arithm�etique multiplicative fa� a 
 ��
comme suit �

fa
n� � na�fm jP��m��yg
n�	

On observe� alors� queX
x����n�x

P��n	�y

	 � x��a�

X

x����n�x

P��n	�y

x�a�
 � x��a�

X

x����n�x

P��n	�y

fa
n�

	 x��a�

X
n�x

P��n	�y

fa
n� � x��a�

X
n�x

fa
n�	

Alors� on aura que

%
x� y� � �
n
n 	 x��
 jP�
n� 	 y

o
� �

n
x��
 � n 	 x jP�
n� 	 y

o
	 x��
 � x��a�


X
n�x

fa
n�	

En prenant a � �
� log y � on a x��a�
 � e�u�� et x��
 	 xe�u��� Donc� il su�t

de montrer que
P
n�x

fa
n� � O
x�� Pour ce faire� on introduit une fonction

arithm�etique multiplicative auxiliaire� qui d�epend aussi de a 
 � �

ga 
ps� �

�
pas 
	� p�a� si p 	 y

� si p 
 y

V�eri�ons que fa 	 ga � � �

		



	� si p 	 y� alors ga �� 
ps� �
P

��k�s
ga 
ps� � 	 �

P
��k�s

pak 
	� p�a� � pas �

fa
s��

�� si p 
 y� alors ga � � 
ps� � 	 � � � fa 
ps��
On trouve� donc� X

n�x
fa
n� 	

X
n�x

X
djn

ga
d� �
X
d�x

ga
d�
hx
d

i

	 x
X
d�x

ga
d�

d
� x

X
d�x

P��d	�y

ga
d�

d

	 x
X

P��d��y

ga
d�

d

Gr�ace �a la proposition 	���	 sur les s�eries de Drichlet� la derni�ere somme est
convergente� en utilisant que

P
p�y


	� p�a�
P
s��

p�a���s converge� car a � 	 �

�
� log y � 	 � �� De plus� on a l��egalit�e

x
X

P��d��y

ga
d�

d
� x

Y
p�y

X
s��

ga 
ps�

ps
� x

Y
p�y

X
s��

pas 
	� p�a�

ps
	

On majore les termes de la somme� On aura 	 � p�a 	 a log p� de fa"con que
pas
��p�a�

ps 	 a
�
pa

p

�s
log p� Par d�e�niton de a� on aura pa 	 ya � e���� Donc�

le p�i�eme terme de la derni�ere somme est major�e par a log p
�
e���

p

�s
� Donc� on

trouve les r�elations suivantes �

x
X

P��d��y

ga
d�

d
	 x

Y
p�y

�
�	� p�a � a log p

X
s��

�
e���

p

�s�A
� x

Y
p�y

�
	� p�a � a log p

e���

p� e���

�

� x
Y
p�y

�
	 � a

log p

p

�
	

Donc� le dernier pas consiste �a montrer que le produit converge lorsque y �
��� Or� par d�e�nition de a� le dernier produit est plus petit ou �egal �aQ
p�y

�
	 � log p

p log y

�
� Maintenant� le premier th�eor�eme de Mertens nous dit queP

p�y
log p
p log y � �

log y 
log y � O
	��� qui tend vers 	 lorsque y � ��� Celui�ci

implique la convergence du produit et� donc� permet de conclure �
P
n�x

f
n� �

xO
	� � O
x���

On continue par un r�esultat technique qui doit nous permettre de faire des
estimations de quelques types de sommes� en sachant de l�information asymp�
totique des fonctions somm�ees� On appelle �lemme 
S���a ce r�esultat� pour y
faire appel plus facilement� 
S� indique �sommation��

Lemme 
���� �S� Soit fangn une suite de nombres complexes satisfaisantP
n�t

an � F 
t� � O 
R
t��� pour 	 	 t 	 x� o�u F � C� �	� x� et R � �	� x� ��

	�



������ monotone croissante� Soit b � �	� x� �� C continue et C� par mor�

ceaux� Alors�
P
n�x

anb
n� �
R x
� F �
t�b
t�dt�O 
R�
x��� o�u R�
x� � jF 
	�b
	�j�

jR
x�b
x�j� R x
�
jR
t�b�
t�j dt�

preuve Il s�agit d��ecrire
P
n�x

anb
n� � A
x�b
x��R x
�
A
t�b�
t�dt� pour A
x� �P

n�x
an� Alors� comme on connait le comportement de A� pour conclure il su�t

de le substituer dans cette �egalit�e et d�int�egrer par parties��

Th�eor�eme 
���	 Soient x � 	 et y � � des nombres r�eels� Alors�

&
x� y� � x
Y
p�y

�
	� 	

p

�
� O

�
xe�u�� log y

�
�

u � log x
log y �

preuve On commence par observer un fait qui nous permet d�introduire la
fonction � dans le probl�eme qu�on est en train d��etudier � pour tout n 	 x�
on a �T �x�y�
n� �

P
P��d	�y

djn

�
d�� En e!et� on �ecrit n � ab� pour a � S
x� y��

b � T 
x� y� uniques� Alors� on trouve que

X
P��d	�y

djn

�
d� �
X
dja

�
d� �

�
	 si a � 	

� si a �� 	
	

Maintenant� on observe que si a � 	� alors n � b � T 
x� y� et si a �� 	� alors
n �� T 
x� y�� Ceci nous montre qu�on a bien �T �x�y�
n� �

P
P��d	�y

djn

�
d�� Donc�

en sommant sur n 	 x� on trouve

&
x� y� �
X
n�x

�T �x�y�
n� �
X
n�x

X
P��d	�y

djn

�
d�

�
X
n�x

X
djn

�
d��fm jP��m��yg
d� �
X

P��d	�y
d�x

�
d�
hx
d

i
	

�Ecrivons
�
x
d

�
� x

d�O
	�� On a� donc� que &
x� y� � x
P

P��d	�y
d�x

��d�
d �O

�
xe�u��

�
�

Traitons la somme qui reste� On peut �ecrire

X
P��d��y

�
d�

d
�

X
P��d	�y

d�x

�
d�

d
�

X
P��d	�y

d�x

�
d�

d
	

Le membre de gauche de cette �egalit�e est une somme absolument conver�

gente d�une fonction arithm�etique multiplicative� Donc� elle vaut
Q
p�y

P
s��

��ps�
ps

ou� encore�
Q
p�y

�
	� �

p

�
� Finalement� en utilisant le lemme 
S� et %
x� y� �

xe�u�� on obtient l�estimation
P

P��d	�y
d�x

��d�
d � e�u�� log y� Ceci permet de

	�



conclure �

&
x� y� � x
Y
p�y

�
	� 	

p

�
� O

�
xe�u�� log y

�
� O

�
xe�u��

�

� x
Y
p�y

�
	� 	

p

�
� O

�
xe�u�� log y

�
	

�

Rappelons que pour x � 	� y � 	� on a d�e�nit M
x� �
P
n�x

�
n� et M
x� y� �P
n�S�x�y�

�
n�� Le th�eor�eme suivant �etablit un lien entre ces deux fonctions�

Th�eor�eme 
���� Soit y � �� Alors� on a

lim sup
x���

jM
x�j
x

	
Y
p�y

�
	� 	

p

�Z ��

�

jM
x� y�j
x�

dx	

preuve On observe que jM
x� y�j 	 %
x� y� � xe�u�� � x���� log
y
��� Alors�

jM�x�y�j
x� � x����� log
y

��� qui est int�egrable sur �	���� car log
�
y�
�

 ��

Pour chaque entier n 	 x� posons n � ab� a � S
x� y�� b � T 
x� y� uniques�
Comme P�
a� 	 y � P�
b�� alors a et b sont premiers entre eux� Du coup�
�
n� � �
a��
b�� Alors� il peut s��ecrire

M
x� �
X
n�x

�
n� �
X

b�T �x�y�
�
b�

X
a�S�x�y	
ab�x

�
a�

�
X

b�T �x�y�
�
b�M 
x�b� y� 	

En prenant des valeurs absolues� la majoration trouv�ee est

jM
x�j 	
X
n�x

jM 
n� y�j
�

&
�x
n
� y
�
�&

�
x

n � 	
� y

��

Notons Py �
Q
p�y

�
	� �

p

�
� Par le th�eor�eme pr�ec�edent on aura

&
�x
k
� y
�

�
x

k
Py � O

�x
k
e�uk�� log y

�
�

o�u uk � log�x�k�
log y � Alors� le majorant obtenu pour jM
x�j peut s��ecrire sous la

forme A
x� y� � B
x� y�� o�u

A
x� y� �
X
n�x

jM
n� y�j
�
x

n
Py � x

n � 	
Py

�

� xPy
X
n�x

jM
n� y�j
Z n��

n

dt

t�

est le terme �principal�et B
x� y� est le terme d��erreur��
Gr�ace �a la convergence de l�int�egrale montr�ee au d�ebut de la preuve� on a

A
x� y� 	 x
R ��
�

jM�x�y�j
x� dx�

Si on d�e�nit Rn � &
�
x
n � y

� � &
�

x
n�� � y

�
� xPy

R n��

n
dt
t� � alors B
x� y� �

	�



P
n�x

jM
n� y�jRn� Ainsi �ecrit� on est tent�e d�appliquer la sommation d�Abel�

On proc�ede en prenant le plus grand des indices comme le premier indice de
sommation� En remarquant que

jM
n� y��M
n� 	� y�j �








X

k�S�n�y�
�
k��

X
k�S�n���y�

�
k�








�








X

k�S�n���y�
�
k�� �
n��fm jP��m��yg
n��

X
k�S�n���y�

�
k�








�


�
n��S�n�y�
n�



 	 �S�x�y�
n�

et en utilisant &
x� y� � xe�u��� on obtient que






X
n�x

jM
n� y�jRn







� x���� log
y
�� log y

�
�	 �

X
P��n��y

	

n���� log�y��

�
A 	

La somme entre parenth�eses est convergente� car 	� �
log�y�� 
 � lorsque y � �

et� alors� on peut appliquer le lemme ��	���
La conclusion de ce qu�on vient de voir est

A
x� y�

x
�
B
x� y�

x
	 Py

Z ��

�

jM
t� y�j
t�

dt � Oy

�
x��� log
y

��
�
	

Comme Oy

�
x��� log
y

��
�

��
x��� �� on obtient que

lim sup
x���

jM
x�j
x

	 Py

Z ��

�

jM
t� y�j
t�

dt	

�

	�� La fonction de Dickman

La fonction de Dickman est la seule fonction � � ������ �� R qui est conti�
nue� d�erivable sur �	���� et qui satisfait �

	� �
v� � 	� � 	 v 	 	
�� v��
v� � �
v � 	� � �� v 
 	

La fonction de Dickman v�eri�e les conditions suivantes �

i� v�
v� �
R v
v�� �
t�dt

ii� �
v� 
 �� v � �
iii� ��
v� � �� v 
 	
iv� �
v� 	 �

��v���

v�
R ��
�

�
v�dv � e�

	�� La preuve de Daboussi du th�eor�eme des nombres

premiers

Le but de cette section est d�appliquer les r�esultats vus le long du texte pour
prouver le th�eor�eme des nombres premiers� Pour ce faire il y a besoin de

	�



quelques r�esultats pr�eliminaires�

Lemme 
���� On a sup
x��






 Pn�x ��n�
n






 	 ��

preuve Prenons les fonctions F 
x� � �x� et G
x� � 	� Comme F 
x� �P
n�x

G
x�n� l�inversion de M�obius fournit 	 �
P
n�x

�
n�F 
x�n� c�est��a�dire�

P
n�x

�
n� �x�n�� En posant
�
x
n

�
� x

n �
�
x
n

�
� on trouve que






 Pn�x ��n�
n






 	 ���x�
x 	

�� d�o�u le r�esultat��

Corollaire 
���� Soit M
x� �
P
n�x

�
n�� Alors� sup
a�b��




R ba M
x�dxx�




 	 ��

preuve Supposons que a 
 b 
 �� Alors� on aura

Z b

a

M
x�
dx

x�
�

Z b

a

X
n�b

�
n���n�b�
x�
dx

x�
�
X
n�b

�
n�

Z b

a

��n�b�
x�
dx

x�

�
X

a�n�b
�
n�

Z b

a

��n�b�
x�
dx

x�
�
X
n�a

�
n�

Z b

a

dx

x�

�
X

a�n�b
�
n�

	�	

x


b
n

�
X
n�a

�
n�

	�	

x


b
a

�
X

a�n�b

�
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n
�
X
n�a

�
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�
X
n�b

�
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b

�
M
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a
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�

X
a�n�b

�
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Maintenant� on applique le lemme pr�ec�edent et la majoration



M�x�

x




 	 �x�
x 	

	� et on conclut��
�A partir de maintenant� on �xe a � lim sup

x���
jM�x�j

x � On sait que � 	 a 	 	�

Par le th�eor�eme de Landau et le corollaire ����	� qui suit du th�eor�eme de

Chebyshev� si on prouve a � �� alors on aura lim
x���

��x�
x� log x � 	�

Le th�eor�eme ��	�� �etablit a 	 Q
p�y

�
	� �

p

� R ��
�

jM�x�y�j
x� dx� lorsque y � ��

On divise l�int�egrale en deux morceaux� I�
y� �
R y
�
jM�x�y�j

x� dx et I�
y� �R ��
y

jM�x�y�j
x� dx� Maintenant� si x 	 y� alors on a que

M
x� y� �
X

n�S�x�y�
�
n� �

X
n�x

�
n� � M
x�	

Donc� I�
y� �
R y
�

M�x�
x� dx� Observons que dans le corollaire ����	 on a trait�e

des int�egrales de ce type�ci� Dans la suite� on va traiter ces deux int�egrales�

Lemme 
���	 Soit b 
 a� Alors� lim sup
y���

I��y�
log y 	 b
� o�u 
 � 

a� � 	 si a 
 ��

preuve Prenons b 
 a� Il existe x� 
 � tel que jM
x�j 	 bx si x � x�� Si
on prend y 
 x�� il peut se construire une partition de �x�� y� de la forme
f�xj � xj���g��j�J � de fa"con que M ait signe constant sur chaque intervalle et
vaille � sur xj � pour � � j � J � En e!et� posons

x� � sup fx� � t � y j � 
M 
x��� � � 
M 
t��g

	�



o�u � est la fonction signe qui prend ses valeurs dans f�	� �� 	g� d�e�nie comme
d�habitude� Si x� � y� on prend

x� � sup fx� � t � y j � 
M 
x� � ��� � � 
M 
t��g
o�u � 
 � assez petit a�n que M ait le signe constant sur 
x�� x� � �� et
x� � � � y� Si x� � y� on applique le m�eme argument� Ce processus ach�eve en
un nombre �ni de pas� car M
x� �

P
n�x

�
n� et �
n� � f�	� �� 	g� De plus� le

dernier extr�eme obtenu est xJ�� � y� Ceci nous donne la partition cherch�ee�
Comme M est de signe constant sur les intervalles construits� alors

Tj ��

Z xj��

xj

jM
x�j
x�

dx �







Z xj��

xj

M
x�

x�
dx






 	 �	

En outre� l�annulation de M sur les extr�emes xj � � � j � J � permet d��ecrire

jM
x�j � jM
x��M 
xj�j �








X

xj�n�x
�
n�







 	 x� xj 	

Si on pose �j � log 
xj���xj� et on fait le changement de variable x � txj

dans Tj � alors on trouve que Tj �



R exp�j�

M�txj�
t�xj

dt



� Maintenat� on vient de

prouver que jM 
txj�j 	 txj � xj et on sait que jM 
txj�j 	 btxj � Donc� on

a Tj 	
R exp�j
�

�
t min

�
b� 	� �

t

�
dt� Comme Tj 	 �� on trouve la majoration

Tj 	 T �j �� min
n

��
R exp�j
�

�
t min

�
b� 	� �

t

�
dt
o
	

On souhaite de majorer T �j � Pour ce faire� prenons 
 � 	 � �
�
a

� � ��
�
 
 �

� �
Voyons que T �j 	 b
�j � Il s�agit de distinguer les deux cas suivants �

	� b�j � 	�� Alors� T �j 	 � 	 �
�b�j 	 ��

�
b�j 	 b
�j

�� b�j � 	�� Supposons d�abord que �j 	 b� Utilisons que 	� �
t 	 log t� Alors�

T �j 	
R exp�j
� log tdtt �

��j
� 	 �

�b�j 	 b
�j
Si on se place dans le cas contraire� �j 
 b� alors on divise l�int�egrale dans
l�expression de T �j en deux morceaux� comme suit �

T �j 	
Z exp b

�

log t
dt

t
�

Z exp�j

exp b

b

t
dt �

b�

�
� �jb� b� � b�j

�
	� b

��j

�
	

Comme ��
�j


 b� alors on trouve � b
��j

� � �
�
b

��
�j

� � �
�
b

� � � �
�
a

�� Donc�

dans ce cas� on a aussi que T �j 	 b
�j �

Cette in�egalit�e est �nalement utilis�ee pour obtenir le r�esultat �

I�
y� �

Z y

�

jM
x�j
x�

dx �

Z x


�

jM
x�j
x�

dx �
X

��j�J
Tj

	
Z x


�

jM
x�j
x�

dx � b

X

��j�J��
log

�
xj��

xj

�

�

Z x


�

jM
x�j
x�

dx � b
 log y � b
 logx�

d�o�u
I�
y�

log y
	 	

log y

Z x


�

jM
x�j
x�

dx � b
 � b

logx�
log y

	

	#



En prenant lim sup
y���

� il suit lim sup
y���

I��y�
log y 	 b
���

Dans l�int�egrale I�
y� apparait la fonction jM
x� y�j� Il est clair qu�on s�in�
t�eresse �a majorer cette fonction si on veut avancer� Le lemme suivant nous
donne la majoration de laquelle on a besoin� en utilisant la fonction de Dick�
man�

Lemme 
���� Soient � 
 � et b 
 a� Alors� uniform�ement en 	 	 x	 	 y�

on a jM
x� y�j 	 bx�
u�
�

	 � O
�

�
log��x�

��
� pour u � log x

log y �

preuve Le premier pas consiste �a obtenir un contr�ole sur M
x� y� logx en
fonction des nombres premiers plus petits ou �egaux �a y� Consid�erons la sommeP
n�S�x�y�

�
n� logn� Si p 	 y� m � S 
x�p� y� et pjm� alors pm contient un

facteur carr�e� de sort que le terme �
pm� de la somme vaut �� Alors� la derni�ere
somme s��ecrite commeX

p�y

X
m�S�x�p�y	

p�jm

�
p��
m� log p � �
X
p�y

X
m�S�x�p�y	

p�jm

�
m� log p

� �
X
p�y

log p

�
B� X
m�S�x�p�y�

�
m��
X

m�S�x�p�y	
pjm

�
m�

�
CA

� �
X
p�y

log p

�
B�M 
x�p� y��

X
m�S�x�p�y	

pjm

�
m�

�
CA 	

Traitons le deuxi�eme terme entre parenth�eses �







X

m�S�x�p�y	
pjm

�
m�








 	
X

m�S�x�p�y	
pjm

	 	
X

d�x�p�
	 �

�
x�p�

�
	

Donc� nous obtenonsX
n�S�x�y�

�
n� logn � �
X
p�y

�
M 
x�p� y� � O

�
x�p�

��
log p

� �
X
p�y

M 
x�p� y� log p�
X
p�y

O
�
x�p�

�
log p	

Comme la s�erie
P
n��

logn
n� est convergente� alors on conclut que

X
n�S�x�y�

�
n� logn � �
X
p�y

M 
x�p� y� log p � O
x�	

D�ailleurs� en utilisant la formule de Stirling�






X

n�S�x�y�
�
n� log 
x�n�







 	
X
n�x

log 
x�n� � x	

	




Ces deux majorations permettent d�obtenir le contr�ole de M
x� y� logx sou�
hait�e �

M
x� y� logx �
X

n�S�x�y�
�
n� log x

�
X

n�S�x�y�

logx� logn��
n� �

X
n�S�x�y�

�
n� logn

�
X

n�S�x�y�
�
n� log 
x�n� �

X
n�S�x�y�

�
n� logn

� �
X
p�y

M 
x�p� y� log p � O
x�	

Par cons�equent� il existe une constante C � � telle que pour x� y � 	 l�on ait

jM
x� y�j logx 	
X
p�y

jM 
x�p� y�j log p � Cx	 
	�

Prenons x� 
 � tel que jM
x�j 	 bx si x � x�� Rappelons que si y � x � x�
on a jM
x� y�j � jM
x�j 	 bx� D�e�nissons

h
v� �
jM 
yv� y�j
b�
v�yv

h�
u� � sup
u
�v�u

h
v�

o�u� comme d�habitude� u� � log x

log y � Observons que ainsi d�e�nie� h� est une

fonction croissante en u� Elle nous permet de r�ecrire l�hypoth�ese jM
x�j 	 bx
si x � x� comme h�
	� 	 	� En e!et�

h�
	� � sup
u
�v��

jM 
yv� y�j
b�
v�yv

� sup
u
�v��

jM 
yv� y�j
byv

� sup
x
�x�y

jM
x� y�j
bx

� sup
x
�x�y

jM
x�j
bx

	 	

On peut r�ecrire aussi l�objectif qu�on cherche �a montrer �

h�
u� 	 	 � Ok

�
	

log y

�

o�u 	 	 u 	 k�
Fixons u � �	� k�� v � �u�� u�� Posons x � yv et vp � log p

log y � En appliquant 
	� et

en divisant par b�
v�yv log 
yv�� on obtient que h
v� 	 S� � S� � C
b��v� log�yv� �

o�u l�on a pos�e �


 S� �
P
p�y

yv�p�x


h��u�vp���v�vp� log p
p��v� log�yv�


 S� �
P
p�y

yv�p�x


jM�yv�p�y�j log p
b��v�yv log�yv�

Voyons� d�abord� que le premier th�eor�eme de Mertens permet de contr�oler
S� par une fonction comme le troisi�eme terme dans l�expression de h� On

consid�ere jM�yv�p�y�j log p
b��v� log�yv��yv�p�p � qui est la fonction somm�ee dans S�� Par d�e�nition

de M
x� y�� on trouve jM�yv�p�y�j
b�yv�p� 	 	� Si de plus yv � p� alors yv

p � 	 et

	�



jM�yv�p�y�j
b�yv�p� � �� Donc�

S� 	
X

yv�x
�p�yv

log p

p�
v�v log y
�

	

v�
v� log y

�
�X
p�yv

log p

p
�

X
p�yv�x


log p

p

�
A

�
	

v�
v� log y

log 
yv�� log 
yv�x�� � O
	�� � 	

v�
v� log y
	

Ceci assure qu�il existe une constante C
b� � � telle que

h
v� 	 S� �
C
b�

v�
v� log y

	
X
p�y

h� 
u� vp� � 
v � vp� log p

pv�
v� log y
�

C
b�

v�
v� log y
	

Maintenant� il s�agit de comprendre le comportement de la somme dans cette

in�egalit�e� Pour � 	 � 	 	� posons U
 �
P
p�y�

��v�vp� log p
pv��v� log y � En divisant la somme

apparaissant dans la majoration de h�
P
p�y

�
P

p�y���
�

P
y����p�y

� et en utilisant

que h� 
u� vp� 	 h�
u�� si p 	 y���� et h�
u� 	 h� 
u� 	���� si y��� � p 	 y�
car h� croissante� on obtient

h
v� 	 h�
u�U��� � h� 
u� 	���
�
U� � U���

�
�

C
b�

v�
v� log y

� 
h�
u�� h� 
u� 	����U��� � h� 
u� 	���U� �
C
b�

v�
v� log y
	


��

EstimonsU��� et U�� en utilisant le lemme 
S�� On observe que U
 �
P
p�y�

apb
p��

o�u ap � log p
p log y et b
t� � ��v�log t� log y�

v��v� � Ceux�ci v�eri�ent les hypoth�eses du

lemme 
S�� Gr�ace au premier th�eor�eme de Mertens�

X
p�y�

ap �
X
p�y�

log p

p log y
�

	

log y

�
log

�
y

�

� O
	�
�

� � � O

�
	

log y

�
	

Si r 
�� � �
v��v�

R 

� � 
v � t� dt� alors le lemme 
S� fournit U
 � r 
���Ok

�
�

log y

�
�

Donc� pour estimer U��� et U� il su�t d��etudier r 
	��� et r
	� �


 Le changement de variables v � t � w donne r
	� � �
v��v�

R v
v�� �
w�dw� qui

vaut 	 d�apr�es les propri�et�es de la fonction Dickman �enonc�ees 
�����


 Voyons que r 
	��� 	 	��� Cela r�esulte de r
	� � 	 et en �ecrivant
R �
�

�R ���
�

�
R �
���

� En e!et� si on proc�ede comme "ca� on obtient

	 �
	

v�
v�

Z ���

�

�
v � t�dt �
	

v�
v�

Z �

���

�
v � t�dt

� 	

v�
v�

Z ���

�

�
v � t�dt �
	

v�
v�

Z �

���

� 
v � t � 	��� dt

�
	

v�
v�

Z ���

�

�
v � t�dt �
	

v�
v�

Z ���

�

�
v � t�dt � �r 
	���

��



o�u nous avons utilis�e la d�ecroissance de � pour l�in�egalit�e et on a fait le
changement z � t� 	�� pour obtenir l��egalit�e �nale� Donc� r 
	��� 	 	���

On retourne �a 
��� Ce qu�on vient de prouver montre que

h
v� 	 	

�
h�
u� �

	

�
h� 
u� 	��� � Ok

�
	

log y

�
�

C
b�

v�
v� log y
	

En prenant sup
u
�v�u

aux deux c�ot�es de cette in�egalit�e�

h�
u� 	 h� 
u� 	��� � Ok

�
	

log y

�

��

Si u � 	�� 	 	� alors comme h� est croissante et h�
	� 	 	� 
�� fournit

h�
u� 	 	 � Ok

�
�

log y

�
et on a �nit� Si on est plac�e dans le cas contraire�

u � 	�� 
 	� on applique 
�� en rempla"cant u par u � 	��� On r�eit�ere ce
processus� qui �nit en un nombre �nit de pas� plus petit ou �egal �a �k� car

u � �	� k�� On obtient� �a la �n� que h�
u� 	 	 � Ok

�
�

log y

�
� Ceci ach�eve la

preuve��

De ce lemme on en d�eduit le corollaire suivant� qui est l�analogue du lemme

����� pour I�
y� �
R ��
y

jM�x�y�j
x� dx�

Corollaire 
���	 Soit b 
 a� Alors lim sup
y���

I��y�
log y 	 b 
e� � 	��

preuve Prenons k � 	 un entier quelconque et consid�erons la division
R ��
y

�R yk
y �

R ��
yk � Traitons les deux morceaux �


 Posons u � log x
log y � Alors

Z ��

yk

jM
x� y�j
x�

dx 	
Z ��

yk

%
x� y�

x�
dx

�
Z ��

yk

xe�u��

x�
dx �

Z ��

k

e�u�� log y du

� e�k�� log y	


 Le lemme pr�ec�edent permet d��ecrire

Z yk

y

jM
x� y�j
x�

dx �

Z yk

y

	

x�
bx�
u�

�
	 � Ok

�
	

log �x

��
dx	

Faisons le changement de variable u � log x
log y � Alors�

Z yk

y

jM
x� y�j
x�

dx �

Z k

�

log y b�
u�

�
	 � Ok

�
	

log � � u log y

��
du

�

Z k

�

b�
u�

�
log y � Ok

�
	

u

��
du � b log y

Z k

�

�
u�du

� b

Z k

�

�
u�Ok
	�du � 
b log y � Ok
	��

Z k

�

�
u�du	

�	



Rassemblons tout "ca pour obtenir

I�
y�

log y
	 b

�
	 � Ok

�
	

log y

��Z k

�

�
u�du � Ce�k���

pour certaine constante C � �� Si k reste �xe� alors

lim sup
y���

I�
y�

log y
	 b

Z k

�

�
u�du � Ce�k��	

Finalement� il manque �a faire tendre k vers l�in�ni� ce qui fournit l�in�egalit�e
souhait�ee �

lim sup
y���

I�
y�

log y
	 b

Z
	���
u�du � b 
e� � 	� 	

�

Le lemme ����� et le corollaire ����� sont les r�esultats cl�es dans la preuve
de Daboussi du th�eor�eme des nombres premiers� On en donne la preuve tout
de suite�

Th�eor�eme 
���� �Th�eor�eme des nombres premiers� Soit �
x� �
P
p�x

	�

x � �� Alors� lim
x���

��x�
x� log x � 	

preuve Par le corollaire ����	 et le th�eor�eme de Landau� on se ram�ene �a

montrer lim
x���

M�x�
x � � ou� encore� a � ��

Soit b 
 a� Alors� lim sup
y���

I��y�
log y 	 b
� o�u 
 � 

a� � 	 si a 
 � 
lemme

������� On a aussi lim sup
y���

I��y�
log y 	 b 
e� � 	� 
corollaire ������� On rappele que

a 	 Q
p�y

�
	� �

p

�

I�
y� � I�
y�� 
th�eor�eme ��	���� On applique la formule de

Mertens au produit de cette in�egalit�e� On obtient que

a 	 	

e� log y � O
	�

I�
y� � I�
y��

Donc� en prenant lim sup
y���

� a 	 �
e� b 

 � e� � 	�� Ceci vaut pour b 
 a quel�

conque� Donc� en faisant b � a�� on trouve a 	 �
e� a 

 � e� � 	�� Celui�ci

implique que a � �� En e!et� si a 
 �� alors on d�eduirait que e� 	 
 � e� � 	�
d�o�u 
 � 	� ce qui contredit que 
 � 	 lorsque a 
 �� Donc� a � �� qui ach�eve
la preuve��

R�ef�erences

�	� G� Tenembau et M� Mend�es�France� Les nombres premiers� R�ef�erences � Que
sais�je ' no �#	� 
PUF� 	��#�

Notations

Ci�dessus� on peut trouver quelques notations et conventions qui ont �et�e sui�
vies le long du texte�


 d� j� k�m� n� r d�esignent des nombres entiers�

��




 djn � d divise n�


 d � jn � d ne divise pas n�


 p � nombre premier�


 ps k n � psjn et ps�� � jn�


 P�
n� � plus grand facteur premier de n� Par convention� P�
	� � 	�


 P�
n� � plus petit facteur premier de n� Par convention� P�
	� � ��


 �E � fonction indicatrice de l�ensemble E�


 f
x� � O
x���


g
x�� � �x� 
 �� C � � j �x � x�� jf
x�j 	 C jg
x�j�


 f
x� � o
x���


g
x�� � �� 
 � �x� 
 � j �x � x�� j jf
x�j 	 � jg
x�j�


 f
x� � g
x� � f
x� � O
x���


g
x���


 f
x� � Oy
x���


g
x�� � �x� 
 �� C
y� � � j �x � x�� jf
x�j 	 C
y� jg
x�j�


 f
x� �y g
x� � f
x� � Oy
x���


g
x���


 (
x� �
R ��
�

e�ttx dtt 	


 � � lim
N���

��
NP
n
�

�
n

�
� logN

�
	

��


