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Résumé

La résolution d’équations polynomiales semble sous-tendre I’histoire des mathéma-
tiques, de I’époque pythagoricienne a la céleébre lettre de Galois, en passant par Cardan,
Lagrange, Abel, Gauss. C’est en travaillant & la suite des intuitions de Galois, et en les
cristallisant en ce qui deviendra peu a peu l'algebre moderne, que les mathématiciens
de la deuxiéme moitié du XIX® sieécle déplacent le probleme. Dés lors, la question n’est
plus de résoudre des équations, mais d’étudier la structure des ensembles de solutions
dans différents corps.

Parallelement aux questions proprement galoisiennes de non-résolubilité, de nou-
veaux problémes apparaissent au début du XIX® siecle, & mi-chemin entre algébre
et arithmétique : apreés avoir montré indépendamment la loi de réciprocité quadra-
tique, Gauss, Jacobi étoffent leur théorie des résidus quadratiques, et deviennent ainsi
a méme de dénombrer des solutions de diverses équations polynomiales modulo p. Les
ponts entre théorie des nombres et algebre se multiplient tout au long du XIX® siecle
jusqu’a 'avenement de la théorie algébrique des nombres et de la théorie analytique
des nombres. Cependant, les outils arithmétiques élémentaires, les calculs astucieux
et les questionnements naifs des siécles passés tombent en désuétude. Si quelques ma-
thématiciens se repenchent sur ces questions de comptage de solutions dans les années
1930-1940, ils ne s’y attardent pas et tentent surtout de relier ces problémes au Graal de
I’époque : 'hypothése de Riemann. Lorsqu’André Weil publie, en 1949, larticle | 1,
il va donc a I’encontre de la tendance contemporaine en se proposant de dénombrer le
nombre de solutions a une équation de la forme agXn, + ...+ a-X"" = b dans F, par
des méthodes élémentaires.

Mais Weil va plus loin : en introduisant une série formelle associée a son probléme
de dénombrement, il remarque d’intéressantes propriétés, assez analogues a celles de la
fonction zéta de Riemann. Il énonce alors trois conjectures sur la fonction zéta d’une
variété algébrique générale. Ces conjectures suscitent ’engouement de la communauté
mathématique, qui travaillera pendant une bonne partie du XX° siecle a développer
I'analyse p-adique et surtout a créer des outils algébriques a la hauteur des espérances
de Weil. La premiere conjecture de Weil est résolue par des méthodes analytiques par
Bernard Dwork en 1960 dans | |, et finalement, Pierre Deligne propose en 1974
une preuve des trois conjectures de Weil basée sur les théories de Grothendieck.

On s’intéresse ici a établir les conjectures de Weil dans le cas particulier de | 1,
et a présenter la preuve de la premiere conjecture de Weil donnée par Dwork en 1960,
en s’appuyant essentiellement sur 'exposition de la preuve présentée dans [Tao]. En
chemin, on développe par ailleurs quelques outils élémentaires d’arithmétique, comme
les sommes de Gauss, plusieurs résultats de la théorie des corps finis, et des éléments
d’analyse p-adique.

Les deux sections 1 et 2 sont largement indépendantes des sections 3 et 4.
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1 Quelques préliminaires de nature arithmétique

1.1 Des éléments de théorie des corps

EXTENSIONS DE CORPS Soit £ C [ deux corps. On voit alors que [ est un k-espace
vectoriel.

Définition On dit que [ est une extension, ou un surcorps de k. Sa dimension comme
k-espace vectoriel, si elle est finie, est le degré de l'extension de corps. On le note [l : k].

On peut remarquer que la relation « étre une extension de » est transitive. De plus, le

degré, vu comme une application a valeurs dans N U{oc}, est multiplicatif : si on a une tour
d’extensions k C I C m, alors [m: ][l : k] = [m : k].
Exemple 1.1.1 Le corps C est une extension de R de degré deux. En revanche, R et
I’ensemble des nombres algébriques sont tous deux des extensions de degré infini sur Q :
R pour une simple raison de cardinal, I’ensemble des nombres algébriques pour des raisons
plus intéressantes !.

Un polynéme a coefficients dans k peut aussi étre vu comme un élément de {[X]. Ainsi,
on peut au choix étudier ses racines dans k ou dans [, et arriver & des résultats tres différents.

Exemple 1.1.2 Le polynéme X3 + X — 1 est scindé dans C, a une racine dans R et est
irréductible dans Q.

On peut aussi adopter le point de vue inverse et voir certains = € [ comme racines de
polynémes & coefficients dans k[X] (on dit alors que z est algébrique sur k). Les éléments de
l qui ne sont pas algébriques sont dits transcendants.

Les nombres algébriques sont un bon moyen de fabriquer des extensions de corps finies
dont on connait le degré.

Lemme 1.1.1 Soit x € | algébrique sur k. Alors klx] := {P(z) | P € k[X]} est un sous-
corps de l, et on a [k[z] : k] = deg(w), ot 7 engendre l’idéal {P € k[X],| P(z) = 0}.

Définition Un corps Q est dit algébriquement clos lorsque tout polynéme de Q[X] est
scindé sur 2.

Bien que tout corps ne soit pas algébriquement clos, on peut souvent se ramener a
travailler dans un surcorps algébriquement clos, grace & un théoréme de Steinitz, ici admis, 2
qui nous servira dans la section 3 :

Théoréme 1.1.1 Soit k un corps. Il existe un surcorps algébriquement clos 2 de k, constitué
d’éléments tous algébriques sur k, et il est unique a isomorphisme de corps k-linéaire pres.
On Dappelle la cloture algébrique de k.

Cette premiere approche des extensions de corps est suffisante pour comprendre I’essentiel
de I'exposé. Toutefois, certaines définitions et vérifications qui suivent peuvent sembler un
peu arbitraires si on s’arréte en si bon chemin dans I’étude des extensions de corps...Le
lecteur intéressé sera donc invité, plus loin, & lire un paragraphe d’introduction a la théorie
de Galois.

INTRODUCTION AUX CORPS FINIS Rappelons tout d’abord les indispensables, qui sont
ici admis? :
Proposition 1.1.2 Soit k un corps. Tout sous-groupe fini de k* est cyclique.

Citons un corollaire qui servira plus tard :

1. qu’on ne développera pas ici
2. pour une preuve, consulter [ ]
3. pour des preuves, consulter | ]



Corollaire 1.1.3 Soient K un corps de caractéristique nulle, n > 1. Supposons X" — 1
scindé dans K. Alors il est scindé a racines simples et, pour d > 0,

Zxd:n~]l(n|d)

zeK
I’Vl:l

Preuve La dérivée de X™ —1 est nX" !, scindée dans K de seule racine nulle, et 0" —1 # 0,
donc (X™ — 1) AX™ —1 =1, d’ou la simplicité des racines.

Soit d > 0. Si n divise d, le résultat est alors clair. Supposons donc que n ne divise pas d.
Comme {z € K | 2™ = 1} est un sous-groupe de cardinal n de K, il posséde un générateur
g, et g% # 1. Des lors,

n—1 n—1 1 (gd)"
d d d -
DEEDICIED WIC e
zeK t=0 t=0 g
=1
O
La proposition 2 permet de plus d’établir I’existence et I'unicité des corps finis.
Proposition 1.1.4 Soit q un entier naturel. Il existe un corps fini de cardinal q si et
seulement s’il existe p premier, n € N* tels que ¢ = p™. De plus, un tel corps est unique a
isomorphisme preés.

Définition On note ce corps Fy, et on I'appelle a bon droit le corps a ¢ éléments. Doréna-
vant, la lettre ¢ est réservée aux puissances de nombres premiers.

Remarque 1.1.3 Puisqu’on a maintenant établi I’existence du corps fini F, la proposition
2 implique que Fy est cyclique. Ce résultat fondamental sera fréquemment utilisé par la
suite.

Proposition 1.1.5 Pour tout p premier et tout k divisant n € N*, on a Fr = {x € Fyn |
2" = x}. En particulier, Fpe C Fpyn.

Proposition 1.1.6 Soit [/k,m/k des extensions finies de degrés dy,d,, sur un corps fini k.
Soit n le plus petit surcorps engendré par 1 et m. Alors n/k est une extension finie de degré
ppem(dy, dy, ).

Pour montrer tout cela, on utilise notamment les lemmes d’arithmétique admis suivants,
qui resserviront aussi dans la section 2 :

Lemme 1.1.7 Soit k un corps. Soitn,m € N*. On a, dans k[X] : X"—1| X™—1 ssin | m.
Lemme 1.1.8 Soit ¢ € N\{0,1}. Soit n,m e N*. Ona :q" —1|¢™ -1 ssin|m.

On peut maintenant prouver la proposition 6.

Preuve Soit x1,...,xq, une base de [ sur k et y;,...yq,, une base de m sur k. Alors n =
klx1,...,yq,] donc n/k est bien une extension finie.

Soit d son degré sur k. Par unicité des corps finis & unique isomorphisme pres, on se
ramene a la situation ou k = Fg,l = F a,,m = Fya,,,n = Fja. De plus, par multiplicativité
des degrés, ppem(d;, d,y,) divise d.

D’autre part, [ et m sont inclus dans le corps F gPPem(dydm) donc n aussi. Par conséquent,
d | ppem(dy, dp,). O

Remarque 1.1.4 Ce résultat tombe en défaut pour des extensions de corps générales : par
exemple, QJi] et Q[v/2] sont deux extensions finies de degré deux sur Q mais le surcorps
qu'elles engendrent est Q[i, /2] qui est de degré quatre sur Q.

On peut résumer les liens entre extensions de corps et corps finis par la figure 1.

MORPHISME DE FROBENIUS
Lemme 1.1.9 Soit p un nombre premier, soit 1 < k < p. Alors (i) est divisible par p.



FIGURE 1 — Treillis de divisibilité et extensions de corps finis

Preuve 11 suffit de constater que les coefficients binomiaux sont entiers, que k(i) = p(ﬁj)

et que k est premier avec p. O
Proposition 1.1.10 Soient p un nombre premier, q,r deux puissances de p. Soit k le corps
a q éléments. Alors x € k — x" € k est un automorphisme.

Preuve 11 suffit de le montrer pour r = p, car notre application est une itérée de f :  — zP)
(a fois, ot ¥ = p®). Or f est clairement multiplicative, et d’aprés le lemme et la formule du
binéme, f est additive, donc c’est un morphisme d’anneaux. Sa source est un corps, donc le
morphisme est injectif, donc (k est fini) bijectif. O
Définition Soient ¢ une puissance d’un nombre premier, s > 1. Alors 'application x €
F,s — 2% € F s est appelée a bon droit 'automorphisme de Frobenius de Fs.

NORME ET TRACE DANS LES CORPS FINIS Les bases étant posées, on peut maintenant
s’'intéresser a deux applications particulierement intéressantes sur un corps fini : la norme et
la trace.

Définition Soit F; un corps fini, s € N*. On définit :

s—1

— la norme nrgs 4+ v € o zxlzd .
s—1

— la trace trgs g + v € Fgs = r+ad 4ol £+l

Lemme 1.1.11 La norme est un morphisme de groupes surjectif de ¥. dans ¥;. De plus,
elle coincide avec le morphisme x — x° sur Fy.

Preuve On fait les vérifications suivantes :

— la norme est a valeurs dans F} : soit x € F.. Par définition des corps finis (proposition
5), il suffit de montrer que nr(x)? = nr(z). C’est bien le cas car 29" = z et le produit
est cyclique.

— la norme est clairement un morphisme ;

. k k—1 k—1 .

— soit @ € F;. Comme pour tout k € N*, a? = (a?)? =a? = a,il vient nr(a) = a*;

— la norme est surjective : montrons que son noyau est de cardinal \F*S|| = q —. Soit
x € Fj., notons le z = = ¢ o § est un générateur de Fy. : nr(z) = 1 equ1vaut a

ce qui a pgcd( — L g 1) = % solutions.

1 | J(g—_l )



Lemme 1.1.12 La trace est une forme linéaire surjective de Fqs dans F.

Preuve C’est le méme genre de preuve que pour la norme :

— la trace est additive : ¢’est une somme d’itérées de morphismes de Frobenius, donc une
somme de fonctions additives;

— soient a € F;, x € Fys. Comme pour tout k € N*, al" = a, il vient tr(az) = atr(z);

— la trace est a valeurs dans F; : soit x € Fs. Par définition des corps finis (proposition
5), il suffit de montrer que tr(z)? = tr(z). C’est bien le cas car z € Fys — 29 est
additive, 27" = z et la somme est cyclique;

— la trace est surjective : soit x € Fgs, tr(z) = 0 si et seulement si = est racine d'un
certain polynoéme de degré ¢~ !. Donc le noyau de la trace est de cardinal au plus
¢*~!, donc son image est de cardinal au moins ¢, donc c’est bien F,,.

O

De telles vérifications « & la main » aboutissent certes & une preuve correcte, mais elles
ne permettent pas vraiment de comprendre le bien-fondé des définitions de la norme et de
la trace, qui semblent tout de méme sortir ex mihilo. .. Pour mieux motiver ces définitions,
on propose au lecteur intéressé le paragraphe suivant d’introduction a la théorie de Galois.

BRIBES DE THEORIE DE GALOIS On rappelle ici quelques résultats de théorie de Ga-
lois, dans le but de définir la norme et la trace d’une extension de corps d’une facon plus
satisfaisante. 4

Soit {/k une extension de corps de degré fini.

Lemme 1.1.13 Tout © € | est algébrique sur k. On définit le polynome minimal de x,
P, € k[X], comme le polynome unitaire de degré minimal tel que P(x) = 0. Il est irréductible.

Définition Les autres racines de P dans la cloture algébrique de k sont appelées les conju-
gués de z. S’il y a exactement deg(P) — 1 conjugués de z (ie P est & racines simples dans la
cloture algébrique de k), le polynéme P et I’élément z sont dits séparables.

Définition L’extension de corps [/k est dite galoisienne si :
— elle est séparable, ie tout = € | est séparable;

— elle est normale, ie pour tout x € [, tous les conjugués de x sont aussi dans I.

Remarque 1.1.5 Une extension galoisienne est donc algébrigue (tout x € I est algébrique
sur k). En revanche, elle n’est pas nécessairement de degré fini, puisqu’on peut a priori
trouver des éléments algébriques de degré arbitrairement grand dans /. On travaille désormais
dans des extensions galoisiennes en toute généralité, les extensions de degré fini sur les corps
finis en étant bien un cas particulier, d’apres le lemme suivant.

Lemme 1.1.14 Toute extension de corps algébrique 1/k de degré fini, ot k est un corps
fini, est galoisienne.

Preuve Notons p la caractéristique de k, ¢ = |k|, » = [l : k], de sorte que k =F,, | =F,r, et
notons {2 la cloéture algébrique de k. Soit P € k[X] irréductible. Alors, D = P’ A P € k[X]
est un diviseur de P.

Si P’ =0, alors P € k[XP] donc, en vertu des propriétés du morphisme de Frobenius, P
est une puissance p-ieme donc n’est pas irréductible, absurde! Supposons donc P’ # 0.

4. ces définitions resserviront réguliérement par la suite, tout particulierement dans la sous-section 3.5
pour construire des normes sur les extensions de Qp



Alors D est de degré strictement inférieur & celui de P, donc D = 1, donc toute racine
z de P dans Q est simple, donc P est séparable. Donc I/k est séparable.

Montrons maintenant le caractére normal de I’extension : soient = € [, soit P son poly-
néme minimal sur k. Soit w l'ordre multiplicatif de . Comme w divise |I| — 1, il est premier
avec p, donc q est inversible dans Z/wZ : on peut donc définit o I'ordre multiplicatif de
g modulo w. On a alors k[z] = Fyo : comme z € Fgo on a linclusion directe, et x n’est
inclus dans aucun Fye, 0 < ¢t < o, car si ¢ € F, 271 =1, donc ¢* = 1modw, donc a | t.
Finalement, deg P = «, et en utilisant le morphisme de Frobenius, les qu, 0 <k < a, sont
« racines distinctes de P et sont bien dans (. (]

Soit I/k une extension de corps.
Définition On définit :

— la norme nry, : x € I* — det(ug), ot up : y € | — xy automorphisme de k-espace
vectoriel ;

— la trace try;, : x € [~ tr(ug), pour le méme u, que supra.

Ainsi, la norme et la trace sont immédiatement des morphismes (de {* dans k* et de !
dans k respectivement). Leur surjectivité est en revanche fausse dans le cas général.
Reste a faire le lien entre ces définitions et les définitions données pour les corps finis.

Proposition 1.1.15 Soit I/k une extension de corps finie de degré n. Soit x € I, P son

d
polynéome minimal sur k. Si P = Z a; X" avec ag = 1, alors :

i=0

n
nr(z) = (—1)"ag/d et tr(z) = —50d-1-

Preuve Soit s = %4 et soit ey, ...,e; une base de [ sur k[z]. Soit E; = k[z]e; pour 1 <i <s
une décomposition de [ en sous-espaces stables par u,. Dans chaque F;, la matrice de u,
dans la base canonique est la matrice compagnon de P, d’ou le résultat. O

Or (—1)%ag (respectivement —ay_1) est le produit (respectivement la somme) de z et
de ses conjugués. Pour des corps finis, on a montré dans la preuve du lemme 14 que les
conjugués de x sont exactement les 2P pour 0 < k < d—1, ou d est le degré du polyndéme
minimal de z, et restent dans le corps fini. D’ou la définition de la norme dans les corps finis.

Le paragraphe suivant sert a établir une derniére propriété dite de transitivité de la
norme et de la trace, qui sera tres utile dans la suite.

APPLICATIONS LINEAIRES, EXTENSIONS DE CORPS, NORME ET TRACE

Soit I/k une extension finie de corps de degré d, % une base de [ sur k. A x € [ on associe
la matrice M, de 'endomorphisme u, du paragraphe précédent. Soit r € IN*.
Définition A une matrice A € .#,(l), on associe la matrice T(A) € .#,q(k), définie en
remplacant dans A chaque a; ; par M, ..

Remarque 1.1.6 Comme z € | — M, soit un morphisme d’anneaux k-linéaire et par les
propriétés du produit par blocs, A € A, (I) — T(A) € M4 (k) est un morphisme k-linéaire
d’anneaux.

Lemme 1.1.16 Si A € #,(l) est triangulaire supérieure (resp. inférieure), avec des 1 sur
sa diagonale, il en est de méme pour T(A).

Corollaire 1.1.17 Si A € #,(l) est de déterminant 1, T(A) aussi.

Preuve Le groupe SL,.(1) est engendré par les matrices de transvection, qui sont triangulaires
avec des 1 sur la diagonale. O



Lemme 1.1.18 Si A € #,.(l) est diagonale de déterminant &, T(A) est de déterminant

HI’l/k (5) .
Preuve Cela découle des propriétés du déterminant diagonal par blocs, de la définition et
de la multiplicativité de la norme. O

Corollaire 1.1.19 Si A € GL,(l), det T(A) = nr;/;(det A).
Preuve 11 suffit de décomposer A sous la forme A = BC avec B € SL,.(1) et C € A,.(1)

diagonale. (I
Proposition 1.1.20 Pour tout A € .#,(l), det T(A) = nry/;,(det A).
Preyve On écrit A = PDQ avec P,Q € GL,(l) et D € .#,(l) diagonale. O

Proposition 1.1.21 Pour tout A € #,(1), on a tr T(A) = try/(trA).
Preuve En notant A = (a;;), on a trT(A) = Y7 trM,,, = > i tryp(ais) = try(tra).
O

Proposition 1.1.22 Soit E un l-espace vectoriel de dimension finie. Soit f : E — FE
[-linéaire. Alors E est également un k-espace vectoriel de dimension finie, et f est un endo-
morphisme k-linéaire de E. On a nry,(det;(f)) = detg(f), try/p(try f) = trp f.

Preuve Notons les vecteurs de la base Z = (uq, ..., uq) delsur k, et soit € = (eq, ..., e,) une
I-base de E. On sait alors que €’ = (uje1,ug€q, ..., Uge1,U1€2, ..., UGED, . ., UTCpy ... s UGEy)
est une k-base de E. De plus, si A est la matrice de f dans la base &, T(A) est la matrice de
f dans la base €. De la sorte, dety, f = det T'(A) = nry/;,(det A) = nry/p(det; f). On procede
de méme pour la trace. O

Proposition 1.1.23 Soit m/l et l/k des extensions finies de corps. On a :
- IlI‘l//C o Ill"m/l = IlI‘m/]C 5
- tI‘l/k 9] trm/l = trm/k.

Preuve Soit x € m. On sait que m est un k-espace vectoriel de dimension finie, f = x - Id,,
est m-linéaire. Donc nr, /,(z) = dety(f) = nry/5(det;(f)) = nry/, o nryy, sy (dety, f) = nrg )y 0
nr,, () ; on fait de méme pour la trace. |

1.2 Un peu d’arithmétique élémentaire

Revenons maintenant a de 'arithmétique du XIX® siecle. On rappelle ici la définition des
caractéres, et on introduit les sommes de Gauss et les sommes de Jacobi, dont on montre
quelques propriétés.

CARACTERES On commence par quelques rappels et notations.
Définition Soit G un groupe. Un caractére de G est un morphisme de groupes xy : G — C*
(respectivement C).

Fixons ¢ un générateur de Fj. Comme F est cyclique, on dispose de caractéres multi-
plicatifs ® non triviaux sur un corps fini, un caractére étant entiérement donné par le choix
d’une racine ¢ — 1-iéme de I'unité dans C.

Ainsi, pour toute (¢ — 1)-iéme racine de 'unité e*™ (c’est-a-dire telle que @« mod1 €

- F . . .
{0, q_%,...,g_—f} = q_%[[(),q — 2]), on note Yo’ le caractére associé. Dans la suite, on
s’autorise & confondre o et amod 1 et a omettre 'exposant F, s’il n’y a pas ambiguité.
Définition Si a € Z, x,, est appelé le caractére trivial.

On dispose d’un résultat général utile :

5. c’est-a-dire de caractéres pour le groupe multiplicatif (F; ,-) ; on peut aussi définir les caractéres additifs
comme les caractéres pour le groupe (Fg,+).



Proposition 1.2.24 Si G est un groupe fini et x un caractere sur G,

Z x(g) = |G| - 1(x est trivial)

geG

Preuve Si x est trivial, c’est bon. Sinon, soit g € G tel que x(g) # 1.
Soit S = > x(h). Comme h € G — gh est une bijection de G dans lui-méme,

hea
S=Y"x(gh) =x(9) > x(h) = x(9)$
heG heG
donc comme x(g) # 1, S = 0, ce qui conclut. O

On pose enfin la convention suivante : x(0) = 1 si x, est trivial, 0 sinon. On a le premier
résultat de comptage de racines suivant :

Proposition 1.2.25 Soit u € F,,n € N*. Posons d = pged(n,q—1). Alors :

{zeFgla"=u}l= > xalw)

a€3[0,d—1]

Preuve Siu =0, c’est vrai.
Notons u = &' Pour z € Fy,

" =u<=3jc[0,g—1]tqr =& et j=(n/d)"*(I/d) mod(q—1)/d.

L’équation a donc d solutions si d divise [, aucune solution sinon. D’autre part, on a :

d—1
i d sil/d entier
Z Xa(U) = Z e2171'kl/d _ { .
ae$[0;d—1] k=0 0 sinon.

(]

SOMMES DE GAUSS Soit F, un corps fini. On se donne 9 un caractere additif non trivial.
Définition Pour a € ﬁ[[(), q — 2], on pose :

g(Xu) = Z Xa(’IW(x)

zeF,
C’est la somme de Gauss associée au caractere x,.

Lemme 1.2.26 Soit x un caractére multiplicatif. Alors |g(x)|* = q et pour tout t € F};, on
a:

2(t) = 2% S % (@)(ta).

q zeF,

Preuve C’est vrai si y est trivial (d’apres la proposition 24 appliquée au groupe (Fy, +)).
Supposons x non trivial. Comme le conjugué d’un complexe de module 1 est son inverse,

900900 = > xlay bz —y)

x,yeFZ

= Y xw((w—1)y)

u,y€Fy

=q¢- ) x(w)=q

ueF?



car, d’apres la proposition 24, pour le groupe (Fy,+) et le caractere ¢ o ((u — 1)Id),

S ut-mm={ L, Su7y

-1 siu=1
e q siu

On en déduit, pour tout t € F7,

=900 = 3 x(t)dtr) = x(t)F Y X(@)d(ta).

g(X) z€F, z€F,

O

SOMMES DE JACOBI On définit enfin les sommes de Jacobi de deux fagons différentes,
reliées par la proposition 27.

Définition Pour a = (ay, ..., a,) tel que pour tout 4, a; € qfll[[l, g—2] et ag+ ...+
entier, on définit :

J@) = —— 3 Xeo(t0) X ().

C’est la somme de Jacobi associée a a.

Remarque 1.2.7 En fait, un changement de variables permet de voir que j(a) est toujours
un entier algébrique :

@ == 3 Xealuo) + Xa ()
q ug,..., ur EFy
ug+...+u,r=0
ug;éO
1
- g—1 Z Xao+...+ar (U0) Z Xos (V1) -+ Xa, (vr)
up€F? V1,...,0-EF
V1t U=

en posant v; = uiual pour tout .

= Y X ) e ()

V1,...,0-€EFy
vit...+v,.=—1

Car Xag+...+a, — 1

Une racine de 'unité est un entier algébrique et un produit ou une somme d’entiers algé-
briques sont encore des entiers algébriques, d’on I'intégrité de j(a). Ce résultat sera utile a
la fin de la section 2.

Proposition 1.2.27 On a la formule :

jla) = ég(xao) - 9(Xa,)-

Preuve On calcule, avec le lemme 26 :

(q - 1)](“) = Z Xao (UO)  Xay (UT)

ug,... Ur EFy

uo+...+u,=0
= Z g(xao) e g(Xar)q7T71 Z yao(mo)a(aoxo) . 'Ya,,‘ (:I:T)E(OZT‘IT)
Uo,--- Ur EFy z0,..-,Tr€Fy
ug+...+u,=0
=q ! Z 9(Xao)Xao (%0) - - 9(Xa, Xa, (Tr) Z (oo + -+ + arey)
zo,...,xrEFg ug,...,ur EFy

ug+...+ur=0

10



Or, a z fixé, ¥ : (ug,...,u,) + ¥(xoup + ... + T,u,) est un caractére du groupe
{(uo,...,ur) € Fyrs1 | up + ... + u, = 0}. Donc sa somme sur le groupe vaut ¢" (ie le
cardinal du groupe) s'il est le caractere trivial, zéro sinon. Déterminons a quelle condition
sur ¢ W est trivial. Comme 1) est non trivial, il existe z € F, tel que @(2) =1, et le systéme
linéaire suivant dans F :

{ E:ui::O

ijiui::z

a une solution si et seulement si z n’est pas colinéaire a (1,...,1). De fait, ¥ est finalement
trivial si et seulement si x est colinéaire a (1,...,1).
Donc :
q(q = 1)j(a) = Y 9(Xao)Xa, (@) - 9(Xa, ) Xa, ()

zeF,

(@ —1)9(Xao)  9(Xa,)

CAT Xyt +a, €St trivial. -
Corollaire 1.2.28 En particulier, j(a)j(a) = ¢"~ .

Remarque 1.2.8 On peut étendre la définition de la somme de Jacobi au cas ou les «;
sont pour certains dans qfll[[l, q — 2] et pour d’autres dans qfll[[O, g — 2] (mais toujours de
somme entiére). On pose pour cela, pour a = (ap, ..., q,) vérifiant les conditions supra et
telque ; =0 i>r—s:

jla) = > Xao(uo) Xa_, (Ur—s).

r—s—1

et en particulier, j(a)j(a) = ¢

1.3 Séries formelles

Les outils développés jusqu’ici permettent déja d’obtenir une formule et un bon encadre-
ment du nombre de points sur une hypersurface diagonale. Cette mise en ceuvre est toutefois
repoussée a la section 2.

Avant cela, montrons un dernier résultat remarquable sur les sommes de Gauss, utilisé
par Weil dans la deuxiéme moitié de larticle | ] pour introduire la fonction zéta. I
s’agit du théoreme de Hasse-Davenport, qui permet de faire le lien entre des sommes de
Gauss dans un corps fini et dans une extension finie de ce corps (pour un choix de caractéres
multiplicatifs compatibles). La preuve de ce théoréme est instructive, car elle réutilise les
outils de la sous-section 1.2 ainsi qu’un nouveau type d’objet : les séries formelles. Ces séries
formelles seront réutilisées par Weil & de nombreuses reprises (la fonction zéta est elle-méme
définie comme une série formelle), c’est pourquoi nous proposons ici une sous-section de
rappels a leur sujet.

Toutes les preuves omises sont de simples calculs. Dans toute la sous-section, on fixe un
corps K de caractéristique nulle.

ALGEBRE DES SERIES FORMELLES
Définition On appelle série formelle & coefficients dans K (ou sur K) (ou simplement série
formelle quand il n’y a pas d’ambiguité) une suite (a, ) € KN.

Définition Soient a = (ay),b = (b,) deux séries formelles sur K, A € K. On définit les
séries formelles sur K :

11



- A-a:=(Aap)n

—a+b:=(an+by)n

n
—a-b:= (Z akbnk)

k=0

Proposition 1.3.29 Muni de + et - ainsi définies, l’ensemble des séries formelles d coef-
ficients dans le corps K est une K-algébre commutative, unitaire, notée K[X]. L’élément
neutre additif est la série 0 = (0)y, [’élément neutre multiplicatif est la série 1 = (3p,0)n-

Définition On note X la série formelle X = (d5.1)n.
Lemme 1.3.30 Pour k>0, X* = (6,.1)n-
Corollaire 1.3.31 I existe un plongement naturel de K -algébres de K[X] vers K[X]

Remarque 1.3.9 On notera par conséquent »  a, X" la série formelle (a,), par analogie
avec les polynomes. De méme, si A = (ay),, on notera A(0) = ag. On observera que
A — A(0) est un morphisme d’algebres.

INVERSION DES SERIES FORMELLES

Proposition 1.3.32 Soit A € K[X]. Il existe B € K[X] tel que AB = BA =1 si et
seulement si A(0) # 0.

Preuve Le sens direct est évident, voyons le sens réciproque. Notons A = Y a, X", on
construit b € KN par récurrence par by = ay L opuis, sin > 1,

n—1
71§ :

bn = —Qg bkan,k.
k=0

Par construction, B = > b, X" convient. O

TOPOLOGIE SUR LES SERIES FORMELLES

Définition Soit A =3 a, X" € K[X]. La valuation de A est la quantité v(A) = min{k €
N, ay # 0} € [0; o0].

Proposition 1.3.33 Si A, B € K[X], on a v(AB) = v(A) + v(B), v(A) = v(—-A), v(A+
B) > min(v(A),v(B)), et v(A) = co si et seulement si A = 0.

Proposition 1.3.34 On pose d(A, B) = 27A=5) pour toutes séries formelles A et B.

Alors d est une distance vérifiant l'inégalité ultramétrique sur K[X], donc elle munit cet
espace d’une topologie.

Remarque 1.3.10 Plus précisément, |- | : A € K[X] — 27" est une valeur absolue
sur K[X], et on a construit la distance et la topologie associées & cette valeur absolue. Ce
point de vue, développé dans les sections 3.1 et 3.4, et brievement utilisé dans la section
1.4 ne sert pas dans cette sous-section.

Proposition 1.3.35 Soit (A, = >, a,,X?) € K[X]N, B = >, bpXP € K[X]. Alors
A, — B si, et seulement si, pour tout p dans N, (a, p)n stationne a by.

Corollaire 1.3.36 Une série d’éléments de K[X] converge au sens de d si et seulement si
la valuation de son terme général tend vers 4o00.

Remarque 1.3.11 Muni de cette distance, les considérations ci-dessus impliquent que
K[X] est complet.

DERIVATION DES SERIES FORMELLES
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Définition Si A =3 a, X", on définit la série formelle dérivéepar A’ =" (n + 1)ap+1 X™.

Proposition 1.3.37 A € K[X] — A’ est K-linéaire, surjective, 2-lipschitzienne pour d
et de plus, on a, pour P,Q € K[X], (PQ) = PQ' + P'Q.

EXPONENTIELLE DANS K[X]
Proposition 1 3 38 Soit A € K[X] avec A(0) = 0. La valuation de An—? tend vers 400, de
sorte que Z — converge dans K[X].

n>0 nt
Définition Pour A € K[X] avec A(0) = 0, on pose a bon droit exp(A4) la somme de cette
série.
Proposition 1.3.39 Soit A € K[X] avec A(0) = 0. Alors exp(A) = A’ exp(A), et de plus
exp(A)(0) = 1.
Proposition 1.3.40 Si A, B € K[X] sont telles que A(0) = B(0) =0, alors exp(A+ B) =
exp(A) exp(B).
Preuve Elle est analogue au cas de I’exponentielle réelle, sauf que la propriété ultramétrique
rend plus aisée 1'obtention de la convergence. (I

PROPRIETES DE LA DERIVEE LOGARITHMIQUE

Définition Soit A une série formelle avec A(0) non nul. On définit la dérivée logarithmique
de A par DL(A) = ’%.

Proposition 1.3.41 Si A,B € K[X] wvérifient que A(0) et B(0) sont non nuls, alors
DL(AB) = DL(A) + DL(B).

Proposition 1.3.42 Si A € K[X] avec A(0) =0, A’ = DL(exp(A4)).

Proposition 1.3.43 Soient A, B € K[X] avec A(0) et B(0) non nuls, et DL(A) = DL(B).
Alors, pour un u € K*, A=uB.

Preuve On peut considérer la série C = A - B~1. On observe que C(0) est non nul et que
CB = A donc en passant aux dérivées logarithmiques DL(C) + DL(B) = DL(A), donc
DL(C) =0, donc ¢’ = 0et C = u pour un u € K*. O

LOGARITHME D’UNE SERIE FORMELLE
Définition Soit S une série formelle avec S(0) = 1. Alors on appelle log(S) la série formelle
de K[X] telle que : log(S)’ = DL(S), et log(5)(0) = 0.

Lemme 1.3.44 Soient S une série formelle avec S(0) = 0. Alors la série ), ., S™ converge

vers (1 — )71
Preuve
N N
n __ _ —1 _ n _ _ -1 _ qQN+1 _ -1
;s =(1-95"'(1 S);S (1=8)71 (1 =5V — (1-8)
]
Proposition 1.3.45 Soit S une série formelle avec S(0) = 0. Alors la série ), -, (_17):71 S

converge et sa somme est log(1+ .5).

Preuve La convergence de la série découle du fait que la valuation de son terme général est
n fois celle de S, donc tend vers l'infini. Par continuité de la dérivation formelle, on a

o R T Y
I P Vel el

n>1 n>1
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ce qui conclut car la somme de la série est de terme constant nul. O
Corollaire 1.3.46 Soita € K. On alog(l —aX)=-3" -, (Xn X"

Proposition 1.3.47 Soient U,V deuz séries formelles avec U(0) = V(0) = 1. Alors
log(UV) =log(U) + log(V)

Preuve On observe que (log(U) + log(V))(0) = 0 et que (log(U) + log(V)) = log(U)" +
log(V)) = DL(U) + DL(V) = DL(UV), ce qui conclut. O
Proposition 1.3.48 Soit S une série formelle avec S(0) = 0. Alors exp(S)(0) =1 : on
peut définir log(exp(S)). On a log(exp(S)) = S.

Preuve On a S(0) =0, et S = DL(exp(S)). O

EXPONENTIATION D’UNE SERIE FORMELLE

Définition Soit S une série formelle avec S(0) = 0, soit ¢ € K. On définit & bon droit la
série formelle suivante :

(14 9)" := exp(tlog(1+ S)).

SERIES FORMELLES EN PLUSIEURS VARIABLES

Soit d € N*. On peut définir les séries formelles en d variables, comme les suites indexées
sur N¢. On définit la somme, la multiplication par un scalaire, le produit de séries formelles
en d variables de fagon similaire au cas d’une variable, et on vérifie qu’on définit ainsi une

algébre K[X1,...,Xa], qu’on pourra par la suite noter R s’il n’y a d’ambiguité ni sur le
corps K, ni sur d.

Par ailleurs, pour poursuivre Panalogie avec les polynémes, K[X7,..., X,4] est une sous-
algebre de K[Xy,...,Xg4]. On adopte donc la notation X" = X" --- X7 pour tout w =
(wi,...,wqg) € N4

On définit ’exponentiation pour les séries formelles de plusieurs variables.
Définition Soit d € N*, F € K[X1,...,X ] une série formelle telle que F(0) = 0. Alors
on définit la série formelle en d + 1 variables suivante :
1+ F)" .=
i=0

T(T—-1)...(T—i+1)

5 F(Xy,...,Xa)".

Preuve Cela définit bien une série formelle. En effet, fixons (w,t) € N4 x N. Le coefficient
devant X*T* dans le membre de droite ci-dessus est égal au coefficient devant X“T* dans

e ) (T —i 1
3 ( ). ( )

. F(Xy,...,Xq)",
i=0 v
car pour tout i > wy + ...+ wg + 1, tous les mondmes de F(Xi,...,Xq)" sont de degré
strictement supérieur au degré de X%, et donc X* n’apparait pas dans F(Xq,..., Xq)"

On peut donc « remonter le temps » : définir nos coefficients a ’aide des sommes finies puis
établir 'identité formelle entre ’exponentiation pour ces sommes finies et I'exponentiation
qu’on avait définie a priori. (I

Remarque 1.3.12 Pour tout (w,t) € N4 x N, si wy + ...+ wg < t, le coefficient devant
XwT* vaut zéro.
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1.4 Le théoreme de Hasse-Davenport

Nous sommes maintenant suffisamment armés pour énoncer et démontrer le théoreme de
Hasse-Davenport. Soit k& un corps fini, k¥’/k une extension de corps finie de degré v.

Définition Deux caractéres multiplicatifs (respectivement additifs) x et x’ (respectivement
Y et o)) sur k et k' sont dits compatibles si x' = x onry ), (respectivement ¢’ = 1) o try /).
Soient y, X’ (respectivement ,1)’) deux caractéres multiplicatifs (respectivement addi-
tifs) compatibles sur k, k'.
Théoréme 1.4.2 Si on note g(x) la somme de Gauss dans k associée d ¢ et x, ¢'(X') dans
k' avec )’ et X', on a :
—9'(X") = [-9()]"-

Preuve On procede en plusieurs étapes.

Premiere étape : lien entre norme, trace et polynéme minimal. On fait le constat suivant.
d(P) '

Soit A : P =Y a;X* € k[X] unitaire > x((—1)*ag)t(—aqp)—1). Soit N défini de
i=0

méme sur k'[X] avec x’ et ¢)’. On observe que :

— A est multiplicatif;

si on fixe d € N\ {0, 1}, la somme des A\(P) pour P unitaire de degré d est nulle d’apres
la proposition 24 ;

— la somme des A(P) pour P unitaire de degré 1 vaut g(x);

si z € | (I extension finie arbitraire de k) a pour polynéme minimal P, alors A(P,) =
x(nry/ ()9 (tr (), d’apres la proposition 15. Cela nous motive pour étudier A sur
les polyndmes irréductibles (qui sont potentiellement des polyndmes minimaux).

Deuziéme étape : soit P € k[X], P’ € k'[X] irréductibles tels que P’ | P dans k'[X]. Que dire
de A\(P) et de N'(P’) 7 Soit £ une racine de P’ (dans une extension de k" de dimension finie ;
quitte & restreindre on peut supposer que cette extension est &'(£)). Soit d = pged(deg(P), v).
D’apres la proposition 23, les caracteres étant compatibles,

N(P') = X' (nrpe ey /i () (b0 gy /e (£))
= x(rp ey /1 (§) Y (trrr 6) /2 (£))
= X0k (g)/k © M0k (g) /() (€)Y (bTh(e) /1 © Prar(6) k() (€))
= (x(nrg(ey/n (€)W (trige) /w(£)))/*
= \(P)/

car puisque
() : k] ppem (degP,v) v

d’aprés la proposition 6 et la multiplicité des degrés (parce que P est le polynéme minimal
de f sur k, et P’ celui de 5 sur k‘l)7 Ilrk/(g)/k(g)(g) = gu/d et trk/(g)/k(g) (f) = 55 On remarque

par ailleurs que deg(P’) = [K/(€) : k'] = degép), ce qui resservira dans la quatriéme étape.
Troisiéme étape : quid des sommes de Gauss ?

Cette étape est indépendante des deux précédentes et le résultat est prouvé dans un corps
fini quelconque k muni de caractéres non triviauz : x multiplicatif, ¥ additif. On Uappliquera
donc légitimement a k et a k'. On utilise de fagon légérement anticipée les résultats de la
section 3.4 sur les produits infinis de séries formelles.
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Montrons l'identité formelle suivante :

1
L+g(x)U = H 1 — A(P)Udes(P)

P irréductible unitaire
On remarque tout d’abord que le produit est bien défini, car pour tout € > 0 et tout P
irréductible unitaire, si on note d la distance précédemment introduite sur les séries formelles,
d (17 W) = 2748 P < ¢ gauf si deg(P) > —log,(e), ce qui ne laisse qu’un nombre
fini de renégats.

Notons maintenant I,, I’ensemble des polynoémes irréductibles unitaires de k[X] de degré
au plus n, pour n > 1. On a alors :

L+gU=1+ > MNP)U™s”
Pek[X]
deg(P)>1
Punitaire
comme on ’a évoqué a la premiere étape,
=1+ Z /\(Pl)al . )\(Pk)ak Ualdeg(P1)+...+akdeg(Pk)

kEN™,ay,...,ap EN”
Py,..., Py €k[X] irr. unit. dist.

grace a la décomposition unique d’un polyndéme en produit d’irréductibles,
= 1 degP) a(P)
=Jm > >[I aww
ECIn ae(N*)IE| PEE

en groupant par degre du plus grand facteur irréductible,

nh_{rolo Z H UdegP)a(P)

aeNlInl Pel,
= lim H E P)ydeerye
n—oo
Pel,, aeN
d’apres la factorisation 90,
= lim H
n— o0 1-— UdegP
Pel,

_HW

d’apres le lemme 95.

Quatriéme étape : polynomes irréductibles de k[X], de k'[X]. Soit ¢ lapplication de l'en-
semble des irréductibles de k'[X] dans I’ensemble des irréductibles de k[X] qui & P’ donné
associe le polynéme minimal sur & d’une de ses racines. Elle est bien définie, surjective et
telle que chaque polynéme P a exactement d antécédents Py, ..., P; qui vérifient chacun :

)\/(Pi)Uudeg(Pi) — ()\(‘P)U'deg(P))l//d7

et qui ne sont antécédents d’aucun autre polynéme, d’apres la remarque sur le degré et la
séparabilité de 'extension & la fin de la deuxiéme étape (prouvée par la proposition 14), qui
donne le nombre d d’antécédents. Cela donne, dans I'identité formelle de la troisieme étape,
en remplagant U par U" :

1
/ / v o __
14+g'(X)U" = H H 1 — N(P;)Uvdes(P:)
PER(X] i (P)=(Pr.Pa) 1
irréductible

1
P}}X] [1 —~ (A(P)Udegw))”/d]d

irréductible
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On peut alors montrer I'identité polynomiale suivante, pour d = pged(v,n) :

v—1
(1 _ Xu/d)d _ H(l _ X627;7T1’Lk)/1/)7
k=0

dont on déduit :

v—1
1
TINTTY
L+ 9 (X )U - H H 1— )\(P)(UeQikTrdeg(P)/u)deg(P)
k=0 Pek[X]
irréductible

d’apres lidentité pour n = deg(P), X = A(P)Uds(),
v—1

= [0+ g™ v)
k=0

=1+ (=1)""g00)"U"
d’aprés lidentité pour n = 1, X = —g(x)U.

D’ou le théoreme. O

UNE AUTRE FORME DE HASSE-DAVENPORT Dans la section 2, on utilisera en fait le
théoreme de Hasse-Davenport sous la forme équivalente suivante :

Théoréme 1.4.3 Soit des entiers n,m > 1 avec n | m, ie ky, := Fgm est une extension de
kn :=Fgn. On se donne un caractére additif 1 de ky, et on pose 1)’ = oty s~ caractére
additif de ky,. Soit w,w' générateurs respectifs de k}, et kY, tels que nry, /5, (w') = w. Soit
a € R tel que (¢" —1)a € Z, donc (¢"™ —1)a € Z. On peut définir les caractéres multiplicatifs
Xa €t X, de kn et ky,, envoyant respectivement w et w' sur e*™*. Partant, on définit les
sommes de Gauss g(xq) et ¢’ (X)) associées & ces constructions sur ky, et kp,.

On a alors :

3

—9'(xa) = (=9(xa)) ™ -

Preuve 1l suffit d’établir que x,onry, /5. = X, Or, il s’agit de deux morphismes de groupes,
qui coincident en w’, générateur de £, et en 0, donc qui coincident sur k. O
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2 Etude des hypersurfaces diagonales

2.1 Calcul du nombre de points des hypersurfaces diagonales

NoTATIONS On se place dans un corps fini £ = F,;. On se donne » > 1 un entier, ng, ..., n,
des entiers strictement positifs et ay, ..., a, € k*. On considére I’équation polynomiale dans
ErtL o

i aiXi”i =0
=0

On note N le nombre de ses solutions.
On fixe un générateur de k, de sorte que I'on peut définir le caractére multiplicatif y,
pour o € %Z, comme vu précédemment. On pose, pour 0 < ¢ < r, d; = pged(n;, g — 1).
T T
Posons enfin, pour u = (ug, ..., u,) € k"L, L(u) = 3 azu; et L'(u) = 3 u;.
i=0 i=0
On se propose de montrer le théoréme suivant :

Théoréme 2.1.4 On a :

r
N=q¢ +@-1) >  j@)][xela"
ag)o;1["+! 1=0
dia, €Z
ag+...+a-€EZ

EXPRESSION DE N On a de facon immeédiate :

N = Z H|{x€k‘|x"i:ui}|,

uck ™+t =0
L(u)=0

de sorte que, d’apres la proposition 25,

N = Z H Z Xai(ui)7

uck™! =0 a;eL[05d;—1]
L(u)=0 ’

donc en développant, et en intervertissant les sommes,
Proposition 2.1.49 On a :

N= > > TIxeluw.

ag[0;1[" ! uekr Tt =0

Soit désormais a € [0, 1["*! tel que d;«; € Z pour tout i.

QUID DES «; NULS ? Si a; = 0 pour tout 4, alors :
T
> TTove(w) = [{u e k™ |L(w) = 0} =",
ugk"t1i=0
L(u)=0
parce que le cardinal est celui de L~=%(0), donc, L étant une forme linéaire non nulle sur

k™1, c’est celui d’un hyperplan de k"1, donc ¢".
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Soit I C [0,r] tel que i € I si et seulement si a; = 0, supposons I stricte non vide.
Alors :

Si= > [Ixe)= D> D> ] xe(w)

uekr+1 =0 uj'Ek u €k i¢I
L(u)=0 pour j¢I pour le]
L(u)=0

Observons que la deuxieme somme est somme d’un terme constant, sur un sous-espace
affine de k"' de dimension |I| — 1. En effet, lorsque les u;,i ¢ I sont fixés, 'espace des

indices est exactement {(v;) € k"™ | Vi & I, v; = u; et Zaivi = —Zaiui}v de sorte
i€l il
que :
S= > " []xe @) =d" T xau(w) =0,
u;€k il il uck
pour j&I

parce que I n’est pas de complémentaire vide et que les x,, sont tous non triviaux pour
i ¢ I. Finalement,

Proposition 2.1.50

N:q"‘+ Z Z HXOu(ul)

a€lo;1[" T uekm Tt i=0
dia;€Z L(u)=0

POUR CONCLURE Les deux lemmes suivants exploitent deux changements de variables
intéressants.

Lemme 2.1.51 Soit a €]0; 1["*! satisfaisant d;c;; € Z pour tout 0 < i <r. On a

Z HXai(Ui) :HXai(afl) Z Xaz‘(ui)
=0

ueck™t11=0 uck™t!
L(u)=0 L' (u)=0

Preuve En posant v; = a;u; pour chaque 4, on définit une bijection de k™+! dans k"+1. On
note qu’on a L(u) = 0 si et seulement si L'(v) = 0.
Le membre gauche de I’égalité s’écrit donc, par changement de variable,

r r
Z Hxaq, (ai_lvi) = Hxai (a’i_l) Z Xa; (ul)
vek T i=0 1=0 ueck™t!
L' (v)=0 L' (u)=0

U

Lemme 2.1.52 Soit a €]0; 1["*! satisfaisant dic; € Z pour tout 0 < i <r. Si 3 = L'(«a)

n’est pas entier, alors :
Z Xa; (ul) =0.

uek" Tt
L/(uL)ZO

Preuve Comme les termes correspondant a ug = 0 sont nuls, on peut supposer qu’on a en
fait sommé sur les indices pour lesquels ug # 0. Notons S le membre gauche. On a :

S = Z Z HXOci(ui)a

ug€k* ui,...,ur€k =0
ug+...+ur=0
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donc en effectuant le changement de variable u; = ugv; pour 1 < i < r, on trouve :

S = Z Z HXai(UO)HXm(”i)

up€k*  wvi1,...,u.€k 1=0

vi+...4v,.=—1
T
=> Y s ][] xew)
uek* ek’ i=1

vit...Fv.=—1

PRCINED DI | EHC

uck* vek”
vi+...tv,=—1

Le premier facteur, puisque 3 est non entier, d’ott xg non trivial, est nul, de sorte que
S=0. O

Si I'on se souvient des sommes de Jacobi précédemment introduites, en sommant sur les
(r + 1)-uplets o dans le lemme 51, ce qui préceéde donne finalement :

Théoréme 2.1.5 On a :

N=q¢"+(@q-1) >  j)]]xelah
a€lo;1[ ! =0
d;o; €EZ
ag+t...ta,-€Z

Cette expression donne par exemple, grace aux estimations de la premiere section :

Proposition 2.1.53 On a l'inégalité :

.
.
IN=q"|<q® []n

1=0

2.2 Fonction zéta d’une hypersurface diagonale

On fixe maintenant ¢ = p”, pour v > 1, p premier, et on note, pourn > 1, k, = Fp» D F,
et k =k; = F,. On se donne r > 1, des entiers strictement positifs ng, ..., n., ao,...a, des
éléments de k*. On considere, pour chaque n > 1, I’équation polynomiale suivante dans k,, :

T
E a;x;t =0,
i=0

dont on note N,, le nombre de solutions.

Remarque 2.2.13 Quitte a appliquer séparément aux inconnues ’automorphisme de Fro-
benius x € k,, — aP € k,, (ce qui ne changera aucun des N,,), on peut supposer que p ne
divise aucun des n;.

Définition La fonction zéta du polynéme P = >""_ja; X" est la série formelle rationnelle
o0
N, X"
=ex .

Pour travailler avec des caractéres sur nos extensions de corps et pouvoir appliquer le
théoreme de Hasse-Davenport, on a tout d’abord besoin de construire des caracteéres additifs
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et des caractéres multiplicatifs (donc pour commencer des générateurs) compatibles sur tous
nos k,. C’est le but des deux résultats suivants.

SYSTEME DE GENERATEURS ET CARACTERES ADDITIFS COMPATIBLES

Lemme 2.2.54 Soient m,n > 1 avec n | m. Soit w un générateur de k. Alors il existe un
w' € ky qui engendre kY, tel que nry, sy, (w') = w.

Preuve Soit wy un générateur de k), , alors sa norme sur k,, wi, engendre k) : en effet,
ses puissances couvrent l’ensemble des normes des puissances de wg, donc I’ensemble des
normes des éléments de k;;,, donc k.

On dispose d’entiers a,a’ > 0 tels que w = wf, wy = w® . 1l s'ensuit w‘f“’*l = 1, donc,
wy étant un générateur de k%, ¢" — 1 | aa’ — 1, de sorte que a et ¢" — 1 sont premiers entre
eux.

Supposons tout d’abord que pour tout t € Z, a + t(¢™ — 1) ne soit pas premier avec
q™ — 1. Posons, pour chaque diviseur r premier de ¢"™ — 1 divisant l'un des a + t(¢"™ — 1)
(notamment r et ¢™ — 1 sont premiers entre eux), A, = {t € Z, r | a + t(¢" — 1)}. Soient p
comme ci-dessus, t € A,, t' € Z. Alors

teA, orlat+t'("—-1)—a—-tl"-1)er|{t' —t)(¢"-1)er|t-"t,

par lemme de Gauss, de sorte que A, est une progression arithmétique de raison r et I’hy-
pothese signifie que les A, recouvrent Z. Or, soit, pour chaque r premier diviseur de ¢"* — 1
et divisant 'un des a + t(¢™ — 1), ¢, € A,. Par le lemme chinois, puisque les tels r sont des
premiers deux a deux distincts en nombre fini, il existe un entier ¢y congru a t,, + 1 modulo
r pour chaque r. Comme chaque A, est une progression arithmétique de raison r contenant
t,, elle ne peut contenir ty. C’est absurde.

Ainsi, il existe un entier ¢ tel que a + t(¢™ — 1) soit premier avec ¢ — 1. Quitte a
rajouter un multiple de (¢™ — 1) a ¢, on suppose t > 0, et on pose b = a + t(¢g" — 1). Alors
w' = wf est un générateur de k7, (en effet, b est premier avec ¢™ — 1 donc, pour un entier
¢, be — 1 est divisible par ¢"™ — 1, de sorte que w'® = wy, et donc w’ générateur) de norme
w‘f(qufl)t = w. O

Proposition 2.2.55 Il existe des familles (1n)n>1 €t (wp)n>1 telles que :
— pour tout m > 1, 1, est un caractére additif non trivial de k,, ;

~ pour tous m,n > 1 avec n | m, ¥y, = ¥, o try, s

n

— pour tout n > 1, w, est un générateur de k, ;

— pour tous n,m > 1 avec n | m, nry /i (W) = Wp.

Preuve On va d’abord le faire pour les caracteres additifs. On se donne un caractere additif
non trivial ¢ de k1. On pose, pour tout n > 1, ¥, = 11 o try, /5, Comme la trace est
toujours surjective, v, est un caractére additif non trivial de k,. De plus, si n | m, alors
Ym =P otry, s, = Y1 otry sk, Oty sk, = Y otry, k.. Clest bon.

Reste les générateurs. D’apres le lemme précédent, on construit par récurrence une suite
(vn)n>1 telle que pour tout n, vy, soit un générateur de ks et sin > 1, Ok E (Unt1) =
Up. Solent d un entier, n > 1 tel que d | n!. On a :

k1)1 ka (Un+1) = 0Tk, /ka (nrk(n+1)z/km(vn+1)) = Wk /ka (vn).

Par conséquent, pour tout entier d, la quantité nry, , /1, (vn) € kq ne dépend pas de l'entier n
tel que d | n!, on la note wq. Notamment, wq = nry,, /5, (va), engendre £} par un raisonnement
déja fait ci-dessus.

Ainsi, soient m,n > 1 avec n | m. Alors

nrg,, /k, (Wm) =0y, r, (00, 7k, (Om)) = 01,7k, (V) = wh,
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parce que n | ml. a

Dans toute la suite, on figera de telles familles : alors les notations des caracteres de k.,
seront relatives au générateur w,, les sommes de Gauss dans k,, seront relatives au caractere

Un.

RATIONALITE DE (p On observe que DL(Cp) = Z N, X"~ De la sorte,
n>1

X-DLECp)=> X" | (@) + (@ =1 > @ ][[xk@™ ],
=0

n>1 (%)
(" 1), €Z

ot (x) correspond & sommer sur les a €]0,1["*! tels que L'(a) € Z et Vi € [0,7], n;a; € Z.

Définition Tout « vérifiant (x) est dit sommé. Pour o sommé, on pose :

S(a)= > (¢"—1X"jk( Hx

n>1
(4"~ €Z

Ainsi,
X -DL(Cp) = % +3S(a).

Lemme 2.2.56 Soit « sommé. Alors il existe un entier p(a) > 1 tel que :

{n>1|Vie[0,r], (¢" — 1)a; € Z} = p(a)N*.

Preuve Soit 0 < i < r. Constatons que dans R/Z, «; est d’ordre fini (diviseur de n;) : soit
w; son ordre. Soit X; ={n > 1] (¢"—1)a; € Z}. Alors X; ={n > 1, w; | ¢" —1}. Observons
que n; | q¢(”i) — 1, donc X; est non vide. On dispose donc de m; = min Xj;.

Sia € X;, alors w; divise ¢* — 1, ¢"™* — 1 donc d’apres le lemme 8, si on note d; =
pged(a,m;), on a w; | ¢% — 1, dott d; € X;. On en déduit que d; > m;, donc m; | a.
Réciproquement, si m; | a, a > 1, alors w; | ¢™ — 1| ¢* — 1 donc a € X;, donc X; = m;IN*.
Finalement,

{n>1|Vie[0,r], (¢" —1)a; € Z} = ﬂX ﬂmzN = (ppcm m1> N*.
i=0

i—0 0<i<r

O

Lemme 2.2.57 Soit a sommé. Soient m = p(a), t > 1, n = tm. Alors pour 0 < ¢ < r,
Xhr(a; ) = xEr(a; )Y, et 54 () = (1)1 (1) ik (@)

En(o =1y — km “1\Y _ km (=t — k(o —1\
Prewve On a xq7(a; ") = Xar (0rk, sk, (a7 ) = Xa7(a; ") = xar(a; )", parce que, par
construction des générateurs, les caracteres dans différents corps de méme indice sont com-
patibles.
D’apres la forme alternative du théoréme de Davenport et Hasse,

9" (Xar) = (=11 (g" ™ (xa,))"-

En effectuant le produit, pour 0 < i < r, on obtient ¢”j*» (o) = (—=1)E=D+) (g jkm ()¢,
donc finalement j*» (o) = (=1)"=DEED (jEm ()t d’oti le résultat. O
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On peut maintenant calculer S(a)) pour chaque o sommé. On a alors :

S(Oé) — (_1)r—1 Z (qtp(a) _ 1) <(_1)r—1X,u ) ku(a) HX u(u) )

t>1

(1t qu(a)c(a)Xu(a) B C(Q)Xu(oz)
B 1 — g C(a )Xu(a> 1— Cla)Xr@)

ot C(a) := (—=1)""Ljkue (a HX e (

_ (M—(;))TX (DL (1 _ qu(a)C(a)Xﬂ(a)) DL (1 _ C(Q)Xu(a)»

Il reste encore & sommer sur « avant d’obtenir le résultat final.

Définition On appelle quasi-sommé un (r + 1)-uplet o de non-entiers tel que pour chaque
i, nja; € Z et tel que L'(a) € Z. On dit que deux quasi-sommés « et [ sont identiques si
a— B €Z™! (ie 8ils ont méme réduction modulo 1).

On s’autorise a étendre les définitions des fonctions j, C, S aux quasi-sommés (de fait, si
deux quasi-sommés sont identiques, les valeurs coincident).

Remarque 2.2.14 On fait les constats suivants.

(i) Observons que si « est quasi-sommé, q'a l'est également. En effet, soit ¢ > 1 : si
qta; € Z, n; étant par hypotheése premier avec p, l'est avec ¢, donc il existe u,v € Z
tels que uqt +vn; = 1, donc a; = u(qtay) + v(n;a;) € Z, ce qui est impossible, et le
reste est clair.

(i1) De plus, pour a quasi-sommé, ¢t >t > 0, on a ¢'« et qt/a identiques si et seulement
si pour tout i, (¢~ — 1)¢'' oy € Z, donc, comme précédemment, si et seulement si
(¢"" — 1)y € Z pour chaque i, donc si, et seulement si ¢ = ¢’ mod p(a). Notons que
cette propriété implique que p(ga) = p(a).

(it7) Enfin, lorsque a est un quasi-sommé, comme a! = a;, et puisque z — 9 est un

automorphisme de corps de chaque k,, on a jF#@ (ga) = j*u (a), et il s’ensuit que
C(qa) = C(a), et finalement que S(ga) = S(v).

Finalement, en regroupant les ¢ pour chaque sommé, qui sont exactement au nombre
de p(a), on obtient que la somme des S(a) pour o sommé est une somme de termes de la

forme (—1)"X - DL (%) Finalement,

1 1 — g C(a) X
L =-DL|—— —1)"DL .
(CP) (1—(]TX>+( ) <1;[ 1_0( )XM(Ot)
On a effectué le produit sur ’ensemble des sommés o quotienté par la relation d’équiva-
lence « étre identiques ou différer multiplicativement d’une puissance de ¢ ». Par unicité de
la « primitive logarithmique » a facteur constant pres, on a donc établi la rationalité de la

fonction ¢ pour les hypersurfaces diagonales.
En notant de plus que j(«), x(«), C(«) sont toujours des entiers algébriques et que C(«)

est de module q“(a)%l, on établit le :

Théoréme 2.2.6 Pour une hypersurface diagonale P, (p est une fraction rationnelle a
coefficients entiers dont les poles et les zéros sont des inverses d’entiers algébriques de module
r+1

q_T ou q_

T

Remarque 2.2.15 Le fait que les coefficients de la fraction rationnelle soient entiers découle
du fait qu’ils soient entiers algébriques (comme produits, sommes, d’entiers algébriques) et
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rationnels (quitte & redévelopper la fraction rationnelle en la série formelle qui définit {p et
qui est, elle, a coefficients rationnels).

Remarque 2.2.16 Dans l'article | | , Weil étudie une fonction ¢ légérement différente :
il impose 'homogénéité du polynéme P et note N, le nombre de zéros de P dans ’espace
projectif de dimension r associé a ’équation. Le probléme est essentiellement le méme.

2.3 Vers une généralisation

Partant de ces propriétés remarquables de la fonction { associée a une hypersurface
diagonale, Weil formule trois conjectures, que nous sommes maintenant en mesure d’énoncer.

ENONCE DES CONJECTURES DE WEIL Soit I un idéal de 'anneau F,[Xy, ..., X,]. On
dispose de Py, ..., P, qui engendrent I d’apres le théoréme de la base de Hilbert. Supposons

que les P; sont homogenes et que, pour tout z annulant tous les P;, la matrice ( g ; (x))
’ i,J

est de rang maximal. Pour n € N*, notons N, le cardinal de {x € (ngl \{0})/F;. |[VP €
I, P(x) =0} et définissons la fonction zéta de I :

((X):exp ZNT’T

n>1
On a alors :

Rationalité ( est une fraction rationnelle & coefficients entiers. On peut la factoriser :

[1(1 — a;X)
[1(1 = 5;X)

Les «; et 3; sont appelées les valeurs caractéristiques de la fonction (.

((X) =

Hypothése de Riemann Les modules des valeurs caractéristiques sont de la forme
¢"? pour h € [1,2d — 1] pour un certain d entier minimal (avec h pair pour les ;, h
impair pour les ;). Si on note by, le degré du polyndme a coefficients entiers

H (1—-a;X) sih pair,

Py = lowl=a"
H (1-p8;X) sinon,
18 1=q"/2

on définit x := >_(—1)"by, la caractéristique d’Euler-Poincaré associée a I.

Equation fonctionnelle Il existe ¢ € {#1} tel que :
Cp () = eq™X/2XXP (p(X).
q

Remarque 2.3.17 La premiere conjecture est vraie, plus généralement, dans le cadre
affine : pour I un idéal de Fyn[Xy,...,X,] sans condition de non-singularité, et N, le
cardinal de {x € F.. | VP € I, P(z) = 0}.

Tous ces résultats ont également été prouvés pour des courbes avec des méthodes « élé-
mentaires ». % La fin du rapport est dévouée & la preuve du premier point. Les deux suivants
ont été prouvés avec des outils de géométrie algébrique par Pierre Deligne en 1973. Une
preuve reposant sur des méthodes p-adiques a été proposée récemment ” par Kiran Kedlaya
dans [ |, mais nous ne ’avons pas étudiée.

6. Weil y fait déja référence dans l’article de 1949.
7. en 2001
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3 Quelques résultats d’analyse p-adique

3.1 Des rudiments sur les anneaux valués

VALEUR ABSOLUE SUR UN ANNEAU

Dans ce paragraphe, on considére des anneaux intégres (c’est-a-dire commutatifs et sans
diviseurs de zéro) qui seront la plupart du temps des corps. Le cas des anneaux est évoqué
seulement en vue de ’étude de produits infinis dans section 3.4, qui permet de justifier le
calcul délicat de la section 1.4.

Définition Soit A un anneau. On appelle valeur absolue sur A une application |-]: A — R
satisfaisant :

eVrecA |z|=0&2=0
o Va,yc A, |zy| = |z|ly|

e Vo, yc A |lz+y|l <|z|+ |yl

Remarque 3.1.18 Si A est un anneau et | - | une valeur absolue sur A4, |1| = | —1| = 1.

Remarque 3.1.19 Soient A un anneau, |- | une valeur absolue sur A,
d: (z,y) € A% — |z —y|

est une distance sur A. A et, plus généralement, tous les A™ sont donc naturellement munis
d’une structure d’espace métrique, donc topologique, pour laquelle toutes les opérations sont
continues.

En particulier toutes les applications polynomiales sur A” sont continues, et || : A — R™
est 1-lipschitzienne.

Définition Une valeur absolue |- | sur 'anneau A est ultramétrique si on a :

Va,y € A, |z + y| < max(|z|, |y]).

Dorénavant et dans toute la sous-section, on ne considere que des corps.

COMPLETE D’UN CORPS MUNI D’UNE VALEUR ABSOLUE

Lorsqu’un corps est muni d’'une valeur absolue, on peut se demander s’il est complet, ou
du moins si a minima on peut le plonger ® dans un surcorps complet. De telles interrogations
doivent étre familieres au lecteur habitué a construire R comme complété de Q pour la valeur
absolue usuelle. Sans grande surprise, le théoréme suivant dit que ce résultat se généralise a
K et | - | quelconques.

Théoréme 3.1.7 Soient K un corps, |- | une valeur absolue sur K. Il existe un corps L,
une application i : K — L, et une valeur absolue || - || sur L tels que :

(i) L est complet pour la métrique induite par || - || ;
(i) i: (K,|-|) = (L,|| - ||) est un morphisme isométrique d’anneaux ;

(iii) i(K) est dense dans L.

8. tout en préservant sa structure et sa valeur absolue bien sir
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De plus, si deuz triplets (L1, i1, ||-||1) et (La2,i2, ||||2) vérifient cela, il existe un isomorphisme
isométrique ¢ : L1 — Lo tel que ¢ 011 = is.

Définition Le corps L, muni du morphisme ¢ et de la valeur absolue || - ||, est appelé le
complété de K pour la valeur absolue | - |. On verra toujours K comme un sous-corps dense
de L.

Un élément de preuve du théoreme est le lemme topologique suivant. Une fois établie
lexistence d’un complété métrique de K, il permet en effet de prolonger continiiment les
opérations de K a son complété métrique. On obtient alors les propriétés des opérations
dans ledit complété par densité.

Lemme 3.1.58 Soient A,C deux espaces métriques, B une partie dense de A, f: B — C.
On suppose que f envoie toute suite (d valeurs dans B) convergeant dans A sur une suite
convergente dans C. Alors il existe g : A — C continue prolongeant f.

Remarque 3.1.20 Noter que la valeur absolue obtenue sur le complété est ultramétrique
si, et seulement si, la valeur absolue sur le corps de départ 1’était.

On va montrer que le passage au complété, qui est un phénomene topologique, préserve
une importante propriété algébrique : celle d’étre algébriquement clos.

Lemme 3.1.59 Soient K un corps, |- | une valeur absolue sur K,

d—1
P=Xx"+Y"a.X" e K[X],

k=0
z € K avec P(z) = 0. Alors
d—1
|z] < max (1, |ak|> .
k=0
Si |- | est ultramétrique, on a méme |z| < max a;.
0<i<d
Théoréme 3.1.8 Soient K un corps algébriquement clos, | - | une valeur absolue sur K,
L > K son complété, pour la valeur absolue || -||. Alors L est algébriquement clos.
d—1
Preuve Soit P = X4 + Zkak € L[X]. Pour 0 < k < d — 1, on dispose d’une suite
k=0

(akn)n € KN de limite by. Cette suite est majorée par un certain My > 0. Soient :

d—1 d—1
B:1+ZMk21, Pn:Xd—s—Za;kaeK[X].
k=0 k=0

Notons 21 p, . . - Zdn les zéros de P, ; d’apres le lemme 59, ||z »|| < B pour tous k, n.
Observons de plus que, sim,n € N, 1 <k <d,on a (%) :

d 1/d
min [|2x,m — 2in|| < (H l|2k,m — Zi,n”)
1<i<d Pl

= ||Pn(zk,m) - Pm(zk,m)Hl/d

a1 1/d
< (Z |lai,m — a@inl| ||Zk,m||i>
i=0
g1 1/d
<B <Z @i, m — bil| +[b; — aml) :

=0
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Pour p € N, on dispose d’'un entier N, tel que pour tout ¢ > N, et tout i,

1

[1bi — aigll < TBdopdiT”

Quitte & augmenter artificiellement N,,, on peut supposer (N,) strictement croissante. Soit
(in) définie par récurrence par ig € [1,d], et i,11 € [1,d] tel que ||z, N, — Zi,,N, || soit
minimal. Alors, par (x), ||zi,.., N, — Zi,.N, || < 55, de sorte que (z;, n,), est de Cauchy
dans L, donc converge vers un ¢ € L.

Dés lors, pour p,q € N,q > N,, on a par (%) : [|Py(2,,n,)|| < 277%, donc en faisant
tendre ¢ vers infini, ||P(2;,,n,)|| < 277%, puis en faisant tendre p vers Iinfini, ||P(¢)|| = 0,
donc P posséde une racine (dans L). O

ESPACES VECTORIELS DE DIMENSION FINIE SUR UN CORPS LOCALEMENT COM-
PACT

On fixe un corps K et une valeur absolue | -| sur K non constante sur K*. On se propose
ici de généraliser les résultats de topologie usuels sur des espaces vectoriels de dimension
finie sur R et C a des espaces vectoriels de dimension finie sur des corps plus généraux.
On commence par étudier les corps localement compacts, puis les normes sur les espaces
vectoriels de dimension finie sur de tels corps.

Admettons tout d’abord ce lemme, qui resservira par la suite.

Lemme 3.1.60 {|z| |z € K*} est un sous-groupe de R™ auquel 0 et oo sont adhérents.

Proposition 3.1.61 S’équivalent :
(i) K est localement compact
(ii) Dans K, 0 posséde un voisinage compact.

(iii) Les parties bornées de K sont relativement compactes.

Preuve Que (i) implique (i7) est évident. Que (#i7) implique () lest aussi (car les {z € K |
|z —a| < e} pour a € K fixe, ¢ > 0, forment un systéme fondamental de voisinages fermés
bornés de a).

Supposons donc que 0 possede un voisinage compact V. Alors, pour un r > 0, ’ensemble
{z € K | |z| < r} est une partie fermée (dans K donc dans V') du compact V, donc est
compacte. Soit maintenant B C K bornée. Alors B est fermée, bornée, donc incluse dans un
W = {z | || < R} pour un R > 0. Soit A € K* avec [\| > & alors W est un fermé inclus
dans AV, qui est image du compact V par l’application continue x € K —— Az, donc est
compact. W est un fermé inclus dans un compact, donc est compact, donc B est également
compact. ([l

Dans la suite du paragraphe, on suppose K localement compact. On veut établir sur les
K-espaces vectoriels de dimension finie les mémes résultats que dans les cas réel et complexe.

Définition Soit F un K-espace vectoriel. On appelle norme sur E toute application N :
E — RT telle que :

(i) Ve € E, N(z) =0« 2z =0.
(i) Vz € E, YA € K, N(Az) = |\|N(x).
(ili) Vz,y € E, N(z +y) < N(z) + N(y).

Remarque 3.1.21 Soient E un K-espace vectoriel, N norme sur F, alors

(a,b) € E?> — N(a —b)
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est une distance sur F, qui munit donc E d’une topologie telle que toutes les opérations
usuelles d’espace vectoriel (en un nombre fini d’arguments, qu’ils soient dans F, dans K, ou
les deux) sont continues.

Définition Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie, (e;)1<;<q une base de E.
On consideére

d
I oo : .zmi €E+— lrg?%(d\xi| €ER,.
i=
Cette application est une norme sur E, pour laquelle les parties compactes sont exactement
les parties fermées bornées. On I’appelle la norme infinie subordonnée & | - | sur E.

Preuve Soit X C E fermée bornée, montrons qu’elle est compacte. Soit (z,) = (> Ainei),
une suite dans X C {z | ||z|loc < M} pour un certain M > 0. Alors, & i fixé, les suites
(Ain), sont bornées par M dans K et en nombre fini : on dispose d’une extractrice ¢ telle
que pour chaque i, (A; g(n)) converge vers un p; € K. Par continuité des opérations, (24())

converge vers y := »  fi;e;. Comme X est fermée, y € X, donc (z4(n)) converge dans X. [
Théoréme 3.1.9 Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie.

(i) Si N,N' sont deuxz normes sur E, il existe A,B > 0 telles que AN’ < N < BN’,
autrement dit ces deux normes sont équivalentes.

(ii) Toutes les normes définissent la méme topologie sur E, appelée topologie naturelle de
K -espace vectoriel de dimension finie. Toutes les normes sur E définissent les mémes
parties bornées.

(iii) Pour la topologie naturelle de E, les parties compactes sont exactement les parties
fermées bornées.

(iv) Si F est un K -espace vectoriel normé de dimension finie, si f € L(E, F), f est continue
pour les topologies naturelles.

(v) Si F est un sous-espace de E, sa topologie naturelle est induite par la topologie naturelle
de E.

(vi) Si F est un sous-espace de E, F est fermé dans E.

Preuve Montrons tout d’abord (7). Fixons une base (ej,...,eq) de E, et considérons la
norme || - ||oo du lemme précédent. Soit N une norme sur F.
Pour z1,...24 € K, on a

d d d
N (Z $i€i> < Z |2i| N (€;) < ZN(@)Hwa

On dispose donc de C' > 0 tel que N < C|| + ||oo- Par conséquent, pour la topologie induite
par || - ||oo, IV est continue. Elle envoie {x € E | ||z||cc = 1} (fermé borné de E pour || - ||co
donc compact, qui ne contient pas 0) sur un compact de R* . En particulier, il existe C" > 0
tel que, si ||z]|oo = 1, N(z) > C’. Soit enfin z = > x;e; € E non nul : il existe ¢ tel que
|z;| = ||||oo # 0, donc :

N(@) = lzi] - ll27 2l > Ja]C" = C'l]]].

Finalement, pour les constantes C,C’" < 0, C'|| - |loc < N < C|| * ||co-
Si N’ est une autre norme sur E, on a également des constantes D, D’ > 0 telles que
D] |loc < N' < D|| - ||oo- Il s’ensuit que
D’ D
—N<N' < —N.
c - -
Les points (i7) et (ii¢) découlent du lemme et du premier point. Montrons les trois points
restants :
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(iv) : soient N norme sur E, N’ norme sur F' : alors on vérifie que x € E —— N(z)+N'(f(x))
est une norme sur E, donc est majorée par un A - N pour un A > 0. Ainsi, on a
N'(f(z)—f(y)) =N'(f(x—vy)) < AN(z —y), donc f est continue (car lipschitzienne)
pour les normes données. On conclut par (i7).

(v) : si N est une norme sur FE, la restriction de N & F est une norme sur F', donc induit
sur F' la topologie naturelle, mais aussi la restriction de la topologie naturelle de F,
d’ott le résultat.

(vi) : soit Y un supplémentaire de F. Soit p € L(E,Y) la projection sur Y parallelement a
F. Comme Y et F sont de dimension finie, p est continue, donc F' = Ker p est fermé.

O

3.2 Le corps Q,

On a évoqué dans le paragraphe précédent la construction de R comme complété de
Q pour la valeur absolue usuelle. Dans cette sous-section, on construit un nouveau corps
complet, Q,, comme complétion de Q pour une autre valeur absolue : la valeur absolue
p-adique. Jusqu’a la fin de la section 3, p désigne un nombre premier quelconque.

CONSTRUCTION DE Q,

Définition Pour un entier n € Z, et un nombre premier p, on note v,(n) le plus grand
r € NU{oco} tel que p" | n. Cest la wvaluation p-adique de n. On munit N U {oco} des
opérations d’addition, de soustraction et de multiplication usuelles. Pour z = ¢ un rationnel
écrit sous forme irréductible, on pose v, () = vp(a) — vy(b).

On admet les lemmes d’arithmétique élémentaire suivants :
Lemme 3.2.62 Sia,b e Z, vy(ab) = vy(a) +v,(b), et vy(a+b) > min(vy,(a), v,(D)).
Lemme 3.2.63 Sia,beZ, b#0, v, (%) =v,(a) — vy(b).

Proposition 3.2.64 |-|,: € Q+— p~r(®) est une valeur absolue ultramétrique sur Q.

Preuve Siz,y € Q, on peut écrire z = £, v =, u,v,w € Z,w > 1. Alors

vp(z +y) =vp <u+v>

w

vp(u + U) Up (w)
min (v, (u), vp(v)) — vp(w)
= min(vp(u) — vp(w), vp(v) — vp(w))

= min (v, (), vp(y))-

v

D’autre part,

vpley) = vy (5 ) = vp(uw) = 0, (%) = v (W) = () + vp(v) = vy(w) = vyla) + vy ().

Pour conclure, on multiplie ces deux résultats membre & membre par — log(p) et on applique
I’exponentielle. O

Définition On note Q, le complété de Q pour la valeur absolue p-adique |- |, sur Q. Dans
la suite, on voit Q comme un sous-corps dense de Q,. On note alors, sans ambiguité, | - |,
la, valeur absolue ultramétrique induite sur Q.

TOPOLOGIE DE Q,

29



Il s’agit ici de montrer que Q, est localement compact. On en profite pour établir en
cours de route plusieurs résultats intéressants sur sa topologie naturelle.

Lemme 3.2.65 On a légalité {|z|, | z € Qp} ={|z|, | z € Q} = {p® | —00 < a < +o0}.
Preuwve Remarquons que comme Q est dense dans Q,,, {|z|, | z € Q,} C {|z|, | z € Q}. Or
{lz|p | € Q} = {p* | a € ZU {—00}}, donc cet ensemble est fermé. O
Proposition 3.2.66 Soit (z,,) suite d’éléments de Q, convergeant vers un y € Q. Alors
(lznlp) stationne a |y|,.

Preuve Le seul point d’accumulation de l'espace topologique {|z|, | z € Q,} est zéro. O

Proposition 3.2.67 Q, est totalement discontinu.

Preuve Supposons l'inverse : il existe a,b € Q,, distincts contenus dans un connexe C' de Q.
Alors C" = 72— (C — a) est connexe et contient 0 et 1. Pour z € Q,, C; = zC’ est connexe
et contient 0 et z, donc x est dans la composante connexe de 0. Ainsi, Q, est connexe. Or,
son image par | - |,, qui est continue, est totalement discontinue et non réduite & un point :
c’est absurde. (]

Définition Pour a € Q,r € Ry, on note B(a;r) := {z € Q| |x — a|, < r} la boule fermée
de centre a et de rayon r pour la valeur absolue p-adique | - |, dans Q.

Lemme 3.2.68 Munissons Q de sa valeur absolue p-adique. Alors B(0;1) est recouverte

par p boules fermées de rayon %.

Preuve Soit r = ¢ un rationnel écrit sous forme irréductible, avec |r[, <1 : vy(a) > v,(b).
Comme a et b sont premiers entre eux, v,(b) = 0, donc b est premier avec p, donc possede
un inverse modulo p, noté c. Soit d € [0,p — 1] le reste de ac modulo p :

r —d|, < max g—ac ,|lac —d .
p p
b p

Or, |ac —d|, < % car p | ac — d. D’autre part, b étant un entier premier avec p, b, = 1; a
étant entier, [al, < 1, de sorte que |4 — ac|p <|1-be|p < %, car 1 —bc est un entier divisible

p—1 1
elUs (d; >
d=0 p

par p. Finalement,

Sl S

d

Lemme 3.2.69 Soit a € Z. Une boule de rayon p® dans Q pour la valeur absolue p-adique
peut étre recouverte par p boules de rayon p®~ 1.

Preuve On applique une transformation affine pour ramener le? centre de la boule & 0, et
le rayon de la boule a 1. On utilise ensuite le lemme précédent. (I

Corollaire 3.2.70 Soient a € Z,r € N. Toute boule fermée dans Q de rayon p® peut étre
couverte par p” boules de rayon p®~".

Tous les résultats que nous venons d’établir sont également valables pour des boules
ouvertes de Q. Que peut-on dire des boules dans Q,, ?

Lemme 3.2.71 Soient ¢ € Q, r > 0. La boule B, fermée de Q, de centre q et de rayon r
est l'adhérence dans Q,, de la boule B fermée dans Q de centre q et de rayon r.

Preuve Notons B I'adhérence dans Q, de B. Comme B, est un fermé de Q, contenant B,
on a l'inclusion indirecte : B, D B.

Inversement, soit z € Q,, avec |z — q|, <. Si 2 = ¢, z € B. Supposons z —q # 0 : on
dispose d’une suite (r,) de rationnels de limite z, et on a r, —q — 2z — ¢ # 0, donc la suite

9. ou plutét « un », cf proposition 85
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(Irn — qlp) stationne & |z — q[, < r, de sorte qu’a partir d'un certain rang r, est dans B,
donc z est dans B. (]

On peut en venir au résultat désiré :
Théoréme 3.2.10 Q, est localement compact.

Preuve 11 suffit de montrer que la boule fermée de centre 0 et de rayon 1 de Q,, est pré-
compacte : en effet, le cas échéant, comme c’est un fermé du complet Q,, elle est complete
donc elle serait compacte. 0 posséderait donc un voisinage compact, ce qui conclurait.

Soit 7 > 0. Soit a € Z_ avec p® < r. D’apres le corollaire 70, la boule fermée de centre 0
et de rayon 1 de Q est incluse dans une réunion finie de boules fermées de centre rationnel

et de rayon p®, mettons :
S

Bq(0;1) € | Balai;p™).
i=1
Passons aux adhérences dans Q, : par le lemme précédent et comme cette opération préserve
les unions finies, on a :

Bq, (0;1) | Ba, (a::9") € | Ba, (ai,7),
i=1 i=1
ce qui conclut. O

ENTIERS p-ADIQUES

On peut légitimement s’interroger sur la notation Q,. En effet, pourquoi parler de « ra-
tionnels » p-adiques si I'on n’a pas de notion d’entiers p-adiques ? Dans ce paragraphe, on
comble cette lacune en définissant Z, et en indiquant ses liens avec Q,,.

Définition On définit I’ensemble Z, des entiers p-adiques comme ’adhérence dans Q,, de
son sous-anneau Z.

Lemme 3.2.72 Z, C {n € Q, | |n|, <1} est un sous-anneaw compact de Q.

Preuve L’inclusion et la compacité sont claires.

D’autre part, soient z,y € Z,. x et y sont limites p-adiques respectivement des suites
(un) € ZN, (v,) € ZN. Alors # — y, xy € Q, sont limites des suites d’entiers u — v, uv, donc
sont dans Z,. Enfin, 1 € Z C Z,, ce qui conclut. a

Lemme 3.2.73 Pour tout n > 1, si on munit Z/p"Z de la topologie discréte, il existe un
morphisme continu d’anneaus v, : Z, — Z/p"Z, dit de réduction modulo p™, satisfaisant :

-sin>1,x €Z, r,(z) est la réduction modulo p" de x ;

- sin>m>1, sipym est la projection de Z/p™Z dans Z/p™Z, on a Py m O Ty = Tm,.

Preuve On observe que la réduction modulo p™ « naturelle » de Z dans Z/p"Z envoie une
suite de Cauchy de (Z,| - |,) sur une suite stationnaire de Z/p"Z. On applique le lemme
topologique de prolongement 58 pour passer de Z a Z,. Les propriétés voulues sont vraies
dans Z et continues, par densité de Z dans Z, elles sont donc vraies dans Z,,. O

Le théoreme suivant caractérise completement la structure d’anneau topologique de Z,
en tant que la « limite projective » des Z/p"Z. L’idée en est la suivant : un entier p-adique
est entierement déterminé par la suite de ses réductions modulo p™, pour peu que celles-ci
soient compatibles au sens du second point du lemme 73.

Théoréme 3.2.11 Soit P = {(up)n>1 € [[,,51 Z/P"Z | Yn > m > 1, ppm(Un) = tum}. On
le munit de la topologie induite par la topologie produit et de la structure de sous-anneau
induite par la structure d’anneau produit de [[,~, Z/p"Z.

Alors Uapplication ¢ : © € Z, — (rn(x))n>1 € P est un homéomorphisme et un

isomorphisme d’anneauz.
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Preuve Puisque Z, est compact et que P est sous-espace d’un produit d’espaces séparés,
donc est séparé, et que notre application est clairement continue et clairement un morphisme
d’anneaux par la proposition précédente, il suffit d’en montrer la bijectivité.

Soit (u)n>1 € P soit, pour n > 1, b, € [0,p"[ congru & u,, modulo p™. Alors, si m > n,
COMME Py, (Um) = Up, by €t by, sont congrus modulo p”. Donc |b, — by |, < p~ min(m,n)
pour tous m,n > 1. Ainsi b est de Cauchy, notons [ € Z,, sa limite. Si m > n, r,(by,) = up,
par construction, donc en passant a la limite r,(I) = u,, pour tout n, et ¢(l) = u, d’ou la
surjectivité.

Pour l'injectivité, soit I € Z, Nker ¢, on dispose d'une suite (b,,) € ZN d’entiers de limite
I dans (Zp,| - |p)- Sin > 1, r,(I) = 0, donc 7, (by,) T 0. Comme Z/p"Z est discret,

P" | b, 1€ |by|p < p~ ™, pour m assez grand. Donc |l|, < p~", donc ! = 0. O

Remarque 3.2.22 C’est ce résultat qui sert parfois de définition aux entiers p-adiques,
notamment dans les nombreux ouvrages ou I'on fait remarquer qu’un entier p-adique est un
entier dont I’écriture en base p a potentiellement « une infinité de chiffres a gauche ». Pour
une telle exposition des p-adiques, partant de Z, pour définir Q,, puis montrer qu’il s’agit
de la complétion de Q pour la valeur absolue p-adique, le lecteur curieux peut se référer a

[ J

Proposition 3.2.74 Les inversibles de Z,, sont exactement les | € Z,, tels que m1(1) # 0.

Preyve D’apres le théoréme 11, on peut raisonner dans P. Soit (uy)n>1 € P. Si uy est nul,
clairement u n’est pas inversible dans P.

Si wy est non nul, alors, pour n > 1, soit b, € Z un représentant de u,, modulo p".
On a r1(by) = u; # 0 donc b, et p sont premiers entre eux, donc u, posséde un inverse
vy, € Z/p"Z, et (vy)n>1 € P (il vérifie bien la condition de recollement par unicité de
linverse) et uv = 1p, ce qui conclut. O

Lemme 3.2.75 pZ, est exactement l’ensemble des x € Z,, tels que r1(x) = 0.

Preuve Soit « € Z, avec r1(z) = 0. Pour n > 1, soit b,, un représentant de ,(x) modulo p™.
Comme 71 (b,) = 0, b, s’écrit ¢,,_1p, pour tout n > 2. Soient m > n > 2. Comme ¢,,_1p = b,
et ¢p—1p = by, sont congrus 'un a 'autre modulo p™, ¢,_1 et ¢,,,—1 sont congrus modulo
p"~ 1. Soit y € Z,, défini par ¢(y) = (rn(cn))n>1. On vérifie sans peine que = = py € pZ,,.
D’autre part, si y € Zy, m1(py) = r1(p)r1(y) = 0, ce qui conclut. |
Le prochain corollaire donne une structure tres générale et trés intéressante sur Z,,, celle
d’anneau local, qu’on ne présentera pas dans son cadre général ici. 19

Corollaire 3.2.76 pZ, est le plus grand des idéaux propres de Z,.

Preuve C’est un idéal propre (il ne contient pas 1, car p n’est pas inversible) qui contient
tous les non-inversibles, et maximal puisque tout idéal propre d’un anneau est inclus dans
I’ensemble des non-inversibles. O

Le théoreme suivant détaille le lien entre Q,, et Z,,.
Théoréme 3.2.12 Z, est l’ensemble des x € Q,, avec |z|, < 1.

Preuve L’inclusion directe a déja été évoquée avec le lemme 72.

Voyons la réciproque : soit € Q) avec |z|, < 1. Si x =0, z € Z,. Sinon, x est limite
p-adique de rationnels r,, = Z avec a, et b, premiers entre eux et b, > 0. Pour n assez
grand, on a alors |r,|, = |z], < 1. Par conséquent, comme |ay,|p, |bn]p < 1 et que 'un des
deux vaut 1, on doit avoir |b,|, = 1. Donc p ne divise pas by, donc r1(b,,) # 0, donc b, ! € Z,,

donc r, € Z,, et Z,, est fermé, donc on a bien x € Z,,. O

Corollaire 3.2.77 Soit x € Z,,. x est inversible dans Z,, si, et seulement si, |z|, = 1.

Preuve Si |z|, =1,z # 0 et [z7!, =1 donc 27! € Z,. Si z € (Z,)*, |z~ !, < 1, donc
|z|, > 1, donc |z|, = 1. O

10. méme si on la rencontrera & nouveau dans la sous-section 3.5
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Corollaire 3.2.78 Soit x € Q,, non nul. Il existe un unique couple (n,u) € Z x (Z,)* avec

r = p"u.

Preuve Si x = p"u = p™v sont deux telles décompositions, on a p~" = [p”|, = |p"ul, =
[p" v, = [p™]p = p~™ donc m = n, donc v = v, d’ott I'unicité.
Pour T'existence, soit n tel que p" = |z|p, alors [p"z|, = 1 donc p"x € (Z,)*, de sorte

que z = p~"(p"z). O
Corollaire 3.2.79 Q,, est le corps des fractions de Z,,.

3.3 Polynémes dans Z, et Q,

On prouve quelques résultats sur les polynémes sur Q,, qui serviront par la suite.
Lemme 3.3.80 Soit P € Z,[X] irréductible. Alors P est aussi irréductible dans Qp[X].

Preuve Par I'absurde, supposons P = QR avec @), R € Q,[X] chacun de degré non nul. Tout
élément de Qy s’écrivant x = up”, ou u € Z, est inversible dans Z,, et v € Z est la valuation
p-adique de 2, on peut poser m et n entiers minimaux tels que Q := p"Q, R := p™R € Z,[X].

Alors p™t"P = QR : si m +n < 0, c’est gagné. Sinon, on réduit 'égalité dans F,[X],
ot Q et R sont non nuls par hypothése de minimalité de n,m. Or, leur produit est nul, ce
qui contredit I'intégrité de F,[X].

Donc P est bien irréductible dans Q,[X]. O

Par ailleurs, on aura besoin par la suite du lemme de Hensel. Il s’agit d’un résultat
permettant de relever de racine d’un polynéme d’un corps résiduel dans le corps de base,
sous certaines conditions. On I’énonce ici dans un cas un peu particulier.

Lemme 3.3.81 Soit K un corps complet muni d’une valeur absolue ultramétrique telle que
Ip| = p~! et que tout x € K* a pour valeur absolue une puissance entiére de p. Introduisons
son sous-anneau A ={x € K | |z| <1} et M = {z € K | |z| < 1} lunique idéal mazimal de
A1 Alors, si P € A[X] admet une racine v dans A/M telle que P'(vy) # 0 dans A/M, il
existe un unique x € A relevant v tel que P(x) =0 (dans K ).

Preuve Pour l'existence, on va construire une suite de Cauchy qui tend vers la solution.
Posons 1 € 7, et définissons par récurrence xjy1 = x, — P'(2,) ' P(x;) € A pour tout
k € N. On montre par récurrence que la suite est bien définie, que P(zy) € p*A et que
P'(zy) € A\ M pour tout k € N*.

C’est bon pour k = 1. Soit k € N* vérifiant cela. Alors P’(zy) est de valeur absolue 1,
donc inversible dans A, donc xy41 est bien défini et dans A. D’apres la formule de Taylor
polynomiale,

PO (g,
Pleer) = Play) + (s o) P/(a) + Y (onss — ) T
i>2 ’
PO (r
= (Ths1 — ka#»
= 7!
P (wy)

ce qui appartient & p?**A C pFt1A car, pour i > 2, est dans A (en effet, si P =
S aXt, alors 2P (zy) =3, (V) apxh).

De fagon analogue, on voit que P’(zx11) — P'(x) € pA, d’out |P'(zk41)| = 1. La récur-
rence se propage. Finalement, pour tout k,n € N*,

il

|Tpir —xk] < p

11. la définition de ces objets A et M est établie en détail dans le second paragraphe de la sous-section
3.5
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donc la suite (zy) est de Cauchy, donc elle converge vers un certain x € A tel que
P(z) € (\pFA = {0}

(vu la définition de p* A avec la valeur absolue), et |x — 21| < 1 donc x € [z1] = . On note
que P’(z) € A par continuité de P’ et de la valeur absolue.

Pour 'unicité, on raisonne par ’absurde, on écrit la formule de Taylor pour nos deux
racines x et y, on divise tout par y — x et on obtient une identité qui contredit I'inversibilité
de P'(x). O

3.4 Topologie, sommation et produits dans un anneau valué ultra-
métrique

COMPLEMENTS DE TOPOLOGIE ULTRAMF]TRIQUE

Ce paragraphe donne un bref apercu des propriétés singulieres des valeurs absolues ul-
tramétriques. On considére un anneau intégre A muni d’une valeur absolue ultramétrique
Lemme 3.4.82 Soient x1,x9,23 € A de somme nulle. L’ensemble des i tels que |x;| est
maximal est de cardinal au moins deuz.

Preuve Cet ensemble est clairement non vide. On peut quitte a renommer dire que le
maximum est atteint en i = 1. Alors |z1| = |22 + z3| < max(|zs], |x3]), donc |z1| < |z;| pour
un ¢ égal a 2 ou 3, de sorte que |xz2| ou |z3| est également le maximum. O

Corollaire 3.4.83 Tout triangle de A est isocéle. D’autre part, siz,y € A vérifient |x| # |y|,
alors |r + y| = max(|z|, |y]).

Preuve Le premier point est une interprétation du lemme.

Pour le second, quitte & renommer on peut supposer |z| > |y|. Soit z = —x — y : on sait
que le maximum des modules de z,y,z est atteint par au moins deux des trois : or |z| > |y,
donc |y| n’est pas ce maximum, donc il s’ensuit que max(|z|, |y|) = |z| = |z| = |z +y|. O

Mentionnons un autre corollaire, qui généralise un résultat vu dans la section 3.2 :
Corollaire 3.4.84 Sia € AN tend vers b € A non nul, alors (|a,|), stationne d |b|.
Preuve Pour n assez grand, |a, — b| < |b], donc |ay| = |b+ (an, — b)| = |b|. O
Proposition 3.4.85 Soient x € A, r >0, y € B(x;r), alors B(z;r) = B(y;r), et de méme
pour les boules ouvertes.

Preuve On le fait seulement pour les boules fermées, c’est la méme preuve pour les boules
ouvertes. Soit z € B(z;r). Alors |y — z| < max(Jy — z|, |x — z|) < r (car y, z sont dans la
boule de centre = et de rayon r, donc z € Bf(y;r)). Finalement, B(x;r) C B(y;r). Donc
x € Bf(y;r), de sorte que comme ci-dessus B(y;r) C B(z;r), ce qui conclut. O

Un réel intérét topologique des valeurs absolues ultramétriques apparait dans la propo-

sition suivante, qui est évidemment fausse pour la valeur absolue usuelle sur R ou C :

Proposition 3.4.86 Supposons A complet. Soit ), -, an une série a coefficients dans A.
Cette série est convergente si et seulement si |a,| — 0. Le cas échéant, si on note S sa
somme, on a en outre
1] < sup |ay.
n>0

Preuve Le sens direct est clair. Pour le sens réciproque, il suffit d’appliquer le critere de
Cauchy et I'inégalité ultramétrique. Enfin, on a

n
Do

=0

< | < g .
< Orgiagnlaz\ < 31€1§|az|,
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et on passe a la limite. O

Attention : on est tenté de penser qu’on vient de montrer que la série harmonique 2

posséderait enfin une limite dans Q. C’est un raisonnement tres hatif! En effet, la notion
de convergence est radicalement différente dans Q pour la valeur absolue usuelle et la valeur
absolue p-adique : un rationnel est « p-adiquement petit » s’il est « tres divisible par p »,
ce qui est completement indépendant de la question de son module. On va lister quelques
exemples :

(¢) (g~™), pour un entier ¢ > 2, tend vers l'infini dans Q,, si p | ¢ et est de norme constante
égale a 1 sinon (et ne converge pas car |[¢~" —q~ " '|, = [¢|;" " '|g—1|, = [¢—1],). En
revanche, cette suite tend vers 0 dans Q pour la valeur absolue usuelle (qu’on appelle
la valeur absolue archimédienne) sur Q;

(i) (n!) tend vers 0 dans Q, car pour n > p?, la formule de Legendre permet de montrer
que [nll, < (p~1/7)";

(#i) (%) est minorée en valeur absolue par 1, en particulier la série harmonique diverge

dans Q,;

n
(iv) Siq > p est premier, ((%) ) tend vers 0 dans Q au sens des valeurs absolues p-adique
et archimédienne ;

p"—1
(v) <(1 + pn—lfl) ) tend vers e ¢ Q pour la valeur absolue archimédienne, mais vers

0 pour la valeur absolue p-adique;

n
(vi) (up) = ((1 + p—1_1> ) tend vers 1 pour la valeur absolue archimédienne mais vers 0

au sens p-adique. A linverse, (1 —u,,) tend vers 1 au sens p-adique mais vers 0 au sens
archimédien.

SOMMABILITE DANS UN ANNEAU COMPLET ULTRAMETRIQUE

Dans cette section, on considére un anneau (comme toujours, commutatif, unitaire, in-
tegre) A muni d’une valeur absolue ultramétrique | - | qui le rend complet, par exemple
A=Q,A=C, A= K[X], oi K est un corps de caractéristique nulle. On cherche &
utiliser la caractérisation des séries convergentes et 1'inégalité ultramétrique pour aboutir,
comme dans R ou C, a une théorie des familles sommables. Néanmoins, cette théorie s’avere
bien plus simple dans ce cadre que dans le cas archimédien. Dans tout le paragraphe, on se
donne D un ensemble dénombrable infini. '3
Proposition 3.4.87 Soient u € AN de limite nulle, f : N — N une bijection. Alors les
S8Eries Y, o Un €t ), <o Usmn) convergent et possedent la méme somme.

Preuve Comme f(n) — +00, us, tend vers zéro, d’olt la convergence.
n—oo

Soit & > 0. Soit Ny > 0 tel que sin > Ny, |u,| < e. Soit N = max (max f~1([0, No]), No).
Soit N7 = max (max f([0, N]), N). Soit p > N;. Par inégalité ultramétrique,

j2 Ny (e’ Ny
D tn = tn D un =) tn
n=0 n=0 n=0

n=0

<e, dou <e.

D’autre part,

N1 N
D tn =Y g
n=0 n=0

12. par exemple
13. toutes les propositions qu’on établies ici étant par ailleurs clairement vraies pour un ensemble fini

= Z Un| < sup [tn .

n€l0; N1\ F([0;N]) el (I0:ND)
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Soit donc n € [0; N1J\f([0; N]). Alors, n ¢ f([0; N]) D f(f~*([0; No])) donc n > Ny et
|un| < e. D’autre part, si p > N, f(p) > No, donc |us(,)| < e. Finalement, pour p > N, on
déduit par inégalité ultramétrique :

+oo P
D un =D g
n=0

n=0

<g,

ce qui conclut. O

Corollaire 3.4.88 Soit u € AP. Supposons que u tend vers 0 au sens o, pour tout € > 0,
il existe F C D finie telle que pour tout n ¢ F, |u,| < e.

Alors il existe une quantité S € A, telle que pour toute bijection f de N dans D,
Y ns0 Uf(n) converge et soit de somme S. On note S =3 1 Uy.

Preuve Comme f,g: N — D sont bijectives, (uf(,)) et (ug(n)) tendent vers 0, et ug(,) =
Uf(f-10g(n))s OU f~! o g est une bijection de N dans N. On conclut par la proposition. [

Remarque 3.4.23 La formule de changement de variable est inchangée : soit £ dénom-
brable, u € AP tendant vers 0, f : D — E bijective. Alors (tf(n))nep tend vers 0 et

Z Uf(n) = Z Un

neD nek

Remarque 3.4.24 L’application

(u € AP tendant vers 0) — Z Up
neD

est linéaire et 1-lipschitzienne pour la norme infinie au départ.

Lemme 3.4.89 Soit (Fy,) une suite croissante de parties finies de D avec |, 5o Fn = D,
u € AP tendant vers 0. Alors :

U — E Ud-
Z pn~>+oo d

pEF, deD

Preuve Quitte a appliquer une bijection de N sur D, on peut supposer que D = N. Soit
e >0, soit Ny € N tel que si n > Ny, |u,| < e. Soit Ny € N tel que [0, Ng — 1] C Fy,. Pour
p>max Fy,,on a:

P
E w; — E u;| = E < max |u;| < max|u;| < e,
i€[0;p]\ Fi, i>No

i=0 i€FN, i€ [0sp]\ F,

donc en faisant tendre p vers l'infini il vient

Zun— Z ui| <e

neN neFN1

O

Ce lemme a deux conséquences : le corollaire juste ci-dessous, et le résultat '* dit « d’as-
sociativité des sommes » qui correspond a la proposition 91. Il est beaucoup plus simple a
énoncer et a manipuler pour une valeur absolue ultramétrique que pour une valeur absolue
archimédienne.

14. important dans le cas archimédien
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Corollaire 3.4.90 Soient F' un ensemble fini, D un ensemble fini ou dénombrable, (a; q) €
AFXD - Supposons que pour chaquei € F, (a; 4)a tende vers 0. Alors la famille (]_LGF aiﬁd) €

AP tend vers 0, et
> laa=]1> aia

deDieF i€cF deD

d

Preuve Pour chaque i € F, 'ensemble des d € D tels que |a; 4| <1 est fini, donc sauf pour
un nombre fini d’indices j, |a;| < 1. Ainsi, pour un B > 1, |a;| < B pour tout j € F' x D.
Soit donc & > 0, soit 7 > 0 avec BI¥I=1r < ¢. Fixons iy € F : comme (a;, 4) tend vers 0, on
a |a; q| < r pour tout d € D sauf un nombre fini d’entre eux. Donc pour tout d € D hormis
un nombre fini de renégats, |[T;cx ai,a| < BFI=1r < e, donc la famille tend bien vers 0.

Soit X C D finie, on a
Z Hai,d = H Z Qi.d,

deX iel i€F deX

et on conclut en « passant & la limite » d’apres le lemme (et la continuité du produit). O

Proposition 3.4.91 Soient D un ensemble dénombrable, union disjointe des Is, § € A.
Soit u € AN de limite nulle. Alors :

~ (un)ners, est de limite nulle, donc (3, ;. un)éeA existe ;

— cette famille tend vers 0, et

S =S

SEAnEls nebD

Preuve Soient 6 € A, ¢ > 0. On dispose d’une partie finie F' de D telle que si n ¢ F,
|un| < e. Donc sin € I5 n’appartient pas & Is N F' (partie finie de I5), |u,| < €, ce qui assure
le premier point.

De plus, comme les I5 partitionnent D, I’ensemble D’ des § € A tels que F rencontre
I5 est fini, donc si § ¢ D', pour chaque n € Is, |u,| < € donc ‘Z un‘ < g, dou la
sommabilité de la seconde famille.

Supposons maintenant A fini et montrons le résultat (cela nous servira dans le cas infini).
Pour 6 € A, on dispose d'une suite (Fy, s)n croissante de parties finies de I5 d’union cet
ensemble. Alors, si G, = Jscp Fn,s ('union est une union disjointe de parties finies), (G.,)
est une suite croissante de parties finies de D d’union D. Ainsi, les deuxiéme et trisieme
égalités s’expliquant par la finitude de A,

OUEITID SETEN T S SRTED D) oL

neD dea, SEA dEF, SEA dels

nels

Passons au cas général. Soit X une partie finie de D. Toutes les sommabilités utilisées
étant de simples vérifications, et d’apreés le cas A fini (relation de Chasles), (pour la premiére
égalité, on sépare les § € A tels que I rencontre X les uns des autres et des autres éléments
de A),

PRETED S5 SEAES) DI SIS

deX deAnels deA nels\ X

<sup sup |ug
deEAnels\X

< sup  Jupl
neD\X
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et d’autre part,

D ua = U

dex deD

Y w|< s

neD\X neD\X

de sorte que pour tout X C D fini,

S Y

SeAn€ely neD

< sup ugl,
ne€D\X

ce qui conclut en posant, pour € > 0, X = {n € D, |u,| > ¢} fini. O

Corollaire 3.4.92 Soient D fini ou dénombrable, (F,) une suite croissante de parties de
D d’union D. Soit a € AP tendant vers 0. Alors

g aqg — aq
n— o0
deF, deD

Preuve Utiliser la « partition » de D en I, I1\Io, ..., Int1\In, ... et le théoréeme d’associa-

PRODUITS INFINIS DANS UN ANNEAU COMPLET ULTRAMETRIQUE

Dans C, par exemple, on peut étudier des produits infinis de complexes, et méme de
fonctions holomorphes, qui jouent un réle central dans cette théorie. On se donne donc un
anneau intégre A de caractéristique nulle muni d’une valeur absolue |- | qui le rend complet ;
on veut étudier les produits infinis dans A. Le schéma est similaire a celui des sommes.

Le premier résultat est un lemme technique, analogue a I’inégalité ultramétrique.

Lemme 3.4.93 Soient F un ensemble fini, ¢ €]0,1], a € AY. Supposons que pour tout
n€F, |a,| <e. Alors

H (14+a,)—1<e
nel
Preuve Développer puis appliquer I'inégalité ultramétrique. O

Théoréme 3.4.13 Soit a € AN. La suite [[,<}<, ar converge z # 0 si et seulement si
a, — 1 et (a,) ne s’annule pas. Dans ce cas,

n
<H |ak|> stationne a |z|.
k=0 n

En particulier, la suite tend vers 0 si et seulement si [],~|an| tend vers 0. On dit alors
que le produit infini diverge vers 0.

Preuve D’apres le corollaire 84, il suffit de prouver la premiere équivalence. Le sens direct
est immédiat ; voyons le sens réciproque : si (a,,) tend vers 1, elle est bornée en valeur absolue
par un B > 1 et & partir d’un certain rang E > 1, |a,| = 1 pour tout n (d’apres le corollaire
84), de sorte que |a, — 1| < 1. Soit C' = B¥. Soit ¢ > 0. Soit 0 < g; < % < 1. Soit
N > E tel que sin > N, |a, — 1] < e;. Alors, pour n > m > N, d’aprés le lemme 93,

m n E-1 m n
[T~ IT| = IT ot T vl IT -1
=0 =0 =0 i=F

i=m-+1

<Ce <e¢
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La proposition suivante permet la définition de produits infinis dans A non ordonnés.

Proposition 3.4.94 Soient a € AN tendant vers 1, f une bijection de N dans N. Les
suites [, >0 an €t 1,50 ay(n) convergent vers la méme limite non nulle; on dit que c’est le
produit des a,,. B

Preuve Comme ci-dessus, on se donne B > 1 bornant (a,,), E > 0tel quesin > E, |a,| =1
donc |a, — 1] <1, C = BF. Soit ¢ > 0, soit £; > 0 inférieur & 1 et & £/C. Soit Ny > E tel
que pour tout n > Ny, |a, — 1] < &1. Soit N > Nj tel que si n < Ny, f~(n) < N. Pour
t>N,ona

t t Ny t
[Tai—ITaro =11w ( I1 a,»—1>— I wo-1]]
1=0 1=0 =0

i=N1+1 0<i<t
f(@)>N1

de sorte que, d’apres le lemme 93,

t
H ai—l

t t
Hai_Haf(i) , H apipy — 1| | £C-e <e.
i=0 i=0 i=Ni+1 0<i<t

F(@)>N,

E-1 N
< H |a;] H |a;| max
i=0  i=E

O

Définition Soient D un ensemble dénombrable, a € AP tendant vers 1 au sens des suites
généralisées (ie pour tout € > 0, ’ensemble des n € D tels que |a, — 1| > € est fini). On
définit le produit [], ., an € A comme la limite de la suite

(H am) ,
=0

pour n’importe quelle bijection f : N — D. Cette limite est non nulle si et seulement chaque
a, est non nul. La définition est naturelle dans le cas de D fini.

Remarque 3.4.25 Soient F, D finis ou dénombrables, f : E — D bijective, a € AP
tendant vers 1, alors a o f € A¥ tend vers 1 et par définition :

H Af(n) = H n

neklE neD

La proposition ci-dessous justifie la notation :

Proposition 3.4.95 Soient D un ensemble fini ou dénombrable, a € AP tendant vers 1.
Soit (F,,) une suite croissante de parties finies de D d’union D. Alors

H a; — a;
n—oo
i€l €D

Preuve On construit aisément une suite croissante d’entiers (p,,) et une bijection f: N — D
telle que f([0;pn]) = Fn, ce qui conclut d’aprés la définition. O

Corollaire 3.4.96 Soient a € AP avec D un ensemble fini ou dénombrable, a tend vers 1.
Soit (E;)1<i<n une famille de parties deux & deuz disjointes de D et de réunion D. Alors,
pour tout 1 <i < N, (ap)pek, € AFi tend vers 1, et

[e=TT T o

neD i=1nek;
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Preuve Le premier point est clair; voyons le second. Par récurrence immeédiate, il suffit
de traiter le cas N = 2, ie D = E U F avec E,F disjoints. Alors, F et F étant finis
ou dénombrables, on dispose de suites (E,), (F},) croissantes de parties finies de F et F
d’unions respectives E et F. Soit, pour n > 0, D,, = E,, U F,,. (D,,) est une suite croissante
de parties finies de D d’union D. Par conséquent, en appliquant a D, puis & E et F la

proposition 95,
Hai:nlgrgonai:nlin;o aiHai:HaiHai

€D €D, i€by, ieF, i€l el
O

Enfin, comme pour les familles sommables, on dispose d’un « théoréeme d’associativité »,
qui sera démontré apres avoir énoncé un lemme technique :

Lemme 3.4.97 Soient D fini ou dénombrable, ¢ €]0,1], a € AP tendant vers 1. Supposons
que pour tout d € D, |ag — 1| < e. Alors

Hai—l

deD

<e.

Preuve C’est vrai pour les parties finies d’apres le lemme 93, il suffit de passer a la limite
d’apres la proposition 95. O

Théoréme 3.4.14 Soient D, A deux ensembles finis ou dénombrables, (Is)sca une famille
de parties deux & deuz disjointes de D de réunion D. Soit a € AP tendant vers 1. Alors
pour tout § € A, (a;)icr, tend vers 1; de plus, (Hi615 ai) tend vers 1 ; enfin,

[11To-I]e

deAiels €D

dEA

Preuve Le premier point est clair. Le deuxiéme découle du lemme 97, puisque pour € €]0, 1],
sauf sur un nombre fini de § € A, pour tout n € Iy, |a, — 1] < e.

Reste le troisieme point. Soit F' finie telle que si f ¢ F, |ay — 1| < 1. Pour toute partie
finie G C A contenant I’ensemble des § tels que Is rencontre F', on a

[Leal II ai=1I1I4ax

deF  §€Giels\F s€Gicls
donc en passant « a la limite »,

[e Tl IT o~ T1 e

deF dEA €I\ F seAiels

Donc, quitte a remplacer D par D\ F, on peut supposer |ag—1| < 1 pour tout d € D. Soit
X une partie finie de D. Alors, toutes les questions de limites étant de simples vérifications
découlant des résultats 95, 97, comme fait ci-dessus, et d’apres le lemme 97,

[Leo TTITe| =TT I] o1

deX SeAi€ls deN eI\ X

< sup H a; — 1

OEA |icTnX

< sup fa; 1]
SEA
iEI(;\X

< sup lag —1]
deD\X
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D’autre part,

= H ag— 1| < sup l|aqg— 1|,
dED\X deD\X

[Teo ] e

deD deX

de sorte que finalement, pour tout ¢ > 0, X = {d € D, |aqg — 1| > ¢} étant fini, on en déduit
par inégalité ultramétrique :

Had—HHai <e.

deD deAi€ls

3.5 Extensions de corps valués ultramétriques

PROLONGEMENT D’UNE VALEUR ABSOLUE A UNE EXTENSION DE CORPS

On se donne pour I'instant un corps K, muni d’une valeur absolue | - | non triviale, et on
prend une de ses clétures algébriques L.
Proposition 3.5.98 Soit x € L. On dispose d’un sous-corps M de L qui est une extension
de dimension d de K et qui contient x. La quantité |nrM/K(x)\1/d ne dépend que de x, pas
du choix du corps M.
Preuve Pour l'existence de M, K|[z] convient. Pour la norme, on a vu dans la proposition
15 que, si on note c¢q le coefficient constant du polynéme minimal de x, de degré §, on a

d/s

HTM/K(@") = (_1)dco/
indépendante de M.

. La quantité qui nous intéresse est donc |cg/6(—1)d|1/d = |co|/9,

Définition Soit € L. On note ||z|| la quantité distinguée par la proposition précédente.

Proposition 3.5.99 L application || - || est multiplicative de L dans R, s’annule en 2éro
seul et coincide avec | - | sur K.

Preuve Pour le troisieme point, il suffit de prendre comme extension finie de K le corps K
lui-méme. D’autre part, si ||z|| = 0, la preuve de la proposition précédente nous dit que le
polynéme minimal de x s’annule en zéro. Ce dernier étant irréductible, il est égal a X, et
donc x = 0.

Voyons le second point : soient x,y € L, prenons M = K|z, y|, qui est bien de dimension
finie d sur K. On a alors

|1/d |1/d

lleyll = [nrar (@) = ey s (@) ey ()14 = [l -yl

O

On aimerait donc bien prouver que || - || est une valeur absolue sur L. Malheureusement,
cela marche assez mal.
Non-exemple 3.5.26 Si on garde cette définition, 3 + 2¢/2 = (1+ \/5)2 devrait étre de
valeur absolue 1, car le polynéme minimal de 14 +/2 est (X —1)2 —2 = X? —2X — 1. Mais
34 2v2+ 3 — 2V/2 vaut 6, ce qui empéche toute forme d’inégalité triangulaire.

Cependant, il existe des cas dans lesquels || - || est tout de méme une valeur absolue. Pour
les étudier, on aura besoin d’un petit lemme technique :
Lemme 3.5.100 Soit (a,) € KN une suite de limite nulle. Pour tout ¢ > 0, il existe un
N > 1 tel que pour tous entiers k,1 > 1, si k+1> N, alors

kay, + la;
k+1
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que pour tout n > 1, |a,| < M. Posons N > 1 tel que 2o <

k+1> N. Alors :

{ Blawl < g <& si k> N,

£ sinon,
et de méme pour !|a;|, ce qui conclut par inégalité triangulaire. O

Théoréme 3.5.15 Supposons K localement compact et sa valeur absolue ultramétrique.
Alors || - || est une valeur absolue ultramétrique sur L.

Preuve 11 suffit de montrer que si M C L est une extension de K, si a,b € M, on a
[la + b]| < max(||all,]|b]]). Soit donc M C L une extension de dimension d sur K. Soit
(e1,...,eq) une K-base de M, soit || - ||oo la norme infinie subordonnée & la valeur absolue
de K pour cette base. Cette norme satisfait 'inégalité ultramétrique. On pose alors, pour
A endomorphisme de M,
Allop = sup || A®)]loc-
lylloo<1

On pose aussi, pour a € M, |alop = ||Pallop, 0t Py : b € M +—— ab. On vérifie que
[| - llop est une norme sur l'espace vectoriel des endomorphismes de M, ultramétrique et
sous-multiplicative (et | - |op aussi).

Soit I = [Ag; Bo] un segment de R** contenant 1 et un |u| > 1 pour un u € K. Alors,
comme |u|™I D [|u|™; |u|**!] pour tout n € Z,

U lu"1 =Rz

nez

Par conséquent, si z € M*, il existe t € K* tel que [tz|op € 1.

L’ensemble S = {z € M : |z|op € I} est un fermé borné de M de dimension finie, donc un
compact pour 1 topologie induite par |- |op. Comme z € E — det(P,) est continue (composé
d’une application linéaire entre espaces de dimension finie sur un corps localement compact
et du déterminant, qui est polynomial sur I’espace des endomorphismes de M donc continu),
{|det P,| | z € S} C R*™ est compact. Il existe donc une constante C; > 0 telle que :

V|zlop € I, C7' < |det(P.)] =|2]|% < Cy.
Soit z € M non nul, on dispose de t € K* tel que [t~!z|op, € I. Alors :
Or' <|det(Pp-1,)| = [t]|[z]| < Cu.

Donc, comme [t 2|o, € T, Ag < [t|7}2]op < Bo, d’ott By tz|op < [t| < Agt|2|op, pour les
constantes strictement positives A = Balcfl/d, B = AalCll/d,

A|Z‘0p <]zl £ B‘Z|op-

Finalement, on a montré que la « norme » || || est « équivalente » & la norme ultramétrique
d’opérateur sur M. C’est 'ingrédient clé pour montrer que || - || est ultramétrique : en effet,
on n’a plus qu’a « se débarrasser » des constantes dans cette inégalité, ce pourquoi on fait
la remarque suivante : de la multiplicativité de || - || s’ensuit que |z”|(ljp/,n = ]2]|.

Soient a,b € M, A = max(||a||,||b]]). On dispose d’une suite (ry) de limite nulle avec
|a¥op < (A+711)% et [bF|op < (A+74)F pour tout k. En utilisant la formule du binéme et la
propriété ultramétrique de | - |op, on en déduit que pour n > 1, il existe 0 < k,, < n tel que

knrg, + (0 —kp)ron—g,

(@t B4 < ab [rpn e i < 4+ - ,

par inégalité arithmético-géométrique et propriété de la suite r. Le membre droit tend vers
A d’apres le lemme 100, et le terme gauche tend vers ||a + b||, ce qui conclut. O
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On applique immédiatement ce théoreme a Q,, ce qui nous donne une valeur absolue
ultramétrique sur Q.

STRUCTURE DE CERTAINES EXTENSIONS PRIMITIVES DE Q,

Ce paragraphe sert d’étude préliminaire de certaines extensions de Q,,, qui seront intro-
duites de facon plus légitime dans la sous-section 4.3 pour montrer 'existence d’un reléve-
ment de Teichmiiller.

Définition Pour K un corps muni d’une valuation |- | ultramétrique, on définit son anneau
de valuation A == {z € K | |z| < 1}, et son grand idéal de valuation'® M = {z € K | |z| <

1}.
Lemme 3.5.101 Avec les notations de la définition, A est bien un anneau, et M est le seul
idéal maximal de A. Donc l'anneau quotient A/M est un corps.

Preuve Le 1 de K n’est pas dans M, donc M est strict. L’inégalité ultramétrique et la
multiplicativité des valeurs absolues assurent que M est bien un idéal de A.

Vérifions la maximalité de M : soit € A\ M, par multiplicativité de la valeur absolue
r71 € A donc, si on note I Iidéal de A engendré M U {z}, on a 1 = 271z € I. Finalement,
il vient I = A. D’ailleurs, la méme raison montre que tout idéal maximal I,,,, de A ne
contient aucun x de valeur absolue 1, donc est inclus dans M, d’ot I'unicité de M. O

Prenons désormais p premier, n € N*, o un générateur de F,.. Soit P son polynéme

minimal sur ¥, il est irréductible de degré n. Soit P un relévement quelconque de P dans
Z,[X] C Qp[X]. Soit § une racine de P.

Lemme 3.5.102 P est irréductible dans Q,[X], et proportionnel au polyndme minimal sur
Q, de S.

Preuve D’apreés le lemme 80, il suffit de prouver que P est irréductible dans Z,[X]. Suppo-
sons donc P = QR, Q, R dans Z,[X] de degrés g et r, avec 1 < ¢,r < n. Réduisons @, R en
@, R modulo p : comme P est de degré n et reléve dans Z, un polynéome unitaire de F,, de
degré n, son coefficient dominant est inversible, il en est donc de méme pour ceux de @ et R,
de sorte que leurs réductions modulo p sont @Q de degré ¢ et R de degré r, et on a P = QR
en réduisant dans F,,. Or, les deux facteurs sont non constants et P est irréductible, c’est
absurde. O

Proposition 3.5.103 Dans ce cas particulier, si on considére K = Q,(8), A/M ~Fpn.
Pour prouver ce résultat, on introduit plusieurs lemmes.
Lemme 3.5.104 On a |f], = 1.

Preuve P a tous ses coefficients de valeur absolue inférieure ou égale & 1,6 donc par la
version ultramétrique de la proposition 59, toutes les racines de P dans Q, sont de valeur
absolue plus petite que 1. Mais leur produit est de valeur absolue 1 (car P(0) # 0 dans F,,
car P irréductible, donc P(0) est inversible dans Z, donc est de valeur absolue 1). Donc
toutes les racines sont de valeur absolue 1, de sorte que |§], = 1. a

Définition On note maintenant, & bon droit, F,,([5]) le sous-corps de A/M engendré par
F, C A/M et par [3] € A/M (le lemme 104 assure que 3 € A). On peut aussi le voir comme
I'image du sous-anneau Z,(3) de K inclus dans A par la réduction modulo M.

Lemme 3.5.105 On a F,([8]) ~ Fpn.

Preuve On sait que [3] est une racine de P, or le polynéme P — P est & coefficients dans
pZ,, ensemble dont la réduction modulo M est nulle. Donc P([5]) = 0 mod M, et P est
irréductible de degré n sur F,,, d’ot F,([3]) =~ Fpn. O

Lemme 3.5.106 Soit R € Z,[X] de réduction dans F), non nulle de degré inférieur ou égal
an—1. Alors |R(B)|, = 1.

15. terminologie non standard
16. car P peut avoir des coefficients nuls, donc de relévement de valeur absolue strictement inférieure & 1
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Preuve L’inégalité ultramétrique donne |R(8)|, < 1.

Pour l'autre sens, on se propose de trouver U € Z,[X] tel que U(B)R(B) =1 : alors, en
passant cette égalité a la valeur absolue, on obtiendrait |R(8)|, > 1, ce qui conclut. Un bon
candidat est donné par I'identité de Bézout dans Q,[X] : on dispose en effet de U, V € Q,[X]
tels que

UR+VP=1,

ot P désigne toujours le polynéme minimal de 3, et U est choisi de degré strictement inférieur
an. SiU € Z,[X], c’est gagné. Sinon, soit par 'absurde o > 1 minimal tel que Uy := p*U
et V1 := p“V soient & coefficients dans Z,. En réduisant modulo pZ,[X] I'identité de Bézout
multipliée par p®, il vient :

U\R+ViP =0,

et comme P = P irréductible de degré n (avec les notations de début de paragraphe), il est
premier avec R qui est non nul de degré strictement inférieur, donc divise Uy, qui est de
degré strictement inférieur, donc nul. Finalement, V; P = 0, d’ott V; = 0, ce qui contredit la
minimalité de a.

On avait donc bien U € Z,[X], d’ol s’ensuit le résultat voulu. O

On peut maintenant démontrer la proposition 103.

Preuve 11 suffit, d’apreés le lemme 105, de prouver que A/M = F,([f]). Soit [z] € A/M.
On note z = Q(B) ot Q € Q,[X] de degré inférieur ou égal & n — 1. On veut montrer
'existence de R € Fp[X] tel que 2 — R(f) = 0 mod M. Remarquons tout d’abord que,
quitte & modifier le polynéme @ en enlevant les mondémes a;3* qui sont dans M, on peut
supposer que tous les coefficients non nuls de @) sont de valeur absolue supérieure ou égale
al.

En distinguant les coefficients de valeur absolue 1 (qui sont donc des éléments inversibles
de Z,, c’est-a-dire des sommes d’un élément de F,, et d’'un élément de pZ, C M), on peut
donc écrire Q = R+ p~ ™S, modulo M, pour R € F,[X], m € N minimal et S € Z,[X].
Par minimalité de m, si S € pZ,[X], m =0, donc Q € Z,[X] et x € F,([f]). Donc, d’apres
le lemme 106, |S(B)|, = 1 donc, si m > 0, d’apres égalité dans I'inégalité ultramétrique (e
le corollaire 83), |x|, = |Q(B8)|, = p™ donc = ¢ A, ce qui est absurde; si m =0, Q € Z,[X]
donc [z] € Fp([8]). O

Restons dans ce cas particulier pour K. Non seulement on connait bien la structure du
corps résiduel A/M (qu'on identifie dorénavant systématiquement & F,»), mais la propo-
sition et le corollaire suivants nous montre que la structure de M ne fait guére plus de
mystere :

Proposition 3.5.107 Soit x € K*. Il existe k € Z tel que |z|, = p*.

Preuve Soit (e1,...,e,) la famille (1,...,4" ). On a modulo M : ([e1], ..., [e,]) base de
A/M sur F,, d’apreés ce qui précede. En outre, comme P est irréductible d’apres le lemme
80, c’est le polynome minimal de 5 sur Q, et donc la famille (eq,...,e,) est libre sur Q,.

Comme Q,(3) est de degré n sur Q,, x s’écrit donc comme combinaison linéaire & coefficients
dans Q, des (e;) : © = > Aje;. Or tous les e; sont de valeur absolue 1 d’aprés le lemme 104.
Donc quitte & factoriser par une puissance entiere de p, on peut supposer que chaque \; est
de valeur absolue au plus 1 (donc est entier p-adique) et que 1 est atteint.

Soit alors F(X) = Y27 ' \;X? € Z,[X]. On a donc = F(), et la réduction modulo p
de F' est non nulle. D’apres le lemme 106, |z|, = |F(5)|, = 1, ce qui conclut. O

Corollaire 3.5.108 On a M = pA.

Preuve 11 suffit de montrer que si x € M, x € pA. Soit x € M. D’apres la proposition
précédente, |z|, < p~'. Donc zp~! € A. O

Remarque 3.5.27 En conclusion, dans ce paragraphe, (en gardant toujours les mémes
notations), on a identifié F» a A/pA.
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3.6 Le corps C,

Définition On se place maintenant dans le cas K = Q,. Comme on I’a fait dans la derniere
partie de la sous-section précédente, on note Qiz, une cloture algébrique de Q,, que I’on munit
de la valeur absolue donnée par le théoreme 15, puis on définit C,, le complété de CTP. Ainsi,
d’apres le théoreme 8, C,, est un corps complet et algébriquement clos contenant Q,,.

Remarque 3.6.28 Le corps C, est de caractéristique nulle. On peut donc tout a fait
étudier des séries formelles & coefficients dans C,.

3.7 Lemme de préparation de Weierstrass

Définition Une fonction f: C, — C, est dite enticre si elle s’écrit :

T)=> aT’
i>0
1/n
avec a; € C, et |a,|,, — 0.
n—oo

Remarquons qu’en effet, la série définissant f converge alors normalement sur tout borné
de C, (exactement comme dans le cas complexe). Démontrons d’abord un résultat de
construction de zéros localisés d’une fonction entiére sur C,.

Proposition 3.7.109 Soit f(T) = 1+a1T+asT? ... une fonction entiére sur C,. Supposons
que |am|,1g/m > 1/R pour desm > 1, R > 0. Alors f posséde un zéro z € C, avec |z|, < R.

Preuve On considére d’abord le polynéme f,(T) =14+ a1T + ...+ a,T™, pour n > 0 fixé.
Puisque C,, est algébriquement clos, f,, a une décomposition

fn(T) = (1 - Bn,lT) cee (1 - Bn,nT)>

pour des Bn1,---,Bnn € Cp. Soient n > k > 0. Alors (—1)¥ay, est le k-ieme polynome
symétrique en les 3, ;, de sorte que :

1/k
1/k
_1\k . 1/k
(lrgag |5n2|p> >Xrél|[a1><]l Hﬁm > (=% > Hﬂn,z = |al,
XC[L;n]ieX
|X|=k ,

De |am|p > 1/R™, il découle donc qu’au moins un ¢ vérifie |3, ;|, > 1/R, pour tout n > m.
Ainsi l'ensemble J,, = {i € [1,n] | |Bn.ilp = 1/R} est non vide pour tout n > m; soit C,, > 1
son cardinal.

Majorons uniformément C,,. On remarque que si n > k > 1, si R’ > 0, et si, parmi
les B,,.;, exactement k sont de valeur absolue supérieure a 1/R’, alors leur produit 7 est de
valeur absolue strictement plus grande que tout autre produit de k facteurs 3, ; (avec des
indices ¢ distincts), de sorte que |(—1)*ay — |, < |7|,, donc

|ak|p = |((_1)kak —m)+ 7T|p = |7"|p > 1/R/k-

Puisque |a,,[5/™ — 0, on obtient que pour tout B’ > 0, il existe N > 0 tel que Cp (R') < Np/
pour tout n.
On obtient également que, si |8y, > B, alors il existe un k tel que |a;.c|,17/]c > B.

1 .
Notamment, avec B = 1 + sup \an\p/n, on a, pour tous n, 4, |Bn.ilp < B.
n>1

Soient n’ > n > 1, soit ¢ € [1;n] tel que |By.ilp > 1/R. On a f,(1/8,:) =0, d’ou :

fn’ (63;,;) - Z akﬁﬁ,iv donc fn’ <ﬁ1];71>

k=n-+1
45
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Soit My > Npg tel que pour tout k& > My, |ak|117/kB <1.Soitn’ >n> My Ona:

1
fﬁ/(ﬂnj)

’

Pour i € J,, j € [1, 7]\ Ju, Bﬂ” 2 est donc de valeur absolue strictement inférieure & 1,

n,i

< Bsuplag|,/*.
p k>n

d’ou |1 — ﬁﬁ”# = 1. Des lors,
i |y
1/C’7l/
min (|6n,i = Burlp) < | T 1B = Burily
I n GET
I/Cn/
<B|[] (1—ﬁ""j)
. ﬂnd
JE€J 1
P
1 1/Cn/
S-B fn/ D
ﬁnJ p

1/C,/
T

k>n P
1/Nr
< B’ (Sup Iakl,l/k>
k>n

On dispose par ailleurs d’une suite strictement croissante (Q,,) tendant vers +oo et mino-

’ . N . . . ,
rée par M telle que si g > @, \aq|1/‘1 < (2n132) . Construisons la suite (i,,) par récurrence

telle que ig € Jg, et pour tout n € N, i, 41 € Jg, ., minimise |5q,, i, — BQ,.1,ini. |- D’apres
le calcul précédent, on a, pour n € N, |80, ,1.ins1 — Ban.in| < 3+, de sorte que (Bg,, i, )n est
de Cauchy, donc converge vers un z € C,,.

Pour chaque n, par construction, |8q, i,|,' < R, donc z € Cj et |z7!|, < R. D’autre

part, pour n € N, q > Qn,

fq ([3@1 v ) ’ < 27" (toujours d’apres le calcul précédent), donc,
nHtn p

en faisant tendre ¢ vers +oo, puis n vers +o0, on obtient f(z71) = 0. (]

On peut maintenant prouver une premiere forme du théoréme de préparation de Weiers-
trass, qu’on pourrait qualifier de forme exponentielle du résultat.

Proposition 3.7.110 Soit f(T) =1+ 3,5, a,I™ une fonction enticre sur Cy, et soit
R > 0. Alors il existe B1,...,8q4 € Cp tels que lon ait f(T) = g(T) H?zl(l — BT, oi la
fonction g(T) =1+ > b,T" est entiére et telle que |by|, < R™™ pour tout entier n.
Preuve Posons ag = 1. Comme f est entiere, on dispose d’un entier m minimal tel que
R™|am|p > R"|ay|, pour tout n € N. On procede alors par récurrence sur m.

Le résultat est immédiat lorsque m = 0. Supposons donc m > 1 et supposons le résultat
prouvé pour tout k < m. On a alors R™|a,|, > 1 (sans égalité par minimalité de m), donc
| |/ > 4 pour un R’ < R. Par la proposition précédente, il existe donc z € C,, avec
|z2| < R < R, et f(z) =0, en particulier z # 0. On peut donc écrire f(T) = (1 — L) n(T),
ou h(T) =143, 56T bop=1,b, =27" S h_oarz”®. Puisque f(z) =0, on a également,
avec convergence, b, = — >, o 2Fagin.

Reste & montrer que cette premiére factorisation nous a permis d’avancer dans le pro-
bleme : essayons d’encadrer les coefficients de h(T"). Soient alors k > 1, n > 0. On

|Zkak+n|p < ‘Z|]1§|am|pRm_k_n < |Zam|pRm_n_1v
on a en sommant |b,|, < |2am |, R "1 Or |zam|p = [bm-1]p : en effet, si k > 2,

|Zkak+mfl‘p < ‘Z|I;|am|pR1_k < |Z|;2)R_1|am|p < |2mlp,
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donc il y a bien égalité dans I'inégalité ultramétrique quand on somme pour retrouver b,, 1,
d’apres la proposition 83. Finalement, si n > 0,

R"[bulp < ™ |bm—1lp,

ce qui conclut par hypothése de récurrence. O

COEFFICIENTS DU LOGARITHME ET THEOREME DE PREPARATION DE WEIERS-
TRASS

Définition Posons, pour tout n > 1,

(=1)F!
L,,(Xl,...,Xn):ZT > sz

k=1 P1,..., D ENT i=1
p1t+...+pPr=n

la somme étant finie et définissant un polynéme rationnel en n variables.
De simples calculs aboutissent & la proposition et au lemme suivants :
Proposition 3.7.111 Soient K un corps de caractéristique nulle, (an)n>1 € KN alors

log | 1+ ZanX" = ZLn(al,...,an)X”.

n>1 n>1

Lemme 3.7.112 Soient K un corps de caractéristique nulle muni d’une valeur absolue |- |
ultramétrique, (a,) € KN, r > 0. Supposons que pour tout n > 1, |a,| < r™. Alors pour
tout n > 1, |Ly(a1,...,a,)] < 7" sup |4].

1<k<n

Théoréme 3.7.16 Soit (an)n>1 une suite & valeurs dans C, telle que la série formelle

an
ex —X"
Pl
n>1
définisse une fonction entiére sur Cp,. Soit A > 0. Il existe B1,...,Bm € C, tels que pour

tout n,
m

an + Z/Bln

<pAn

p

L <p". 1T Soit R=p 4, ot A = A+ 1.

D’apres la proposition 110, on dispose de 1, ..., fm € Cp, et d'une série formelle g(X) =
S b, X™ & coefficients dans C,, avec |b,|, < p~4™ et by = 1 tels que :

exp Z %X" H 1-8:X)g9(X).
=1

n>1

Passons au logarithme : si ¢,, = Ly, (b1,...,by), on a |c,|p < pp~ A" = p=An et on a :
a B
et = Sttt 5 st = 30 - 355,
n>1 n>1 i=1 n
m
donc finalement, pour tout n > 1, |a, + Zﬁf = |nlylenl, < p~4", ce quon voulait
=1 p
établlr |:|

17. c’est extrémement brutal, mais cela importe peu
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4 Rationalité de la fonction zéta

Dans toute cette section, on pose ¢ une puissance d’'un nombre premier p, r un entier
supérieur ou égal a 1, I C Fy[Xy,..., X,] un idéal. On note :

N, =[{z € Fi. |VP €1, P(x) = 0}|.

Soit (; la fonction zéta associée a I.

4.1 Un plan d’attaque

On se propose ici de montrer le :

Théoréme 4.1.17 [l existe deux ensembles da multiplicité disjoints d’entiers algébriques
(ai)ieqng et (Bj)jen, i tels que pour tout n € N* :

Na= 3 8- Y el

1<5<k’ 1<i<k

Montrons que ce théoréme équivaut a la premiere conjecture de Weil.
s . . . 1—a; X
Preuve Si la premiére conjecture de Weil est vraie, (;(X) = [Jazeix)

[Ta-8;x)

entiers algébriques. On peut supposer «; # 3; pour tous 4, j. On a donc :

, pour oy, 3; des

> N, X" =X -DL(((X))

n>1
OéiX ﬂX
2 Toax +zj: e

> Zﬁ;’—Za? X
J )

n>1

en développant les séries géométriques et en échangeant les sommes.
Réciproquement, si le théoreme est vrai, on pose :

I] @ -ax)

- 1<i<k

GX) ===
1) [T a-5x)

1<) <k/

Les mémes calculs établissent que DL((;(X)) = DL(;(X)). Dot ¢1(X) = A (X), dot,
comme (7(0) = ¢;(0) = 1, {;(X) = ¢;(X). Dés lors, (1 est une fraction rationnelle a poles
et zéros entiers algébriques, et a coefficients entiers d’apres la remarque 15. O

Pour montrer le théoréme, on s’appuie sur les deux propositions suivantes :
Proposition 4.1.113 I existe C, A > 0 telles que :

VneN  |Nyloo < Cg™,

0l | - |oo est la valeur absolue archimédienne sur Q.

Proposition 4.1.114 Soit p la caractéristique de F,. Pour tout A > 0, il existe aq, ..., oy
et Bi,..., P € Cp tels que :

VneN N, — Z ﬁj—i—Zai Sq_An.

1<5<k’ 1<i<k
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La proposition 113 donne un controle évident '® de la valeur absolue archimédienne de
N,,. Conjointement, la proposition 114 contrdle la valeur absolue p-adique de INV,,. Toutefois,
elle est plus difficile & montrer. Elle repose sur deux arguments importants de nature tres
différentes, a savoir la proposition 115 infra et le théoreme 16 établi précédemment.
Proposition 4.1.115 [l existe k € N*, et pour tout i € [1,k], \; € Z,(N?),, € CPN* telles
que N, = Z )\iNfL pour tout n € N*, et pour tout 1,

1<i<k

. N?
(G(X):=exp | Y X"

n
n>1

est entiere dans C,.

Cette proposition permet de décomposer la fonction {; en produit de fonctions entieres
de C,. Or, le théoreme de préparation de Weierstrass établit I’analogue de la proposition
114 pour chaque terme de la décomposition séparément. Par inégalité ultramétrique (et le
fait que si n € Z, |n|, < 1), ces deux résultats impliquent directement la proposition 114.

Des lors, voici notre plan d’attaque pour prouver la rationalité de la fonction zéta : d’une
part, le fait que les propositions 113 et 114 impliquent le théoréme est établi dans la sous-
section 4.2, et d’autre part, la proposition 115 est démontrée dans la sous-section 4.5, a
I’aide d’outils présentés dans les sous-sections 4.3 et 4.4.

4.2 Lien entre majorations de |N,|«,|N,|, et rationalité de la fonc-
tion zéta
L’intérét d’étudier a la fois la valeur absolue archimédienne et la valeur absolue p-adique
de N,, pour un certain p est donné par le lemme suivant.
Lemme 4.2.116 Soit p un nombre premier, n € Z*. On a |n|w - |n|p, > 1.
Preuve Pour n = 1, c’est bon. Sinon, on voit en décomposant |n| en produit de facteurs
premiers que |n|s - 1], = |n[p~r™ > 1. O
Dorénavant, p désigne la caractéristique de Fy, et on admet les propositions 113 et 114.
On voudrait appliquer judicieusement le lemme; or les propositions sus-citées et le critere
de rationalité du théoreme 17 font intervenir des éléments de C, qui n’ont aucune raison

d’étre des entiers. Pour commencer, on se propose donc d’énoncer un nouveau critere de
rationalité, dans Q.

UN NOUVEL ESPOIR On a le résultat suivant :
Proposition 4.2.117 Soit (c,) € QN. S’équivalent :

(1) la série > c, X™ est une fraction rationnelle ;

(id) il eviste m € N et (a;)ic[o,m] € Q™! (non nul) tels que pour tout n assez grand,

E aiCpti = 0;

0<i<m
(#it) il existe m € N tel que, pour tout n assez grand, det(cn+i+j)ogi’j§m =0.

Preuve On a clairement (i) < (ii) = (4i¢). Montrons (iii) = (i7). Pour n,m € N, notons
M, m la matrice (Cptitj)o<i,j<m-

18. prendre A =r.
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Observons que les m dernieres colonnes de M, ,, sont exactement les m premieres de
My +1.m, que la sous-matrice m X m « en haut a gauche » dans M, ,, est M, ,,—1, et que la
sous-matrice m X m « en haut a droite » dans M,, , est M, 41 m—1.

Notons (Cﬁ,m)ogigm les colonnes de My, ,,,. Soit m € N minimal tel que det(M,, ) =0
pour n assez grand. Si m = 0, c’est fini. Supposons m # 0.

Supposons qu’on dispose d’un entier N tel que det(M, ) = 0 pour tout n > N, et
det(My m—1) = 0. Alors det(M,, m—1) = 0 pour tout n > N : montrons-le par récurrence.
Soit n vérifiant la propriété, c’est-a-dire tel que det(Mp ) = 0sip > n et det(My m—1) =0,
et montrons que det(M41,m—1) = 0.

On dispose de (Ai)ic[o,m], (#4i)ic[o,m—1] tous deux non nuls tels que :

m m—1
Z )‘icjz,m =0et Z ,uiCjL,m71 =0.
=0 =0

Si Ag = 0, il suffit d’enlever la derniére ligne de la premiére combinaison linéaire pour obtenir
une dépendance non triviale entre les colonnes de M,y y,—1. De méme si 1o = 0. Supposons

K3
Ao et f1o non nuls. Comme pour tout ¢ € [0,m — 1], Cf, . = ( Cnm—1 ) ,ona (%) :
’ Cn+m+i
m—1
0 - 1 Cyy
MOCn,m = ; trmmel
HoCn+m
0
m—1
=2 —niChm+ |
i=1 0
B

m—1
ou = E HiCntm+i-
i=0

La multilinéarité du déterminant par rapport aux colonnes, ainsi que son caracteére al-
terné, donnent :

0=podet(Mym) =det | = Chm -+ Ol | = (—1)™Bdet(Mpy1m_1).
0

B

Donc si f # 0, det(My41,m-1) = 0 et si § = 0, il suffit d’enlever la premiére ligne de
la combinaison linéaire (x) pour trouver une dépendance non triviale entre les colonnes
de My41,m—1 (c’est en effet la matrice m x m « en bas & gauche » dans M, ,,). Ainsi,
det My 41,m—1 = 0 et la récurrence se propage bien.

Cela contredit la minimalité de m. Donc, contrairement a ce qu’on avait supposé, on
dispose de N tel que pour tout n > N, det(M,, ,—1) # 0. Ainsi pour tout n > N, rg M,, ,, =
m. L’espace engendré par ses m premieres colonnes est donc de dimension m, c’est le méme
que l’espace engendré par ses m derniéres colonnes (ces deux sous-matrices possédant un
mineur d’ordre m non nul) : par une récurrence immédiate, c’est donc un hyperplan de
Q™*! qui ne dépend pas de n. Cet hyperplan s’écrit :

{(Zo, . ,I’m,) S Qerl | agZo + ...+ ATy, = (]}7

d’ou (i7) avec ces mémes (a;). O
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RATIONALITE DE DL(({) Ce critere, conjugué avec les propositions 113 et 114 permet de
montrer la rationalité de la série formelle > N, X™.

En effet, soit A tel que Vn € N, |N,|oo < ¢*". Alors, avec les notations de la preuve pré-
cédente (c’est la suite N qui joue le role de c¢), | det(M,, m)\oo < (m+1)! gArmAD+m(m+1)/2)
pour tous n,m € N.

D’autre part, on dispose de aq,...,ax, B1,..., B tels que pour tout n,

M-S+ Yat| <
7 7

Donc :

nm_ZBnm ZA;,m_FEnm

avec A, = (@™ ockm, B, = (B;L+k)0§k§m et E, , une matrice d’erreur dont tous
les coefficients sont de valeur absolue p-adique inférieure & ¢~ (AtD7 . Par multilinéarité du
déterminant par rapport aux colonnes, il vient, et en remarquant que deux colonnes de la

A . Z 'L . .7 .
méme matrice A}, ., ou By, , sont toujours liées :

[det(Mpm)lp=| > > det(Mp,)

I1C[o,m] o:I—[1,k+k']
|I|<k+k"  injective »

ot M5, est la matrice dont la i-iéme colonne

la i-iéme colonne de —AZ% siieleto(i) <k,
est { la i-itme colonne de B " siie I et o(i) > k,
la i-iéme colonne de E,, ,, sinon,

ou I correspond aux rangs des colonnes qui seront des colonnes

de matrices AZ . ou B! o choisit dans quelle matrice

n,m’

on pioche ces colonnes, son injectivité résulte de la remarque,

< max det(M,
= om) | ( I,U)|p
[T|<k+E'
oI —[1,k+k']
injective
Or, soient I C [0;m] avec |I| < k + K, puis o : I — [1;k + k'] injective. On a par
inégalité ultramétrique :

‘det(MI o)‘ fegll[a(‘)xm 11;[‘ z ,f (@)

Soit donc f € &([0;m]), on a, pour C' =1 4 max (max|ai|p, max|6j|p>,
i J

HHMIO']Zf(Z <H‘Mlozf(z‘pH|Mlozfz)|p
i=0 i¢l il
< H q—(A+1)n H ontit ()
il iel

< Cn|[\+2\[\mq7(A+l)n(m+lf\ID

< C(n+2m)(k+k’)q—(A+1)n(m+1—k—k')
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Ainsi,

. (n+2m)(k+k") 1, An(m+1)+m(m+1)/2]—(A+1)n(m+1—k—Fk")
| det(My,m)|oo-| det(My m)lp, < C (m+1)lq .

Figeons m > 1 assez grand pour que (A+1)(m+1—k—k') > A(m+1)+(k+k)log,(C).
Soit § = CkTF g=(A+D(mA1-k=k) (A(m+1) < 1 op a

| det(Mym)|oo - | det(Mi, )], < C2FHD (4 1)1 g (mH+D/257 <

si n est assez grand, donc pour n assez grand, par le lemme 116, det(1,, ,,) = 0.
D’aprés la proposition 117, la série formelle > N, X™ est donc rationnelle.

RAFFINEMENTS POUR LA RATIONALITE DE (

L’argument développé supra ne suffit pas & conclure immédiatement car % rationnelle
n’implique pas ¢ rationnelle. Plus que la rationalité de DL((), il faut donc en retenir le fait
qu’il existe (a;)o<i<m € Z™ 1! tels que

m
Z aiNn-‘ri =0
=0

pour tout n assez grand. On peut supposer a,, # 0 et noter 7 € Z[X]| un polynéme carac-
téristique associé a cette relation de récurrence.

Lemme 4.2.118 Soient r > 0, K un corps muni d’une valeur absolue ||, ¢1,...,cq € K,
U, ..., uqg € K. Supposons que les u; soient deux a deux distincts et que

d
E cruy
k=1

Alors, pour tout 1 <1i <d, sic; #0, alors |u;| <.

= 06"

n—-+o0o

Preuve On raisonne par l'absurde. Quitte a enlever les termes c;ul, quand |u;| < r ou
¢; = 0, on peut supposer que pour tout i, |u;| > r et ¢; # 0. On suppose également que d
est le plus petit entier pour lequel le résultat est invalidé. Clairement, on ne peut pas avoir
d =1, donc d > 2. On a alors

- n-sroe )

Z ek (up — ug)uy

=1

d—1
k

d d
E ckuZH — Ug E cruy
k=1 k=1

par inégalité triangulaire. Or, les u;, 1 < i < d sont deux a deux distincts, de module minoré
strictement par r, et on a, pour chaque 1 < i < d, ¢;(u; — ug) # 0, ce qui contredit la
minimalité de d, ce qui acheéve la preuve. O

Corollaire 4.2.119 Soient ay,...,aq € Cy, deur d deuz distincts, ny,...nqg € Z\ {0} et
A > 0 tels que pour chaque i, |a;|, > ¢4, et

d
N, — E n;a;
i=1

Soit A" > A. Soient 1,...,58, € Cy, deur a deur distincts, my,...,m, € Z\ {0} tels que
A/

< q—An.

Vn > 1,

p

pour chaque i, |B;|, > ¢, et

<qg A

Vn > 1,

g
i=1

p
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Alors il existe une bijection f : [1;d] — {j € [L;9] | |Bjl, > ¢}, telle que a; = By et
ni =M.

Preuve 1 suffit d’observer que par inégalité ultramétrique,

Vn > 1, Zm ij <q A

et d’appliquer le lemme. O

Proposition 4.2.120 Soient ay,...,aq € Cy, deuz a deur distincts, ny,...nqg € Z '\ {0}
et A >0 tels que pour chaque i, ||, > q~4, et

d
N, — E n;og

i=1

Vn > 1, < q_A".

Alors m(a;) = 0 pour tout i.

Preuve Notons 7(X) = Z;n:O a;X7. Alors, pour tout n assez grand,

d m
ol (ay) ZZ ”+J Zaj n+j Og;ag{ laj|pq —A(n+j) _ O(q_A").
P 1=1 j5=0 7=0 »

D’aprés le lemme 118, comme |o;|, > ¢~# pour tout i, on en déduit que pour tout i,
n;m(e;) = 0, donc 7(a;) = 0. O

Corollaire 4.2.121 Notons 7 = Y i~ a; X" € Z[X] un polynome caractérisant la relation
de récurrence satisfaite par (N,). Notons ai,...a, ses racines non nulles dans C,. Pour
tout A > 0, il existe (n;(A)) € Z* tel que

a
Vn > 1, anZm(Aa gq*A”
i=1 p
Preuve Découle immédiatement de ce qui précede et de la proposition 114. O

Corollaire 4.2.122 Soient 0 < A < A’. Supposons que pour tout i, |a;|, > q~4. Alors

ni(A) = n;(A") pour chaque i.

Preuve Découle du corollaire 119. (I
Ainsi, en admettant la proposition 115, on établit la premiere conjecture de Weil :

Théoréme 4.2.18 (; est rationnelle.

Preuve Ce qui précede immédiatement permet d’assurer qu'’il existe ny,...,n, € Z tels que
pour tout A > 0 assez grand, pour tout n € N*,

a
N,, — g niog
i=1 »

En faisant tendre A vers 4+oo, on en déduit que

S q—An-

VYn>1, N, = inia?,

i=1

ce qui conclut d’apres le premier résultat de la section. O
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4.3 Relévement de Teichmiiller

Dans tout cette sous-section, on se donne p premier et x un caractere de F;, dans Cj,.
Définition On note F,, la cloture algébrique de F,,.

Remarque 4.3.29 C’est la « réunion » des Fyn, recollés par les morphismes d’inclusion
qu’on a exhibé lors de I’étude des corps finis dans la proposition 5. Attention, F), est notam-
ment plus compliquée qu’une simple limite projective.

Définition Pour tout n € N*, on note p,, le groupe des n-racines de I'unité dans C,.

Définition Par ailleurs, on se munit dorénavant et jusqu’a la fin de la section de la notation
vectorielle des opérations : si F, F' sont des ensembles, f : E — F' une application, d € N,
x=(x1,...,74) € B4 on note f(x) = (f(z1),..., f(za)) € FL

On se propose d’établir le théoréme suivant, qui est central pour montrer la formule des
traces dans la sous-section 4.4, et partant pour prouver ’existence d’une décomposition de
la fonction zéta dans la sous-section 4.5.

Théoréme 4.3.19 [l existe une application T : F7p* — Cj,, appelée morphisme relevant de
Teichmiiller, avec les propriétés suivantes :

— Uapplication T est un morphisme (multiplicatif) et pour tout n € N*, sa restriction sur

Fpn co-restreinte a ppn_1 est un isomorphisme,

— il existe une série formelle

o0
O(X) =) arXx*
0
avec |ag|p < p~K/P=1 pour tout k € N, telle que, pour tout n € N* et tout = € Fpn :

x o tro(z) = O(7(2))O(7(x)") - -- O(r ()" ).

Remarque 4.3.30 Clairement, si on tel 7 existe, il n’est pas unique : tous les 77" sont
aussi des morphismes relevant de Teichmiiller.

Preuve La preuve se déroule en trois étapes : on commence par définir, pour n € N* fixé,
un isomorphisme 7, : F. — ppn 1. On vérifie ensuite la compatibilité des 7,,, et on définit
donc immédiatement leur recollement 7. Enfin, on définit la série formelle ©, et on majore
la valuation p-adique de ses coefficients comme dans 1’énoncé.

Premieére étape : Construction de 7,

Soit a € F. un générateur. Soit P unitaire de degré n son polynéme minimal sur F,
et P un relévement de P dans Z,[X]. Soit 3 une racine de P, d’aprés la remarque 27, si on
note A anneau de valuation de Q,(8), on a un isomorphisme ¢,, de F,» dans A/pA.

Soit v € F., on a 4P" =1 = 1. En appliquant le lemme de Hensel, alias le lemme 81, au
polynéme X?"~1 —1 de A[X] avec la racine ¢, (7y), on peut trouver un unique relévement
7.(7) € Qu(B) de tn(7) tel que 7,(7)P" ' = 1, ie 7,,(y) € ppn_1 C A. Par construction,
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T, est injective, et par égalité des cardinaux, 7, est une bijection de Fj. dans pp»_;. La
bijection réciproque est une restriction de la projection A — A/pA, composée avec ¢, 1, c’est
un morphisme de groupes. Donc 7, est également un morphisme de groupes.

Deuzieme étape : Construction de T par recollement des T,
On procede en deux temps, avec le méme principe que dans la preuve de la proposition
55 :

Lemme 4.3.123 Sid,n € N* tels que d | n. Si 7q est un isomorphisme de F;d dans piya_q,
il existe un isomorphisme de ¥}, dans piyn—1, noté 7,, qui prolonge 7.

Preuve Soit 7, le morphisme qu’on vient de définir, il vérifie la condition d’isomorphisme

et il envoie donc l'ensemble des éléments d’ordre multiplicatif divisant p? — 1 de F;d sur le

méme ensemble dans pi,n_1, c’est-a-dire que 7, induit un isomorphisme de F;d SUT flpd_1.
Soit o un générateur de F,. Posons 8 = 7,(a), c’est un générateur de p,a_q, on a

donc {B*¥ | 1 < k < p? — 1 premier avec p? — 1} égal (pour des raisons d’inclusion et de
cardinal) a I’ensemble des générateurs de ji,0_;. Soit finalement % premier avec p? —1 tel
que B¥ = 74(a). Comme on I'a déja vu dans la preuve du lemme 54, on dispose de t € Z tel

k+t(p?—1 .
rEHt =D ot cela convient. O

que k + t(p? — 1) soit premier avec p” — 1. On pose 7;, =
On pose donc & bon droit 7 lapplication de F, dans C,, obtenue par prolongements

successifs des morphismes (74). 19

Lemme 4.3.124 Cette application T est un morphisme et pour tout n € N, elle induit une

bijection de ¥, dans pipm_1.

Preuve Soit n € N. On a d € N tel que n | d!. On sait que 7 induit une bijection de F;d!
dans p,e_; par définition, donc dans ces groupes les ensembles des éléments d’ordre p™ — 1
sont envoyés I'un sur I'autre, donc 7 induit bien une bijection de F, dans ji,n 1. O

Intermezzo : Une propriété utile de T

Avant de définir ©, attardons-nous sur un point de théorie de Galois qui resservira par
la suite. Soit x € Fp*, et n € N* minimal tel que € F.. On connait bien les conjugués
de Galois de x sur F); mais qu’en est-il des conjugués de Galois de 7(x) sur Q7

n—1

Lemme 4.3.125 Les conjugués de Galois de T(x) sur Q, sont les 7(x)?, ..., 7(x)?

Preuwve Ecrivons un peu mieux dans quels corps et avec quelles extensions nous travaillons.
Reprenons pour ce faire les notations de la section 3.5 : soit P le polynéme minimal de x.
Or, = engendrant Fp» en tant que corps, P est de degré n. On releve P en un P de Z,[X].
Soit 3 une racine de P dans Q,, posons K = Q,(/3), A son anneau de valuation. On a en
pratique x € A/pA et 7(x) € A, et les divers objets qui leur sont reliés vivent essentiellement
dans les corps et anneaux représentés sur le diagramme commutatif 2.

Soit @ € Q,[X] le polynéme minimal de 7(x) € Q,(8) sur Q,, alors @ est de degré au
plus n. Comme 7(x) est un élément de pyn 1, Q divise XP"~! — 1 donc toutes ses racines
sont de valeur absolue 1. Les coefficients de () sont donnés, au signe pres, par les polynémes
symétriques élémentaires en les racines, donc par inégalité ultramétrique, ils sont de valeur
absolue inférieure ou égale a 1. Ainsi, ) est a coefficients dans Z,. De plus, sa réduction
modulo p est unitaire et annule z, donc est divisible par P, mais est de degré inférieur
au degré de P (regarder dans le diagramme commutatif 2, ot les fleches verticales et les
fleches qui vont vers la gauche sont bien toutes des morphismes d’anneau). Comme les deux
polyndémes sont unitaires, P est la réduction modulo p de @Q et Q est de degré n.

Or, toujours comme Q divise X?"~! —1, les conjugués de Galois de 7(x) sont de la forme
7(y) pour y € Fy.. Soit y tel que 7(y) soit effectivement un conjugué de Galois de 7(z). On
a, en réduisant dans notre diagramme, P(y) = 0. Donc y est un conjugué de Galois de z,
d’ott y = 2P pour un m € [0,n — 1].

19. en toute rigueur, il s’agit plutét de la suite définie par récurrence dont le premier terme est 71 et le
(d 4 1)-iéme terme est le prolongement du d-iéme terme de F;(d+1)! dans (1)t _q -
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Or Q est de degré n et irréductible dans Q, donc & racines simples (voir la premiére
partie de la preuve de 14, qui se simplifi car on est en caractéristique nulle), donc cette
condition nécessaire est suffisante, et les conjugués de Galois de 7(x) sont exactement les
7(zP") pour m € [0;n — 1]. O

Troisieme étape : Définition de ©
On pose® XA = x(1) =1 € C, et O(T) = F(T,\), on F(T,Y) est la série formelle en
deux variables définie par :

FII,Y)=(1+Y) H (1+y? )T =17/

On vérifie tout d’abord un certain nombre de propriétés de bonne définition.
Lemme 4.3.126 F(T.Y) est effectivement bien définie en tant que série formelle.
Preuve D’apres la définition de I’exponentiation dans le paragraphe « Séries formelles en

A N N
plusieurs variables » de la section 1.3, (1 + Y)T et chaque terme (1 4 Y?')(T" =T /¥’
sont bien définis comme séries formelles de plusieurs variables. On remarque par ailleurs
que, pour j € N*, tous les mondmes de la série entiere (1 + Y? )(Tp —T7 N/ 1 ont un
degré en 'indéterminée Y supérieur ou égal & p7.

Soit (y,t) € N%. On pose ay,, le coefficient devant 7"V dans la série formelle

[log, (¥)] R
@+ I a+y)r T
j=1

-

D

On définit ainsi une nouvelle série formelle > a; , 7YY, et on vérifie formellement qu’il s’agit
bien de F. 0

Dorénavant, on note effectivement F(T,Y) = > a;, T'YY.
Lemme 4.3.127 Soitt € C,. F(t,Y) est bien définie en tant que série formelle en Y.

Preuve Chaque terme du produit est bien défini d’apres le paragraphe « Exponentiation
d’une série formelle » de la sous-section 1.3. On vérifie que la distance (au sens de la sous-
section 1.3) de chaque facteur a 1 tend vers 0. On conclut a l’aide de la section 3.4 |

Lemme 4.3.128 Soit y € C,. F(T,y) est bien définie en tant que série formelle en T, et
pour tout n € N, son coefficient t,, devant T™ vérifie |t, |, < p /(=)

Preuve Un changement d’un indice dans la définition de F' permet d’établir que :

1+y»)T

F(T?Y?) = F(LY Y

D’autre part, il existe G € Z,[Y] tel que 1 +Y? = pYG(Y) + (1 +Y)?, de sorte que, comme
(14+7Y)~P définit une série formelle & coefficients dans Z,, on pose H(Y) =G(Y)(1+Y)~?
série formelle & coefficients dans Z,, telle que :

F(TP,YP)Y = F(T,Y)P(1+ pYH(Y)),

donc, en développant, il existe S(T',Y") série formelle & coefficients dans Z,, telle que S(0,0) =
Oet:
F(T?,Y?)? = F(T,Y)?(1 + pS(T,Y)).

20. un peu miraculeusement, il est vrai. ..
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En effet,

L+pYHY)) =1+ B YHY)VT(T+1)- (T +i-1).
S ENIG
€Z, d’apres

la formule
de Legendre

Notons S(T,Y) =3 s, T'YY. On a, pour tout (a,b) € N?, I'équation suivante :

]l(p | aetp | b)aa/Pyb/P = E Aty yy - Oy, TP E Qg1+ -+ Aty Stry' -
ti+...+tp=a ti+...+tp+t'=a
yit...+yp=b yi+-.+yp+y'=b

Montrons par récurrence (pour l'ordre lexicographique sur les couples d’indices) que les
coefficients aqp sont tous dans Z,,.

Si a ou b n’est pas divisible par p, alors, comme ago = 1, a4 apparait exactement p
fois dans le membre de droite et tous les autre termes apparaissent un nombre multiple de p
fois (c’est clair pour la deuxiéme somme : pour les termes de la premiére somme, on voit en
permutant les indices de sommation sous l'action de Z/pZ qu’un produit donné apparait p
fois, sauf si tous les indices sont égaux : (¢;,y;) = (t;,y,) pour tous 4, j, ie (¢;,y;) = (a/p,b/p)
pour tout ¢, et on a déja exclus ce cas). Donc paqp € pZ,, Aol aqp € Zy,.

Si a et b sont divisibles par p, le méme argument que précédemment aboutit a : aq/p4/p =
PAap + Gq/pb/p + un élément de pZ,. Donc la encore, aqp € Zy.

D’autre part, (1 +A)? = 1 et A # 0, donc A a pour polyndéme annulateur sur Q, le

polynéme :
XP‘1+XP‘2( P )+...+X(p>+p7
p—1 2

qui est méme son polynéme minimal d’aprés le critére d’irréductibilité d’Eisenstein?!' dans
F, et d’apres le lemme 80 pour remonter l'irréductibilité dans Q,. Donc le produit des p—1
conjugués de Galois de A est de valeur absolue p-adique p~!, donc |\, = p~¥/®=1  par
définition du prolongement de la norme.

Ainsi, en combinant les deux points qu’on vient de montrer, uniformément en n € N,

‘anvy/\y‘p Spfy/(pfl) — 0,
Y—r00

donc ) an yAY converge dans C,. Donc O(T') = F(T, \) est bien définie.
De surcroit, comme le stipule la remarque 12, si on écrit O(T) = >_¢,T™, on a en fait

ltnlp = Z any A < A", = p—n/(p—1)7

y>n

ce qui conclut la preuve du lemme. O

Tout cela nous a largement permet de montrer que © est bien défini. Vérifions maintenant
son équation fonctionnelle. Soit n € N*, z € F;.. Comme 7(x)?" = 7(x), un télescopage
donne :

F(r(z),Y)F(r(z),Y) .. .F(T(x)pWI,Y) =(1+ Y)r(m)+r(x)”+...+r(z)P"_ .
On évalue alors en A\ défini au début de 1’étape, et il vient :
O(1(x))O(r(x)?)--- @(T(x)pn_l) =x(r@)+71@)P+...+7(x)" ).

21. pour un énoncé et une preuve de ce critére, voir | ]
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Il reste néanmoins a justifier la possibilité de faire les évaluations dans cet ordre. Pour

lal, <1,
O(a) = Z tha" = Z Zan,ya”)\y.

n>1 n>1ly>1

Pour que l'interversion soit licite, il suffit que la famille étudiée soit sommable, ie qu’elle
tend vers zéro au sens des suites généralisées. Si |al, < 1, comme |a, ,AY|, < p~%/ (=1 clest
gagné.

Orr(z)+7(x)+...+7(x)P" € Q,, puisque c’est 'opposé du coefficient devant X!
du polynéme minimal de 7(x), d’apres I'intermezzo. De plus, cet élément de Q,, est de valeur
absolue inférieure ou égale a 1, donc c’est un entier p-adique. Donc on a, modulo pZ,,

1—1

@)+ TP .. (@) =z a4+ o = tre,. /F, (7).
Finalement, x(7(z) + 7(2)P + ...+ 7(z)?" ) = yo trg, ./, (%), ce qui conclut la preuve
d’existence d’'un morphisme relevant de Teichmiiller. (I

4.4 Formule des traces

Pour pouvoir établir ’existence d’une décomposition de la fonction ( comme produit de
fonctions entieres dans la section 4.5, on doit connaitre des fonctions entieres qui ressemblent
a la fonction ¢. Méme si la ressemblance n’est pas encore frappante, on va relier ( a une
fonction de la forme :

L trp(P) X"
exXp | — Z rR( n ) )
n=1

pour un certain opérateur ¥ sur un certain espace vectoriel de séries formelles R, avec
une certaine fonction trz qu’on note abusivement comme une trace. Or le maillon essentiel
de ce lien est la formule dite des traces, que nous allons énoncer et démontrer dans cette
sous-section.

Soit d € IN*, on travaille ici avec des séries formelles en d variables sur C,. On s’autorise
I’abus de notation suivant : quand on définit une série formelle avec une somme sans bornes
précisées et avec une variable muette, il faut sommer la variable muette sur N¢. On garde
également la notation vectorielle des opérations introduite a l'orée de la sous-section 4.3.
Définition Pour w = (wy, ..., wy) € N9, on définit 'application N-linéaire 22 de poids par
|lw| =wy + ...+ wq.

Pour commencer, nous allons définir un espace de séries entiéres en d variables qui nous
intéresse, et définir, pour chaque série entiere G de cet espace, un certain opérateur linéaire
Ve sur Cy[Xq,. .., X4], dit Vopérateur associé a G.

SERIE FORMELLE RAPIDEMENT DECROISSANTE ET OPERATEUR ASSOCIE
Définissons une classe un peu restreinte de séries formelles, comme les séries formelles
susceptibles de converger quand on les spécialise :
Définition Une série formelle G(X) = > naan X" sur C, est dite rapidement dé-
croissante ou encore d décroissance rapide s'il existe M > 0 tel que pour tout n € N9,
< p—M|n|
lanlp < p ‘
L’ensemble des séries formelles & décroissance rapide a un peu de structure, comme le
montrent les résultats suivants :
Lemme 4.4.129 Soient G(X) une série formelle d décroissance rapide, m € N*. Alors
G(X™) :=G(X,...,X]") est a décroissance rapide.
Preuve Si G(X) =" a, X" avec, pour un M > 0, pour tout w € N%, |a,|, < p~ Ml alors
G(Xm) - Z]l(m | w)aw/nLXw

22. c'est-a-dire qui respecte 'addition de N¢ et la multiplication par un élément de N.
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Soit donc w € N?. Si m divise w (coordonnée par coordonnée),

[T (m | w)aw/m‘p < ‘aw/m|p < p_‘wlM/m;

cette inégalité est vraie a fortiori si m ne divise pas w, ce qui conclut. (I

Lemme 4.4.130 Soient F(X) = > a, X", G(X) = > b, X" deux séries formelles dans
C, d décroissance rapide. Alors (FG)(X) est aussi & décroissance rapide.

Preuve Si My, M> > 0 sont associés aux décroissances rapides de F et de G, soit M =
min(My, Mz), (FG)(X) =Y cpyX¥, 00 ¢y = ayby. Par conséquent,

utv=w

lcwlp < sup |aulplbylp < sup P_MIU‘P_MIU‘ §p_M|w|o
ut+v=w utv=w

O

Lemme 4.4.131 Soient z € C, de valeur absolue 1, F(X) série formelle dans Cp, en d
variables et rapidement décroissante. Alors F(zX) est rapidement décroissante.

Pour pouvoir énoncer la formule des traces, on introduit encore les opérateurs suivants
sur les séries formelles :

Définition Soit n > 2. Si F(X) = ) a, X" est une série formelle en d variables sur C,,
on pose T,,(F) = > anwX™. T}, est un endomorphisme de C,[X7,..., X4].

Lemme 4.4.132 Soient n,m > 2. On a Ty, o Ty, = Ty -

Définition Soient G(X) une série formelle sur C, a décroissance rapide, n > 2. On pose
U,q=F+— T,(F(X)G(X)) endomorphisme de C,[X1,...,X,]. Il s’agit de 'opérateur
associé a G pour 'entier n.

EXPRESSION DES ITEREES D’UN OPERATEUR ASSOCIE

On fixe, dans ce paragraphe, un entier m > 2, une série formelle G(X) = > ¢, X en d
variables sur C,, a décroissance rapide, M > 0 fixé associé par la définition de la décroissance
rapide, ¥ = V¥, ¢ 'opérateur associé.

Posons, pour i,j € N¢, ggj) =1(qj —i € N¥)cyj—;.

Lemme 4.4.133 Soient m > 1, i,j € N?.
Il y a un nombre fini de suites i = vg, V1, ...,Vm—1,0m = j € N¢ telles que pour chaque
0<t<m, gq(,?vtﬂ soit non nul. Ce nombre est nul si ¢"j —1i ¢ N<,

Preuve Si on prend une telle suite, de gl(,i,)yt 41 non nul s’ensuit v¢ < qvg4q. Par récurrence, on
obtient v; < ¢™~'j, et finalement pour chaque ¢ € [0;m], v; < ¢"j (et notamment i < ¢™j
pour qu’une telle suite existe). Notre ensemble est donc inclus dans I’ensemble des m-uplets
d’éléments d’une partie bornée, donc finie, de N9, donc il est fini. ([l

Définition On pose donc & bon droit, pour i,j € N¢, m > 1,

(m) _ 1 1
9i5° = Z gf()o?ﬂl e 'g’gnz—l,vm

vo,...,vmeNd
’Uo:’i
Um=]

Proposition 4.4.134 Pour m > 1, pour i,j € N%, la somme étant finie,

+1 1
g = 37 gm0
weNd
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Preuve La finitude de la somme découle du fait que gl(ul}j est nul si g7 n’est pas supérieur a

w. Pour le reste, il suffit juste de regrouper les termes en fonction de la valeur du v,, dans
(m+1) 0
By

Corollaire 4.4.135 Si F(X) =} a0 X" est une série formelle, pour tout m > 1,

VMEX) = Y > augln X"
weNT N9
(u<Lqw)

la somme définissant g

Corollaire 4.4.136 Pour tout i € N¢,

v = 3 0l X
jeENd

(m)
: ) 5]
comme le coefficient de X7 dans la série formelle U™ (X*), on a bien la formule du corollaire
135. 2

Remarque 4.4.31 On vient de prouver que, si on définit a contrario la quantité g

TRACE D’UNE ITEREE
On garde des notations similaires au paragraphe précédent.

Définition On pose & bon droit trg(¥™) = Z gfm7 pour tout m > 1.
weNd
Preuve On montre par récurrence sur m € N* que pour tous 7,7 € N! et tout m € N*,
(m)) < p=Mdil=li) | En effet, pour m = 1, il s'agit juste de la définition de ¢'¥) et de
i, I gt ) Yi,j
la décroissance rapide de G; soit m € IN* satisfaisant ’hypothese de récurrence; soient
i,j €N% Ona:

+1 )
95 = D0 cul(w +a = gj)gw
a,weNd

(m)
< sup A‘Cw|p‘gi,a lp
w+a=qj
< sup p*M(Iqu\alf\il)

w+a=qj

< p~Malil-lil)

Donc, pour tout m € N*, quand |i| croit et tend vers I'infini, |g§?)|p < p~Ma=Dlil tend

vers zéro, donc la série de terme général gW)

;i converge dans C,,. O

Remarque 4.4.32 Observer que la trace est bien seulement dépendante de ¥ en tant

quopérateur : avec la notation, si Wg 4 = ‘IlfB, alors tr(Vg 4) = tr(\llfB).

REEXPRESSION DE LA TRACE

Lemme 4.4.137 Soient G(X) une série formelle a décroissance rapide en d variables dans
Cp, n,m > 1. Soit Hy,(X) = G(X)G(X™)... G(X”m_l). H,, est bien d décroissance rapide
d’aprés les lemmes 129 et 130), et on a :

\IIZtG(X) = \Il"m7Hm(X) :

23. ce qui n’est pas immédiat puisque ¥ linéaire ne permet d’accéder qu’aux sommes finies
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Preuve On observe que si A, B sont des séries formelles en d variables dans C,,
AX)Tw(B(X)) = Te(A(X*)B(X)),

pour k£ > 2. On montre alors le résultat par récurrence sur m.
Si m = 1, c’est bon. Soit donc m € N* tel que le résultat soit vrai. Alors, si F(X) est
une série formelle,

WL (F(X0) = W) (e, 00 (FIX)))
= T (G(X) T (Hm (X) F(X)))
=Ty o Ty (Hn(X)G(X"")F(X))
= Tyt (Hypga (X)F (X))
= \Ilnm+17H7n+1(X)7
d’apres le lemme 132. (]

Lemme 4.4.138 Soientr > 1, g = p", G = > a, X" une série formelle a décroissance
rapide en d variables. Alors, si x = (x1,...,24) € Cg vérifie |z;|, < 1 pour tout z, la série
définissant G(x) converge. De plus, on a, tout étant bien défini,

(= D*r(Tee) = > G(a).

xeuil
Prewve Sixz = (z1,...,2q4) € Cp avec |z;], < 1, on a, si G(X) = > a,X", on a, pour
w € N et un certain M > 0, |a,z|, < p~Mlwl 5 0, d’ott la convergence de la série.
D’autre part, on a, si x = (x1,...,24) € /1371, pour chaque i, |z;|, = 1, donc la série

définissant G(x) converge.
Enfin, on peut calculer :

N
2
2

Il
(]
N

o

g

Ry
0y
a

S oWl Y e

weN? i=1x€Epg—1
w=(w1,...,wq)

d

> a]l@-Dig-1]w)

weN? i=1
w=(w1,...,wq)

d’apres le lemme 3,

:(qfl)d Z Qyy

weN?
q—1jw

=(q— l)d Z Agw—w-

weNd

Or aguw—uw étant le coefficient de W(X™) selon X, le membre droit vaut (¢ — 1)%r(¥,.q),
d’ou le résultat. O

Lemme 4.4.139 Soientr > 1, g = p", n > 1, G série formelle dans C, d décroissance
rapide en d variables. Alors, tout étant bien défini,

(¢" — 1)%x( 0.G) = Z G(x)G(z9)...G(z? ).

.cd
le;tqn_l
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Preuve D’apreés le lemme 138, le membre droit est (¢™ — 1)dtr(‘l/qn G(X)G(Xq)“.G(an—l)).

D’aprés le lemme 137, c’est donc exactement (g — 1)%tr( 0.G)- O

FORMULE DES TRACES

On est maintenant en mesure d’énoncer et de prouver la formule des traces. On se donne
un entier » > 1, ¢ = p", un polynéme P en d variables sur F,, et un caractére x associé
de F, dans Cj. Notons 7 un morphisme relevant de Teichmiiller construit dans la sous-

section précédente et © = Y, X* la série formelle de C,[X] associée, pour le caractére .
Théoréeme 4.4.20 Il existe G série formelle a d variables de la forme

G(X)= Z CwX®

weNd

et M > 0 telles que Vw € N?, lewlp < p~ Ml et que Vopérateur W associé vérifie pour

tout n € N* :
S ey e, (P@) = (0" 1)a(8").
z€(F )4

Preuve Notons W C N un certain ensemble fini, a,, € F; pour w € W tels que :

P(X)= > a,X".

weWw

Observons que les 7(a,,) sont dans pg—1 donc sont de module 1.
Ainsi, si w € W n’est pasnul et 0 < s < r,

O(7(ay)P XP'V) = Z 1(ue pszd)tu/psz(aw)“/wX“
ueN?

est une série formelle rapidement décroissante car |t /psq|p < p~ i/ ((p=1)p*w) par construction
de ©. Si w = 0, c’est une constante de valeur absolue inférieur ou égale a 1, donc a fortiori
une série formelle rapidement décroissante. Soit G(X) le produit de ces séries (sur w € W
et 0 < s < r). Par le lemme 130, G(X) est rapidement décroissante.

D’autre part, on a, pour tout = € (an)d, comme les a,, sont dans F,

G(r(@)G(r(2))... Glr(@)") H 1:[ 1:[ O(7(aw)? T(x7 )P"™)
WEW i=0 5=0
n—1r—1

I TI I etr(as) w(ay”)

weW i=0 s=0

n—1r—1

IT IT T e((r(aw)r(z)y=)” ™)

weW 1=0 s=0

nr—1

IT II etawz)®)

weW =0

IT x(tre,. /v, (@we™))

weWw

X OtIF . /F, ( Z awxw>

weWw

=X© trFqn/FP (P(I))7

62



et on conclut en sommant sur les z € (F}.)?, en notant que 7 induit un isomorphisme de
(F;.) sur pda ), et en utilisant le lemme 139. O

4.5 Décomposition de la fonction zéta

On procede en deux temps. Tout d’abord, on montre & l'aide de la formule des traces
(théoréme 20) que, pour tout caractére non trivial x de F,, dans C;, pour tout entier d et
pour tout polynéme @, on peut « décomposer » la suite

S yotre,.m, (Q)

c(F*, )@
€l ‘1") neN*

au sens de la proposition 140 infra. On en déduit ensuite par des réductions plus élémentaires
I'existence d’une décomposition de  au sens de la proposition 115.

Proposition 4.5.140 Soit d € N*, Q € Fn[X1,...,X)], x un caractére non trivial de Fy,
dans Cy. Alors il existe I fini, \; € Z, (Si) e Cg‘ tels que pour touti € I, exp (Zn21 Sn X”)
entiére, et :

VneN, Z X(tre .k, (Q(z))) = Z AiS),.

ze(F}, )9 el

Fixons nous d € N*, Q € Fyn[Xy,...,Xj], x un caractere non trivial de F,, dans C;,.
Soit G une série formelle a décroissance rapide et ¥ 'opérateur associé a G' pour lentier g,
donnés par la formule des traces pour le polynéme @ et le caractéere x.

Montrons tout d’abord la :

i tI‘R(\I/n)Xn

Proposition 4.5.141 La fonction exp (—
n

) est entiére.
n=1
Pour ce faire, on se donne tout d’abord les outils pour énoncer rigoureusement la propo-

sition suivante, et on la démontre :
Proposition 4.5.142 On a

tr(¥") n
exp | — Z TX = Z b (U)X,
n>1 n>0

otu, pour n > 0,

ba(®) = (-1 3 er(s) [T o
ICN? el
| I|=n
seS(I)

la série étant convergente.

SIGNATURE D’UNE PERMUTATION ABSTRAITE

On se propose ici de justifier 'existence d’une signature abstraite d’une permutation
d’un ensemble, indépendamment de la facon dont on énumere ses éléments, afin de donner
un sens a la fonction ; de la proposition précédente.

Proposition 4.5.143 Pour chaque ensemble fini E, il existe un morphisme canonique
surjectif eg de l'ensemble de bijections de E dans E, noté S(E), dans {x1} tel que :

® c[1,n] est la signature usuelle sur &,,.

o Si f:E — F est une bijection et si s € G(E), alors ep(s) =ep(f~tosof).
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e Si E est un ensemble fini, F' une partie non vide de E, f € &(FE) telle que N
idg\r (donc en particulier f(F) = F), alors eg(f) = er(f|F)-

Preuwve Soient f,g: [1;|E|] — E deux bijections, on a pour tout s € G(E), f~1g € S et

flsf=ftalg se)(fTg)

de sorte que la quantité e(f~'sf) ne dépend pas du choix de f : [1;|E|] bijective. On note
ladite quantité eg(s).

Remarquons que si f est comme ci-dessus, s — f~lsf est un isomorphisme de &(E)
sur &g, €g est bien un morphisme surjectif de &(E) sur {+1}.

De cette définition découlent aisément les autres propriétés. O

CAs D’UN ENDOMORPHISME EN DIMENSION FINIE
Pour montrer la proposition 141, on en établit tout d’abord un analogue en dimension
finie.

Proposition 4.5.144 Soient K un corps de caractéristique nulle, A € M, (K). La matrice
I, — AX est a coefficients dans 'anneau K[X], donc on peut calculer son déterminant, qui
est dans K[X]. On a

n

det(I, — AX) = > b(A)X*,

ot pour 0 < m <n,

Preuve On a par définition :

n

det(I, — AX) = > e(s) [] Gis) — Aisy X)

s€6, i=1

donc det(I,, — AX) est combinaison linéaire de polynoémes de degré au plus n, donc est un
polynéme de degré au plus n.

n
Soit s € &,,, déterminons le coefficient b,,(A) devant X™ dans H (04,5() — Ais(i X)-
i=1
Notons que si s a strictement moins de n — m points fixes, ce produit contient strictement
plus de m monémes de degré 1 donc son coefficient de degré m est nul. Si s a n —m
points fixes, notons S son support (de cardinal au plus m). Alors le coefficient devant X™
du produit s’écrit comme ¢ - (—1)° [Lics Aisi), ou c est le coefficient devant Xm=I51 de
Higs (1 — A; 5 X). Par conséquent,

c= (_1)m—|5| Z H Ay,s(y)a

YC[1l;n] yeY
YNS=2
[Y[+]S|=m
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d’ou il s’ensuit que

=
g
=

I

(_1)m Z 5(5) H As,s(y)

s€ES, yey
Y C[1;n]
Y |=m
|Y'|2>Supp(s)

Z Z gY(S\Y) H Ay,s(y)

YC[Lin] s€G, yey
|Y |=m Supp(s)CY

— Z ey (s) H [Aly,s()-

Y C[1;n] yey
Y |=m
sEG(Y)

D’autre part, on montre aussi les résultats suivants :
Lemme 4.5.145 On a l’identité formelle :

1—Xzexp<—i);n>.

n=1

Lemme 4.5.146 Pour A € #,(C), exp(tr(A)) = det(exp(A4)).

Preuve C’est vrai pour les matrices triangulaires, le probléme est invariant par similitude,

et A est trigonalisable. O
A partir de 13, intuitivement, il suffit de spécialiser l'identité formelle en AX dans

AM»(Cp[X]) et de prendre le déterminant pour conclure que :

> tr(A”)X”) "
exp | — — | = b (A)X™,
pour les coefficients b,,(A) définis dans la proposition 144.

Reste a justifier cette spécialisation et cette identification hatives. Pour faire cela pro-
prement, on ajoute tout d’abord quelques notations, en explicitant les coefficients du terme
de gauche.

Définition Pour n > 1, on pose

1
Bo(X1, .. Xn) = Y gHX,DZ,.
1<k<n Ti=1
P, PR ENT
p1+...+pr=n

On pose Fy = 1.

Proposition 4.5.147 FE, est un polynome rationnel en n variables a coefficients positifs,
et on a, sur tout corps K de caractéristique nulle et toute suite (an)n>1 € KN lidentité
formelle :

exp ZanX” :ZEH(al,...,an)X”

n>1 n>0

Preuve Développer formellement. (I

Ainsi, avec cette « identification » on veut juste montrer que

VneN, VAeE .4,(C,), E, (tr(A), 5 .,tr(An)> — b (A),

n
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avec by, (A) défini précédemment. Comme les termes de gauche et de droite sont polynomiaux
en les coefficients de A, il suffit de montrer qu’ils coincident pour tout choix de coefficients
dans Q. Pour des raisons de confort, on va le montrer pour tout choix de coefficients dans

C.

Théoréme 4.5.21 Soient M > 0, u € #,(C) tel que ||lul| < 7, (an) € CN avec
lan| < M™. Alors la série

Z E.(a1,...,a,) u"

n>1
converge dans M, (C), et sa somme est exp Z anu™ |, qui est bien définie.

n>1
Pour montrer cela, on admet provisoirement la proposition 150 de combinatoire établie
dans l'antépénultieme paragraphe de cette section.

Preuve Le dernier point étant clair, on observe que, comme FE,, est a coefficients positifs, si
r= Mllu|| < 1/2,

! 1 _
2 2 gl e < ZZm(Z_Dm

n>1 E>1 n>1k>1
Py, pE ENT
p1+...+pr=n
Z Z n—1
S r Tn71
k—1
n>1k>1
<r Z (2r)" ! < 400
n>1

Ainsi, la famille

1 k
- |I n
(k!, 1%” ) nk>1
=

P1,--Pe>1
p1+...+pr=n

est sommable, notons S sa somme. En sommant d’abord sur les p; et sur k, puis sur n, on
obtient que S+1=73%" - E,(a1,...,a,)u", le membre droit étant absolument convergent.
D’autre part, en sommant d’abord sur n, puis sur les p;, puis sur k,

k
st1=143 5 Y [Lanxw

k>1 " pi1,...,pr€N*i=1

k
1
ey (e
k>1 p>1
= exp Zanu” ,
n>1
ce qui conclut. (I
Corollaire 4.5.148 Soitn > 2. On a E, (—1, —%, cee —%) =0. On a aussi F1(X;) = X;.

Preuve Le deuxiéme point est clair.
D’autre part, par la proposition, la série entiere réelle - -, Ey, (—1 o —3) 2™ a un
rayon de convergence d’au moins 1/2, et, si on note S(z) sa somme pour z €] —1/2,1/2],
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on a, quand [2z| < 1,

n

S(x) =exp | — Z % =exp((ln(l —2))=1-—=z,

n>1

et on conclut par unicité du développement en série entiere. ([l

Corollaire 4.5.149 Soit A € #,(C), z € C tels que |z| < m, ot C' > 1 magjore la
norme d’opérateur de tr. Alors

det(L, —Az) =exp | = LCHES) I > En <tr(A), e tr(Am)> 2,

n m

n>1 m>0
Done, par identification, by, (A) = E,, (—tr(A), ce —%) pour tout m € [[0,n].
Preuve C’est une conséquence du théoréme 21, du corollaire 148 et du lemme 146. (]

Remarque 4.5.33 Le cas des matrices étudié ci-dessus nous a montré pourquoi la proposi-
tion 144, bien qu’elle ne légifere que sur les cas de dimension finie, était pertinente ; pour la
montrer effectivement, il ne reste qu’a vérifier quelques questions de convergence de séries.
Quant a la proposition 141, elle revient aussi & une question d’estimation asymptotique : il
s’agit de montrer que |bn(\I/)|;1,/ " — 0 quand n — oco. Finalement, on veut juste estimer les
b, (¥), qui sont de nature des objets combinatoires. C’est ainsi que nous appelons de nos
voeux le paragraphe suivant :

UN PEU DE COMBINATOIRE

Voici tout d’abord la proposition utilisée dans la preuve du théoréme 21.
Proposition 4.5.150 Soient k,n € N*. Le nombre de solutions entiéres strictement posi-
tives a l’équation ay + ...+ ar = n est (Zj)
Preuve Notons S D’ensemble des k-uplets d’entiers strictement positifs des solutions de
I’équation. Notons I I’ensemble des suites a k — 1 éléments strictement croissantes, chaque
élément appartenant & [1,n — 1]. Clairement, I est en bijection avec I’ensemble des parties
a k — 1 éléments de [1,n — 1], de sorte que |I| = (Zj) D’autre part,

i
(a;) € S — (Z at>
t=1 1<i<k—1
est clairement une bijection de S dans I, d’ou le résultat. O
De facon analogue, on a :
Proposition 4.5.151 Soient k,n € N*. Le nombre de solutions entiéres positives d I’équa-
tion a; + ... +ap =n est (";gf;l)

Preuve Notons S I'ensemble des k-uplets d’entiers naturels solutions de I’équation, T' ’en-
semble des k-uplets d’entiers strictement positifs solutions de I’équation by +...+by = n+k.

On sait que |T| = (";gf;l) Or,

(ai) €S — (ai + 1)1§i§k
est une bijection entre S et T', ce qui conclut. (I
Corollaire 4.5.152 Dans N¢, il eziste exactement (”;ﬁl;l) éléments x de poids n.
Définition Soit d > 1. Pour une partie finie I ¢ N¢, on définit son poids total par la
formule : w(I) = Z |i]. Notons de plus w,, = inf w(X).
XCN¢

iel XT=n
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Lemme 4.5.153 Sin = (1), alors w, = d(4*)

Preuve On observe que

n:i@;d)—(’”jl) =§(k§fll> = {r € N, Js] < 1)),

k=0

donc I’ensemble de cardinal n et de poids total minimal dans N¢ est {x € N?, |z| < t}, d’ou

t
Wy, = Zk\{x e N |z| = k}|
k=0

(k+d—1)!
£ (d - 1)

B (k+d—1)!
=d), (k— 1)ld!

g (Frdy (krd—1
o =\d+1 d+1

Remarque 4.5.34 (w,) est croissante.
Proposition 4.5.154 Pour n assez grand, w,, > ﬁ piti/d,

Preuve Pour n > 1, on dispose de t tel que (tsd) <n< (H'Z'H) < (t+d+ 1)d. De la
sorte, on a d(gﬁ) <w, < d(dji'fl'l). Supposons donc que n > (2d + 2)d, alorst > d+1 et
t>1(t+d+1). Alors

-1
&>d d+t d+t+1
n — \d+1 d

dtt+1) _ d
“{td+)(d+1) " 4Ad+1)

d
> 1/d,
= 4d+4"

(t+d+1)

PREUVE DES PROPOSITIONS 141 ET 142
Nous avons maintenant tous les outils nécessaires pour cette preuve.
Preuve Observons que si X C N est de cardinal n > 0, si s € &(X),

lex(s) ] gusy] < T 2@l @D = p=Mla=Dw)
reX zeX

de sorte que si X contient au moins un élément de N de poids supérieur & R > 0 (ce qui
arrive pour toutes les parties de cardinal n de N sauf un nombre fini d’entre elles),

< p~MR(a-1),

ex(s) H gi%i(x)

zeX
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—MR(¢=1) 5 (. Ainsi la somme est convergente, donc la famille est sommable au
R—+o0

sens p-adique.

T _ tr(T)
Il s’agit de prouver que b, (¥) = E, ((_k

et p

) ) ie, si une bijection ¢ : N — N¢
1<k<n

est fixée, que

1 1) 1) —
Eal | =% 22 9otnemn 90w = bn(9),

v1,... 0, EN 1<k<n

la sommabilité des familles correspondantes se montrant comme le théoréme 21 pour le
membre de gauche, celle du membre de droite venant juste d’étre vue.

L’identité est vraie pour n = 0 : on suppose donc n > 1.
Le membre gauche est la limite quand N — +oo de

_ 1 (1) )
uy = En " Z Ip(v1),6(v2) " Ip(vr),0(v1)

0<v1,... v, <N 1<k<n

Or, on a vu précédemment que pour N > n,

uv = (1" > ex [] gowocen™ = 0" > ex(s) [T o)

XC[o;N] z€X X Co([0;N]) zeX
| X |=n | X |=n
SsEG(X) SEG(X)

En faisant tendre N vers U'infini, en utilisant la sommabilité de la famille dont la somme
définit b,, (et en disant que toute partie de N de cardinal n est incluse dans un ¢([[0, N])
pour N assez grand), on conclut.

Reste a prouver que \bn\l/ "™ — 0. Puisque C,, est ultramétrique, il suffit d’établir que

1/n
1
sup <H|gi,;(x)> %—j_ 0.
XCN? \zex neee
IX|=
s€6(X)

Soient n > 1, X € N¢ de cardinal n, s € &(X). On a déja vu que

x,s(x n—00

1/n
(H |g(1) )) Sp—M(q—l)w(X)/n Sp—M(q—l)wn/n — 0,
zeX

avec les notations du paragraphe de combinatoire, ce qui conclut. O

DECOMPOSITION DE LA FONCTION ZETA
On se fixe une fois pour toutes un corps F, de caractéristique p.

Remarque 4.5.35 Attention, dans ce paragraphe, on s’autorise a faire varier le polynéme
qu’on considere afin de montrer ’existence d’une décomposition de la fonction zéta de tout
polyndme, et méme a choisir & notre convenance l'espace des polynoémes considérés (nombre
de variables).

Introduisons pour le confort cette définition (non standard).

Définition Une suite (ay),>1 d’éléments de C,, est quasi-finie si 'égalité formelle

exp Z%"X" =3 bx"

n>0 n>0
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) . . 5N . . 1/n
définit une fonction entiere au sens de C,, ie si |bn|p/ tend vers 0 quand n — oo.

Lemme 4.5.155 Soient (ay)n>1 quasi-finie, t € C,. Alors (a,t™) est quasi-finie.

Preuve On a

a/ntn n a’I’L n
exp Z - X" | =exp Z;(tX)

n>1 n>1

= ba(tX)"

n>0

— Z bntan,

n>0
ou (by,) est associée & (a,,) comme dans la définition.
Alors (|b,t™|Y/™) = (|t| - |bn|/™) est de limite nulle. O
Corollaire 4.5.156 Si (a,,) est quasi-finie, d > 1, t € C,, alors ((t" — 1)%ay,),, est combi-
naison linaire finie a coefficients entiers de suites quasi-finies.

Preuve Pour n € N*,

d
(@ =10, =3 () -1

ce qui conclut. O

Proposition 4.5.157 Soient Q) un polynome da d variables sur Fy, x un caractére non
trivial de ¥y, dans C;,. La suite

n+—> Z X o tre,. v, (Q(z))

* d
Ie(Fqn)

se décompose comme combinaison linéaire finie d coefficients entiers de suites dans C,
quasi-finies.
Preuve Cela résulte du corollaire 156, de la formule des traces et de la proposition 141. O

Proposition 4.5.158 Soient Q un polyndme a d > 1 variables sur F,, x un caractére non
trivial de ¥, dans C;. La suite

u:n— Z X © tTFqn/Fp(Q(ZU))

wEFZn

est combinaison linéaire finie o coefficients entiers de suites quasi-finies.

Preuve On observe que cette suite s’écrit

Uy = Z Z x o tre . /r, (Qr(z)),

IC[Ld] we(F?,)l

ol, pour une partie I de [1,d] de cardinal k, Q; est le polyndme en |I| variables & coeffi-
cients dans F, défini en substituant, dans Pécriture de @, 0 & chaque X; pour ¢ ¢ I, et en
renumérotant de 1 & k les X;, ¢« € I, par ordre croissant d’indice 3. O

*

Lemme 4.5.159 Soient x un caractére non trivial de ¥y, dans C;, d > 1, z € F;ln. Alors

> xotrp,.r, (@y) =" 0.
yeFd,
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Preuve On peut, la trace étant additive, séparer les contributions des différentes coordonnées
en factorisant. Il suffit donc de traiter le cas d = 1. Le membre de gauche est la somme sur
F,n des valeurs images par un certain morphisme de F» dans C;. D’apres la proposition
24, c’est donc ¢™ si le morphisme est trivial (si et seulement si z = 0, par surjectivité de la
trace), 0 sinon. O

Nous pouvons enfin démontrer la proposition 115 qui restait la seule piece manquante
de la preuve.

\

Théoréme 4.5.22 On se donne Pi,..., P, des polynomes a coefficients dans Fy en d
variables. Pour n € N*, on note Ny, = [{z € FZ, | Vi € [1,m], Pi(xz) = 0}|. Alors (Ny,) est
combinaison linéaire finie d coefficients entiers de suites d’éléments de C,, quasi-finies.

Preuve Soit x un caractére non trivial de F;, dans C;. Par le lemme 159,

No=— 3 g™i(vie[1,m], P(z)=0)

mn
a:eF;in

:% > > xotre,.m, (Z%R(@)
i=1

veFd, yEFT,

= g 2 XotwE,m, ()

Zerim

(=)

ouIl(Xy,..., X, Y1,...,Y,) =Y ViP(Xy,..., Xq) est a coefficients dans F et en d+m
variables, ce qui conclut d’apres la proposition 158 et le lemme 155. O
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