MEMOIRE DE PREMIERE ANNEE : MATHEMATIQUES
ET BIOLOGIE : "THE NARROW ESCAPE PROBLEM"

Par Silvere Gangloff, sous la direction de David Holcman et de Khanh Dao Duc

Le but de ce document est d’étudier le courant du transport synaptique dans un modéle de récep-
teurs AMPA & multiples conductances. Les deux premiéres parties introduisent les notions biolo-
giques nécessaires pour ensuite présenter les techniques de calculs et les résultats obtenus sur le
courant synaptique dans 'article "Estimating the Synaptic Current in a Multiconductance AMPA
Receptor Model" coécrit par David Holcman et Adi Taflia. On utilise une estimation du premier
temps de passage d’une particule Brownienne piégée dans un domaine borné, qui sera démontré
ultérieurement. Enfin, on présentera a la fin du document une autre application du probléme de
premier temps de passage.
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I. PREMIERE PARTIE : NEURONES, SYNAPSES, ET TRANSPORT SYNAPTIQUE :

Qu’est ce qu'une synapse ? Il s’agit du lieu de contact entre deux cellules animales, ou 'une d’elles
est un neurone. L’autre cellule peut étre un neurone (synapse neuro-neuronique) ou, par exemple,
un muscle (synapse neuromusculaire). Elle permet la communication entre les deux cellules, sous la
forme de signaux électriques. Il y a un élément présynaptique et un élément postsynaptique. Dans
le cas d’une synapse neuro-neuronique, il y a plusieurs cas possibles : liaison entre un axone et une
dentrite, ou entre deux dentrites par exemple. Les plus courantes sont les liaisons axo-dentritique.
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FI1GURE 1 — Photographie d’une synapse

Structure d’une synapse axo-dentritique :

L’élément présynaptique est un axone, reconnaissable par la présence de vésicules. Celles-ci contiennent
des neurotransmetteurs qui sont impliqués dans la communication entre les deux neurones. Le neu-
rotransmetteur le plus répandu dans le systéme nerveux central (constitué de la moelle épiniére
et du cerveau) est le glutamate, forme ionique de ’acide glutamique. L’élément postsynaptique
est une dentrite (extremité d’un neurone qui recoit 'information) et posséde a sa surface des ré-
cepteurs ionotropes (c’est & dire une protéine membranaire qui ouvre un canal ionique suite & la

liaison d’un messager chimique : ils sont généralement sélectifs & un type d’ions tels que Na™,
ou K) pour ces neurotransmetteurs. On appelle PSD (densité postsynaptique) la région ou se



trouvent ces récepteurs. Elle forme un disque adjacent & la membrane cytoplasmique et contient
différentes protéines autres que les récepteurs : protéines structurelles, signalitiques, comme les
kinases et la phosphatases.. Une fente de 20 & 50 nm de large et de diamétre de 0.5 & 2 pm sépare
les éléments présynaptique et postsynaptique. Selon la zone du cerveau ou le type de neurones, la
fente synaptique peut varier en taille, et la nature des neurotransmetteurs, ainsi que des récepteurs
postsynaptiques peuvent également varier.

Les récepteurs ionotropes activés par le glutamate sont AMPA et NMDA. Les propriétés de ces
recepteurs sont probablement impliqués dans 'apprentissage et la mémoire. On va s’intéresser ici
particuliérement aux récepteurs AMPA. L’activation de ceux-ci déclenche I'ouverture d’un canal
perméable au potassium et au sodium. Ce sont des hétérotétrameéres dont les quatre sous-unités
qui peuvent chacune se lier avec une molécule de glutamate. Un récepteur peut connaitre plusieurs
états (correspondant au nombre de glutamate qui lui sont attachés) a chacun desquels correspond
une conductance différente. On sait depuis récemment qu’il faut au moins deux liaisons de ces
unités avec un glutamate pour qu’il y ait ouverture d’un canal ionique [7].

Comment fonctionne la communication de deux neurones au niveau d’une synapse ?
Exemple de transmission synaptique : les potentiels d’action.
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FIGURE 2 — Schéma, de la transmission synaptique (synapse chimique)

Une membrane cellulaire posséde toujours un potentiel électrique dit "membranaire", qui prend
en compte la différence de charge entre l'intérieur et le voisinage extérieur de la membrane. C’est
un potentiel de repos (lorsqu’il n’y a aucun courant ionique net & travers la membrane) et peut
s’exprimer avec la formule de Nernst. Dans le cas du neurone, il existe un potentiel de repos non
nul, qui est a distinguer des potentiels d’action. L’influx nerveux peut se transmettre le long d’un
neurone sous la forme d’une séquence de potentiels d’action, c’est & dire un potentiel positif (c’est
a dire qu’il y a plus de charges positives a I'intérieur qu’a lextérieur), mais il existe d’autres formes
de signaux éléctriques transmis au niveau d’une synapse : il existe par exemple des neurones dont
le potentiel membranaires a deux états stables, et le potentiel peut prendre I’'une ou l'autre de
ces deux valeurs (up&down states). Pour comprendre la création des potentiels d’action, on uti-
lise le modéle de Hodgkin Huxley [8]. Le modele est basé sur I'idée que les propriétés locales de
la membrane d’un neurone peuvent &tre modélisées par un circuit électrique équivalent, qui a la
forme donnée par la figure 3. Dans le circuit équivalent le courant & travers la membrane a deux
composantes majeures : la premiére associée a la charge de la capacité membranaire, et la seconde
au passage d’ions a travers la membrane. Le courant ionique est alors divisé en trois composantes,
un courrant de sodium I, , un courant de potassium Ik et un courant de fuite I, principalement
transporté par les ions chlorure. Les résistances variables représentent des conductances de canaux



dépendant de la différence de potentiel membranaire. Le comportement de ce circuit électrique
peut étre décrit par I’équation différentielle :

AdVim

Cm dt

+ Iion = Iext

L’étude de ce circuit éléctrique montre que les réponses de ce systéme peuvent prendre de nom-
breuses formes. Par exemple, le passage quasi instantané d’une intensité [; 4 une autre intensité
I , ou alors une réponse oscillante amortie, autour de la valeur initiale ou non.
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F1GURE 3 — Schéma du circuit éléctrique équivalent de Hodgkin Huxley.

A Tarrivée d’un potentiel d’action, la membrane change de polarité (correspond au signe du po-
tentiel membranaire), et ce changement déclenche I'ouverture de canaux calcium membranaires.
L’augmentation de la concentration en calcium intracellulaire qui en résulte provoque la fusion de
la membrane vésiculaire et de la membrane plasmique, puis la libération des neurotransmetteurs.
C’est ce que 'on appelle I’exocytose. Les vésicules sont libérées dans une zone appelée zone d’ac-
tion. Remarque : il y a beaucoup de protéines impliquées dans ce processus, bien que I’explication
soit simple. Les neurotransmetteurs diffusent ensuite dans la fente synaptique. Il peuvent se fixer
sur les récepteurs postsynaptiques ou sortir de la fente. En réponse, il peut y avoir apparition d’un
potentiel générateur excitateur (dépolarise la membrane : hausse du potentiel) ou inhibiteur (hy-
perpolarise la membrane : baisse du potentiel) (Voir la modélisation de Hodgkin Huxley a propos de
la création du potentiel générateur). Lorsque la membrane dépasse un seuil critique de dépolarisa-
tion, il y a création d’un potentiel d’action, qui se transmet ensuite dans le neurone postsynaptique.
La stimulation du neurone postsynaptique prend fin lorsque les neurotransmetteurs ne sont plus
présents. Ils peuvent étre éliminés par dégradation par des enzymes spécifiques, et éventuellement
recapturés par le neurone présynaptique. Alors, le potentiel membranaire local revient au potentiel
de repos (repolarisation), grace a des canaux de potassium ouvert en permanence. A I’arrivée d’un
potentiel d’action, seules quelques vésicules sont libérées, celles qui sont proches de la membrane.
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FIGURE 4 — Schéma d’évolution du potentiel dans une synapse (Cas du potentiel d’action)

Quelques ordres de grandeur : le nombre de neurotransmetteurs libérés est de 'ordre de 1000
pour une vésicule, dont la taille est inférieure & 50 nm et le diamétre de la zone d’action est de
taille caractéristique de 'ordre de 150 nm, et le nombre de récepteurs est inférieur & 100. Ceci
est di au fait que certaines molécules sont aussi susceptibles de moduler 'activité des récepteurs.
C’est le cas des ions magnésium Mg?t qui se fixent sur des sites situés dans les canaux ioniques
NMDA et les obstruent.

Remarque : Les propriétés morphologiques, chimiques et fonctionnelles des synapses peuvent, chan-
ger suite a la transmission d’un signal. Ce phénoméne porte le nom de plasticité synaptique, et
est probablement & la base du processus de mémorisation. Les manifestations de la plasticité qui
font 1’objet d’études intensives sont la LTP (Long Term Potentiation) et la LTD (Long Term De-
pression) qui représentent, respectivement, une augmentation et une diminution de Defficacité de
la transmission synaptique a long terme [9].

Note : Pour connaitre expérimentalement les propriétés des différents canaux ionotropes, et notam-
ment les conductances, on utilise la technique du "patch-clamping" : on utilise une micropipette
en verre remplie d’une solution conductrice qui a la méme composition que le fluide extracellu-
laire. Quand le pipette est positionnée contre la membrane de la cellule (ici le neurone) une légeére
aspiration est appliquée. Si un seul canal ionotrope est sur le patch, les ouvertures et fermetures
du canal peuvent étres enregistrées par ’éléctrode. Si la pipette est retirée, cela peut arracher le
patch de la membrane, et I’activité du canal peut encore étre enregistrée [10].

Remarque : il a été découvert récemment que les récepteurs ne sont pas immobiles sur la sur-
face de la PSD. Ce phénomeéne porte le nom de trafic des récepteurs. [3]

Le courant postsynaptique :

Le courant résultant du passage d’ions & travers les canaux est appelé courant synaptique. Il



est clair que 'amplitude de ce courant est proportionnel au nombre de canaux ouverts et a leur
conductances. Il mesure 'efficacité de la transmission synaptique. Les fluctuations de ce courant
électrique peuvent étre évaluées a 'aide d’une notion statistique, le coefficient de variation, noté C
(c’est le rapport entre I’écart type et ’espérance). Si I'on note I le courant synaptique, le coefficient
de variation est défini par la formule suivante :

2
E(L,%) — E(I)
E(Ls)
L’espérance est calculée de la maniére suivante : on obtient d’abord une estimation, & la libération
d’une vésicule, de la moyenne de I'intensité du courant résultant, et ensuite on calcule ’espérance

de cette quantité par rapport a la probabilité p de libération d’une vésicule au temps ¢. Si on note
< I; > la moyenne de l'intensité résultant de la libération d’une vésicule, alors on a :

O:

V< I > p2< ISP

C
p<lIy>

Le but de la suite du document est de donner une estimation de l’espérance et de l'écart type,
puis ensuite du coefficient de variation en fonction des paramétres du probléme (taille de la sy-
napse, nombre des récepteurs, nombre de molécule de glutamate libérées, etc..). On modélise tout
d’abord le systeme en simplifiant la géométrie de la synapse, puis on estime la probabilité qu’une
molécule de glutamate sur toutes celles libérées par une vésicule a de se lier 4 un récepteur. De
cette probabilité on peut en tirer une expression analytique de ’espérance et de la variance de I.
On utilise enfin ces résultats analytiques en faisant varier les différents paramétres pour en déduire
les influences de ces paramétres sur le courant.

II. SECONDE PARTIE : LE MODELE THEORIQUE D’UNE SYNAPSE CHIMIQUE :

Hypothéses du modéle, et notations :

On modélise les molécules de glutamate comme des molécules diffusives, et on suppose que la
fente est cylindrique, ainsi que les éléments post et présynaptique. On négligera dans toute la suite
le traffic des récepteurs, ainsi que les interactions entre les molécules de glutamate, que 1’on consi-
dére comme ponctuelles. On considére la zone d’activité est un disque et que la libération d’une
vésicule se fait ponctuellement. Les molécules de glutamate libérées peuvent étre absorbées par
la partie latérale de la fente, et réfléchies par la membrane. On suppose que les récepteurs sont
uniformément distribués sur la PSD. Seule une partie des glutamate frappant les AMPAr activent
le récepteur, pour des raisons énergétiques. Celles qui ont une énergie suffisante sont absorbées, les
autres réfléchies. On modélise ceci par une condition aux limites radiative sur chacun des récepteurs.

Notations : On notera (2 la fente synaptique, v; la conductance d’un canal AMPAR lorsqu’il est
lié avec ¢ molécules de glutamate (i € [2,4]), I(t) le courant synaptique, qui dépend aussi des N; ,
nombre de canaux lié avec i molécules de glutamate, AV le potentiel membranaire, xg la position
de la libération de la vésicule sur la zone d’activité présynaptique, N, le nombre de récépteurs, a
le rayon d’un site de liaison, supposé circulaire, Rpgp le rayon de la PSD. On a donc ’expression
suivante :

I(t) = (v2Na(t) +v3N3(t) +vaNa(t)) AV (1)
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FIGURE 5 — Schéma de la synapse simplifié

On a les valeurs numériques empiriques suivantes (pour AV = -100 mV) [10] :

v2=4 pS
73 =10 pS
v4 =13 pS

Le nombre de molécules de glutamate libérées par la fusion d’une vésicule avec la membrane
est Ny = 3000

Estimation de la probabilité de liaison d’une molécule de glutamate :

La probabilité (densité de probabilité) de trouver une molécule de glutamate a la position z et au
temps ¢, lorsqu’elle était initialement a la position z( est notée p((xz,t)|zo) et on admet qu’elle est
solution du systéme différentiel suivant (2), pour tout z € Q et ¢t > 0 (la démonstration de ce fait
fait appel a des notions de calcul stochastique, notamment le calcul d’Ito [11]). :

)
5% =DAp
p(x,0]|z9) =0(x — x)
op _
w|oQ, 0
PoQr.e = 0
op _
DEWQPSD = kP

ot D est le coefficient (constant) de diffusion des glutamates, et 9, , QL4 et INpsp désignent
respectivement, les bords de €2 réflechissant, latéral, et appartenant a la PSD. La constante x prend
en compte le nombre de récepteurs, et la barriére d’activation énergétique. Son estimation utilise
un résultat sur le premier temps de passage, qui est démontré dans un cas plus simple dans la



quatriéme partie. La derniére condition est la condition radiative homogénéisée. La premiére cor-
respond a ’équation usuelle de la diffusion, et les autres conditions sont les conditions d’absorption
et de réflexion. Si on fixe un récepteur sur la PSD, I’étude de cette probabilité permet d’avoir accés
4 la probabilité de liaison & ce récepteur en examinant la probablité qu’une molécule se trouve sur
un récepteur au temps t. On intégre sur le temps pour avoir ’ensemble des molécules qui atteignent
ce récepteur. On somme ensuite sur I’ensemble des récepteurs, ce qui nous donne la probabilité de
liaison.

En utilisant une procédure d’homogénéisation, on obtient la formule suivante pour « :

D 1 3)
R =
2 R2 flo) , D
PSD Nga + Ka2ma? N,
2 N 2 PR ., ~ . .
ot f(0) =1—0 et 0 = He% et k, mesure la barriére énergétique associée 4 la liaison d’une
R?psp

molécule de glutamate & un récepteur.

Cette procédure d’homogénéisation consiste & dire ceci : au lieu de considérer une condition aux
limites d’activation 5
/4
~Dgy = Rap
pour chaque récepteur, et une condition aux limite réflexive sur le reste de la PSD, on a remplacé
ceci par une seule condition aux limites d’activation

_po _
on

sur toute la PSD. On veut alors déterminer s & partir de x, et des autres paramétres du systéme.
On va utiliser ’expression du temps de premier passage, qui sera donnée dans les parties suivantes
(Ici le domaine borné est la fente, et la partie absorbante est la partie latérale de la fente, ainsi
que les récepteurs, avec une certaine condition d’absorbtion, et dans un second modéle, on ajoute
a la zone d’absorption toute la PSD, avec une condition différente d’absorption) On considére que
le MFPT est le méme pour les deux modélisations.
On a Papproximation (modéle homogéne) du premier temps de passage, ¢ :

Y 1 D
t(x)~=T1= D(

Kp

4RPSD QWHRPSDQ
L’autre expression de 7 est (modéle local) :
9 Nat ()R
o 4RPSD Naa

Dans les deux cas, ces approximations on admet ’expression de 7, et on démontrera dans la partie
IV une expression du premier temps de passage dans un cas plus simple.

Calcul des valeurs numeériques de a et k, (pour pouvoir calculer k) :

Pour le calcul de k,, on compare également deux modéles : le modéle diffusif, global, et le modéle
local, chimique. On considére la réaction de liaison du récepteur a une molécule, de constantes k;
et k_1 Le flux est donné par la formule :

k1N,

N,
J= p(x)dx ~ i I ra’p(x)

AV Jaq, AV

ou A est le nombre d’Avogadro, p est la densité de glutamate & proximité du récepteur, qui 'on
suppose uniforme, et V = 7 Rh? est le volume de la fente. En utilisant le modéle diffusif, on obtient

J = Ngma/ p(z)dz = Nyk.ma’p(x)
0,



En identifiant les deux expressions, on obtient
k1

e T AV

Et 'expression numeérique pour ki est k1 = 10”mol.s~!. On obtient alors la valeur numérique
Pour déterminer la valeur de la constante x, on a besoin d’estimer la rayon a. Pour
cela, on fait plusieurs simulations pour une synapse de rayon R, = 500 nm, tel que Rpsp = 300 nm,
et h = 30 nm ainsi que d,, = 150 nm. On utilise le critére suivant : le courant synaptique sature pour
quatre vésicules libérées (c’est a dire 12000 molécules de glutamate). On obtient . La
figure suivante illustre la méthode utilisée :

Saturation
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FIGURE 6 — Courant synaptique I en fonction du nombre de glutamates libérés, pour différentes
valeurs de a, pour lesquelles la saturation arrive pour des valeurs différentes du nombre de gluta-
mates, ce qui permet de discriminer la valeur de a pour laquelle la saturation se produit pour 4
vésicules libérées.

La probabilité P(xp) quune molécule de glutamate relachée a la position zy se lie & un récep-
teur est donnée par :

“+o0
P(z0) = —D/ / L(yét'%)dydt =-D 78“((;;”“)@
0 0Qpsp v Npsp v

+o0
ol on a posé u(ylxg) = / p(y, t|zo)dt. u vérifie alors le systéme différentiel suivant :
0

DAu(z|zg) = —0(z — x0)
Ou —
o,
WoQrar =
e} —
£|6QPSD = —hku



Expression analytique de P(xq) : Il suffit de trouver le flux Jpsp de u a travers la PSD.

> Pour zg au centre de la zone d’action :

On analyse le systéme d’équations, pour r € [0, R[ et z €]0, h] :

DAu(r,z) = —5=6(r)é(z — 20)
Ou(r,z) o
ov |09, 0
u(r,z),_p =0
- %""<TL7Z=0 - HU(T, Z)

C’est le systéme vérifié par u en coordonnées cylindriques. Si on pose @(r) = + foh u(r, z)dz, alors

R
v = u vérifie : 1 19 1
" T _77“’ = —
D (r) + /(1) — 3 57,0060, (7)) = —50(r)

r
On utilise la formule de Taylor : u(r, z) & u(r,0) + %(n 0)z + O(2?) et u(r,0) = —%g—g(r, 0) donc
on a ’approximation :

_ Ou D h
u @(7@0)(; + 5)
Par suite, on obtient ’équation suivante :
D! (r) + 10/ (1) = 27t (r) i (7)) = — (1)
T (2D + kh) [O.rel - 2mr

La solution de cette équation est de la forme :

u(r) = ﬁKO(O”) + Alp(ar) 0<r<rgp
Clog(%) rp <r<R

ou A et C sont des constantes a déterminer et a = , /%. Iy et Ky sont les fonctions de Bessel
de premiére et de seconde espéce d’ordre 0.

Note : on appelle équation de Bessel ’équation différentielle :

$2y// —l—xy’ + (12 _ 1/2)y =0
ol v est un entier positif. Lorsqu’on cherche a résoudre cette équation différentielle, on pose y(z) =
x¥g(x) et on cherche les fonctions g développables en séries entiéres. On voit alors apparaitre la
fonction suivante :

+o00 2
Tv (—1)Pa2p
I(x)==
(z) 2 pgo 22rplT(p+v+1)

qui est solution de I’équation de Bessel, s’appelle fonction de Bessel d’ordre v. On définit aussi :

qui est aussi solution.

+00 m
J. = E L(fﬁmﬂx
¢ mzom!F(eraJrl) 2

K, diverge en 0 , c’est pour cette raison que ’on peut en déduire la constante en facteur de cette
fonction dans la solution générale.
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Pour déterminer les constantes A et C, on utilise le caractére C' de cette fonction. On obtient
le systéme d’équations suivant :

{ ﬁKo(oer) + Alg(ary) = Clog(%)
c

— ok (ary) + Aaly(ary) = -

La solution de ces équations est donnée par :

A _ 1 rp Ko(ary) +log(% ) K1 (arr)
C 2rDha(log(%s )1 (ary) —rp = o(ary)) \ aly(arp)Ko(ary) + alo(arp) K (arg)

et ceci par inversion matricielle (comme les mesures physique sont des approximations, et que
Pensemble des matrices inversibles est dense, on peut considérer que cette matrice est inversible).
Pour calculer la probabilité P(zp), on estime deux flux. Le premier est le flux a travers la PSD
donné par :

TL 1 TL
Jpsp = H/ udS = H/ — Ko(ar)rdr + 27r/<;/ Aly(ar)rdr
ONpsp 0 Dh 0

Et le flux latéral est donné par :
Jrat = =2 DR (R) = =27 DhC

> Lorsque zg est quelconque :

On utilise ’expression générale du Laplacien pour écire :

0%u(r, ) n 1 9u(r,6) n 1 0%u(r, )
or? r Or r2 002

On suppose que pour 6y = 0, on peut développer u en une série de cosinus :

1
- ou(r, 0,1 = *rhiD(s(?" —10)0(60 — o)

u = % + ; ay, cos(nd)

Pour estimer le flux, on doit calculer la quantité suivante :

2 TL 2 TL
K/ / u(r,0)rdrdd = K/ / Mr‘drd@
o Jo o Jo 2

(On suppose que le développement est suffisamment régulier pour pouvoir inverser les signes > et
[, et dériver terme & terme deux fois) On obtient I’équation :

1
" Drhr

ag(r) + %aé(r) — a2a0(r)§[07m[(r) 5(r — 'r'())

On cherche une solution a cette équation différentielle sous la forme, pour ro < rp, :

AiIy(ar) 0<r<rg
ag(r,mo) = Axlp(ar) + BoKo(ar) 1o <r <rp
Azlog(g) rp<r<R

La continuité au point z¢ = (g, 0) donne :

Allo(a’l‘o) — Ag]o(aro) — BQK()(OZ’I“()) =0
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En intégrant I’équation différentielle de ag entre rq — € et rg + €, on obtient la condition :

rote g dag(r, o) rote 9 1
/r 5(7“76” )dr —/r aag(r,ro)rdr = Dk

0—¢€ 0—¢€

Et en passant a la limite quand € — 0, on a :

1

Agll(a’l“o) — BgKl(Oﬂ‘Q) — Alll(a’l“o) = m

Une autre condition vient de l'interface r = rp ot on suppose la continuité de ag et de sa dérivée
par rapport & r. On obtient :
Aglo(ary) + BaKo(ary) — Aslog("%) =0
AQIl(Oé’I"L) — BgKl(Oﬁ“L) — A3 1 =0

Qary,

On peut alors donner I’expression du flux : Jpsp(zo) = H"[BQPSD u(r,ro)dS = wm [ * ag(r,ro)rdr
qui est :

-1

10(057“0) —Io(OéT()) —Ko(a’/‘o) 0 0
—Il (047‘0) 11 (Oé’l"()) —K1 (OéT()) 0 -
J = [y (Io(ar),0,0,0 Phro | rd
psp # Jo" (totar), 0,0,0) 0 Io(ary)  Ko(arp) —log(%k) 0 e
0 Liary) —Ki(arp) — —z- 0
-1
IO(OZ’I”()) —Io(OéT‘o) —Ko(a’l"o) 0 0
—11(047“0) Il(aro) —Kl(OéTQ) 0 L
=& [7(0, Io(ar), Ko(ar),0 Phro | rd
£ Jry (0 Tolar), Ko(ar), 0) 0 Io(ary)  Ko(arp) —log(%) 0 e
0 Li(ary) —Ki(arp) _a:'L 0
De plus, le flux latéral est donné par :
Jrat(20) = =2 DRh'(R) = —2mDh A3
Quand la vésicule est libérée en dehors de la PSD (rg > r1), ap a la forme :
Ailo(ar) O<r<rg
ao(r) = ¢ Azlog(r)+ Bz rp <r<rg
Aszlog(x) ro<r<R
De la méme maniére on obtient I’expression :
Ip(ary) —log(L) -1 0 - 0
L aly(ary) -1 0 0 0
J :/ Io(ar),0,0,0 'L . rdr
psp = | (olar) ) 0 log(rg) 1 —log(%2) 0
1 1 1
0 w0 7o ~ Dhio

Pour une vésicule libérée au centre de la zone d’activité (ro = 0), la probabilité de se lier a
un recepteur est donc donnée par :

L L

1

P(zo) = H/ — Ko(ar)rdr + 271%/ Aly(ar)rdr
o hD 0

1

A =
avee 27 Dha(log(%e) 11 (ary) — r1o(ary))

(aly(arp)Ko(ary) + alo(arp) Ky (arg))
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On fait alors des simulations Browniennes pour comparer avec l’expression analytique, ou les
molécules de glutamate sont libérées de la zone d’activité de rayon d,. = 350 nm et diffusent dans
la fente de rayon R, = 500 nm. Le nombre de récepteurs est 20, et ils sont de rayon 5 nm et le taux
de liaison est 10%s~1 .Ici un récepteur est modélisé comme un absorbeur partiel et quand il est lié
a quatre glutamates, il devient totalement réflexif. Le résultat est satisfaisant, comme le montre
la figure ci-dessous. Une simulation Brownienne est la simulation d’un mouvement Brownien. On

0.6

o

o

5
T

e
tn
T

Binding probability

0.45¢

| 1 1 +

1
! 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5

0735 L 1 I 1

PSD radius (um)

FIGURE 7 — Probabilité P(z() pour xg au centre, en fonction du rayon de la PSD (20 récepteurs
de rayon 5 nm). Le nuage de points correspond aux simulations Browniennes, et la courbe a
Pexpression analytique [13].

fixe un pas de temps At. Et on utilise de maniére fréquentielle la formule :
z(t + At) = x(t) + oN(0,1)V At

ou N(0,1) est une variable aléatoire normale. Comme le mouvement Brownien est la limite de
marches aléatoires & pas tendant vers 0, pour At suffisamment petit, ces simulations approximent
bien un mouvement Brownien.

Moyenne et variance du courant synaptique I :

Pour calculer la moyenne et la variance du courant, il faut prendre en compte des fluctuations
de deux natures. La premiére est due au nombre de molécules glutamate liés, et la seconde est la
configuration des récepteurs liés (2, 3 ou 4 liaisons). Pour estimer la premiére source, on utilise la
probabilité Py (z0) d’avoir k glutamates liés, lorsque la vésicule est libérée a la position zg, et cette
probabilité est donnée par :

Pu(an) = (7 ) Blao) (1~ Plao)) o

P(z) = & /6  ulelan)ds(o)
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La probabilité d’une configuration n = (nq, ne, n3, n4) d’avoir ny AMPAR liés a 1 glutamate, etc..
est donnée par (k < min(4N,, Ny))

N,! 1

Qnlk) = nglnglna!ng (N, — (ng + ng + ne + n1))! F(k, N,)

Celle-ci est calculée en choisissant ny AMPARs parmi N,, ng parmi N, — ny, etc.. et F(k, N,)
est le nombre de posibilité de décomposer l'entier k en les entiers 4,3,2, et 1 sachant qu’il y a
au plus N, termes. On peut alors calculer les moyennes temporelles de N, (t) pour i € [2,4] et
par conséquent les expressions suivantes (Sj désigne ’ensemble des n = (n1,n9,n3,n4) tels que
dng +3ng+2ne+mn; =k ) :

Ng
E(I)(zo) = AV > Y ii.47Q(n|k)Py ()
k=1neSy
Par conséquent :
4N, 4N,
E(L,)(z0) = AV Y > i7Q(n|k)Px(w0) + AV Nya(l = Y Py(x0))
k=1n€eSg k=0
4N, 4N,
E(L2) (o) = (AV)? Y~ Y (7)*Qn[k)Pr(wo) + (NaraAV)?(1 = ) Pi(wo))
k=1neSg k=0

On peut par conséquent calculer la variance grace a la formule suivante :
V(I)(20) = E(L*)(x0) — (B(I) (o))

On peut déduire de ces expressions une expression analytique de C (en utilisant la formule donnée
page 4).

Simulation du courant synaptique :

Le but de cette partie est d’étudier les influences des différents paramétres du probleme sur la
variance et l’espérence du courant synaptique, et donc sur le coefficient de variations. On trace
pour cela le courant (espérance et variance) ou alors C en fonction d’un paramétre variable pour
plusieurs valeurs d’un autre parameétre, ot tous les autres sont fizés. On présente ici les observa-
tions sur les courbes, qui se trouvent a la fin du document.

Observations : > Pour une vésicule, la contribution la plus grande au courant total est appor-
tée par les récepteurs liés & 2 glutamates, et pour 2 vésicules la contribution la plus grande est
celles des récepteurs lié & 4 glutamates (Figure 9).

> Si la vésicule est libérée en dehors de la région au dessus de la PSD, lintensité du courant
décroit rapidement, par manque de liaisons récepteur-glutamate (Figure 7).

> Le courant est une fonction décroissante de Rpsp et de d,..

> Pour une petite taille de ’AZ, et une petite taille de la PSD, les AMPARs sont liés en ma-
jorité & 4 glutamates, et dont le courant est plus intense que lorsque la zone d’action est plus
grande, avec une PSD petite (Figures 12 et 13). On peut alors interpréter les différences obser-
vées sur la figure 11. Ces différences sont dues & des propriétés non linéaires dues aux différentes
conductivités. Cependant, le courant synaptique est toujours une fonction décroissante de la taille
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de 'AZ (Figure 14).

> Pour étudier la stabilité de la réponse synaptique, on utilise le coefficient de variation (C).
Pour un rayon d, fixé, on voit que le C a un minimum en tant que fonction du rayon Rpgp, et
pour la relation entre AZ et PSD, on a tracé le rayon optimal (celui pour lequel on a un minimum
de C) pour Rpgp en fonction de d,.. On trouve que ce rayon optimal augmente en fonction de d,.,
mais cette relation est non linéaire (Figures 15 et 16).

> Pour voir si la taille de la synapse a un effet sur le C, on fixe le rayon d, = 50 nm et on
trace C' comme une fonction de Rpgp pour différentes tailles de la synapse. On trouve que la
valeur optimale de Rpsp ne dépend pas du rayon synaptique (Figure 18). On observe que le C
décroit en fonction du rayon synaptique (Figure 17) et donc les grandes synapses sont plus stables
que les petites.

> Pour voir si le nombre de molécules de glutamate libérées a une influence sur C, on a tracé
C en fonction de Rpgp pour différents nombres de glutamates. (3000, 2000, puis 4000). Ceci
montre qu’il y a un petit changement dans le minimum de C. (Figure 18)

Maintenant que l’on a mis en place le contexte biologique, on va présenter une méthode mathéma-
tique pour déterminer le MFPT dans un domaine quelconque. Ici le cas est plus simple que dans le
cas biologique considéré précédemment, car il n’y a pas de condition d’absorption, et il n’y a qu’une
seule composante connexe absorbante.

ITI. TROISIEME PARTIE : SINGULARITE DE LA FONCTION DE NEUMANN :

Le but de cette partie est d’étudier une fonction (de Neumann) qui va servir dans le calcul de
Destimation du MFPT (mean first passage time). Rappel : une expression du premier temps de
passage a été utilisée page 6, pour déterminer la probabilité de liaison d’une molécule de glutamate.
Elle est définie comme suit :

Définition de la fonction de Neumann :

On considére un ouvert 2 de R2. On suppose qu'il existe un rayon r>0 tel qu'une boule de rayon r
puisse rouler librement & I'intérieur de €. On note 9 son bord, que ’on suppose de classe C3. On
définit la fonction de Neumann N(z,y) sur (QUIQ) x € par le systéme différentiel avec condition
aux limites suivant :

(S ON 1
Yy € Q VYV € 092 BT (z,y) = ]

Démonstration de I’existence d’une telle fonction :

> On considére la fonction définie pour = # £ par

1 1

T(x,§) = %H

La fonction T vérifie ‘ AT (x,8) = —6(x = &) ‘
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En effet, pour toute ¢ € C“*°(Q)

1 1
——Ap(z)de = lim —— Ap(z)dx
/Q lz — €] €0 JQ_B(ge) |958— ¢l
= lim () = ~2mp(€)
=0 JoB(g,e) Ona | —¢]
Par suite, une distribution L est solution du probléme aux frontiéres précédent si et seulement si
S = L — T vérifie le probléme de Neumann suivant

, V(SL', y) € QQ AZS(LL', y) = O
Yy € Q VYV € 092 59731,(33’3/) = _ﬁ_‘_iﬁww(xx—_ﬁs

> Pour démontrer 'existence, au sens des distributions, d’une solution & ce probléme, on utilise le
théoréme de Lax-Milgram : On cherche & montrer qu’il existe une solution au probléme suivant

{(Q) Au = f

(692) du = g

Ou f et g vérifient la relation de compatibilité

Ji1= e

La formulation variationnelle de ce probléme est :

/Vu.Vvdm—i—/fvdx:/ gv do
Q Q o0

On se place dans V'espace (H'(Q))x = {u € H'(Q) / [,u=0}. Le but est de trouver u € H'(Q)
tel que la formulation variationnelle soit vraie pour tout v € H'(£2). On considére la forme bilinéaire
« sur cet espace définie par :

a(u,v) = / Vu.Vu dz
Q

a est bien continue et coercive (On utilise 'inégalité de Poincaré-Wirtinger), donc d’apres le théo-
réme de Lax-Milgram, il existe une solution a ce probléme variationnel. On note u cette solution.
Elle est alors bien solution du probléme avec conditions aux limites.

En ce qui concerne la régularité, © — N(z,y) est harmonique sur 2 — {y}, donc de classe C*°
sur ce domaine. De plus, elle est symétrique et T est strictement plus singuliére au voisinage de

02— {(z,2) | x € Q} [1].

Bilan:  N(z,¢) = m +o(z, §) ot v est de classe C*° sur Q2 — {(z,2) / z € Q}

Etude de la singularité de la fonction de Neumann :
Maintenant, on veut une estimation plus fine de la singularité. On utilise pour commencer la
troisiéme formule de Green sur x — N(z,y) et © — v(z, z), avec z € 2 (On peut considérer toutes

les équation suivantes comme limites des formules de Green sur une suite de fonction f,, de classe
C a support compact qui converge vers N au sens des distributions), et donc :

1 1
/Q[N(a?,y)Aw(x,z) —v(xz,2)A,N(z,y)|dx = v(y, z) + /Q N(m,y)@dx - @/Qv(x7z)dx
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De plus

ov(x, 2) ol ON(z,y) _ 1 ol ng.(z — 2)
[ W) o) s, = [ [ vt s,

Donc :

AN(x’y)ﬁdx_ﬁ[]U(w7z)dx:A [;-I—U(:L‘,y)]wds

o 27|z —y|
On obtient alors :

1 ng.(z — 2)

+ v(z,y)) dS,

1
.9 =~ | IN(@.9) = o 2o + /8 [

q 27|z — y| 2|l — 2|3

Pour (y,2) € (0Q)?%, et y # 2, la partie la plus singuliére de I'expression précédente, quand y
tend vers z est : ) ( )
Ng.(z — 2
,2) = —= — = _dS
w9 =37 [ g

On fixe alors z € 012, et sans perdre de généralité, on peut supposer z = 0 . On considére que la
frontiére de ) au voisinage de z est suffisamment réguliére, et notamment qu’il existe un voisinage
0f), qui peut étre représenté par :

23 = SLE) ) + SN @) + olas® +257)

ol (x1,x2,x3) sont les coordonnées génériques d’un point de 92, dans le repére orthonormé direct
formé par une base du plan tangent en z et de sa droite orthogonale. Par suite, on montre aisémment
que
1 / (L.Z‘12 + Nl‘22 — Z‘3)d$1dl‘2
472 Jpo.e) V(@1 = y1)? + (w2 — y2)2 + (23 — y3)2[212 + 222 + 232]3/2

On passe alors en coordonnées sphériques, et on obtient :

UO(:U’ 0)

1 2
%@ﬁ%vzgf I(p,p,0)dp
™ Jo
ol
I 6) = /“ [%L?“Qcos(ap)2 + %Nr2sin(go)2 + o(r?)]rdr
PP Jy T 02— 2rpsin(9) cos(e — wo) + O(r2p + rO]V2[2 + O/

Par conséquent,

21(p,¢,0) ~ fa dr
Lcos(p)?+Nsin(p)? 0 [r24+p2—2rpsin() cos(p—po)]L/2
- a—psin(0) cos(ap—¢o)+\/a2+p2—2ap sin(6) cos(p—po) 1
= In( P (T—sin(8) cos(7—p0)) =In;+0(1)

ou (r, ) sont les coordonnées polaires de (z1,z2) et (p, o, 0) les coordonnées sphériques de y.
On déduit de ce qui précéde que

VoY, 2) ~ L(z)+ N(z) ln( 1

8 ly — 2|

>+0@)

En particulier, lorsque 91, est sphérique, on obtient

1 1 1
N(y,2) = 2aly — 7] + 47rRln<y—z|) +0(1)
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Ce développement a Uordre 2 de la fonction de Neumann au voisinage de sa singularité va nous
permettre de donner une évalution du premier temps de passage. En effet, celui-ci , comme on va
le voir dans la suite, vérifie un probléme différentiel avec conditions au limites de Neumann, et
donc on peut Uexprimer a laide d’une intégrale impliquant la fonction de Neumann.

IV. QUATRIEME PARTIE : ESTIMATION DU TEMPS DE PREMIER PASSAGE :

FIGURE 8 — Schéma du domaine )

On considére un domaine borné €2 & bord suffisamment régulier dont la frontiére est réfléchissante,
sauf en un petit trou 99, circulaire de rayon a (a négligeable devant |Q|'/3) qui est absorbant. On
suppose de plus qu’il existe un R > 0 telle que toute boule de rayon R fermée tangente a 90X est
soit contenue dans ¢ soit dans Q et que a est négligeable par rapport a R. Le but de cette partie
est de donner une approximation du MFPT, c’est a dire le temps de premiére absorption moyen,
quand a tend vers 0 , & partir d’un point de 2.

On admet ici que le MFPT, noté u(z) pour = € € est solution du probléme aux frontiéres mixte
suivant :

Vo € ) Au(z) = -5
Vo € 08, u(x) = 0
Va € 09, fun) =

ou D est le coefficient de diffusion. La condition de compatibilité s’écrit :

Ou(x) o _ |9
~/aQa 3711 dS:c— 6

En utilisant les formules de Green, on obtient :

1 Ou(x
u) - 5 [ Vs = [ N5 as, o
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ol )
C:—/uajdm
o Jo "™

du(x) pour z € 0§),. Lorsque ¢ — 0 , C — +o0, donc pour y € 99, , —C

Ong
est une bonne approximation de [, N(z,y)g(z)dS,, ce qui, compte tenu de ce qui a été montré

précédemment, se traduit par I’équation généralisée de Helmholtz suivante (pour y € 99,) :

On pose g(z) =

/ o)l — ol + Hiz,g)nfe — y| + O(1)]dS, = ~C
99, ™

ou H(z,y) = —5=[L(y) + N(y)] ~ —g=[L(0) + N(0)] quand € — 0 ol on considére que 0 est le
centre de 0€),.

Note sur les équations de Helmoltz [2] : Helmoltz et Rayleigh ont démontré que I’équation

Vy e D /ig(m) S, = C
D27T|33—y|

ol D est un disque de rayon 7 centré en 0, C' une constante, admet pour unique solution la fonction

g définie sur le disque D par :
2C

g(x) = —F——
roy/1 — %

Ici, on développe g en une somme

g(x) = go(x) + g1(x) + ... + gr(x)

ou pour tout i tel que k —1 > >0, g;+1(x) = o(g;i(z)). On choisit go(z) = 7201"2 . Alors

/11
amy/1 v

1 91() _2C H(z,y)ln|z —y| o
21 Jo, le =yl " am Joq, 1 2P ’

a

Dans l'intégrale, on fait le changement de variable (z,y) = a(§,n) puis en passant en coordon-
nées polaires, cette derniére équation s’écrit :

1 J—
L[ 0 s g, [ Hebenlie el
21 Joq, v =yl 0 V1—r?
ce qui pour € — 0, s’approxime par :
1 g1 (x) C[L(0) + N(0)]
— =7 gl 1
27 Joo T2~ Sy 5 aln(a) + o(aln(a))

On utilise la résolution de Helmoltz pour en déduire g¢; :

—C[L(0) + N(0)]
2w

g1(z) = aln(a) + o(ln(a))

On a alors "approximation suivante :

—C L(0) + N(0)

2 2

aln(a)]
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_ ou(x)

On en déduit, en se rappelant que g(z) une approximation du temps moyen d’absorption :

ong
o [
4aD[1 + Wuln(a) + o(aln(a))]
Dans le cas particulier oit © est une boule de rayon R > 0, alors L(0) + N(0) = % et par
conséquent on obtient :
2] a
E,=——[1+—721 1
LIl 2 4 ofan(a))]

Le but de la partie suivante est, dans un cas légérement différent de celui déja considéré, car il
y a deuxr composantes absorbantes, [’'une considérée comme une cible, et [’autre comme une cause
de fuite (partie latérale de la fente, dans le cas du probléeme biologique posé au début). Le modéle
inclus une source de particules Browniennes. Le but est d’évaluer le fluz a travers la partie de fuite.
Le résultat généralise celui trouvé dans la seconde partie.

V. CINQUIEME PARTIE : FUITE A TRAVERS UN
CONDUCTEUR DE PARTICULES BROWNIENNES :

Un conducteur de particules Browniennes est un domaine borné €. Il y a une source de particules
sur & l'intérieur du domaine ou sur la frontiére, ainsi qu’une cible, qui est une partie absorbante
09, de 09. Le reste de la frontiére 052, est réflechissante. Certaines des particules Browniennes
peuvent fuir de Q par un petit trou absorbant noté S(e). Le probléme ici est de calculer la portion
du flux qui passe & travers le trou absorbant. La densité de particules Browniennes satisfait le
systéme différentiel suivant, pour tout x € € :

DAu(z) =0
du _
|09,

7‘D%‘8QS = o(z)

UjpQ, = UoQg., =0

ol ¢ est la densité de flux de la source sur la frontiére. On veut obtenir une expression asymptotique
pour le flux a travers S(e), défini comme :

ou(x)

Je=D —
S(e) 61/

dSy

On commence par trouver le flux pour chaque fonction propre et ensuite, on calcule J, en utilisant
le développement en fonctions propres [1].

Note : Le développement en fonctions propres est justifié par la proposition suivante :

Soit Q un ouvert borné. Il existe une base hilbertienne (e,)nen de L2(£2) et une suite (Ap)nen
de réels strictement positifs tels que A\, — +oo telles que e, € Ho 1(2) NC¥(Q) et eyj90 = 0 et
Ae,, = \pe, sur €
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Une fonction propre du probléme homogéne vérifie :

—DAuc(x) = Me)u(z) x €
Sucls) g x € 99, U9,
uc(zr) =0 x € S(e) U,

On a le développement suivant des valeurs propres [5] :
Ale) = A(0) + Are + o(e)

ot A\(0) est la valeur propre du probléme réduit (c’est & dire pour € sans trous). On définit la
fonction de Green réduite (sans trous) comme solution du probléme mixte avec D = 1 suivant :

% (r,y) =0 © €O U0,y €0
G(m,y) =0 mG@Qa,ZIGQ

En multipliant la premiére équation de ce systéme par u.(y) et en intégrant sur  on obtient :

M) Oue(y)
win) =5 [ i [ ceny

ds,
Avec la condition aux frontiére de u., par suite, pour tout « € S(e) :

5[ ety [ cten

as,
De plus on a le développement suivant :

/Q QG y)ue(y)dy = Gole) + Oz

Comme pour la fonction de Neumann, G a la forme :

G(z,y) = + H(x,y) In(|z — y[) + vs(z,y)

27|z — y|
pour z € 9N et y € QU IN ou H(z,y) dépend localement des courbures sur la frontiére et vg est
une fonction continue. On suppose que H est bornée. On obtient avec ce qui précéde, on obtient
I’équation de Helmoltz suivante :

Gole) B 1 Oue(y)
G ot == [ (g + He ) nlle =) + vt ) 5 as,

Ceci suggere le développement, comme dans ce qui précéde, suivant pour y € S(e) :

aue(y) _ CO(G)
5 = =+ Ol

€2

ot Cp(€) est un coefficient indéterming, cést a dire :

Go(e) 1 Co(e)

+ O(|z :f/ ——— + H(z,y) In(|lz — y|) + vs(z,y + O(ly|)]dS
D (l]) aqbﬂw—yl (z,y) In(| ) +vs(z,y)ll " ur (lyDldsS,
et donc pour z = 0, on a
G = =Dfre [ Oyl sy + H(0,y) In(|y]))ds,

€
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Et il s’ensuit que :

G
036) = —(% + O(?In€))Cy(e) + O(e* Ine)
d’ot Cy(e) = f%m On a donc le développement du flux suivant :
2]
J. = 4€GO(€) +O("Ine) +O(*Ine)

14+ O(e?1ne)

On veut maintenant déterminer Gg(e). Pour cela, on intégre la premiére équation du systéme
différentiel vérifié par u.. On obtient ainsi :

Oue (y)
0N au

/\(e)/ ue(z)dx = D/ ducly) ds, +D ds,
Q S v

On déduit de ceci :

. Go(e) + O(e? Ine) ) u(y)
)\(e)/ﬂue(z)dx =4e 1+ 0(2e) +O(e“lne) + D o, OV s,
A(e)/ng(O,y)ue(y)dy = Go(e)
On obtient ’équation :
_ 4eX(e) + O(é? Ine) 5 Oue(y)
)\(e)/ﬂue(x)dx = 11 0@mo +O(e“Ine) + D o, o ds,

On obtient alors :

D [oq, “5dS, e [ G(0,y)uc(y)dy
Ae) = e (1 P O(e1
(€) Jo te()dx (1+ Jo te()dz ) +0(€ne)
Remarquons que
Joa auf;y(y)dsy
D% ¥ - —
[ we(a)da A0) +O(e)

Evidemment, u, — ug quand € — 0 ol ug est la fonction propre du probléme réduit correspondante.
Par conséquent,

lim G@wm@@+/cmww@@

e—0 Q Q
lim / Quey) 45— / Quoly) 4.
e—0 90, 81/ 004 8u

On trouve alors le développement suivant de J, :
J(€) = 4eDug(0) + O(* Ine)

Par conséquent :

2

a

7))

ou po(0) est la densité stationnaire réduite au trou.

VI. SIXIEME PARTIE : AUTRE APPLICATION DU NARROW ESCAPE PROBLEM :
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Modéle de Markov pour les réactions chimiques impliquant un petit nombre de mo-
lécules

Beaucoup de formules, en chimie, telles que la formule de Smoluchowski [4] font intervenir des
concentrations chimiques, notion qui suppose que le milieu contient un trés grand nombre de
molécules. Par conséquent, elles ne peuvent pas s’appliquer aux réactions chimiques dans des mi-
crodomaines, faisant intervenir un petit nombre de molécules.

L’approximation que ’on a obtenue dans la partie IV nous permet d’avoir accés, pour ces réac-
tions, par exemple, au nombre moyen de molécules produit aprés un temps infini. Considérons un
microdomaine () et une réaction chimique qui implique seulement quelques espéces, représentée
par

R & P

avec des constantes de réaction ki et k_;. Il y a a Dorigine, Ny molécules, qui diffusent dans €2
avec un coefficient de diffusion D. Elles peuvent se lier & un substrat S qui consiste en un seul
site, de taille a petite, situé sur la frontiére du microdomaine. On suppose qu’il peut se lier & S un
nombre quelconque de molécules. La constante de réaction k_; est aussi le temps moyen pour une
molécule diffusive pour se délier, et est donné par la loi d’Arrhenius :

k= C(T)efAE/kBT

ou T, est la température, AF la barriére énergétique de déliaison. k; est donné par la formule
trouvée précédemment, :

Cette formule permet déxprimer le nombre moyen de molécules P produites aprés un temps infini :

kl 4aD

N =N, =
(c0) "k 4k 4aD + |Q|C(T)e~AE/ksT
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différentes de la taille de I’AZ.
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