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Résumé

De fagon générale, les statistiques ont pour objectif de retrouver des
informations sur la loi d’un phénoméne aléatoire que I’on observe. Ces
informations peuvent étre de nature trés différentes selon le probléme
posé et pour les retrouver, nous sommes souvent amenés & formuler
des hypothéses sur la loi elleeméme bien qu’elle soit inconnue. Bien
entendu, dans la pratique, ces hypothéses ne sont pas gratuites et il est
donc important de pouvoir travailler avec peu d’hypothéses. Il s’agit 1a
d’une des motivations de la sélection de modéle : fournir des méthodes
dans des cadres généraux qui soient aussi "robustes" que possible. Dans
ce genre d’étude, on suppose, par exemple, souvent la variance du
phénomeéne observé connue. L’hétéroscédasticité correspond au fait que
I’'on ne connait pas cette variance et que 1’on ne fait pas non plus
I’hypothése de sa constance au cours du temps.

1 Sélection de modéle & variance connue

1.1 Le cadre et les premiers outils

Pour présenter les grandes lignes de la sélection de modéle, nous allons
commencer par voir ce qu’il en est lorsque la variance est connue et constante.
On se place donc dans le cadre statistique de régression suivant : pour ¢
allant de 1 & n, on observe

}/z' =58; +0¢g;

ous = (sy,...,5,) € R"estinconnu, o > 0 est connuet e = (¢q,...,¢,) € R"
est un vecteur aléatoire dont les composantes sont indépendantes, centrées
et de variance égale & 1. Nous voulons estimer le vecteur s. La notion d’esti-
mateur est importante en statistique, on appelle estimateur toute variable
aléatoire ne dépendant que des observations Yi,...,Y,,.



Munissons R"™ d’une structure hilbertienne en prenant la norme suivante

Lo 1/2
vz € R", [|z]|, = (5 Zw?) -
=1

Commengons par estimer s sur un modéle Sp, c’est-ad-dire un sous-espace
vectoriel de R", de dimension D. La "meilleure" approximation de s dans Sp
est sa projection orthogonale sp, c’est-a-dire le minimiseur, parmi les t € Sp,
de
2 a2 2
Is = tll5 = [slls + 125 = 2(s, )n

ou, de fagon équivalente, puisque ||s||? est une constante, [|t||> — 2(s,t),. La
quantité (s, t), dépend de s inconnu, cette procédure nous est donc inacces-
sible. Nous allons la remplacer par un estimateur sans biais, c’est-a-dire par
un estimateur dont I’espérance vaut précisément (s, t),. Ainsi nous sommes
amenés & minimiser en ¢ € Sp la quantité suivante

W) = [t = 2(Y, 1) -

Il est simple de voir qu’il existe un unique minimiseur de =, dans Sp, on
le notera Sp et on l'appelle estimateur par projection. Si I'on considére

Y1, -..,%, une base orthonormale de R" telle que Sp soit I'espace engendré
par les ¢1,...,pp, 'estimateur par projection s’écrit
D
Sp = Z(K 90]>n30J
j=1

Cette écriture est bien stir & mettre en relation avec celle de la projection
orthogonale de s sur Sp,

Ces deux écritures nous ménent aux deux égalités suivantes

D
S’D:SD“‘O'Z(E,SO]')nSOj et 'Yn(‘é) :_H'§||721
j=1

qui nous serviront par la suite.



1.2 Risque quadratique de I’estimateur par projection

Il va maintenant nous falloir quantifier la qualité de notre estimateur.
Une quantité classique pour le faire est le risque quadratique, c’est-a-dire
I'espérance de ||s — 5p||%>. Un simple calcul donne

R a2D
E [HS - SDHEL] = |ls — spll2 + e

On appelle cette écriture une décomposition biais-variance. En effet, appa-
raissent les termes dits de biais ||s — spl|? et de variance Do?/n. Le premier
correspond & la distance entre notre modéle et le véritable s tandis que le
second traduit la complexité du modéle via la présence de la dimension D.

Lorsque D varie, ces deux termes ont des comportements opposés. En
effet, si D augmente le terme de biais diminue et celui de variance augmente.
Nous voudrions que le risque soit minimal et donc nous aimerions choisir un
D qui donne un équilibre entre ces deux quantités.

1.3 Choix d’un modéle

Pour chercher cet équilibre biais-variance nous allons nous donner une
famille finie de modéles {5, }mer et la famille des estimateurs par projec-
tion associée {S$,, }merm. Pour chaque S,,, on note D,, la dimension et s, la
projection orthogonale de s sur S,,.

Parmi les éléments de M, il existe au moins un m tel que S; minimise le
risque quadratique parmi les estimateurs par projection {3, }mem,

me

_ : 2 : s  0°Dy
m = argminE [||s — §,,]|2] = argmin { ||s — s, [|7 + :
meM n

Cependant, la connaissance de m nécessite celles des |s — s,,||, qui sont
inconnues. Pour cette raison S;; est appelé 1’oracle, il représente le meilleur
modéle parmi tous ceux de notre famille.

On aimerait avoir une procédure, basée uniquement sur les observations,
qui nous permette de choisir un m € M tel que 'estimateur § = §;, vérifie,
pour une certaine constante C, ce que I'on appelle un inégalité oracle :

o’D,,
E[ls — 32] < C inf E [[ls - $u]2] = C inf {||s—sm||i+ } .
meM meM n

Ce qui signifie que I'estimateur § a des performances comparables a celles de
Sin-

Notons que jusqu’a présent, nous n’avons pas utilisé le fait que nous
connaissions la variance pour construire les différents objets. Cette hypothése
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va nous étre utile maintenant, pour le choix de ce m. Etant donné que 1’on
cherche & imiter I'oracle, une maniére classique va étre d’estimer le risque et
de minimiser cet estimateur, c’est d’ailleurs ce qui fut fait par les premiéres
études dues a Akaike (1) et Mallows (4). Une heuristique que 'on doit a
Mallows, connue comme le "C, de Mallows", nous guide vers la bonne fagon
d’estimer ce risque. Un modéle optimal est censé minimiser en m

oD %D
ls = smllz + ——== = llsllz = lsmllz + —
ou, de fagon équivalente,
2
oD
~lsmllz + —
Un simple calcul donne E[||5,,]/2] = ||$m||? + Dmo?/n. L’heuristique consiste

alors a remplacer ||s,,||? par son estimateur sans biais et a prendre 7m € M
qui minimise en m le critére

R 202D,,

Vn(sm) + " .

R 202D,,
—[15mll2 + =

On voit donc que pour faire ce choix, la connaissance de la variance o2 est
indispensable.

En général, on s’intéresse plutot au probléme posé dans les termes sui-
vants : on choisit le m qui minimise le critére

Yn(8m) + pen(m)

ou pen : M — R, est une fonction dite pénalité. L’estimateur ainsi
construit s = §; est alors appelé estimateur par projection pénalisé
(ou epp). La question est alors de comprendre les liens entre le choix de cette
pénalité et les propriétés de ’epp, en particulier, a-t-on une inégalité oracle ?

L’heuristique de Mallows peut étre validée sous certaines hypothéses sur
la famille de modéles dés que ¢ admet un moment d’ordre p pour p > 2 (voir
(2)). C’est par exemple le cas dans le cadre gaussien, c’est-a-dire si les ¢; sont
des normales centrées réduites. Pour voir cela, faisons appel a un résultat di
a Birgé et Massart (voir (3)) valable dans le cadre gaussien :

Théoréme 2 Soit {T,, }mer une famille de réels strictement positifs tels que

Z et <Y < 400 .
meM



Supposons que la pénalité vérifie, pour une certaine constante K > 1,

pen(m) > KTU2 <\/m+ \/Mf )

L’epp s correspondant est alors tel que
E (s — 312) < (&) { it (s = sl + pen(m)) + =
= meM n n

ot C(K) est une constante ne dépendant que de K.

Si notre famille de modéles {S,,}merm est telle que chaque S, a une
dimension D,, > 0 et pour tout entier N compris entre 1 et n, il n'y a au
plus qu'un seul S,, qui soit de dimension D,, = N, alors ce théoréme permet
de valider I'heuristique et d’obtenir une inégalité oracle. En effet, prenons
Ty = LD, ou L > 0 est une constante telle que

Z e tm SZe_Lk <1.

meM k>0

Ainsi on a ¥ = 1 et on peut alors considérer la pénalité

2D 2
pen(m) = il e (1 + \/2L> .
n

En choisissant L > 0 et K > 1 indépendamment de n, telles que
2
K (1 + \/2L> —9

on retrouve la pénalité de Mallows. La borne du risque donnée par le théoréme

est donc
202D,, 2
E[ls—32] < C(K){inf (y|s_smy|g+ o )+U_}
meM n n
2D
< C(K) inf (||8_Sm||i+3a m)
mEM n

< 3C(K) inf E[]ls = 8mll] -
La deuxiéme inégalité étant valable car on a exclu la possibilité qu’un modéle
de dimension nulle soit dans notre famille, ainsi le risque de chaque estimateur
est d’au moins 0?/n. On obtient bien la forme d’une inégalité oracle. Ce
raisonnement met surtout en relief I'importance de la connaissance de la
variance pour le choix de la pénalité et donc pour la construction de I’epp s.



2 Hétéroscédasticité

La question que 'on peut alors se poser est que faire si ’on est dans
un cadre hétéroscédastique? C’est-a-dire si la variance est inconnue et
qu’on ne la suppose pas constante. Comment construire 'epp? A-t-on les
mémes propriétés ? Peut-on faire aussi bien 7 Et surtout, a-t-on une inégalité
oracle? Le cadre hétéroscédastique trouve de nombreuses applications; en
effet, en pratique, la variance des phénoménes observés est le plus souvent
inconnue et varie au fil de 'expérience. Un premier objectif de la thése va
étre de s’intéresser au cadre de régression vu précédemment en 1’élargissant
a ce contexte hétéroscédastique. Présentons d’abord un exemple illustrant
cette problématique.

2.1 Estimation par un histogramme de l’intensité d’un
processus de Poisson sur [0, 1]

Les travaux de Patricia Reynaud-Bouret ((5) et (6)), que j’ai pu étudier
lors de mon mémoire de master II, donnent des résultats sur I’epp construit
dans les cadres hétéroscédastiques des processus ponctuels et, en particulier,
dans celui poissonnien.

Rappelons qu'un processus de Poisson N sur [0, 1] est un sous-ensemble
aléatoire discret de [0, 1] (que ’on muni de sa tribu borélienne B) tel que

e pour tout A € B, le nombre, |AN N|, de points de N tombant dans A

suit une loi de Poisson de paramétre noté v(A),

e pour tout choix de Ay, ..., Ay € B disjoints, les variables |[A;NN|, ...,

|Ax, N N| sont indépendantes,
ot 'application v : B — R, est une mesure, dite mesure principale de V,
que 1’on supposera absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue
sur [0,1]. On note s;,; la dérivée de Radon-Nikodym de v par rapport a
la mesure de Lebesgue et on I'appelle intensité de N. On supposera que
sint € L2 =1.2([0, 1], dz) et on notera

1
vfeL?, |l = 24t .
Fel |/l / £t

En particulier, on a v([0,1]) = fol Sint(t)dt < 400, ce qui signifie que le
nombre de points de /N est presque surement fini. Enfin, on note

dN:Z(SX

XeN

la mesure discréte aléatoire sur [0, 1] associée a N.
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Dans notre expérience, nous observons les points de n processus de Pois-

son sur [0,1], NV ... N® tous d’intensité s;,,. Leur agrégation
N=[JN®
=1

est un processus de Poisson sur [0, 1] d’intensité ns;,;. Faire de la sélection
de modéle pour estimer l'intensité s;,; est possible mais cette situation ne
correspond pas tout a fait au cadre de régression vu en premiére partie.
Pour remédier a cela, fixons nous un entier M > 0, nous allons estimer
I’histogramme s qui est la projection orthogonale de s;,; sur l'espace des
histogrammes construits sur les intervalles [Z_—Ml, QLM [ pour ¢ allant de 1 & 2,
Les fonctions

PM,i :2M/2]l[i—1 L[; 1= 1,...72M

oM oM

forment une base orthonormée de cet espace dans 2. On a

2Al
M/2
s = 2M/ E Si¥PM,i -
i=1
Pour simplifier les notations, on identifie la fonction s au vecteur (sq, .. ., Sqn)

ol
i/2M
S; = / Sint(t)dt, 1= 1,...,2M
(i—1)/2M

et on cherche a estimer le vecteur s a partir des observations suivantes, pour
idela?2M,

t1—1 1
= ol o

i/2A1
= ns; +/ (ANy — nsi(t)dt) .
(

i—1)/2M

[ J/

-
Py

Etant basées sur des intervalles disjoints, les P; sont indépendantes, de plus
elles sont centrées et de variance Var(F;) = ns;. Rappelons que la variable de
Poisson de paramétre 0 est presque surement égale a 0. Ainsi, on a I’écriture

Y, = ns; + /ns;&;

ou les ¢; sont des variables de Poisson indépendantes, centrées et de variance
unitaire. Ecrit sous cette forme, I’hétéroscédasticité du probléme est appa-
rente. Les variances sont bien inconnues et non-égales.
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On se donne maintenant la famille de modéles {S,,; m =0,..., M} ou les
Sy, sont les espaces des histogrammes construits sur les intervalles [2F, -5 [
pour ¢ allant de 1 & 2™. Chaque 5,, est de dimension D,, = 2, on y note
Sm la projection orthogonale de s et on y considére la base orthonormée faite
des fonctions

Om,i = 2m/2]1[i,1 o i=1...,2".

2m » DM

Prenons un S,,, de méme que dans la partie précédente, on peut définir
I’estimateur par projection §,, comme le minimiseur sur .S, de

1) = 717 = 208 7)

Dans la base des ¢,,; on a

2m/2 2m 2m/2 2m
- N. .o . -z O
Sm - Z miPmi €t Sm 2 CmiiPmi
i=1 i=1
avec
i—1 i i
Nmz’ =|NN —y, — et [0 7% Bt ]E[Nm z] = nsmt(t)dt .
’ 2m - 2m ’ ’ (i—1)/2m

Notons que les N,,; (respectivement les «,,;) sont des sommes de Y; (res-
pectivement de s;). En particulier, les N,, ; sont observables. On a la décom-
position biais-variance du risque quadratique suivante

. i
Eflls = 3nll’] = lls—sml*+ = D E (N — am,)?]
=1
om 2
= ls — sl + o) D o
=1

D,, 1
- ||s—smH2+?/ NSine(t)dt .
0

E[|NT]

Il nous faut donc trouver un équilibre entre ces termes parmi nos modéles
et donc choisir une pénalité. On peut encore se laisser guider par une heuris-
tique & la Mallows. En effet, on cherche a minimiser en m € {0,..., M} la

quantité

Dy,
—llsmll* + —FE[N] -



En remarquant que E [||5,,|%] = ||sm||? + DmE[|N|]/n?, cette heuristique sug-
gere de choisir 7 comme un minimiseur du critére

2D,,

n2

2D,,

~l3m? + =

‘N‘ = ’7(§m) +

[N

On voit ainsi apparaitre une pénalité a la Mallows pen(m) = 2D,,|N|/n?
aléatoire. Ce caractére non-déterministe de la pénalité nous permet ici d’es-
timer le terme de variance puisqu’il est, pour une variable de Poisson, égal a
son espérance.

Cette heuristique est valide et nous meéne a une inégalité oracle, ceci via
le résultat suivant di & Patricia Reynaud-Bouret (voir (6)) :

Théoréme 3 On se place dans le cadre présenté ci-dessus. Supposons que
p = fol St (t)dt > 0 et que 2M < n. Si, pour une certaine constante d > 1,
la pénalité est telle que

Din| N

pen(m) > d o

alors l’epp § correspondant vérifie

E [Hs — §H2] < C’m inf y {||s — smll* + E[pen(m)]} + %

=U,...,

ot C est une constante ne dépendant que de d et C' est une constante ne
dépendant que de d, ||s||, ||s||- et de p.

En prenant d = 2, on a la pénalité a la Mallows

2D,

n2

pen(m) |V

et le théoréme donne la borne

2D,, C’
E[ls—3P] < C inf {||s—sm||2+ 2EHNH}+—
m= M n n

=U,...,

2D
< " : o 2 m
< ¢ it {ls sl + 22 EIN] 400}

=U,...,

4D,,
C" inf $ls = spl* + —5 E[N]]
m= M n?

=u,...,

IN

< 40" inf El[||s — 8,]7] -
m=0,...,M

=U,...,

On a bien la forme d’une inégalité oracle.



2.2 Cadre plus général

Une fagon de généraliser ce cas est la formulation suivante : on observe,
pour ¢ allant de 1 & n,

Y, = s; + 045
ot s = (s1,...,5,) € R" est inconnu, 0 = (01,...,0,) € (R%)" est inconnu
et € = (e1,...,6,) € R™ est un vecteur aléatoire dont les composantes sont

indépendantes, centrées et de variance égale a 1. Puis on cherche a estimer s
et o simultanément via une méthode de sélection de modéle. C’est-a-dire que
'on se donne deux familles de modéles { S, }meam €t {X, bvesrr qui peuvent

étre différentes et dans chaque S,, x X,/ on estime (s, o) par un (s, 0)(m7m,).
Se pose alors la question de la forme de la pénalité pen : M x M’ — R, &
prendre pour que 'epp (s,0) = (s,0) —— vérifie une inégalité oracle ?

m,m/’

Ces questions peuvent mener a di\;erse; ouvertures. Par exemple, il serait
possible d’affaiblir encore les hypothéses sur le bruit en ne supposant plus les
¢; indépendantes. D’autre part, le cadre présenté ci-dessus peut étre vu sous
I’écriture suivante

Y, = s(z;) + o(z;)e;

ou les z; sont des points connus d’un espace mesurable (A, .A). En notant

Hn = Z Oz,
=1

notre probléme revient a estimer les fonctions s et o dans L?(A, u,) par
exemple. Comment alors étendre des résultats dans ce cadre & celui de la
régression sur un support aléatoire? C’est-a-dire si on observe les couples
(X;,Y;) ou les X; sont des variables aléatoires & valeurs dans (A, A) et

Y =s(X;) + o(X))e; -

On peut aussi dans cette direction s’intéresser a l'auto-regression : les Y;
dépendent de leurs états précédents,

Yip1 =s(Yi) +o(Yi)eiqr -

L’hétéroscédasticité induit ainsi un large champ d’investigation. De plus,
les applications sont nombreuses. D’une part, comme on 1’a précisé précé-
demment, dans le cadre d’expériences n’impliquant pas la connaissance de la
variance et d’autre part, lorsque celle-ci varie au fur et & mesure des expé-
riences.
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