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Dans toute la suite, k désigne un corps algébriquement clos.

Si E et F sont des espaces vectoriels, L(F, F') désigne I'ensemble des
applications linéaires de F dans F', et GL(E, F') ’ensemble des isomorphismes
linéaires de E dans F'.

1 Définitions

Définition 1.0.1 (Carquois). Un carquois @ = (G,A) = (Go, G1,d, a) est
la donnée :
— d’un graphe G composé
— d’un ensemble de sommets Gg, qui sera toujours fini ici : Gy =
{1,...,n},
— d’un ensemble de fleches Gy, qui sera également fini ici,
— d’une orientation A donnée par deux applications d et a de G dans G
qui définissent les points de départ et d’arrivée des fleches : si p € Gy,

on a

d(p) —"— alp)

Un carquois est donc simplement un graphe orienté.

Définition 1.0.2 (Représentation d’un carquois). Une représentation
V' d'un carquois Q = (Go,G1,d,a) est la donnée d’un k-espace vectoriel V;
pour chaque i € Gy, et d’une application linéaire x, de d(p) dans a(p) pour
chaque p € G.

Définition 1.0.3 (Morphisme entre deux représentations). Si V =
((Vi)icgos (@) pecy) et W = (Wi)icay, (Up)pea,) sont deux représentations
d’un carquois (), un morphisme 0 entre V et W est une famille (0;)icq, €
[, £(Vi,W;) telle que Vp € Gy, le diagramme suivant commute :

Vi —— Vap)

ed(p)l ba(p) l

Y
Wap) —— W)

Un morphisme est injectif si Vi € Gy, 0; est injectif.
Il est surjectif si Vi € Gy, 0; est surjectif.
C’est un isomorphisme si Vi € Gg, 0; est un isomorphisme.

On note L£(G,A) la catégorie (voir 6) des représentations du carquois

Q= (GvA)
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Définition 1.0.4 (Somme directe de représentations). Si

V= ((V;)ieG’m (xp)peGl) et W = ((I/Vi)iEGov (yp)p€G1) sont deuz représenta-
tions d’un carquois @), la somme directe V& W des représentations V et
W est la représentation définie par : ¥i € Go, (VO W), =V, W,, et
Vpe G (VaW),=x,Dy,

Définition 1.0.5 (Représentation indécomposable). Une représenta-
tion V' d’un carquois Q est dite indécomposable si pour toutes représentations

W, W' telles que V=W e W', W =0 ou W' =0.

2  Etude d’exemples

2.1 Le carquois A,

Soit A, le carquois défini par :
Ay=1 2, 2
On définit les trois représentations S, So et P de A, par :

S1=k#0
Sa=0 2 k
P Id

=k — k

Soit V' une représentation de A,.
Il y a plusieurs fagons de comprendre V' : comme une somme directe ou
comme un quotient.

Proposition 2.1.1. Si V est une représentation de A, il existe dy, dy, d3 €
N tels que V = S @ S @ P,

Démonstration. SiV =1, —2 1, avec V; et V5 de dimension finie, dim V; =
p et dim V5 = m, on choisit des bases (e1,...,¢e,) et (fi,..., fm) de Vi et V3
telles que la matrice de v dans ces bases soit de la forme :

I. 0
0 0
ou r est le rang de v et I, la matrice identité de dimension r. On peut alors

prendre d3 = r, dy + 7 = p et do + r = m, en envoyant (ep,...,e,) sur
(fi,- s fr), (€rg1y.- . ep) sur O et O sur (fry1, ..., fm)-
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Er — fr

€r41 — 0

O

Proposition 2.1.2. Si V est une représentation de As, et dyi, dy et ds des
entiers comme dans la proposition 2.1.1, alors la suite

0 — Spt —— PRa Sy Vv 0

avec r1 = dqi,r9 = d3 + di,r3 = dy est exacte.

Qémogstmtion.
0 s PD s % 0

-

On détermine 71,7y et r3 tels que la suite ci-dessus soit exacte. Il faut :

— que les diagrammes commutent ;

— que les suites ol on ne tient compte que d’un des espaces vectoriels de

chaque carquois soient exactes.

Pour la premiére suite, cela implique que r, = dim V;.

Pour la seconde : l'espace de dimension r; dans la représentation S5
est envoyé sur 0 par p o i, donc en utilisant la commutativité, on obtient
r = dl. O
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2.2 Les carquois A,

Les carquois A, & n sommets et n — 1 arétes (n > 1) sont les carquois
dont le graphe est du type :

1 2 n—1—-n

Nous allons étudier les représentations indécomposables du carquois A,, dans
le cas ou toutes les fleches sont orientées dans le méme sens.

An — 1 P1 2 P2 . Pn—1

n—1——mn

Pour 7,5 € 1,...,n, on note I, ; la représentation de A, définie par :
k sil<m<y

- VmeN, sil<m<n, alors (I; ), = { 0 sinon

. Id sii<m<j—1

-VmeN, sil<m<m-—1, alorslpm:{ S?’—m—]

0  sinon
Im:OO 00 ... 0 4 1d g 1d . 0, 0

A A
| |
I i
1 J

position position

En particulier, si ¢ = 7, on obtient la représentation dans laquelle tous
les espaces sont nuls sauf un qui est égal a k, et toutes les fléches sont nulles,
qui est évidemment indécomposable.

)

L;=02»0-2%...— %2 ~p 0 092
A
!
)

i
position

En fait tous les I;; sont indécomposables : si on écrit I;; = V @& W,
nécessairement tous les V; et les W; sont égaux & 0 ou & k. Si 'on suppose
qu'il existe my,mg € [|1,n|], Vin, = 0, Wy, = k, Vi, = k, Wy, = 0, on peut
supposer que my < mag, et que V,,, 41 = 0, on voit alors que la somme de V'
et W ne peut pas étre égale a A, puisqu’une des fléches située entre deux
espaces égaux a k est nulle.
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my my+1 mg

V= p—2—0 0
W = 0—r ——

VaWw = ik —2 L ou 0 k

Les I; ; sont deux a deux non isomorphes, car si (7, j) # (i, 5'), les dimen-
sions des (; ;)m et des (; ;) sont différentes.

Proposition 2.2.1. Les I; ; sont les seules représentations indécomposables

de A,,.

Démonstration. Soit I = ((1;)i1<j<n, (fm)1<m<n—1) une représentation indé-
composable de A,,, qu’on suppose différente des I;;,j € [|1,n]]. On va mon-
trer que les dimensions des espaces I; sont toutes nécessairement égales a 0
ou 1. Soit r le plus grand indice tel que I, # 0. Alors f,._; est surjective car
sinon on pourrait prendre un supplémentaire non nul W de son image dans
I, et on aurait [ = V@Igirmw, avec V # O car I # I,,. Soit x € I, et J C I,
tel que I, = kx @ J.
On utilise alors le lemme suivant :

Lemme 2.2.1. 57 K, U, W sont des k-espaces vectoriels et f : K — U®W
une application linéaire, il existe des sous-espaces U' et W' de K tels que
K=Ua®W et f(U)CU, f(W)CW.

Démonstration. Soit S un supplémentaire du noyau de f. On pose f = fiss
Vi=fYU), Vo= f1Y(W). On a alors K =V, ® Vo, @ S, il suffit de poser
U=Viet W =V, dker f. 0

Le lemme permet de dire qu’il existe x,_y € I,_1 et J' C I,._q, tels que
fro1(xy—q) € kx et I,y = kx,_1 & J'. On applique le méme raisonnement
pour ¢ < r tant que l'espace [;_; n’est pas nul, et on obtient ainsi une
décomposition de I en somme directe de deux carquois non nuls, ce qui est
impossible.

On a donc montré que I, est de dimension 1. Mais si un des [;,j < r

j
est de dimension supérieure ou égale a deux, on peut en fait commencer le
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raisonnement a partir de cet indice et obtenir une décomposition en somme
directe de deux représentations non nulles. Donc tous les [;,1 < 7 < n sont
de dimension 0 ou 1.

Si on suppose maintenant que I n’est pas de la forme I; ; pour des ¢,j €
[|1,n|], cela signifie qu’il existe m < m’ avec I, = k, I,y = k, I,,;1 = 0, et la
représentation n’est pas indécomposable.

Donc I est bien égal a I'un des I, ;. O

Nous avons donc vu que dans le cas de A,, il y a un nombre fini de
représentations indécomposables deux & deux non isomorphes, ce n’est pas
le cas de tous les carquois : si on considére le carquois ) = PCO , une
représentation de () correspond a la donnée d’un espace vectoriel et d’un
endomorphisme de cet espace vectoriel. Une représentation indécomposable
correspond a un endomorphisme n’ayant pas de sous-espace stable avec un
supplémentaire stable.

Soit V' un k-espace vectoriel de base (eq, ..., €,), et [ 'endomorphisme dont
la matrice dans cette base est

00 - 0 0
10 0
01

00 -~ 120

C’est un endomorphisme nilpotent. Si on suppose que la représentation cor-
respondante n’est pas indécomposable, V' se décompose en une somme directe
de deux sous-espaces stables par [, W et W’. Les restrictions de [ & W et W’
sont nilpotentes, donc kerlj,, # 0 et ker/; , # 0, donc le noyau de [ a une
dimension supérieure ou égale & deux, ce qui est impossible.

On peut donc trouver des représentations indécomposables avec un es-
pace vectoriel de n’importe quelle dimension, donc () posséde une infinité de
représentations indécomposables deux a deux non isomorphes.

Cela améne & se poser la question de la classification des carquois en
fonction du nombre d’indécomposables.

L’objectif des trois derniéres parties est d’arriver a la démonstration des
théorémes de Gabriel, qui concernent le nombre de représentations indécom-
posables et les relations de celles-ci avec des vecteurs dimension particuliers,
appelés racines.

Théoréme 2.2.1 (Premier théoréme de Gabriel). Sl n’y a qu’un nom-
bre fini de représentations indécomposables deux a deux mon isomorphes du



carquois Q@ = (G, ), alors G est de la forme A,, D,, Es, Er ou Eg (voir
ci-dessous).

Théoréme 2.2.2 (Second théoréme de Gabriel). Si G est un graphe du
type An, D, Eg, E7, Eg (voir ci-dessous), et A une orientation de G, alors il
a un nombre fini de représentations indécomposables non isomorphes deuz a
deuz, et il y a une bijection entre les représentations indécomposables de G
et les racines positives dans Eg.

A, 1 2 n—1——n
n—1
/
D, 1 2 n—2
\n

3 Les foncteurs de Coxeter

Il est facile de voir que les représentations dans lesquelles tous les espaces
vectoriels sont nuls sauf un, égal a k, et toutes les fléches sont nulles, sont
indécomposables. On peut également trouver facilement les représentations
indécomposables dans des cas simples comme celui de A,,, mais ce n’est pas
toujours le cas. Nous allons étudier ici des transformations des représentations
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e carquois qui permetten obtenir de nouvelles représentations indécom-
d ttent d’obt d 11 tat d
posables & partir d’une représentation indécomposable, mais en inversant le
sens des fléches.

Si @ = (G, A) est un carquois et 5 € Gy, on appelle Lg la représentation
de @) dans laquelle tous les espaces vectoriels sont nuls sauf celui correspon-
dant a (3, et toutes les fleches sont nulles.

3.1 Construction des foncteurs Fg et I

Pour chaque sommet a € Gy, on désigne par G* 'ensemble des fleches
dont I'une des extrémités est a. Si A est une orientation du graphe G, on
désigne par o,A l'orientation obtenue & partir de A en inversant le sens de
toutes les fléches p € G°.

Définition 3.1.1. (i) On dit qu’un sommet « est une source ou est (—)-
accessible si a(p) # « pour tout p € Gy, c’est-a-dire qu’il n’y a que des
fleches qui partent de o, et qu’il n’y a pas de boucle en a.

(ii) On définit de méme un puits ou sommet (+)-accessible : c’est un
sommet (5 tel que d(p) # B pour tout p € G1.

b
f=— >0

s

F1G. 1 — Puits ou sommet (+)-accessible
(631

AN
/

(6%

o —— Q9

FI1G. 2 — Source ou sommet (—)-accessible
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Si § est un puits du carquois (G, A), nous allons pouvoir construire un
foncteur Fjj de la catégorie £(G, A) dans la catégorie L(G,05A), et si a est
une source du carquois (G, A), nous allons pouvoir construire un foncteur F
de la catégorie L(G, A) dans la catégorie L(G, o,A).

3.1.1 Construction de Fg’

Soit § un puits du carquois @) = (G, A). L’objectif est de construire une
représentation (W, g) = Fj (V) de (G,03A) a partir d’'une représentation
(V. f) de (G, A).

Pour v # 3, on pose W, =V, et pour p € G?, g, = f,.

Pour construire W3, on veut avoir des fleches de W3 dans chacun des
Vi), p € G?, le plus simple est donc de prendre pour W3 un sous-espace de
@le Vi), ou GP = {p1, ..., pr}, et on peut alors prendre les projections sur
les composantes de la somme directe comme fléches.

On va donc chercher & obtenir un sous-espace de @le Vii(p:) en utilisant
les applications f,, de chacun des Vy,,) dans V3. On peut construire I'applica-
tion h: @le Vipy — Vs et un sous-espace naturel

(v1,v2, .., o) = fo(v1) + oo+ fo ()
de @le Vi(p:) que l'on peut prendre est le noyau de h.

On a donc Wy = {(v1,vs, ..., v) € DL, Voo | R(v1, 02, ...;v) = fo (v1) +
.t fo (vg) =0} et pour ¢ € {1, ..., k}, Papplication g,, est la composition de
I'inclusion de W3 dans @le Vi(p,) et de la projection sur la :° composante
de la somme directe.

Vi,

{

Vﬁ <f—2 V52

V

VﬁS
Fi1G. 3 — Situation de départ

Exemples :
— si on part de la représentation (indécomposable) k ——=(0<——0, on

arrive a la représentation £k DL , et on remarque qu’elle est
également indécomposable ;
— si on part de 0 ——= k<——0, on obtient la représentation nulle.
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ker h —2—> Vs,

y

Vﬁa
F1G. 4 — Situation aprés la transformation Fg

3.1.2 Construction de F

On considére cette fois une source o du carquois @ = (G, A), et 'objectif
est toujours de construire une représentation (W, g) de (G,0,A) a partir
d’une représentation (V, f) de (G, A).

Pour v # a, on pose W, = V., et pour p € G%, g, = f,.

Il faut maintenant définir W . Cette fois, on veut construire des fléches
de chacun des Vy(,,),7 € {1,...,k} (ou G* = {p1, ..., pr}) dans W, a partir de
fleches de V, dans Chacun des Va(po)-

A partir de ces applications, on définit 'application

h:V, — @, Vo) qui donne un sous-espace Im A de @~ Ve
v (o (0)s e S (0)
On ne pose pas W, = Imh, car il n’y a pas de maniére simple (autre que

I'application nulle...) d’envoyer chaque V,(,,) dans cet espace. On peut par
contre prendre W, = (@}, Vipry)/ Im i, et considérer pour application g,
la composition de I'inclusion de V,,,) dans la somme directe, et du passage
au quotient.

Vou
y
Va i> VOQ
y
Vis

F1G. 5 — Situation de départ

Exemples :

— sion part de ]{;Lk—>0,onarrivea k—=0<—0 (onest donc
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Veq

e

(P>, Vo) /Imh =2V,

P

Vas

FI1G. 6 — Situation apres la transformation F

revenus a la représentation de départ en appliquant F, puis F, a la
représentation k ——=0<—20);
— en partant de ) =—— k —— (0, on obtient la représentation nulle.

3.2 Propriétés de ces foncteurs

Les foncteurs F et Fg vérifient la propriété suivante :

Propriété 3.2.1. Si Vj et V, sont deux représentations d’un carquois @, et
o un puits (resp. une source), alors Ff (Vi @ V) = FF (Vi) @ FF(Va) (resp.
Fy(VieVa) = Fy (Vi) @ F (V2)).

Notation : pour 3 puits (respectivement o source), si p € G” (respective-
ment p € G%), on note e(p) extrémité de p différente de 5 (respectivement
Q).

Si 3 est un puits par rapport a 'orientation A de G et (V, f) une représen-
tation de (G, A), § est une source par rapport a 'orientation ozA de F;(V),
et on peut donc définir la composée Fj F; ; (V) dont l'orientation est A. Pour

« comparer » Fjg F E (V) et V, on construit un morphisme 26 entre ces deux

représentations : 45 : FyFf (V)= V.

Pour  # 3, comme on a : (Fj Fj (V)), = V,, on pose (26)7 = Id.

Pour définir (z@) 3, On remarque qu’ici, h est simplement le plongement
de (F§(V))p = ker h dans @];e(;ﬁ Ve(p)- On a donc

(FyFf (V)= @D Vepy/Imh = @B Vi) ker b
peGH pEGH

et on peut prendre pour (z@) s application h passée au quotient.



14 3 LES FONCTEURS DE COXETER

Maintenant, si « est une source de (G, A) et (V, f) une représentation de
(G, ), on construit p$ : V — EFF_ (V).

Pour v # «a, comme on a : (F7F (V)), = V,, on pose (p;), = Id.

On remarque ensuite que cette fois-ci, h est le passage au quotient de
D g Vet dans (Fy (V))a = B,cqa Vepy/ Im b, done (Ff F; (V))o = ker h =
Im A, et on pose (p), = h.

Les morphismes z‘ﬁ/ et p{, vérifient les propriétés suivantes :

Proposition 3.2.1. (i) p{, est un morphisme surjectif.

(1) 26 est un morphisme injectif.

(iii) Si 16 est un isomorphisme, les dimensions des espaces (Fy (V)),
veérifient :

dim Fy (V), = dimV, si y # 3
dim Ff (V)5 = —dim Vs + Y dim Vy (1)

peEGH

(iv) Sip$ est un isomorphisme, les dimensions des espaces (F, (V'))., sont
données par :

dimF_ (V), =dimV, si v # «
dim F, (V)o = —dimV, + Y dim Vi) (2)

peG™

(v) Si~y # a, (kerpf), = 0.

(vi) Si~y # B, (V/Imi), = 0.

(vii) Si'V est de la forme Ff(W) (resp. Fg (W)), alors p$; (resp. i) est
un isomorphisme.

(viii) Si 3 est un puits, V est isomorphe a Fy Ff (V) ® V/Im i, et sia
est une source, V' est isomorphe a FF, (V) @ ker p$.

Démonstration. Les démonstrations des points (i), (ii), (iii), (iv), (v) et (vi)
sont immeédiates.

(vil) Si V = FH(W) , il suffit de montrer que (p§), est injectif. Or si
V = FH(W), (p%)a = h est le plongement! de W, dans D, Ve(p), ainsi
qu’on I’a remarqué lors de la construction de 16 pour (3 puits. Le morphisme
py, est donc bien un isomorphisme.

SiV = F; (W), on a remarqué lors de la construction de py; avec a source

que h était alors un passage au quotient donc surjectif?, d’ou (26) 3 surjectif.

1 n’y a pas d’ambiguité sur h car le foncteur F, . est appliqué seulement une fois & V.
2La non plus, il n’y a pas d’ambiguité sur h car on n’applique qu’une fois le foncteur

Jr
Fy.
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(viii) Si § est un puits, comme 75 est injectif, F Ff (V) est isomorphe a

Im 2'6, ce qui donne le résultat.
Si « est une source, comme p§ est surjectif, (F.FF, (V) est isomorphe a

V/ ker p@, d’ou le résultat. O

Les foncteurs F ; , avec (3 puits, et F avec a source ont la propriété de
transformer des représentations indécomposables en d’autres objets indécom-
posables, c’est l'objet du théoréme suivant :

Théoréme 3.2.1. (i) Soient Q = (G, A) un carquois et 3 un puits pour
Dorientation A. S1 'V est une représentation indécomposable de (), deux cas
sont possibles :

1.V=Lget FjV=0;

2. F5 (V) est indécomposable, Fy Fy (V) = V et les dimensions des es-
paces FE(V)7 sont données par ’équation 1.

(i1) Si a est une source pour l'orientation A, si V' est une représentation
indécomposable de (), deux cas sont possibles :

1. V=LyetF7V =0;

2. F; (V) est indécomposable, FSF,; (V) =V et les dimensions des es-
paces F, (V') sont données par I’équation 2.

Démonstration. (i) Soient V' une représentation indécomposable de @ et (3
un puits pour l'orientation A. D’aprés le (viii) de la proposition 3.2.1, on a
VaFyFf(V)oV/Im 2'6, d’ott comme V' est indécomposable, V' = V/Im Z‘B/
ouV = FyF (V).

Dans le premier cas, d’aprés le (vi) de la proposition 3.2.1, si v # £,
V, =0, d’ott comme V est indécomposable, V' = Lg, et le fait que FE(V) =0
est évident.

Dans le second cas, Z‘B/ est un isomorphisme, donc d’aprés le (iii) de la
proposition 3.2.1, les dimensions des F ; (V)., sont données par I'équation 1.
Il reste & montrer que W = F’ ; (V') est indécomposable. Supposons que cette
représentation n’est pas indécomposable : W = W; @& Ws. Alors d’aprés la
propriété 3.2.1, on a V = Fy FJ (V) = Fg (W) ® Fj (W), mais comme V
est indécomposable, 'un des deux termes est nul, par exemple Fjg (W5) = 0.
Mais comme d’aprés le (vii) de la proposition 3.2.1, p‘ﬁ/ W — FfFg— (W)
est un isomorphisme, et p (W) C FyFy(W,) =0, 0naW, =0, et W est
bien indécomposable.

(ii) Soient V' une représentation indécomposable de ) et « une source
pour lorientation A. D’aprés le (viii) de la proposition 3.2.1, on a
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V ~ FIF (V)@ ker p{, d’ott comme V est indécomposable, V' = ker p$ ou
V =FfF, (V).

Dans le premier cas, d’apres le (v) de la proposition 3.2.1, si vy # «, V,, = 0,
d’ott comme V' est indécomposable, V' = L,, et le fait que F, (V) = 0 est
évident.

Dans le second cas, p§ est un isomorphisme, donc d’aprés le (iv) de la
proposition 3.2.1, les dimensions des F, (V). sont données par I’équation 2.
Il reste & montrer que W = F (V) est indécomposable. Supposons que cette
représentation n’est pas indécomposable : W = W; @& W,. Alors d’aprés la
propriété 3.2.1, on a V = FIE_ (V) = EX(Wy) @ Ef (W), mais comme V
est indécomposable, 'un des deux termes est nul, par exemple F(W5) = 0.
Mais comme d’apres le (vii) de la proposition 3.2.1, i : F, E,S (W) — W est
un isomorphisme, on a Wy ~ F, F;7 (W) = 0, et W est bien indécomposable.

O

3.3 Changement d’orientation d’un carquois

Définition 3.3.1 (Suites (+) et (—)-accessibles). Soit Q = (G,A) un
carquois.

(i) On dit qu’une suite i, ...,ap de sommets est (+)-accessible pour
Vorientation A si oy est (+)-accessible pour lorientation A, et pour i €
[12, k||, a; est (+)-accessible pour lorientation o4, _,...0q, -

(i) On dit qu’une suite a,...,qp de sommets est (—)-accessible pour
Porientation A si oy est (—)-accessible pour Uorientation A, et pouri € [|2, k||,
a; est (—)-accessible pour l'orientation oq,_,...04, -

En utilisant cette notion, on peut déduire un corollaire du théoréme 3.2.1

Corollaire 3.3.1. Soit Q = (G,A) un carquois et ay, ..., ay une suite (+)-
accessible.

(i) Pouri € [|1,k|], on considére L,, comme représentation de
(G, 00,1 "0y N), on peut alors définir F ---F, (La,), et cette représen-
tation est nulle ou indécomposable.

(ii) Si 'V est une représentation indécomposable de Q, et que
Fi - FF(V)=0,alors 3i € [|1k|,V = F, - F,  (La,).

Qi—1

Démonstration. (i) Découle du théoréme 3.2.1 avec une récurrence sur i.
(ii) Découle du théoréme 3.2.1 avec une récurrence sur k. U

On a une proposition équivalente avec une suite (—)-accessible.
Nous allons maintenant voir comment les foncteurs F, et Fjy permettent
de modifier 'orientation d’un carquois donné.
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Théoréme 3.3.1 (Inversion du sens des fléches). Soient G un graphe
sans cycle (on ne tient pas compte de l'orientation), et A, N deux orientations
de G. Alors il existe une suite de sommets ayq, ..., ap de G (+)-accessible par
rapport a Uorientation A telle que ' = 04,...04, A.

Démonstration. 11 suffit de traiter le cas ou A et A’ ne different que par
I'orientation d'une aréte [. Comme G est sans cycle, lorsque I'on supprime [,
on obtient un graphe avec deux composantes connexes. Soit G la composante
connexe qui contient a(l). On numérote les sommets de G’ dans un ordre tel
que pour toute aréte p de G’, le numéro du sommet a(p) soit plus petit que
celui de d(p), autrement dit, toutes les fleches vont dans le sens des numéros
décroissants. Une telle numérotation est possible car G est sans cycle : on
peut par exemple appliquer 1'algorithme :

— (1) choisir un sommet de G';

— (2) remonter dans le graphe jusqu’a atteindre un sommet sans « pére » ;

— (3) mettre ce sommet dans une pile, puis empiler au-dessus tous ses
fils, puis ses « petits-fils », et ainsi de suite;

— (4) numeéroter les sommets dans l'ordre croissant en commencant par
le haut de la pile;

— (5) si tous les sommets n’ont pas été numérotés, recommencer en par-
tant d’'un sommet pas encore numéroté et en n’empilant que les som-
mets non numérotés, et prendre des numéros plus grands que ceux déja
attribués.

L’étape (2) se termine car G m’a pas de cycle, et a I’étape (3), on n’empile
jamais deux fois le méme sommet pour la méme raison. Les fléches entre deux
sommets numérotés au cours d’une méme étape vérifient bien la propriété
demandée. Si d(p) et a(p) n'ont pas été numérotés a la méme étape, c’est
forcément a(p) qui a été numéroté en premier, puisque si un sommet est
numéroté au cours d’une étape, tous ses fils le sont aussi, et on en déduit que
le numéro de d(p) est plus grand que celui de a(p).

En rangeant ensuite les sommets dans 'ordre des numéros croissants
aq, ..., ap, on a une suite de sommets de G (+)-accessible pour I'orientation
A (puisque G’ était la composante connexe contenant a(l)), et cette suite
vérifie o, -+ - 04, A = A’ ¢ en effet, une aréte de G’ est inversée deux fois, une
fois pour le sommet de départ et une pour 'arrivée (pour 'orientation A), la
seule aréte a n’étre inversée qu’une fois est [ qui n’a que son point d’arrivée
dans G'. O

Exemple d’'une telle suite :
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(G A)=a~——p——>c

e f h
|
(G,N)=a<=—bp——>c d
S

G' est donc le graphe : d

et les transformations successives donnent :

Etape 1 : a=—b——>c d
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Etape 2 : a<=—b——>¢

B
Q=<=———8Q.,

e f h
i
Etape 3: a<—b——=c¢ d
e f g h
i
Etape 4 : a<~—b——>¢ d
e f g h
i
Etape 5 : a=—b——>c d
e f g h

Remarque : on a le méme résultat avec des suites (—)-accessibles, pour
le prouver il suffit de considérer la composante connexe contenant le point
de départ de la fleche concernée dans la démonstration, et de numéroter
les sommets de fagon & ce que les fleches aillent dans le sens des numéros
croissants.

Cela permet de considérer les problémes sur des carquois sans cycle comme
indépendants de 'orientation en quelque sorte.

Théoréme 3.3.2. Soient G un graphe sans cycle (on ne tient pas compte de
Porientation) et A, N deux orientations de G.
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Soient M, M’ les ensembles de classes de représentations indécompo-

sables de L(G,A) et L(G,A), M C M lensemble des classes des objets
Fo - F,  (La) pour 1 < i <k, et M’ C M' ’ensemble des classes des

objets F} ---Ff (Ly,) pour 1 < i < k. Alors le foncteur F ... F} est une

Q41

bijection entre M\ M et M’ \ M'.

3.4 Les foncteurs de Coxeter

Définition 3.4.1 (les foncteurs de Coxeter). Soit (G, ) un carquois sans
cycle. On numeérote les sommets de Gy o, ..., a, de telle sorte que le numéro

associé au sommet d(p) soit plus grand que celui associé a a(p), pour tout p
dans G1. On note alors ®* = F} - FIFl et® =F, , F, JF

ag” a1’ alphai* alphasz* alphan, *
O et ®~ sont appelés les foncteurs de Coxeter.

Lemme 3.4.1. (i) La suite ay, ...y, est (+)-accessible et la suite a,, ..., o
est (—)-accessible.
(1) Les foncteurs ®1 et @~ envoient la catégorie L(G, A) dans elle-méme.
(i11) @t et Phi~ ne dépendent pas de la suite choisie pour numéroter les
sommets.

Démonstration. Pour le (i), le sommet 1 doit clairement étre un puits, et
pour chaque sommet numéroté j, les fléches qui en partent ont été renver-
sées par F 0: _,--F}, donc le sommet j est (+4)-accessible pour l'orientation
Oa;_; "+ O\ Donc ay, ..., est (+)-accessible. De méme pour ay, ...a;.

Pour le (ii), on voit clairement que chaque fléche est changée deux fois
d’orientation, donc l'orientation de G est conservée.

On prouve le (iii) pour ®*. Remarquons d’abord que pour deux sommets
o1 et ap qui ne sont pas reliés par une fleche, F. et F commutent. Soient
aq, ... et of,...a/n deux suites qui conviennent pour l'orientation de G.
Soit m’ l'indice tel que oy = «,. Alors si i < m, les sommets numérotés

a;p et af ne peuvent étre reliés car le sommet oy est un puits (s’ils étaient

reliés par une aréte p, on aurait nécessairement d(p) = !, = «a; d’aprés

le choix de la suite o, ..., /). Donc d’aprés la remarque précédente, on a :
+ L Ft = R Al

Fa by =Fo o Foban

n continue de méme pour am, az... Pour chaque sommet «;, correspon-

O t d , az... P h t oy,

dant a Oz;,, les sommets voisins reliés par une fléche qui sort ont un numéro

J plus petit, donc ont déja été traités et donc le FOZ a déja commuté. Il n’y

a donc pas de sommet ay, ¢ < p qui soit reli¢ au sommet a; et qui n’ait pas

encore été traité, et donc on peut de nouveau faire commuter Ff. Et donc
; )4 A - T + _ ot +

on a bien I'égalité : Fo B = Fo L F

On le démontre de méme pour ¢ . O
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Les foncteurs de Coxeter permettent d’introduire les définitions des re-
présentations réguliéres et irréguliéres.

Définition 3.4.2 (Représentations réguliéres et irréguliéres). Soit
(G,N\) un carquois sans cycle. On dit que V € L(G,\) est (+)-(resp. (-
)-irréguliere si (PT)*V =0 (resp. (27)V =0) pour tout k.

On dit qu’ une représentation V est réguliere si V. =~ (®T)F(d7)FV =~
(®7)k (@)Y pour tout k.

Théoréme 3.4.1. Soit (G, A) un carquois sans cycle.

(i) Chaque représentation indécomposable V- € L(G, ) est soit réguliére,
soit irréguliere.

(i1) Soit ay, ..., o, une numérotation des sommets de G telle que Vp € Gy
le numéro de d(p) soit plus grand que celui de a(p). Soient V; =
Fo - Fy (La) € L(G,A)V;=Ft - Fi (La,) € L(G,A). Alors ®+(V;) =

Ai—1 Q41

0 et toute représentation indécomposable V- € L(G,A) telle que (V) = 0

~

est isomorphe a un des V;. De méme <I>_(VZ-)A: 0, et si V' est indécomposable
et &= (V) =0, alors V est isomorphe a un V;.
(iii) Chaque représentation (+)-(resp. (-))-irréguliére indécomposable V

est de la forme (7)°V; (resp. (7)*V;).

Démonstration. Ce théoréme découle du corollaire 3.3.1 (récurrence sur i).
O

4 Racines et groupes de Weyl

Nous allons maintenant définir les racines qui permettent d’établir un
lien entre les représentations indécomposables et les dimensions des espaces
vectoriels de la représentation.

4.1 Forme de Tits et groupe de Weyl

On suppose que G est un graphe sans boucle, c’est-a-dire sans fléche
reliant un sommet & lui méme, mais pas forcément sans cycle.

Définition 4.1.1. On appelle E; le Q-espace vectoriel Q%
Un vecteur © = (x,) est dit entier si Vo € Gy, x4 € Z.
Il est dit positif si x # 0, et Va € Gy, x4 > 0.

Un vecteur entier positif correspond a un vecteur dimension possible pour
une représentation de @@ = (G, A).
Si o € Gy, on note & le vecteur tel que (@)g =0si a # [, et (@), = 1.
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Définition 4.1.2 (Forme quadratique de Tits). La forme quadratique
de Tits B est définie sur Eq par B(x) = 3 co, T = 2 pecy Td(p)Ta(p), OU
x = (x,) et les applications d et a donnent l'orientation des fléches. La

forme bilinéaire symétrique correspondante est notée (., .).

Définition 4.1.3. Pour chaque o € Gy, on définit une application linéaire
0o sur Eg par : (0,7)5 = T3 sia#

(Oal‘)a = —X, + ZpEQO‘ Ze(p)
ot G désigne ’ensemble des arétes passant par « et e(p) lextrémité de p
différente de «.

On remarque que si « est un puits (resp. une source) pour une représen-
tation donnée V', et que F.F (V) (resp. F, (V)) est indécomposable, laction
de o, sur dim V' = (dim Vj)eq, correspond a l'action de F.f (resp. F, ) sur
ces dimensions.

Soit W le semi-groupe engendré par les o, dans (L£L(Eg), o) (ce n’est pas
un groupe a priori).

Nous avons alors les propriétés suivantes :

Proposition 4.1.1. (i) Va € Gy, (@, @) =1;

(ii) Vo, B € Go, a0 # 3, —2{a, B) est égal au nombre d’arétes joignant o et 3 ;
(1ii) W est un groupe : Vo € Go,Vx € Eg,04(x) =1 — 2{a, z)@, et 02 =1;
(iv) W préserve les vecteurs entiers de Eg et la forme quadratique B ;

(v) Si B est définie positive, alors W est fini.

Démonstration. Le point (i) est évident car G n’a pas de boucle.
(ii) La forme bilinéaire (.,.) s’écrit :

1
\V/ZL‘, (/S gGa <{L‘, y> = Z TalYa — 5 Z (xd(p)ya(p) + xa(p)yd(p))

a€Gop peG1
La premiére somme de (@, 3) est évidemment nulle si o # 3, pour la seconde

on a :
1 si p est une aréte partant de « et arrivant a 3

- ad(P)Ba(p) - { 0 sinon
- 3 1 si p est une aréte partant de [ et arrivant a «
~ Qa(p)Bagp) = { 0 sinon
ce qui montre le (ii).
(iii) Pour la premiére égalité, il suffit de comparer les deux quantités : si
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a#fona:(x—2ar)a)s=1s=(0.(2))s, et

(z— 2@, 2)a)s =24 —2 Y zs(a, B)

BEGo

= -4+ Z xg(nombre d’arétes entre « et 3) d’aprés le (ii)
B0

= —Iy + Z :L‘e(p) - (Ua(x))oz
peG™

On utilise cette formule pour calculer

0a(7) = 0a() — 2(@, 7)04()
=x — 2{a,x)a + 2(a,r)a car o,(@) = —@

(iv) Le fait que W préserve les vecteurs entiers est évident, pour montrer
u’il préserve B, on calcule :
Y

= B(x)

(v) On remarque que si B est définie positive, pour tout N € N, le nombre
d’éléments entiers tels que B(x) < N est fini.

Or &g est engendré comme Q-espace vectoriel par les & qui sont tous de
norme 1 pour la norme associée a B, un élément de W est donc défini par
la donnée des images des &, qui doivent étre de norme 1 par le (iv), il n’y a
donc qu’un nombre fini de possibilités pour choisir ces images, donc W est
fini.

O

4.2 Cas ou la forme quadratique est définie positive

Le cas ou la forme de Tits est définie positive est utilisé pour la démons-
tration des théorémes de Gabriel, nous allons donc voir pour quels carquois
cette forme est définie positive.

Théoréme 4.2.1. La forme quadratique B est définie positive si et seulement
si G est de la forme A,,, D,, Fg, E7 ou Eg.

Démonstration. Nous pouvons éliminer les cas ou G contient un sous-graphe
d’une des formes suivantes :
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1\2/1
1/ \1

1 1
AN /
29— 9 29— 9
V \
=T

En effet, si on met les valeurs qui sont sur les schémas aux sommets du
sous-graphe et qu’on compléte par des zéros, on obtient dans les quatre cas
un vecteur non nul de £&; dont I'image par B est négative ou nulle.

On en déduit que G est de la forme :

On introduit ensuite une seconde forme quadratique sur QP! qui va per-
mettre d’étudier la forme de Tits pour des carquois de ce type :

p p
p
Cyfarsomrtpn) = = Dt + Yot + gt
=1 =1 p

z”: i i+1 1\
=) (T ———m
200+ 1) \"

i=1

La seconde écriture permet de voir que C), est positive, non définie, qu’elle
est nulle sur un espace de dimension 1 et que si x = (21, ...,x,) # 0 est tel
que Cp(x) = 0, toutes les coordonnées de z sont non nulles.
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Si on prend alors un vecteur dimension comme sur la figure suivante :

I ) PP :L‘p Qa yq e y2 yl

on a une relation entre B et C,, Cy, C, :

B(z,y,2,a) = Cy(x,a) + Co(y, a) + Cr(2,a)

p q r 2
* <1_2(p+1) T g+ D) ‘2(r+1))a

avec & = (T1,...,%p), Y = (Y1,--,Yq), 2 = (21,..., %) On voit alors que B

est définie positive si et seulement si (1 — 2(;;1) — 2((;11) — 2(&1)) > 0. En
effet si (1 — 2(1)1:-1) — 2(q3—1) — 2(7];1)> < 0, d’apres les remarques précédentes,

on peut choisir x,y, z non nuls tels que Cy(x,a) = Cy(y,a) = C.(z,a) = 0,

comme a # 0, B(z,y,z,a) < 0. Et si (1 — 2(p’jr1) — 2((;11) — 2(T:1)) >0, B
est définie positive car C,, C, et C). sont positives et qu'un vecteur x non nul
tel B(x) = 0 a toutes ses coordonnées non nulles, d’ott a # 0 donc B(z) > 0...

Donc B est définie positive si et seulement si

1 1 +1 1 +1 1 -1
2 2p+1) 2 20p+1) 2 2p+1)

soit
1 1 1

>
p—|—1+q+1+r—|—1

1

En supposant p < ¢ < r, cette inégalité n’est vraie que dans I'un des cas

P q r Graphe

0 | quelconque | quelconque | Agyr1q
suivants : ! ! = 1 Dys

1 2 2 Eg

1 2 3 E;

1 2 4 Eg

Ce qui prouve le théoréme. O
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4.3 Racines et transformation de Coxeter

Définition 4.3.1 (Racines). (i) Un élément x € Eg est appelé racine s’il
existe a € Go,w € W tels que x = wa.

(ii) Les &, v € Gy sont des racines simples.

(iii) Les racines positives sont les racines x telles que x > 0.

On remarque 'analogie de I’écriture d’une racine avec le résultat de la
proposition 3.3.1.
Les racines vérifient les propriétés suivantes :

Proposition 4.3.1. (i) Les racines sont des vecteurs entiers et vérifient
B(z) =1.

(ii) Si x est une racine, alors —x est aussi une racine.

(1ii) Si x est une racine, alors x ou —x est une racine positive.

Démonstration. (i) Découle de la proposition 4.1.1.
(ii) On sait qu'il existe o € G, w € W tels que z = w(a), et comme W
est un groupe, on peut calculer wo,w=(z) = w(o.(@)) = w(—-a) = —z.
(iii) On le démontre uniquement dans le cas ot B est définie positive car
c’est le seul cas utile pour la démonstration des théorémes de Gabriel.
Comme on peut écrire © = 03, 0 0, 0 --- 0 0, &, il suffit de montrer que
pour y racine positive, si 8 € @, alors ogy > 0 ou —ogy > 0. En fait on
montre que ogy > 0 ouy = f.
On sait que B(y) = B(3) = 1, donc |(3,y)] < 1 (par I'inégalité de
Cauchy-Schwarz) et 2(3,y) € Z d’aprés la proposition 4.1.1, donc il ne peut
prendre que les valeurs —2, —1,0, 1, 2.
~ Cas 1:2(B3,y) =2, soit {B,y) = 1. Cest le cas d’égalité dans Cauchy-
Schwarz : y = rf3,7 € Q, et (3,y) = r =1, c’est-a-dire y = 3.

— Cas 2 : 2(B,y) = 1. Or 2(B3,y) = 2ys — Zpecﬁ Ye(p), 4’0l comme ¥y est
entier positif, yg > 1. Et comme d’apres la proposition 4.1.1, o5(y) =
y — 3, on a bien o5(y) > 0.

— Cas 3: 2(3,y) <0, alors o3(y) =y — 2(3,y)3 > 0 puisque y > 0.

]

Définition 4.3.2 (Transformation de Coxeter). Si G est un graphe sans
boucle, et ay, ..., ay, une énumeération de ses sommets, on appelle transforma-
tion de Coxeter un élément ¢ = 0, ©...00,, de W. L’application ¢ dépend
de l’énumération choisie.

Remarque : Si on choisit une orientation A sur G' pour laquelle le car-
quois Q = (G, A) est sans cycle et qu’on prend pour ag,...,q, une suite
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(4)-accessible, I'action de la transformation de Coxeter sur un vecteur en-
tier positif correspond a I'action des foncteurs de Coxeter @1 et &~ corres-
pondants sur les dimensions d’une représentation indécomposable de cette
dimension, a condition qu’on n’obtienne jamais de représentation nulle en
appliquant les F[ et Fg (autrement dit, & condition qu’on n’obtienne que
des représentations indécomposables).

Proposition 4.3.2. Si la forme bilinéaire B est définie positive, on a :
(i) la transformation n’a pas de vecteur invariant non nul;
(1) pour tout x € Eg, il existe i € N, tel que c'w ne soit pas positif.

Démonstration. (i) Supposons qu’il existe x € &g tel que = # 0 et cx = x.
Comme ay, ..., a3 ne modifient pas z,,, on a (04,2)a, = (¢)a,, SOit 04, =
z. De méme on montre Vi € [|1,n|],0,,2 = x. Comme on avait pris une
énumeération de tous les sommets de G, on a Vo € Gy, 0,0 = x—2(@, ) = «x,
d’ott (@, z) = 0. Or les & forment une base de &g et que B est non dégénérée,
on en déduit que z = 0.

(ii)) Comme W est un groupe fini, ¢ est d’ordre fini m dans W. Soit x
non nul dans &q. Si les vecteurs z, cx, ..., ¢™ x sont tous positifs, le vecteur
y =2 +cx + ... + " 1z est positif donc non nul et vérifie cy = y, ce qui
contredit le point (i). O

5 Démonstration des théorémes

Grace aux notions et aux théorémes introduits dans les sections 3 et 4,
nous allons maintenant pouvoir démontrer les théorémes énoncés plus hauts.

Si V' est une représentation du carquois @@ = (G, A), on note dim V' € &4
le vecteur (dim V,,)acc,-

Théoréme 5.0.1 (Premier théoréme de Gabriel). Sl n’y a qu’un nom-

bre fini de représentations indécomposables deux a deux non isomorphes du
carquois Q = (G, ), alors G est de la forme A,, D,, Es, F7 ou Fg.

Démonstration. Soit (G,A) un carquois. On considére les représentations
(V, f) d'une dimension fixée dim V' =m = (mq4)aca, -

On peut supposer que GG n’a pas de boucle car on a vu que s’il y a une
boucle, il y a un nombre infini de représentations indécomposables.

Le groupe H = ([[,cq, 9£(Va)) agit sur 'ensemble A des représentations
de dimension dim V' : 8i g = (ga)accn € H, ot (V, f) = (Va)accor (F)pec) €
Eq, on définit g - (V, f) = (V1) par Vp € Gy,l, = ga(p)fpg;(;). Deux repré-
sentations de (G, A) de dimension dim V' sont isomorphes si et seulement si
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elles sont dans la méme orbite pour 'action du groupe H. On remarque que
le sous-groupe de H formé des (AId, ..., \Id)ex+ agit sur A comme l'identité,
donc on a aussi une action du groupe quotient H/k*, et deux représentations
de (G, A) de dimension dim V' sont isomorphes si et seulement si elles sont
dans la méme orbite pour l'action du groupe H/k*.

S’il n’y a qu'un nombre fini de représentations indécomposables non iso-
morphes dans £(G, A), en particulier il n’y en a qu'un nombre fini de dimen-
sion dim V', donc le nombre d’orbites de A sous l'action de H/k* est fini. Or
A et H/k* sont des variétés de dimensions respectivement » peGr Ma(p)Me(p)
et > nean m?2 — 1, pour que leur quotient n’aie qu'un nombre fini de points,
on doit avoir dim A < dim(H/k*). Cela signifie que pour tout vecteur positif
x de &g, B(z) > 0 ou B est la forme quadratique introduite a la section
4. Comme Vz € &g, B(x) > B(|z|), B est définie positive sur les vecteurs
entiers, et on déduit de B(Az) = A?B(x), Vz € Eg, VA € Q, que B est définie
positive sur £g. D’apres le théoréme 4.2.1, cela n’est possible que si G est de
la forme A,,, D, FEs, E7, ou Eg, ce qui prouve le théoréme. O

L’étude faite a la section 4 permet de reformuler le théoréme 3.2.1 de la
fagon suivante, utile pour la démonstration du second théoréme :

Théoréme 5.0.2. (i) Soient Q = (G, A) un graphe orienté, 3 un puits pour
lorientation A, et V une représentation indécomposable de Q). Alors on a
deux possibilités :
- FE:(IQ) est indécomposable et vérifie dim Fy (V) = op(dim V') et
FyFy(V)=V;
-~V =1Lg, Ff (V) =0 et o5(dim V) < 0.
(ii) Soient Q = (G, A) un graphe orienté, a une source pour [’orientation
A, et V une représentation indécomposable de (). Alors on a deux possibilités :
— F (V) est indécomposable et vérifie dim F., (V) = 0,(dim V') et
FIF (V)=V;
-V =1La, F;(V) =0 et dans ce cas o,(dim V') < 0.

On en déduit le corollaire :

Corollaire 5.0.1. Soit Q = (G,A) un carquois, a, ..., une suite (+)-
accessible et V' une représentation indécomposable de Q).

Pour j € {0, ...k}, onpose Vj = Fif - FL (V) etm; = 04, -+ - 0, (dim V).
Soit p le plus grand entier tel que pour tout j < p, 0o, > 0. Alors :

(i) Pour j < p, la représentation V; est indécomposable (et dim'V; = m;),
et V.=1F, - (V))

(i) Sip <k,onaVyyy=..=Ve=0,etonaV,=1L
Fo - F (La,.,)

Qp

et V =

Qp+1
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Démonstration. (i) se déduit du théoréme 5.0.2 avec une récurrence sur j.
(i) V, =L se déduit du théoréme, et on applique le (i). O

Théoréme 5.0.3 (Second théoréme de Gabriel). Si G est un graphe du
type A, Dy, Eg, E7, Eg, et A une orientation de G, alors (G, A) a un nombre
fini de représentations indécomposables non isomorphes deuxr a deux, et il
y a une bijection entre les représentations indécomposables de (G, A) et les
racines positives dans Eg.

Ap+1

Démonstration. On choisit une numérotation aq, ..., a, des sommets de G
telle que les fleches aillent dans le sens des numéros décroissants. Soit ¢ la
transformation de Coxeter correspondante.

(i) Soit V' une représentation indécomposable de (G, A). On cherche a
lui associer une racine positive. D’aprés la proposition 4.3.2, il existe h tel
que le vecteur ¢*(dim V') ne soit pas positif. Comme la suite ar, ..., o, est
(4)-accessible et que c’est une énumération de tous les sommets de G, la
suite (81, .oy Bun) = (1, ooy Qpy Q14 ooy Qi oy 1y oy ) (B fOlS) est aussi (+)-
accessible. Donc ¢"(dim V) = o3, - - 05, (dim V) n’est pas positif. On déduit
alors du corollaire 5.0.1 qu'il existe i < nh tel que V = Fy - F(Lg,,,),
donc dim V' = o, - - - 05,(dim V). On a donc dim V' est une racine positive, et
V' est bien déterminée par dim V' puisque W est un groupe, autrement dit,
I’application V +—— dim V' est injective.

(ii) Soit maintenant une racine positive x.

D’aprés la proposition 4.3.2, il existe h tel que () ne soit pas positif. En
posant comme pour le sens direct (81, ..., Bun) = (1, vovy Oy Oy ooy Qg ey Q1 ey O
(h fois), on a () = 04, - - - 0p,(x) n’est pas positif. Soit 7 le plus grand in-
dice tel que og, - - - 04, () > 0. D’aprés la démonstration du point (iii) de la
proposition 4.3.1, og, - - 04, () = 03,,, .

Soit alors V' = Fg, -+ Fp,(Lg,,). Alors d’aprés le théoréme 5.0.1, V' est
une représentation indécomposable de (G, A) de dimension x.

Ceci achéve la démonstration du théoréme. 0J

6 Annexe : quelques définitions sur les catégo-
ries

Définition 6.0.3 (Catégorie). Une catégorie C est la donnée :
— d’une classe d’objets O(C) ;
— pour deux objets A,B € O(C), d’un ensemble Hom(A, B) des mor-
phismes entre A et B, tel que 14 € Hom(A, A), que pour trois objets A,
B, C on ait une application Hom(A, B) x Hom(B,C) — Hom(A,C)
(f9) — gof
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associative : si f € Hom(A, B),g € Hom(B, C), h € Hom(C, D), alors
(hog)of = ho(gof), et telle que si f € Hom(A, B),1gof = f, fols =
f-

Quelques exemples de catégories :
— C la classe des ensembles et pour deux ensembles A, B, Hom(A, B)
I’ensemble des applications de A dans B.
— Claclasse des groupes et pour des groupes G, H, Hom(G, H) ’ensemble
des morphismes de groupes de G vers H.
On définit ensuite les foncteurs entre deux catégories, ce ne sont pas des
applications car les catégories ne sont pas des ensembles.

Définition 6.0.4 (Foncteur). Soient C,D deux catégories. Un foncteur
(covariant) entre C et D, F: C — D est la donnée pour A € C, de F(A) €
D, et pour u € Hom(A, B),A, B € C, de F(u) € Hom(F(A), F(B)), avec
F(14) =1p, et Y(u,v) € Hom(A, B) x Hom(B, C), F(vou) = F(v) o F(u).

Par exemple, si on prend pour C les groupes, avec Hom(G, H) les mor-
phismes de groupes dont le noyau contient le sous-groupe dérivé D(G) engen-
dré par les commutateurs [z, y] = xyz~ly~! x,y € G, et pour D les groupes
abéliens, on a un foncteur ¥ : C — D , et pour u € Hom(G, H),

G — G/D(G)
F(u) est application quotient.
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