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1 Introduction

Le traitement automatisé d'images médicales est un domaine de recherche en plein
essor. Par exemple si l'on a les résultats d'IRM de l'hippocampe de 100 patients,
certains avec alzheimer et d'autres sans, on veut pouvoir classer ces hippocampes en
fonction du critère avec ou sans alzheimer. Ainsi si un nouveau patient se présente, on
pourra "classer" son hippocampe et déterminer s'il a la maladie ou non. Le but est,
à terme, de faire un diagnostique précoce de ce type de maladies a�n de commencer
les traitements le plus tôt possible.
Le but est donc de pouvoir comparer des "formes" (comme des résultats d'IRM). On
appellera "forme" un nuage de points (on appelle cela le cas des landmark) et on veut
savoir, dans un cas général, si deux formes sont "proches". Pour cela, on ne cherche
pas à caractériser les formes en elles-mêmes mais à quanti�er leurs di�érences : il
s'agit donc de construire des distances sur l'espace de formes.
Soient deux formes f0 = (f 0

1 , ...f
0
nf

) et f1 = (f 1
1 , ...f

1
nf

), on peut avoir l'idée de sommer

les distances entre les points correspondants : D(f0, f1) =
nf

∑
i=1

∣f 1
i −f

0
i ∣. Or cette distance

n'est pas pertinente : si la forme f1 correspond à la forme f0 tournée, alors la distance
obtenue sera très grande alors que les deux formes sont en fait identiques.
Il faut donc trouver une façon de calculer les distances entre les formes qui soient
plus pertinente. L'idée présentée dans la suite est d'étudier les di�éomorphismes de
l'espace Rp (dans le cas général p = 3) permettant de transformer la première forme
en la deuxième et de se servir d'une métrique sur l'espace des di�éomorphismes pour
obtenir une distance sur l'espace des formes. A�n de comparer deux formes nous
allons donc étudier les di�éomorphismes de l'espace permettant d'amener la première
sur la deuxième. Il faut donc associer à chacun de ces di�éomorphismes une quantité
qui permet de quanti�er l'énergie nécessaire pour amener la première forme sur la
deuxième. Or les formes sont typiquement des résultats d'IRM : elles sont bruitées. Le
but n'est donc pas d'amener la première exactement sur la deuxième, mais de l'amener
aussi près que possible de la deuxième avec un minimum d'énergie. Ainsi pour deux
formes f0 et f1 que l'on veut comparer, le but est de trouver un di�éomorphisme φ
qui minimise

J(φ) = E(φ) +M ×D(φ ⋅ f0, f1) (1)

avec E l'énergie et D une distance. On prendra pour D la distance quadratique : il
s'agit ici bien de comparer la distance entre les points correspondant de φ ⋅ f0 et f1.
M est un paramètre réel positif qui permet de donner plus ou moins d'importance au
terme de l'attache aux données (D) par rapport à l'énergie E.
La partie 2 détaille comment on associe une énergie au di�éomorphisme, la partie
suivante présente un nouveau choix d'espace de di�éomorphismes.
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2 Action de groupes et appariement non linéaire

2.1 Quelques dé�nitions

Dé�nition 2.1. Un ensemble M est une variété Ck s'il existe une famille (Uj, φj)j∈Λ
telle que
� Les Uj sont des ouverts qui forment un recouvrement de M .
� Les φj ∶ Uj Ð→Rn sont des homéomorphismes sur l'ouvert φj(Uj) tels que φj ○φ−1

k ∶

φk(Uk ∩Uj)Ð→ φj(Uk ∩Uj) est une application de classe Ck.

Dé�nition 2.2. On dit que G est un groupe de Lie C∞ de dimension �nie si l'appli-
cation :

G ×GÐ→ G
(g, h)Ð→ gh−1

est de classe C∞.

Dé�nition 2.3. Soit G un groupe opérant sur un ensemble X. On dit que X est un
espace homogène si G agit transitivement sur X, ie pour tout x, y ∈X, il existe g ∈ G
tel que g ⋅ x = y.

Dé�nition 2.4. Soit M une sous-variété, soit x ∈M . L'espace tangent TxM de M
en x est l'ensemble des vecteurs vitesse en t = 0 des chemins C∞ tracés sur M passant
par x à l'instant t = 0.

Dé�nition 2.5. Une variété riemannienne est la donnée d'une variété di�érentielle
M et, en chaque point m de M , d'une forme quadratique dé�nie positive gm sur
l'espace tangent TmM . Cette application g ∶ m Ð→ gm doit être telle que pour tous
champs de vecteurs X, Y de M , l'application ∶mÐ→ gm(X(m), Y (m)) est de classe
Ck (classe de la variété).
L'application g est appelée métrique de M .

Remarque 2.1. La donnée d'une métrique sur une variété M permet de dé�nir une
distance sur cette variété : si M est une variété riemannienne, soient m,m′ ∈ M et
soit γ ∶ [0,1] Ð→ M C1 telle que γ(0) = m, γ(1) = m′. Alors la longueur de cette
courbe est L(γ) = ∫

1

0

√
gγ(t)(γ′(t), γ′(t))dt et la distance entre m et m′ est

d(m,m′) = inf
γ C1 p.m. telle que
γ(0) =m,γ(1) =m′

L(γ).

2.2 Actions de groupes et métrique

On se restreint au cas des landmark ; a�n d'être comparables deux formes doivent
avoir le même nombre de points. Dans la suite une forme est un point de (Rp)nf (p
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est la dimension de l'espace ambiant). On note M l'ensemble des formes que l'on
étudie, il s'agit donc d'une sous-variété de (Rp)nf . L'action d'un di�éomorphisme g
sur une forme f = (f1, ..., fnf ) ∈ M est donnée par : g ⋅ f = (g(f1), ..., g(fnf )). On
s'intéresse à un groupe de di�éomorphismes G et on suppose que M est une orbite
pour l'action de G (ie queM est homogène). Cela su�t car on veut construire le coût
de l'équation 1 et donc une distance entre des formes telles qu'il existe un di�éomor-
phisme g ∈ G amenant la première sur la deuxième.
On veut donc construire une métrique sur G et s'en servir pour munir M d'une dis-
tance qui aura un sens du point de vue de l'appariement de formes.
Comme M est homogène pour G, il existe donc m0 ∈M telle que G ⋅m0 =M . Notons
Gx0 = {g ∈ G∣g ⋅ m0 = m0} le stabilisateur de m0. Alors le quotient G/Gm0 est en
bijection avec M . Si on arrive à construire une distance sur ce quotient, on pourra
donc en déduire une distance sur M .
Nous allons tout d'abord nous intéresser à la construction de cette distance dans le
cas d'un groupe de Lie G de dimension �nie puis montrer comment on peut s'en
inspirer pour construire une distance dans le cas d'un ensemble de di�éomorphismes
plus gros (de dimension in�nie).
L'espace tangent en l'identité de G est un sous-espace de champs de vecteurs (puisque
G est un groupe de Lie de di�éomorphismes de dimension �nie), on supposera dans
la suite qu'il s'agit d'un espace de Hilbert.

Supposons de plus que l'action A ∶ G ×M Ð→M est di�érentiable.
En di�érentiant A en g = e le neutre de G (c'est donc l'identité Id), on obtient pour
tout m ∈M une application d1A(e,m) ∶ TeGÐ→ TmM que l'on appelle action in�ni-
tésimale de TeG sur TmM . On note pour v ∈ TeG et m ∈M , v ⋅m = d1A(e,m)(v) ∈
TmM .
Le groupe G agit sur lui-même par composition : si g, h ∈ G, A(h, g) = Rg(h) = h○g. En
di�érenciant en h = e on obtient l'action in�nitésimale de TeG sur G : pour v ∈ TeG
et g ∈ G, v ⋅ g = d1A(e, g)(v) ∈ TgG.

Remarque 2.2. En pratique v est un champ de vecteurs car TeG est un espace de
champs de vecteurs et donc v ⋅ g = v ○ g.

On a donc dé�ni deux actions in�nitésimales de TeG : l'une sur M et l'autre sur G
lui-même.

Proposition 2.1. Si G est un groupe de Lie de dimension �nie et ⟨⋅, ⋅⟩e est un produit
scalaire sur TeG (espace tangent en l'élément neutre), on note pour v ∈ TeG et g ∈ G
v ⋅ g l'action in�nitésimale de v sur g. On peut donc dé�nir pour g ∈ G, v, v′ ∈ TgG
⟨v, v′⟩g = ⟨v⋅g−1, v′⋅g−1⟩e. Alors ⟨⋅, ⋅⟩g munit G d'une structure de variété riemannienne.
On appelle cette métrique la métrique invariante à droite associée à ⟨⋅, ⋅⟩e.

Le groupe de Lie G est donc muni d'une structure de variété riemannienne grâce au
produit scalaire de TeG.
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Ainsi si gt est une courbe C1 sur G, notons mt = gt ⋅m. Alors mt est une courbe de
M et ṁt = d1A(gt,m)(ġt). Or on a A(gt+sg−1

t ,A(gt,m)) = A(gt+s,m) ; en di�érenciant
cette égalité en s puis en prenant s = 0 on obtient avec vt = ġtg−1

t ∈ TeG, ṁt = vt ⋅mt

et ġt = vt ⋅ gt. On peut alors dé�nir la longueur de la courbe gt par ∫ ∣ġt∣gtdt = ∫ ∣vt∣edt
(avec ∣ġt∣gt = ⟨ġt, ġt⟩gt).
On a donc construit une distance sur G. On peut alors construire une distance sur
G/Gm0 à l'aide du théorème suivant :

Théorème 2.1. Soit ∶ H × Y → Y une action à droite de H sur Y . On suppose
que Y est muni d'une distance dY qui est équivariante à droite sous l'action de H,
ie que pour tous y, y′ ∈ Y et h ∈ H, dY (hy, hy′) = dY (y, y′). On dé�nit alors pour
tout [y], [y′] ∈ Y /H, dY /H([y], [y′]) = inf

z∈[y],z′∈[y′]
dY (z, z′). Alors si les orbites [y] sont

toutes fermées dans Y (pour la topologie induite par dY ), dY /H est une distance.

Avec H = Gx0 et Y = G le théorème précédent montre que l'on peut dé�nir une
distance dG/Gm0

sur G/Gm0 (les orbites sont fermées par continuité de l'action). On
en déduit alors une distance surM (qui est en bijection avecG/Gm0) : pourm,m

′ ∈M ,
dM(m,m′) = inf{dG/Gm0

([g], [g′]) ∣ g ⋅m0 =m, g′ ⋅m0 =m′}. Ceci est équivalent à

dM(m,m′) = inf{dG(e, g) ∣ g ⋅m =m′}

Pour g un di�éomorphisme dans G, dG(e, g) = inf
gt C1 p.m. telle que
g(0) = e, g(1) = g

∫ ∣ġt∣gtdt.

Donc �nalement on a :

dM(m,m′) = inf
gt C1 p.m. telle que
g(0) = e, g(1) ⋅m =m′

∫ ∣ġt∣gtdt

Ainsi, l'énergie pertinente à associer à un di�éomorphisme est sa distance à l'unité :
on pose �nalement

E(g) = dG(e, g)

2.3 Construction de G

D'après ce qui précède, si l'on construit un groupe de Lie G de di�éomorphismes de
dimension �nie qui agit sur M transitivement (ie M est homogène), tel que l'action
est di�érentiable et dont l'espace tangent en l'identité TeG est un espace de Hilbert,
alors on peut en déduire une distance sur M . Supposons G est connexe par arc. Pour
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tout g ∈ G il existe donc une courbe gt de G (C1 par morceaux) telle que g(0) = e
et g(1) = g. Or on a montré qu'il existe une trajectoire vt dans TeG telle que gt
est solution de ġt = vt ⋅ gt, g(0) = e. On peut donc reconstruire les éléments de G en
intégrant l'équation précédente pour di�érents choix de vt.

Dé�nition 2.6. Soit V un espace de champs de vecteurs, on suppose que V est
un espace de Hilbert. On dit que V est admissible si on a l'injection continue V ↪
C1
b (Rp,Rp), ie s'il existe K > 0 tel que sup

x∈Rp
∣v(x)∣ + sup

x∈Rp
∣dv(x)∣ ≤K ∣v∣V .

Proposition 2.2. Si V est un espace de Hilbert de champs de vecteurs qui est ad-
missible alors pour v ∈ L1([0,1], V ), il existe une unique trajectoire φt de C(Rp,Rp)

telle que φ(0) = Id et φ̇t = vt ○ φt.
On note cette trajectoire Φv. Ainsi on obtient une application

Φ ∶
L1([0,1], V ) Ð→ C([0,1],C(Rp,Rp))

v z→ Φv

Proposition 2.3. Si V est admissible alors pour tout v ∈ L1([0,1], V ) et tout t ∈
[0,1], Φv

t est un homéomorphisme de Rp.

Ceci va donc nous permettre de construire un groupe de di�éomorphismes G à partir
d'un espace vectoriel V de champs de vecteurs qui jouera le rôle de l'espace tangent.
Cette approche permet de dé�nir facilement des trajectoires et une métrique sur G.

Proposition 2.4. Pour V un espace de Hilbert de champs de vecteurs qui est admis-
sible on peut dé�nir GV = {Φv

1 ∣ v ∈ L
1([0,1], V )}. Si on muni GV de la loi ⋆ telle que

Φv
1 ⋆Φw

1 = Φv⋆w
1 , avec v ⋆ w dé�ni par v ⋆ w(t) = 2w2tIt≤1/2 + 2v2t−1It≥1/2, alors GV est

un sous-groupe de l'espace des di�éomorphismes de Rp.

On peut alors dé�nir une application dG par : si φ,φ′ ∈ GV ,

dG(Id, φ) = inf{∫ ∣vt∣V dt ∣ v ∈ L1([0,1], V ),Φv
1 = φ}

dG(φ,φ
′) = dG(Id, φ′

−1
○ φ)

Proposition 2.5. L'application dG est une distance invariante à droite sur GV .

Proposition 2.6. En fait on a

GV = {Φv
1 ∣ v ∈ L

2([0,1], V )}

dG(Id, φ) = inf{(∫ ∣vt∣
2
V dt)

1/2 ∣ v ∈ L2([0,1], V ),Φv
1 = φ}

Remarque 2.3. Il est plus intéressant de travailler dans L2([0,1], V ) que dans
L1([0,1], V ) car L2([0,1], V ) est un espace de Hilbert.
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Ainsi au lieu de partir d'un groupe G, on choisit un espace de Hilbert de champs
de vecteurs V qui est admissible et on construit le groupe de di�éomorphismes GV

correspondant. Ceci permet de choisir un espace des champs de vecteurs intéressant
en fonction du problème et de dé�nir facilement des espaces de courbes sur Gv en
considérant les courbes ∶ t→ Φv

t pour v ∈ L
1([0,1], V ).

2.4 Appariement non linéaire

Supposons donné un espace de Hilbert de champs de vecteurs V qui est admissible.
Soient f0, f1 deux formes telles qu'il existe un di�éomorphisme g ∈ GV tel que g⋅f0 = f1,
alors d'après la proposition 2.6 a�n de savoir si deux formes f0 et f1 sont proches il
faut s'intéresser à

{∫ ∣vt∣
2
V dt ∣ v ∈ L2([0,1], V ), Φv

0 = Id, Φv
1 ⋅ f0 = f1}.

Ceci est le cadre de l'appariement exacte, il est obtenu en étudiant d(f0, f1), ie les
valeurs de ∫ ∣vt∣2V dt pour v ∈ L

2([0,1], V ) tel que Φv
0 = Id et Φv

1 ⋅ f0 = f1.
Or, comme expliqué dans l'introduction, les formes sont bruitées et ne sont pas for-
cément dans la même orbite (pour l'action du groupe GV ), on ne s'intéresse donc pas
à l'appariement exacte mais à l'appariement inexacte : on cherche à minimiser

J(f0, f1, v) = ∫ ∣vt∣
2
V dt +M ×D(Φv

1 ⋅ f0, f1)

où M est un paramètre dans R+⋆ et D la distance quadratique (D(Φv
1 ⋅ f0, f1) =

∑
i
∣Φ1(f 0

i ) − f
1
i ∣

2).

Minimiser la quantité J(f0, f1, v) revient à chercher une trajectoire de V dont le �ot
amène la forme f0 le plus près de la forme f1 avec une énergie ∫ ∣vt∣2V dt minimale.
Ceci permet donc bien de déterminer si eux formes sont "proches" du point de vue
des di�éomorphismes.
Le choix de l'espace V détermine l'ensemble des di�éomorphisme qui peuvent être
utilisés pour "rapprocher" les deux formes, ce choix est donc crucial. Une approche
qui a été développée est de prendre V véri�ant plusieurs propriétés qui en font ce
que l'on appelle un RKHS (espace à noyau reproduisant). Alors on peut montrer qu'à
chaque chaque instant le champ vt optimal s'écrit comme une somme de translations
locales centrées en les points de la formes (transportés par le di�éomorphisme au
temps t). Ainsi une transformation simple comme une homothétie sera décrite à l'aide
d'autant de paramètres qu'il y a de points dans la forme. Le di�éomorphisme �nal est
donc décrit à l'aide de beaucoup de paramètres qui sont redondants : la classi�cation
à partir de ces descripteurs est di�cile.
L'approche présentée dans la suite est une généralisation de ce qui précède.
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Figure 1 �

3 Approche modulaire

3.1 Choix de V

Nous allons donc prendre un autre espace V a�n de remplir trois conditions :
� modularité : on veut qu'à chaque instant le champ vt soit combinaison de quelques
modules générateurs,

� interprétabilité : ces modules doivent être interprétables,
� adaptation à l'échelle : si l'échelle caractéristique de la forme f1 est deux fois plus
grande que celle de f0, on veut que l'échelle caractéristique de vt=1 soit également
deux fois plus grande que celle de f0.

Ces conditions ne sont pas remplies dans le cas du RKHS (l'échelle caractéristique
des champs de vecteurs est �xée au préalable).
On prend alors comme espace V l'ensemble des combinaisons linéaires de modules
de base : des scaling S et des rotations R locaux (on peut également ajouter des
translations). Chacune de ces transformations a un centre c et une échelle σ :

S(c, σ, x) = Ψc,σ(x)(x − c)

R(c, σ, x) = Ψc,σ(x)β ∧ (x − c)

avec β l'axe de la rotation (on se place en dimension 2 : β est �xe, orthogonal au
plan) et Ψc,σ une fonction maximale égale à 1 en c, d'échelle σ (c'est elle qui rend
locaux les champs de vitesses).

Remarque 3.1. On peut montrer qu'il est nécessaire que la fonction Ψ soit localement
constante autour de 0. La fonction que nous utilisons dans la suite, et dont le graphe
est en �gure 1, est :

Ψc,σ ∶ xÐ→

⎧⎪⎪
⎨
⎪⎪⎩

1 si ∣x − c∣ ≤ σ
2

1 − e
− 1

(
∣x−c∣
σ )

2
−1

si ∣x − c∣ > σ
2

(2)
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On veut que les paramètres des modules générateurs soient transportés au fur et à
mesure de l'intégration du di�éomorphisme φt a�n qu'un scaling St dont les para-
mètres initiaux sont c et σ ait pour paramètres au temps t φt ⋅ c et φt ⋅ σ (de même
pour la rotation). Ainsi à chaque instant t, chaque module générateur a pour centre
l'image du centre qu'il avait au départ par le di�éomorphisme Φt (et de même pour
l'échelle). Les paramètres de chacun de ces modules au temps t ne dépendent alors
que du di�éomorphisme au temps t et des paramètres initiaux.
Ainsi on impose au champ de vecteur vt d'appartenir à un sous-espace Vt de V qui
est déterminé par les valeurs initiales des paramètres et le di�éomorphisme au temps
t. L'espace V n'est plus muni d'une métrique et on va donc seulement associer à
chaque champ de vecteur un coût qui permettra de quanti�er l'énergie du di�éomor-
phisme �nal : si v = ∑

ns
i=1αiS(●, ci, σi)+∑

ns+nr
i=ns+1αiR(●, ci, σi) on pose C(v) = 1

2 ∣α∣
2 avec

α = (α1, ..., αns+nr) ∈ Rns+nr .

Comparer deux formes revient donc à trouver une trajectoire αt de Rns+nr et des condi-
tions initiales pour les paramètres {ci, σj} tels que avec Φt la solution de d

dtφt = vt ○φt,
φt=0 = Id avec à chaque instant vt = ∑

ns
i=1αi(t)S(●, ci(t), σi(t))+∑

ns+nr
i=ns+1αi(t)R(●, ci(t), σi(t)),

la quantité J(αt) = ∫
1

0
1
2 ∣αt∣

2dt +M ×D(φt=1 ⋅ f0, f1) est minimale.

3.2 Action sur les variables d'état

Il faut préciser comment les paramètres des modules générateurs sont transportés par
le di�éomorphisme, c'est-à-dire préciser l'action des di�éomorphismes et des champs
de vecteurs sur les paramètres.
L'action sur les points est l'action naturelle de di�éomorphismes et de champs de
vecteurs : on applique la transformation (di�éomorphisme ou champ de vecteurs) à
chaque point.
L'action sur les échelles est plus libre, et pourra être modi�ée en fonction des résultats
que l'on veut obtenir. Ici nous prendrons l'action suivante : soit Φ un di�éomorphisme
de Rp, dans le cas général son action sur une échelle Σ ∈Mp(R) associée à un centre
c est Φ ⋅Σ = dΦ(c)ΣdΦ(c)T . Nous nous restreindrons aux cas de champs de vecteurs
isotropes : les échelles sont donc des matrices scalaires, que nous considérerons comme
des réels positifs. L'action d'un di�éomorphisme sur une échelle σ ∈ R+ associée à un
centre c est donc Φ⋅σ2Ip = σ2dΦ(c)dΦ(c)T . On en déduit par di�érenciation en Φ = Id :
v ⋅ σ = 1

pσDiv(v)(c).
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3.3 Approche Hamiltonienne

Fixons deux formes f0 et f1 que l'on veut comparer, ainsi que les nombres de scaling ns
et de rotations nr que l'on peut utiliser. On notem = (cT1 , ..., c

T
ns+nr , f

0
1 , ..., f

0
nf
, σ1, ..., σns+nr)T .

D'après ce qui précède on sait comme les champs de vecteurs agissent sur m et
donc l'équation d'évolution de m au cours de l'intégration du di�éomorphisme est
ṁ = A(m)α avec A(m) ∈M3×(ns+nr)+2×nf ,ns+nr(R).
On veut donc trouver une trajectoire αt de Rns+nr telle que avec Φt la solution
de d

dtφt = vt ○ φt, φt=0 = Id avec à chaque instant vt = ∑
ns
i=1αi(t)S(●, ci(t), σi(t)) +

∑
ns+nr
i=ns+1αi(t)R(●, ci(t), σi(t)), la quantité J(αt,mt) = 1

2 ∫
1

0 ∣αt∣2dt +M × g1(mt=1) est
minimale. On appelle les trajectoires (αt,mt) minimisant cette quantité les trajec-
toires géodésiques. On peut montrer que les trajectoires géodésiques sont celles telles
qu'il existe une trajectoire ηt ∈ R3×(ns+nr)+2×nf telle que avec Hr(m,η) =

1
2 ∣A(m)Tη∣2,

on a ηt=1 = −
dg1
dmt=1

et :
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ṁ = A(m)A(m)Tη,

η̇ =
∂Hr

∂m
,

α = A(m)Tη.

(3)

Ainsi si on connait les valeurs initiales m0 et η0, on en déduit les trajectoires mt

et ηt correspondantes, et donc la trajectoire du contrôle αt correspondante pour
avoir une géodésique. L'équation d

dtφt = vt ○ φt, φt=0 = Id avec à chaque instant
vt = ∑

ns
i=1αi(t)S(●, ci(t), σi(t)) + ∑

ns+nr
i=ns+1αi(t)R(●, ci(t), σi(t)) est alors bien posée :

on peut en déduire φt=1.
Or, on ne connait pas la valeur initiale du moment η : la géodésique est dé�nie à
partir de la valeur initiale de la variable d'état m et de la valeur �nale de η. Si on
�xe la valeur initiale de mt, il faut donc faire une descente de gradient pour trouver
la valeur de η0 qui permet de minimiser J . En pratique on ne sait pas quels sont
les valeurs initiales optimales pour les centres et les échelles : on fait également une
descente de gradient pour ces variables.

Le problème revient donc à chercher des nombres de scaling ns, de rotations nr ;
des valeurs initiales pour tous ces points, pour les échelles des scaling et des ro-
tations, et pour le moment η telles que la solution au temps 1 de d

dtΦt = vt ○ Φt,

Φt=0 = Id minimise ∫
1

0 ∣αt∣2dt + g1(mt=1) avec à chaque instant αt = A(mt)
Tηt et

vt = ∑
ns
i=1αi(t)S(●,Φt ⋅ ci,Φt ⋅ σi) +∑

ns+nr
i=ns+1αi(t)R(●,Φt ⋅ ci,Φt ⋅ σi).
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3.4 Intérêt de cette approche

On pourrait essayer de faire une descente de gradient directement sur les trajectoire
αt au lieu de passer par le moment η. Cependant dans ce cas avant que l'algorithme
de descente n'ait convergé la trajectoire de αt ne correspond pas à une trajectoire
géodésique : si la vitesse de convergence de l'algorithme est trop faible la trajectoire
que l'on obtient ne correspond pas à une géodésique. Au contraire dans l'approche
hamiltonienne on sait qu'à chaque étape de la descente de gradient on a une géodé-
sique.
De plus comme les valeurs initiales (m0, η0) déterminent la trajectoire géodésique et
donc le di�éomorphisme �nal, ces valeurs initiales caractérisent les di�érences entre
les deux formes. On peut donc faire la classi�cation sur ces variables qui sont de di-
mension �nie (contrairement aux trajectoires αt).
On ne peut pas faire de classi�cation sur les valeurs initiales du contrôle α car en
général elles ne déterminent pas la trajectoire : à des valeurs initiales m0 et α0 iden-
tiques peuvent correspondre deux di�éomorphismes Φt=1 di�érents. C'est la valeur
initiale de (m,η) qui détermine la trajectoire, pas celle de (m,α).
Il est donc nécessaire d'introduire une variable de dimension plus grande que celle de
α pour caractériser la trajectoire.

4 Résultats

Les �gures 2, 4, 5 montrent la déformation de la grille par le di�éomorphisme au
temps 1. Les centres sont représentés ainsi que le cercle délimitant leur "zone de forte
in�uence", de diamètre σ.
La �gure 2 présente le cas où il n'y a qu'un scaling. On voit bien qu'il y a une homo-
thétie dans la zone d'in�uence et que le reste de l'espace est "poussé". Ceci semble
cohérent avec l'idée d'une croissance locale.
Dans les �gures 4 et 5 il y a une rotation avec les même paramètres initiaux (la �gure
3 représente la situation initiale, commune aux deux cas) mais dans la �gure 5 il y a eu
en plus un scaling global qui a agrandit l'espace : l'action de l'autre di�éomorphisme
s'est adaptée à cette échelle et c'est ce qui était recherché. En rouge sont tracés le
centre, son évolution au cours de l'intégration du di�éomorphisme et le disque de
diamètre l'échelle du scaling (qui n'agit pas dans la �gure 3) et en bleus ceux de la
rotation.
Ces simulations présentent des résultats cohérents avec ce que l'on voulait : les échelles
correspondent bien à des zones d'in�uences tout au long de l'intégration du di�éo-
morphisme, elles s'adaptent à l'évolution de la taille caractéristique de la forme au
cours du temps, le di�éomorphisme obtenu est facilement interprétable et est bien la
combinaison (non linéaire) de modules générateurs visibles.
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Figure 2 � Le centre du scaling reste �xe au cours du temps, le disque de diamètre σ
est représenté en bleu, il correspond bien à une zone où le scaling est une homothétie
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Figure 3 � Situation initiale
Figure 4 � Cas où il n'y a que la ro-
tation

Figure 5 � Cas où il y a un scaling en
plus de la rotation.
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