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Résumé

Les pages qui suivent sont consacrées & un théoréme d’Irving Segal donnant une décompo-
sition de certains espaces L? en somme directe orthogonale d’espaces vectoriels appelés chaos
de Wiener.

La décomposition hilbertienne classique de L2 (R, dv) obtenue en orthonormalisant les fonc-
tions polynomiales et en obtenant donc la base hilbertienne des polynémes d’Hermite est un
cas particulier de cette décomposition.
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1 Rappel sur les variables aléatoires gaussiennes

Avant de commencer & traiter du sujet en tant que tel, il convient de rappeler quelques
définitions et propriétés classiques concernant les variables aléatoires gaussiennes. Pour cela,
fixons-nous tout d’abord un espace de probabilité (2, F,P).

Définition 1 (Variable aléatoire gaussienne) Soit X une variable aléatoire réelle.

— On dit que X est une variable aléatoire gaussienne ou normale s’il existe m € R et o > 0
242
tels que la fonction caractéristique de X s’écrive x (&) = exp(imé — %)
— Si o >0 alors X est une variable aléatoire gaussienne non constante de densité p(x) =

I exp(— (z=m)® ). On note X ~ N(m,o?).

a2 202
- St 0 =0, alors X est une variable aléatoire constante et X = m p.s.

- On a B[X] =m, var(X) = 0*. Sim =0, on dit que X est centrée.

Définition 2 (Vecteur gaussien) Soient Xi,...,X, des variables aléatoires réelles.
On dit que (X1,...,Xn) est un vecteur gaussien si V€ = (&1,...,&) € R",EX =30 &6X;
est une variable aléatoire gaussienne.

Remarque :

— Si (X1,...,X,) est un vecteur gaussien, alors Vj € {1,...,n}, X; est une variable aléa-
toire gaussienne.

— Si X1,..., X, sont des variables aléatoires gaussiennes indépendantes, alors (X1, ..., Xy)

est un vecteur gaussien.

Définition 3 (Matrice de covariance) Soit X = (X1,...,Xy) un vecteur gaussien, on
note Kx = (cov(X;, X;))i,; sa matrice de covariance.

Proposition 1 (Fonction caractéristique d’un vecteur gaussien) La fonction caracté-
ristique d’un vecteur gaussien X = (X1,...,X,) est, V€ € R™ :

Ox(€) = (i GEX] -5 D &ucon(X;, X))
j=1

Jk=1

= exp(i€.E[X] —

)

"ERxE
2

Preuve :
Dx (&) = Pxe(1) = exp(im — lc72) avec m = E[X.£], et :

o' = E[(X.£)*]-m’
= E[Y_&Xi&Xn] — Y GEE[XGIE[X4]
ik ok

= Y GGEX; X] — ) &GEE[XGIE[X;]
ik ik

= Y &&kcov(X;, Xx)
J.k
L]
Avant d’en finir avec ces rappels on aura besoin d’une propriété classique concernant les suites
de variables aléatoires gaussiennes.

Proposition 2 Soit (Xy)nen une suite de variables aléatoires gaussiennes, telle que (Xp)nen
converge vers X dans L*(Q, F,P). Alors X est une variable aléatoire gaussienne.



Preuve :
Posons m.,, = E[X,], m = E[X], 02 = var(X,) et 6% = var(X).
Alors V€ € R, ®x,, (€) = exp(imn €& — 0%52 ).
On a my, = E[X,] —nooo E[X] =m et 02 = var(Xn) —n—oo var(X) = o2
Or la convergence dans L? implique la convergence en loi, donc ®x (£) = exp(imé — #) et
X est bien une variable aléatoire gaussienne.

Enfin, puisque nous aurons besoin de variables aléatoires complexes par la suite, introduisons-
les tout de suite.

(A noter que, sauf mention du contraire, les variables aléatoires gaussiennes considérées ci-
apres seront toujours réelles.)

Définition 4 (Variables aléatoires complexes gaussiennes) Soit X une variable aléa-
toire compleze. On dit que X est une variable aléatoire gaussienne si (ReX,ImX) est un
vecteur gaussien.

On dit de plus que X est centrée lorsque E[X] = 0.

2 Espaces gaussiens

2.1 Définitions

L’une des notions centrales que nous allons étudier est celle d’espace vectoriel gaussien.

Définition 5 (Espace vectoriel gaussien) Un espace vectoriel gaussien est la donnée d’un
espace de probabilités (Q, F,P) et d’un sous-espace vectoriel G du R-espace vectoriel L (Q, F,P)
tel que VX € G, X est une variable aléatoire gaussienne centrée.

Remarque : par la suite, on ne précisera que trés rarement [’espace de probabilité sous-jacent.

Cette définition fort simple recéle déja des informations importantes puisque si G est un
espace vectoriel gaussien, VX1,..., X, € G, (X1,...,Xn) est un vecteur gaussien.

Pour travailler avec les espaces vectoriels gaussiens, on se servira de la topologie induite
par celle de L2 (2, F,P). 11 est alors naturel de s’intéresser a la famille des espaces vectoriels
gaussiens qui vont étre des espaces de Hilbert pour cette topologie.

Définition 6 (Espace de Hilbert gaussien) Soit G un espace vectoriel gaussien, on dit
que G est un espace de Hilbert gaussien si G est complet, autrement dit si G est un fermé de
L*(Q, F,P).

FExemple :
Soit X une variable aléatoire gaussienne, alors {¢X,¢ € R} est un espace vectoriel gaussien de
dimension 1 (c’est donc aussi un espace de Hilbert gaussien).

Finissons alors par une propriété qui légitime le fait de ne s’intéresser finalement qu’aux
espaces de Hilbert gaussiens.

Proposition 3 Si G est un espace vectoriel gaussien, le complété de G est un espace de Hilbert
gaussien.

Preuve :
On a vu (proposition 2) que si une suite de variables aléatoires gaussiennes converge dans L?
vers une variable aléatoire X alors celle-ci est gaussienne.



2.2 Classification des espaces de Hilbert gaussiens de dimension
finie

Le but de ce paragraphe est de comprendre la structure d’espace de Hilbert gaussien dans
le cas le plus simple, & savoir celui de la dimension finie. Pour cela, introduisons tout d’abord
la notion la plus naturelle possible d’isomorphisme entre espaces de Hilbert gaussiens.

Définition 7 (Isomorphisme d’espaces de Hilbert gaussiens) Soient H1 et Hy deuz es-
paces de Hilbert gaussiens. On dit que ¢ € L(H1, H2) est un isomorphisme d’espaces de Hilbert
gaussiens si ¢ est isométrique et bijective.

On dira que Hy et Hy sont isomorphes s’il existe un tel isomorphisme.

Remarque :
Il est naturel d’imposer qu'un isomorphisme d’espaces de Hilbert gaussiens soit isométrique et
bijectif.
Qui plus est, cela est suffisant car cette propriété de nature géométrique permet a elle seule de
conserver la structure probabiliste. De fait, si H1 et Hs sont deux espaces de Hilbert gaussiens
et ¢ une isométrie bijective entre Hy et Ha, alors VX1,..., X, € H1, (6(X1),...,0(Xn)) et

(X1,...,X,) ont méme loi.
En effet,
t
EK (p(x1),..., s(xa§
o) sx)(§) = exp(— = Ent )
t
EK (xy,.., xn)&
= exp(———zatnln)
= Pxy,..x.)()

Ceci est dit au fait que cov(X;, X;) = E[X; X;] =< X;, X; >=< ¢(X3), (X;) >= cov(p(Xi), ¢(Xj)),
Aot Kxy,.... ) = K(o(X1),ns0(Xn))-

Remarque :
Les espaces de probabilité sous-jacents & Hi et Hy peuvent étre différents.

On est maintenant & méme de classifier & isomorphisme prés les espaces de Hilbert gaussiens
de dimension finie.

Théoréme 1 (Classification des espaces de Hilbert gaussiens de dimension finie) Prenons
2
(Q, F,P) = (RY, B(RY),v) ot v est la mesure de densité dy(z) = \/217d exp(—%)dm, alors

H = (RYY, I’espace dual de R?, est un espace de Hilbert gaussien. 5
De plus, si H est un espace de Hilbert gaussien de dimension d, alors H est isomorphe a H.

Pour démontrer ce théoréme nous aurons besoin du lemme simple suivant :

Lemme 1 Avec les notations du théoréme ci-dessus, si (e1,...,en) est la base canonique de
R?, les variables aléatoires €5, . .., el sont des variables aléatoires gaussiennes indépendantes.

Preuve :
Yai,...,aq,b1,...,ba € R, avec Vi,a; < b;, on a :

v(ei € [ar,bi1],..., €5 € [aa, b)) = ~{x=(x1,...,24) € R|Vi,z; € [ai,bi]})

2
exp(—@)dm

d
'/Hi[‘li:bi] vV 2w

1 x?
= —— exp(——)dx;
H[ai»bi] V2m ( 2 )
TT e € lai,bi))



Preuve du théoréme :

Soit I € (R?)'. 1l existe (a1, ...,aq) € R? tel que | = Ele a;e;. Comme ej, ..., e sont
des variables aléatoires gaussiennes indépendantes, (e7,...,e}) est un vecteur gaussien, et [
est par conséquent une variable aléatoire gaussienne. Ainsi, (Rd)’ est bien un espace vectoriel
gaussien de dimension d et est donc un espace de Hilbert gaussien.

Soit alors H un espace de Hilbert gaussien de dimension d. Prenons en une base orthonor-
mée (f1,..., fd) et posons

' Zleaief = Zleaifi

Comme les e; sont indépendantes,

Elejej] =0 siiF# ]
<ei,e; >= 22
v var(e;) = [, m?L\/Tﬂz)dm =1 sinon
D’ou (ef,...,el) est une base orthonormée de (R%) et ¢ est une isométrie bijective.

2.3 Cas complexe

On aura besoin des variables aléatoires gaussiennes complexes dans la démonstration du
théoréme de Segal et il est alors naturel d’introduire la notion d’espace vectoriel gaussien dans
le cas complexe.

Définition 8 (Espace vectoriel et espace de Hilbert gaussiens complexes) Un espace
vectoriel gaussien compleze est un sous-espace vectoriel G du C-espace vectoriel L(QC(Q,]:, P)

tel que VX € G, X est une variable aléatoire gaussienne complezre et centrée.

Si de plus G est fermé (dans LE(Q2, F,P)), on parle comme dans le cas réel d’espace de Hilbert

gaussien (compleze dans ce contexte).

Proposition 4 (Complexification) Soit G est un espace vectoriel gaussien réel.
Ge = G+1iG = {X1 +iX2| X1, X2 € G} est un espace vectoriel gaussien complexe.
Si de plus G est un espace de Hilbert gaussien, G¢ est un espace de Hilbert gaussien complexe.

Preuve :

- VX = X1 +iXs € Gg¢, on a ReX = X1 et ImX = X» donc comme (X1, X5) est un
vecteur gaussien, X est bien une variable aléatoire gaussienne (complexe).
De plus, E[X] = E[X;] + {E[X3] = 0.

— Si G est fermé, soit (X,)pen € G¢ tel que X, —p—oc X dans L?. Notant X, = X, +
z'Xf,,‘v’p € Net X = X1 +iXo (X17X27X;7X37p € N étant des variables aléatoires
gaussiennes réelles) on a X; = ReX, —p—oo X1 €t de méme Xﬁ —poo X2.

Comme G est fermé, on a X1, X2 € G, et donc X € Gc.
Ceci permet de conclure que G est fermé.

3 Chaos de Wiener et théoréme de Segal

3.1 Introduction des chaos de Wiener

Dans cette partie nous allons en quelque sorte formaliser et étudier la notion de polynémes
sur un espace de Hilbert gaussien.



Il convient pour cela de constater que les espaces de Hilbert gaussiens appartiennent & bon
nombre d’espace LP. Plus précisement, nous avons le résultat trés utile suivant :

Proposition 5 Soit H un espace de Hilbert gaussien.
Alors,

Hc (] LXQF,P)
1<p<oo
Preuve :
Soit X € H.
Si X est constante, trivialement X € (1, ., L?(Q2, F,P).
Sinon, X ~ N(0,0?), avec o > 0, et E[|X|P] = —= Ja |2l exp(f%)dm < +o0, done X €
ﬂl§p<oo LP(Q7_7——7 ]P)

Corollaire 1 Soit H un espace de Hilbert gaussien.

VneNVXy,... . Xp € H X1...Xn € [ L°(Q,F,P)

1<p<oco

En particulier, X1 ... X, € L*(Q,F,P)

Preuve :
Par récurrence sur n € N :

— Sin =1, c’est la proposition précédente.

— Si le résultat est vrai au rang n — 1, alors Vp > 1, X1 ... Xn_1 € L?? et X,, € L*, donc
Xi ... X, € L? par Cauchy-Schwarz.
On en conclut donc que Xi ... Xn € ()., L(% F,P).

Définition 9 (Chaos de Wiener) Soit H un espace de Hilbert gaussien. ¥Yn > 0, posons
Pu(H) ={Q(X1,...,Xm)lm e N,Q € R[Y3,...,Yn],deg(Q) <n,X1,...,Xm € H}

Le chaos de Wiener d’ordre n de H est défini par

H™ = Py (H) & Poi(H) = Pu(H) NP1 (H)

ot, par convention, P_1(H) = {0}.

Remarques :

— Par le corollaire précédent P,(H) C L?, donc ’adhérence dans la définition de H'™ a
bien un sens.

— H* =Py (H) est I'espace des constantes.

~VneN H™ C L*(Q,F,P)

_ i E—
Par définition des chaos, on a Pn(H) = @} _, H" et donc @,y H™ = U, ey Pn(H).
— Dans la suite on notera parfois P(H) I'ensemble UpenPn(H)

3.2 Théoréme d’Irving Segal

Vi i A i it i é Eord
Nous avons maintenant & notre disposition tous les outils pour énoncer le théoréme de
Segal qui permet de décomposer ’espace L? en somme de chaos de Wiener.

Plus précisement :



Théoréme 2 (Théoréme de Segal) Soit H un espace de Hilbert gaussien.

1
m: _ 12
@nEN H™ = L*(Q,0(H),P)
ot o(H) est la plus petite tribu rendant les variables aléatoires de H mesurables.

Pour démontrer le théoréme d’Irving Segal, nous aurons besoin des quelques lemmes qui
suivent :

Lemme 2 Soit H un espace de Hilbert gaussien réel. Alors Vn € N, HZV = H™ + iH™.

Preuve :
C’est a peu preés évident, car P, (Hc) = Pn(H) + iPn(H).

Lemme 3 Soit H un espace de Hilbert gaussien réel. Alors o(H) = o(Hc).

Preuve :
On ao(H) C o(Hc) car H C Hc. Réciproquement, si X € Hg, il existe X1, X2 € H telles que
X = X1 +iX>, donc o(X) C 0(X1,X2) C o(H). D’ou o(Hc) C o(H).

Lemme 4 (Avec aziome du choiz)
Soit H un espace de Hilbert gaussien et X une variable aléatoire o(H)-mesurable. Alors il
existe une famille dénombrable (X )nen € HY telle que X soit o(Xn,n € N)-mesurable.

Preuve :
Il suffit de montrer que si H = {Xj,j € J} est une énumération de H, o(H) = {J;c 4 0(Xs,i €
I), ou A est I’ensemble des parties dénombrables de J.
En effet, on aura alors pour X o(H )-mesurable, et (By)nen une famille dénombrable de boré-
liens engendrant la tribu de I’ensemble d’arrivée des variables aléatoire (R ou C), X ~'(B,) €
o(X;i,i € In), et ce ¥n € N, donc X sera (X, i € J,,cy In)-mesurable (avec |J,,cy In dénom-
brable).

Or J;c4 0(Xi,i € I) est clairement une classe monotone stable par intersection finie, donc
c’est une tribu par le lemme des classes monotones, et comme elle rend tous les éléments de
H mesurables, c’est o(H).

Lemme 5 Si H est un espace de Hilbert gaussien réel et si X € L(Q,0(H),P) est telle que
VY € H,E[X exp(—:Y)] =0, alors X =0 p.s.

Preuve :
Si H est de dimension finie m, considérons (Y1,..., Y ) une base de H et notons y la loi de
(Y1,...,Ynm).
X est o(H)-mesurable donc il existe ¢, mesurable, telle que X = ¢(X1,...,X,).
Mais alors V(t1,...,tm) € R™ E[p(Y1,...,Yn)exp(—i Y 7L, ¢;Y;)] = 0, c’est a dire

/R G, ym) exp(—i »_ ty;)du(y) = 0
" ~

On a alors @4 = 0 donc ¢ = 0 p-p.p., et par conséquent X = 0 p.s.

Si H est de dimension infinie, on a par le lemme qui précéde une suite (Y5 )nen d’éléments
de H telle que X soit o(Y,,n € N)-mesurable. Soient alors Vn € N, H,, = vect(Y1,...,Y,) et
Fn=0(Hy) =0(Y1,...,Yy).

La martingale (E[X|F,])nen est fermée, donc converge p.s. et dans L' vers E[X|Fu] = X
puisque Foo = 0(Yy,,n € N) et donc X est Foo-mesurable.

Or Vn € N,VY € H,,E[E[X|F,]exp(—iY)] = E[X exp(—iY)] = 0, donc par le premier cas
(Hy, est de dimension finie), E[X|F,] = 0 p.s.,Vn € N et donc X =0 p.s.



Démonstration du théoréme de Segal :
On montre le théoréme dans le cas de Hc = H + iH et le résultat en découlera grace aux
lemmes 2 et 3.
On pose
Hy = @@ HE" = | Pa(He) C L*(Q, 0(Hc), P)
neN neN
Nous voulons montrer que H{™ = {0}.
Soient X € H{ et Y € H (variable aléatoire réelle).
exp(iY) — (Zk') < 1+exp(|Y]) < 14exp(Y)+exp(=Y) € L*(Q,0(H),P) = L*(Q, o(Hc), P)
k=0 ’

Donc > 7_, “:Rk —n—oo exp(iY) dans L*(Q, o (H),P).

Donc E[X exp(—iY)] =< X,exp(iY) >= limpjoo D 1y < X, (“I;)k >= 0, car mk/—,)k €
Pr(Hc),Vk € N.
Gréce au lemme 5, on obtient X = 0 p.s., et HZ- = {0}.

4 Produits de Wick
4.1 Projections et produit de Wick

Pour pouvoir manipuler la décomposition en somme de chaos de Wiener donnée par le
théoréme de Segal, il est naturel d’introduire les projections orthogonales suivantes :

Définition 10 - ¥n > 0,7, € L(L*(Q,0(H),P)) est la projection orthogonale sur H™.
- Vn > 0,7<n € L(L*(Q, 0(H),P)) est la projection orthogonale sur @y_, H* (i.e. <, =
ZZ:O k)
Remarque :
Le théoréeme de Segal permet alors d’écrire VX € L*(Q,0(H),P),X = > m,(X) avec
convergence dans L2.
Pour mieux comprendre ces projections orthogonales, introduisons la notion de produit de
Wick qui apparait naturellement lorsque 1’on veut projeter des "polynémes" sur les chaos de
Wiener.

Définition 11 (Produit de Wick) Soit H un espace de Hilbert gaussien.
Soient X1,...,X, € H.
On appelle produit de Wick des X;, noté : X1 ... X, :, la variable aléatoire mp (X1 ... X,).

4.2 Diagrammes de Feynman.

Pour étudier le concept de produit de Wick, il est utile d’introduire une représentation
graphique des variables que l'on considére via des graphes appelés diagrammes de Feynman.

Définition 12 (Diagramme de Feynman) Un diagramme de Feynman est un graphe consti-
tué de n sommets et de r arétes n’ayant aucun sommet en commun.

Un diagramme de Feynman est dit complet lorsque n = 2r.

Dans le cadre probabiliste qui nous intéresse ici on va associer & chaque sommet i d’un dia-
gramme de Feynman v une variable aléatoire X; ce qui permet de définir la valeur v(vy) de

v
T
U(’Y) = H E[Xikak] H Xi
k=1 €A
ot les couples (ik, jr) correspondent auz sommets joints dans le diagramme de Feynman v et
les i € A aux sommets isolés.



Remarque : Dans le cas général, la valeur d’'un diagramme de Feynman est une variable
aléatoire. Cependant, on voit qu’il s’agit d’une constante dans le cas des diagrammes de Feyn-
man complets.

Pour comprendre comment et pourquoi ces diagrammes de Feynman nous éclairent sur le
produit de Wick, commencons par énoncer un théoréme di & Wick.

Théoréme 3 (Théoréme de Wick) Soit H un espace de Hilbert gaussien et soient X1,...,Xn €
H.

Alors :
k
E[X:... X, = 3 [TERG X))
{i17j1}7~'~7{7:k7.jk} =t
partionnement en paires
de {1,...,n}
Preuve :

Les deux membres de 1’égalité précédente sont des formes n—linéaires symétriques donc par
polarisation il suffit de vérifier la formule pour X; = Xo = ... = X,, = X ~ N(0,0?).

Le membre de gauche est alors E[X™] donc si n est impair on obtient bien le résultat annoncé
puisque d’une part E[X"] = 0 et d’autre part il est impossible de partitionner un ensemble de
cardinal impair en paires d’élements.

Si maintenant n est pair, disons n = 2m, alors :

2m o] 2

E X2m — g 2m _ZL’_ d
[ ] —m _ ™ exp( 3 )dx
202m [0 du

= )" ) 2
o [ et
m__2m e}
= 2\;_ / umf%exp(—u)du
™ Jo

2m 2m 1

1. 1
§F(§)

N W

;F( —1)@2m-3).. 3x1xF%)
y2m (2m)!
2mm]

Or le nombre I,, de fagons de partionner {1,...,2m} en paires vérifie :

=1
I = 2m — 1)1 sim > 2

En effet, pour partitionner {1,...,2m} en paires il faut et il suffit de choisir 1’élément k qui
sera dans la méme paire que 1 (2m — 1 choix) et de partitionner en paires I’ensemble restant
(ie. {1,...,2m} — {1,k}).

On en dedult alors que I,, = ém >', et le résultat en découle trivialement.

On peut réinterpréter cette formule grace aux diagrammes de Feynman mais avant cela intro-
duisons quelques notations bien utiles.
Notons DF(Xi,...,X,) I'ensemble des diagrammes de Feynman dont les sommets sont les

10



variables Xi,..., X,.
De méme, notons DF.(X1,...,Xn) 'ensemble des diagrammes de Feynman complets dont les
sommets sont les variables Xi,..., X,.

On a alors de maniére élémentaire :

Théoréme 4 (Réinterprétation du théoréme de Wick en termes de diagrammes de Feynman)
Soit H un espace de Hilbert gaussien et soient X1,..., X, € H.
Alors :

E[X:...X,] = Z v()

YEDFe(X1,, Xn)

En fait I'intérét des diagrammes de Feynman réside dans le fait qu’ils vont nous permettre
de calculer "explicitement" : X5 ... X, :.

Théoréme 5 (Explicitation du produit de Wick) Soit H un espace de Hilbert gaussien
et soient X1,...,X, € H.

Alors :
(X1 Xy, = > (=1)"My(y)
YEDF(X1,.... Xn)
(ot r(v) est le nombre d’arétes de ~y)
Preuve :
weH ™

Si nous notons w le membre de droite, il faut et il suffit de montrer que { X1 Xy —w € (H™)-

Or, si U'on analyse la somme que représente w, il y a un terme produit de n variables
(X1...Xn), les autres étant des produits de moins de n — 2 variables. Ainsi, X1 ... X, —w €
Prn—2(H) C Pn_1(H) C (H:":)J‘.

Il reste alors & prouver que w € H™ et donc, puisque c’est la seule difficulté que w €
(Pat(H)" = (Pums (H)) ™.

Soient alors m <n—1et Xpny1,...,Xntm € H.

On a:

EwXpi1... Xntm] = > (=)™ VE[w(y) Xnt1 - .. Xntm)
YEDF(X1,..,Xn)

donc par le théoréme de Wick,

]E[an+1 e Xn+m]

>, =y > v(7)
YEDF(X1,--,Xn) v €DF(X1,. .. Xntm)
extension de y

ElwXni1 ... Xnim] = 3 v(y) > (-n7
V' EDF (X1, Xntm) ~ ED]:(Xl,...,Xn)
tel que v C v'.

Si dans 7' il y a [ arétes reliant entre eux les (X;);<n alors on peut choisir d’en garder k €
{0,...,1} dans v donc :

’Y'Ech(Xla~'~vX1L+nz) k=0

!
= > S10v(v")
A EDFe(X1es X gm)

0

11



car il n’existe pas de diagramme de Feynman complet ayant pour sommets {X1,..., Xntm}
et sans aréte joignant les n sommets {X1,...,Xn} (m <n—1).
On en déduit par linéarité que w1 P,_1(H) ce qui termine la preuve.

Remarques :
— Ce théoréme entraine 'indépendance du produit de Wick vis-a-vis de 1’espace de Hilbert
gaussien sous-jacent.

— En reprenant la preuve précédente on voit que la formule suivante a en fait été obtenue
Vn>1,Ym > 1,VX1, ..., Xny+m € H,

El: X1... Xp: Xns1... Xppm] = > v(v)

v E€DFe(X1,y..., Xntm)
sans arétes entre les X;,7 < n

De cette seconde remarque on déduit un résultat fort intéressant sur le produit scalaire de 2
produits de Wick.

Théoréme 6 (Produit scalaire de produits de Wick) Soit H un espace de Hilbert gaus-
sten et sotent X1,...,Xn,Y1,...,Ym € H.
Alors :

El X1 X 2 Vi Y i) =0mn > [[EX:Yow)]
€S, i=1

Preuve :
Si m # n c’est évident par définition des chaos de Wiener et du produit de Wick.
Si maintenant m = n, par définition du produit de Wick,

EE X1 . Xp: (V.. . Yo—:Yi...Y, )] =0

Par conséquent,

E: X1,...,Xn uY1...Y, ] = Z v(7)
’YGD.,FC(Xl,...,Yn)
sans arétes entre les X;

= > v(y)
vy S D]'—C(Xl,‘..,yn)
chaque aréte entre un X; et un Y;

> TTEXY. 6]

TEG, i=1

Avant de voir une application du produit de Wick démontrons un théoréme qui est en quelque
sorte le théoréme dual du théoréme qui explicitait le produit de Wick et qui nous servira par
la suite.

Théoréme 7 (Expression du produit standard en termes du produit de Wick) Soit
H un espace de Hilbert gaussien et soient X1,...,X, € H.

Alors :
X:... X, = Z co(y)
YEDF(X1,...,.Xn)

Preuve :
Soient m < mn et Y1,...,Yn € vect(X1,...,Xn) C H.

12



Notons W =:Y;...Y,, =

On a:
E(X1...X,)W] = E[(X1...Xn):Y1...Yn ]
= > v(y)

v E€DFe(X1,...,Ym)
sans arétes entre les Y;

Maintenant,

E[ > cu(y) W] = > E[: v(y) = Yi... Y ]
YEDF(X1,., Xn) VEDF(X1,..,Xn)

> v(v)
S D]'—C(Xl, .. .,Ym)
sans arétes entre les Y;

Le passage a la derniére ligne s’obtient grace au produit scalaire de deux produits de Wick.
On a donc E[(X1... Xn =3 cprx,,..x,  0(7) HW] = 0.

Par linéarité, on voit que ce résultat est en fait vrai pour W € P, (H). Ainsi, siW = X1 ... X,,—
2 oeDF(Xy Xy - V(7)1 on obtient le résultat.

4.3 Espaces de Fock

Les propriétés qui sont apparues précédemment grice a l'introduction des diagrammes de
Feynman vont nous permettre de formuler le théoréme de Segal en termes d’un objet algébrique
appelé espace de Fock.

Définition 13 (Espace de Fock) Soit H un espace de Hilbert. On note Sym”™(H) la n—éme
puissance tensorielle symétrique de H : c’est un espace préhilbertien pour le produit scalaire
vérifiant (1 -T2 ... Tp, Y1 Y2-.. Yn) = zaeen T, < @iy Yors) >-

De plus, on note Sym(H) =3 Sym™(H) qui est préhilbertien pour le p.s. induit par ceux
des Sym™(H).

Enfin, lespace de Fock de H noté I'(H) est l’espace de Hilbert obtenu en complétant Sym(H).

neN

Les résultats sur le produit scalaire de deux produits de Wick vont en fait nous permettre
de mettre en lumiére un isomorphisme isométrique entre L?(Q, o(H),P) et T'(H).
Plus précisement, on a le théoréme suivant :

Théoréme 8 (Deuxiéme version du théoréme de Segal) Soit H un espace de Hilbert
gaussien.
H™ et Sym™(H) sont isomorphes via 'unique application linéaire continue coincidant sur
Sym™(H) avec :

Sym"(H) — H'™

Pn = . :

X1 ... I —T1...Tn :

Aussi, via ©ndn, on a un isomorphisme canonique entre T(H) et L*(Q,0(H),P).

Preuve :
Par un résultat vu précédemment,

n
Elzy...zn %] = Z HE[mixo(i)} =lzy-... ~xn\|§ymn(H)
cEG, i=1

Donc l'application ¢, est isométrique et son image est par définition ’espace vectoriel
engendré par les : x1...xy : avec z1,..., T, parcourant H, c’est a dire 7, (Pn(H)) puisqu’il
suffit, pour projeter une fonction polynomiale de degré inférieur ou égal a n sur H™ de

13



projeter sa composante de degré n.
mn(Pn(H)) étant dense dans H™ on en déduit que ¢, est isométrique d’image dense et qu’elle
se prolonge donc en une isométrie de Sym™(H) dans H™ (grace au lemme qui suit).

i

Si I'on définit alors ¢ : Sym(H) —,, .y H™ prolongeant les ¢y, ¢ est une application
isométrique dont 'image I contient P(H) grace au théoréme reliant le produit classique au
produit de Wick.

L
Puisque P(H) est dense dans €D H™ on conclut encore par le lemme suivant Iexistence

neN

1L
d’un isométrie bijective entre I'(H) et @@, oy H™ ce qui termine la preuve via le théoréme de
Segal.

Lemme 6 Soit E un espace préhilbertien et soit H son complété.

Soit F un Hilbert.

Soit ¢ : E — F une application isométrique d’image dense.

Alors le prologement canonique de ¢ a H est une isométrie bijective de H dans F'.

Preuve :
Seule la surjectivité pose en fait probléme.
Soit donc y € F. Par densité, il existe une suite (zp), d’éléments de E telle que limp—.oc ¢(2p) =
y.
Comme la suite (¢(xp))p est de Cauchy, (), 'est aussi de par le caractére isométrique de ¢.
11 existe donc = € H (la limite des x,) telle que ¢(z) = y.

Les théorémes précédents nous ont donc finalement apporté deux visions différentes de ’espace
L*(Q,0(H),P).

D’un point de vue analytique il peut étre décomposé via la notion de chaos de Wiener comme
le montre le théoréme de Segal.

D’autre part, la seconde version du théoréme de Segal insiste sur une vision plus géométrique
que Pon peut avoir de cet espace puisqu’il est isomorphe & I'(H).

14



Dans les trois parties qui vont suivre, on va faire s’exprimer le théoréme abstrait de Segal
pour voir ce qu’il nous révéle sur des espaces qui nous sont familiers.
On s’intéressera tout d’abord au cas ot H est un espace de Hilbert gaussien de dimension finie
puis on abordera un cas plus compliqué faisant intervenir le mouvement brownien.

5 Cas de la dimension finie

5.1 Forme des chaos de Wiener
Soit H un espace de Hilbert gaussien de dimension finie d. On veut étudier un peu plus en

L
détail la décomposition en chaos de Wiener L*(Q,0(H),P) =@,
limiter (et c’est suffisant grace au théoréme de classification en dimension finie) & H = (R%)’
et (2, F,P) = (RY, B(R),7).

Lemme 7 o(H) = B(R?)

H™. Pour cela, on va se

Preuve :
L’inclusion o(H) C B(]Rd) est évidente puisque H n’est constitué que d’applications mesu-
rables.
Ensuite, Va1 < b1,...,aq4 < bg € R, ﬂle er ' (ai, bi]) = [1%,]as, bil€ a(e], ..., e;) donc tous

=1

les rectangles ouverts sont dans o(H) et donc o(H) = B(R?).

Lemme 8 Vn € N,P,(H) = {Q(e],...,e))|Q € R[ Xy, ..., X4],deg(Q) < n} est fermé.

Preuve : P,(H) ={Q(l1,...,14)|Q € R[X4,...,Xa4],deg(Q) < n,li,...lqg € H} et, puisque
(el,...,ey) est une base des formes linéaires, on a immédiatement :

Pu(H) ={Q(e],...,ed)|Q € R[X1,. .., X4],deg(Q) < n}

Prn(H) est donc un espace vectoriel de dimension finie de méme dimension que {Q € R[X1, ..., X,]|deg(Q) <
n}. Ainsi Py (H) est fermé.

On voit donc que les chaos H'™ sont des ensembles de fonctions polynomiales de degré
exactement n, et leur description est donc a mettre en paralléle avec 'orthonormalisation
de la base canonique de R[X1,..., X ] pour le produit scalaire induit par L*(Q,o(H),P) :
(P,Q) = [, P)Q(x)y(da).

Pour résoudre ce probléme, on introduit Vk € {1,...,d},0r € L(R[X1,...,Xq]) Vopérateur de
dérivation par rapport & X} ainsi que son adjoint.

5.2 Polyndémes de Hermite

Définition 14 On définit Vk € {1,...,d}, 0; € L(R[X4,..., X4]) par 05 (P) = —0k P + z1 P.
Vk € {1,...,d}, Oy est l’adjoint de Oy.

Preuve :
Une simple intégration par parties montre que :

exp(— |\12H2)
Vo
_ /Rd P(z)(0kQ(z) — zQ(z))
= (P,0;Q)

Proposition 6 Les 9; commutent entre eux.

(OeP,Q) = /Rd Ok P(z)Q(z) dx

ll]]

exp(f 2 )

Vor

dx

15



Preuve :
Les 0, commutent également entre eux.

Introduisons alors les polynémes de Hermite qui vont répondre & la question initiale.

Définition 15 Soit d > 1 fizé. La famille (Hp),cna des polynomes de Hermite de dimension
d est donnée par les formules de récurrence suivantes :

Hq,..00=1
Hypio = 0 H, Vke{l,...d)

avec € = (0i,k)1<i<n-

Proposition 7 Vp = (p1,...,pn) € Nd,H,J est de degré p; par rapport a X; et le terme
dominant est X7t ... X74

Preuve :
Il s’agit d’une simple récurrence.

Notation :
On notera Vp = (p1,...,p4) € N%, pl = p1!...pal.

Montrons alors le résultat central qui va permettre de décrire les chaos en termes de poly-
noémes de Hermite.

Proposition 8 (-2 )pend est une base orthonormée de R[X1, ..., Xa].
()2

Preuve :
Le fait que ce soit une base ne pose guére de probléme grace a la proposition précédente.
Soient donc p = (p1,...,pa),q = (q1,...,q4) € N
Si p # g, quitte & interchanger p et g, on peut supposer qu'il existe ¢ € {1,...,d} tel que
pi > q;. Alors :

(Hg, Hp) = (Hg, 017" ... 0P41) = (V" Hq, 077 ... 0,1 0, 7T .. 0P41) = 0
Si p = q alors, par la proposition précédente :
(Hp, Hp) = (Hp, 07 ...0371)
= (o7 ...0%4Hyp, 1)
(p11) ... (pa!)
= pl

On en déduit immédiatement le corollaire suivant :

Corollaire 2
Pn(H) = vect(Hp(el,...,eq),|p| <n)

H:n: — ’U@Ct(Hp(eT7 ceey e’:l)a |p| = n)

5.3 Le théoréme de Segal en dimension finie
On peut donc réécrire le théoréme de Segal et donner la dimension des chaos de Wiener :

Théoréme 9
1

2 d d _ n:
L (R 7B(R )77) _®nENH
ot H™ = vect(Hp(e},...,el),|p| = n) est un sous-espace vectoriel de L?(R%, B(R?),~) de

: : d—1
dimension C)7 5 .
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Preuve :
La seule chose & démontrer est que dimH™ = ngﬂlifl.
Or

dimH™ = Card{p € N, |p| = n} = Card{(p1,...,ps) € N*,p1 + ...+ pa =n}
On note un,,q cette quantité et on voit facilement que :

Up,1 =1 Vn €N
Und =D ) _oUn—pgd—1 = D_p_oUn—kd-1 Vn €N,Vd>2

Donc si G(z,y) = Y05 ;3% | tn,az"y?, on a:

Glay) = To—+yy

Donc G(z,y) = En redeveloppant en séries entiéres on obtient alors :

y
1—(z+y) "

G(z,y) = ﬁ =yy (z+y)"

Et donc un,qg =Cpyg_1 = 0313_1 ce qui termine la preuve.

5.4 Polyndémes de Hermite et produit de Wick

Avant d’en finir avec le cas de la dimension finie, nous allons expliciter les polynomes de
Hermite en dimension 1 en nous servant des diagrammes de Feynman via le produit de Wick.
De fait, les polynémes de Hermite en dimension 1 n’étant en fin de compte que des projections,
on peut utiliser la formule du produit de Wick pour calculer leurs coefficients.

Hy(xz) = mn(z™) =: 2™ : donc,

Hy(z) = Yo )y

YEDF (x,...,T)
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Si cp,r est le nombre de familles de r couples disjoints de {1,...,n} alors,

ﬁ
w3
Py

H,(z) = (=1)"cn  E[z?] 2" "

— O

— 3
INEEN|

= Z(fl)rcmrxn*%
r=0

(Le passage a la derniére ligne résulte simplement de [ 22dy(z) = 1).

11 nous faut donc calculer le coefficient ¢, :

Lemme 9
(2r)!

2r
crn = Ch,

Preuve :

On choisit d’abord les 2r éléments qui vont apparaitre dans les r couples disjoints (il y a C2"
possibilités).

Ensuite, tous revient a partitionner I’ensemble & 2r éléments considéré en paires et nous savons

déja quil y a ffgf facon de le faire.

Pour résumer on peut énoncer un théoréme donnant H,, de maniére explicite.

Théoréme 10 (Forme explicite des polyndémes de Hermite en dimension 1)

LEJ T 27'(2T)! n—2r
Hy(z) =Y (-1)"Cx DT
r=0 '

6 De la dimension finie a la dimension infinie

Si les polyndémes de Hermite sont apparus jusqu’ici via des cas particuliers du théoréme de
Segal en dimension finie, il font en fait partie intégrante de la théorie en raison du théoréme
suivant :

Théoréme 11 (Base orthonormée de L? adaptée a la décomposition en chaos de Wiener)
Soit H un espace de Hilbert gaussien et (X;)icr une base orthonormée de H.

St (cvi)ier est une famille presque nulle d’entiers naturels on note ! =[], au! et X~ =[], X;*.

Ona:

1. Si ()i € NT est presque nulle alors

XY= [ ] e (X0)

2. {\/% : X |a € N presque nul } est une base orthonormée de L*(Q,0(H), P).
De plus, {\/% : X ¢ |la € N |a| < n} est une b.o.n. de Pn(H) XY |a e

N, |a| = n} une b.o.n. de H™.

et {\/%

Pour démontrer ce théoréme, on aura besoin du lemme suivant :
Lemme 10 Soit H un espace de Hilbert gaussien et soient X1,...,Xn,Y1,..., Y € H tels
que E[X;Y;]=0Vie{l,...,n},Vje{1,...,m}
Alors :
X, XN Y =X X Y Y

18



Preuve :
Ecrivons la formule donnant le produit de Wick :

C Xy XY Yo = > (=1)"My()
YEDF(X1,...,Ym)

Or dans cette somme, de par la relation entre les X; et les Y}, les seuls diagrammes de Feynman
de valeurs non nulles sont des graphes ne reliant jamais entre eux un X; et un Y; (i.e. la réunion

de deux diagrammes de Feynman 7, et 2 appartenant respectivement a DF(Xq,..., X,) et
DF(YV,...,Ym)).
On a alors :

X1 X Vi Y= 3 3 (=) (y; U )

V1EDF(X1,..,Xn) v2€DF(Y1,.-,Ym)

Puisque dans ces conditions 7(y1U7y2) = 7(y1)+7(y2) et v(71Uy2) = v(y1)v(72) on a finalement :

(X1 XnYi. Y = > (=1)"OVy(y1) > (=1)"02)y(y0)
Y1EDF(X1,....Xn) Y2 €EDF(Y1,....Ym)

=  Xi1..Xnu2Y1...Y:

Preuve du théoréme :

: X :=:T], X;** : donc en utilisant le lemme par récurrence et la définition des polynomes de
Hermite, : X := T[], : X;* := ], ha;(X:) ce qui prouve le premier point.

Pour la seconde assertion, remarquons tout d’abord que Vo, o’ € N presque nulle on a

0sia#dad

ol sia=a

E[: X* X ] :{

C’est en fait une simple application du théoréme sur les produits scalaires de produits de
Wick.

Montrons alors que V = wvect{: X* :, & presque nulle } est dense dans L*(Q,o(H),P). Si
G = vect{X;,i € I} (SEV dense de H), grace a la forule duale de celle exprimant le produit
de Wick on voit que P(G) C V.

Or on a clairement P(G) dense dans P(H) donc dans L? (puisque P(H) est dense dans L?).
Ainsi, V est bel et bien dense dans L? ce qui prouve que {\/% : X% a € N presque nul } est

une base orthonormée de L*(Q, o(H), P).
En reprenant la preuve précédente on a de méme Py (G) C vect{: X* :,|a| < n} C Pn(H)
d’ou en prenant 1’adhérence {\/% : X% : |a € N |a| < n} est une b.o.n. de P,(H). On en

déduit alors par définition des chaos que {\/% : X : |a € N',|a] = n} est une b.o.n. de H™

7 Le théoréme de Segal en dimension infinie : cas du
mouvement brownien

Dans toute cette partie, on considére (B:)ter, un mouvement Brownien standard.
On suppose connus ’existence et les propriétés élémentaires du mouvement brownien. Se re-
porter a [1] ou & [2] en cas de probléme.

7.1 Intégrale stochastique

Lorsque 'on considére le mouvement brownien, apparait de maniére canonique un espace
de Hilbert gaussien donné dans la proposition suivante :
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Proposition 9 Considérons
H = H(B) = vect{B¢,t € Ry}

H(B) est un Hilbert gaussien.

Preuve :
11 suffit de démontrer que vect{B,t € Ry} est un espace vectoriel gaussien (son adhérence
sera alors un espace de Hilbert gaussien).
Orsi0=ty <ty <...<ty,onsait que (By; — By, ..., B, — Bt,_,) est un vecteur gaussien
centré. Par conséquent une combinaison linéaire des By, , qui est aussi une combinaison linéaire
des By; — By, , est une variable aléatoire gaussienne centrée ce qui prouve le résultat puisque
By =0¢€ H(B).

Proposition 10
Vit,u > 0,E[B;By] =t Au= / Ljo,6(5) L0, (s)ds
0

Preuve :
Supposons t > w. Il suffit de montrer que E[B;B,] = u.
Or B, est indépendante de B; — B,, donc

E[B.B.] = E[(B:— B.)B.]+E[B2]
= E[B, - B.JE[B.] + E[B?]

S

Le passage a la derniére ligne est da au fait que, par définition méme, B, ~ N (0, u).

Remarque :
La proposition précédente montre que ’application I définie sur ’ensemble des fonctions en
escalier, & valeurs dans vect{B;,t € R}, vérifiant I(}" a:l[oy,)) = > a:Bt, est une isométrie.
Comme I’ensemble des fonctions en escalier est dense dans L?([0, +o0[), on peut étendre I en
une isométrie de L([0, +-00[) dans H(B) (car vect{B:,t € R} = H(B)).

Cette remarque va nous permettre de définir I'intégrale stochastique relativement au brow-
nien.

Définition 16 (Intégrale stochastique) Soit f € L*([0,4-o00]).
On appelle intégrale stochastique de f par rapport a B, et on note fooo f()dB¢ la variable
aléatoire I(f).
De plus, pour t > 0, on notera fOt f(s)dBs = [° f(s)Lo,41(s)dBs.
Remarque :
Cette notation est justifiée car, pour une fonction indicatrice f = L[4}, (0 < @ < b), on a

I(f) = I(IL[O,I)] - IL[O,a]) = Btb - Bta.

Grace a isométrie I : f — fooo f(t)dB; mise en évidence plus haut, on peut expliciter
H(B). C’est l'objet du théoréme suivant :

Théoréme 12 (Nature de I’espace H(B))

H(B) = { /0 T F(0)dB., f € L3((0, +oo])}

Proposition 11 Vn € N, il existe une isométrie K, de Sym™(L?([0,4o0[)) dans H(B)™
telle que Ky (f1- ...« fn) = [ frdB... [ fadB 1,V f1,..., fa € L*([0,+00]).
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O )~ 0

. . , F00 —
Soit I : { 7 L fooof(t)dBt
On pose alors J,, : Sym™(L*([0, +-00])) — Sym™(H(B)) telle que

I'isométrie déja considérée précédemment.

J,L(fl~...-fn):I(fl)-...-I(fn):/fldB-...-/fndB

Jn est une application isométrique surjective donc, grace & un lemme maintes fois utilisé pré-
cédemment, J,, se prolonge en une isométrie entre Sym™(L2([0, +oco[)) et Sym™(H(B)) que
I’on continue de noter J,.

Or, il existe une isométrie ¢, entre Symn(H(B)) et H(B)™ vérifiant ¢n (X1 -...  Xp) =:
Xi...X, :pour Xq,...,X, € H(B).

Sil’on considére alors I’application K, = ¢,0.J,,, on obtient une isométrie de Sym™(L2([0, +o0]))
dans H(B)™ vérifiant bien la propriété de 1’énoncé.

Proposition 12 Soit L2,,,([0,+oo[") = {f € L*([0,+00[", L dx), f est symétrique }.
On va identifier Sym™(L2([0, +00)) a L2,,,([0, +0o[*) via fi-.. . fa(z1,...,2n) = Yooces, Ly filzoe)-

Preuve :

Soit
¢.{ (L*([0,+00))™ = LZym ([0, +00[")
L e Sn) = Y ges, Lim filzow)

1 est n—linéaire symétrique donc on peut en fait redéfinir o sur Sym™(L?([0, +-o0[)) de sorte

que Y(fi ... fn) = X,ee, [Iint filwow) pour fi,..., fo € L2(]0, +o0]).

Montrons dans un premier temps que ¥ est isométrique.

2do

(1o fadlZz,, (0soolny = /(w(fl~----fn)(m1,~--,:vn))

sym

n!

/ > Hfi(:z:a(z'))Hfj(wa’(j))w
j=1

0,0/ €6y i=1

= % Z / H fo‘(i) (:vi)f(,/(i> (xl)dxl [N dl‘n
i=1

o,0'€G

I | | BT

' o,0'€6,, i=1"

D YD I | § FERTEmOY

o'€G, 0EG, i=1

= % Z Z H/fa‘(a’*l(i))(t)fi(t)dt

o'€6,, ce€E6,, i=1

- LY Y/ oo

o/'€6,, c€EG,, i=1

= Z H/fa(i)(t)fi(t)dt

c€EG, i=1

—_

2
= |fr-oo fallsymn(r2(0,+00)

Ainsi, v est isométrique.
Montrons alors que l'image de v est 'ensemble des fonctions de L2,,, ([0, 4+o0o[") & variables
séparées.
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Les fonctions qui sont dans I'image de 1) sont bien a variables séparées.

Soit alors une fonction f de Lﬁym([O,Jroo[") a variables séparées, disons f(z1,...,2n) =
fi(z1) ... fa(zn) (on raisonnerait de maniére similaire dans le cas d’une combinaison linéaire).
On a ¢(% fi-...- fn) = f de maniére évidente puisque f est symétrique ce qui prouve le
résultat sur I'image.

Si on démontre donc que Ima est dense dans Liym([O, +00o[™), on pourra bien prolonger 1 en
une isométrie de Sym”(L2([0, 4+o00[)) dans L3,,, ([0, +o0[").

Reste & montrer la densité en question.

Pour cela, soient f € L2,,,([0,+0c[") et € > 0. f est dans L*([0, +0o[", %) donc par densité
des fonctions continues & support compact (cet ensemble est noté C.([0, +oo[™)) dans cet es-
pace, il existe g € C.([0, +o0[™) telle que ||g — f|\L§ym([0’+w[n) <s.

Notons alors K le support de g. Un corollaire du théoréme de Stone-Weierstrass montre qu’il
existe h € C(K) & variables séparées telle que [|g — hoo < —AL2E

= 2¢/diam(K)’

Ainsi ||g — h||L2 ([0,400[™) < 3 et finalement Hf — h||L2 ([0,400[™) <e.

Zym Zym
h étant & variables séparées, il nous suffit de la symétriser pour obtenir le résultat.

En effet, si hs(z1,...,2n) = % ZUEGn hMZe@ys- -+ Ta(n)), hs est symétrique a variables sépa-
rées et :

1
If = hsllzz, . (0,400 < ol Z If = hllz, (0,400m) <€

Sym
oeS

puisque f est symétrique.

Proposition 13 On note Vn € N, D,, = {(t1,...,tn) ER™,0< t1 < ... < tp < 00}.
L*(Dy,) (muni de la tribu des boréliens et de la mesure de Lebesque) s’identifie clairement a
LZym ([0, +-00[").

Preuve :
Soit f € L2,,,([0, +oo[™).
La restriction de f & D,, est dans L?(D,,) et on a, puisque f est symétrique :

/ flxi,...,xn)dz1 .. . doy = n!/ flzi,...,xn)dx1 ... dan

n

On aboutit finalement au théoréme suivant :

Théoréme 13 Il existe une isométrie I,, de L> (Dr) dans H™ telle que, via les identifications
faites précédemment, Vf1, ..., fn € L*([0,400[), 8i fi-. .. fu(®1,. .., Tn) = Yoves, izt fi(zaey),
alors In(fr ... fn) = [ f1dB...[ fndB:

Pour mieux comprendre les identifications et les isométries mises en jeu, on pourra se ré-
férer au diagramme suivant :

Sym" (H(B)) —> H(B)™

n
/

Sym™ (L2([0, +o3])




7.2 Intégrale stochastique itérée

Définition 17 (Processus élémentairement prévisible) On note F; = 0({Bs,s < t}).
Un processus élémentairement prévisible est une variable aléatoire {X¢}i>0 de l'espace mesuré
(Rt x Q,B(Ry) ® o(H),dtdP) qui peut s’écrire X, = S0 Yillyy, u,1(t) o les Vi sont des

variables mesurables pour les tribus Fy,, et 0 < t; <w;, Vi€ {1,...,n}.

Remarque :
Pour un tel processus élémentairement prévisible X;, on pose fooo X:dB; = Zi\;l Y;(Bu; — Bui).
Il est facile de voir que cette somme ne dépend pas de la représentation de X, choisie, et qu’on
prolonge bien ainsi la définition de l'intégrale stochastique.

Proposition 14 Soit X: un processus élémentairement prévisible.
Ona:

E[(/OOO X:dB;)?] = /000 E[X7]dt
Preuve :

On prend une représentation de X; = Zf;l Yily, u,) (1), avec u; < tip1,Vi € {1,...,N —1}.
Alors pour i > j, (Bu; — By;) et Y;Y;(By,; — By;) sont indépendantes donc

o N

IE[(/O XidB,)?] = _ZJE[(YZ-(BW—BM)QI
= S EYPE((Bu, — B:,)?
= D (i —t)E[7]

Remarque :
Ceci démontre que si (Xt )i>0 € L2 (R4 xQ, B(R})®c (H), dtdP), alors Jo° XidB: € L*(Q,0(H),P).

Définition 18 (Processus prévisibles de carré intégrable) On appelle espace des pro-
cessus prévisibles de carré intégrable, et on note II* adhérence dans L*(Ry x Q,B(Ry) ®
o(H),dtdP) de l’ensemble des processus élémentairement prévisibles qui sont dans L*(Ry x
Q,B(R}) ® o(H), dtdP).

Remarque :
On a vu que pour les processus élémentairement prévisibles, on avait une définition de | 0°° X:dBy,
cette définition peut donc étre prolongée a tout II?, et donne, par la proposition précédente,
des variables aléatoires de L?(Q2, o(H),P).

Définition 19 Soit F' € L*(D.).
On pose :

F(t1, .. tno1,t) s10<t1 <...<tp_1 <t

thO,Ft(tl,...,tn_l):{ 0 sinon

Remarque :
On a pour presque tout ¢ > 0, Fy € L*(D,_1) puisque [° ||Ft|\2LQ(Dn71)dt = ||F||2L?(Dn) < o00.

Théoréme 14 (Intégrales itérées) Sin > 1 et F € L*(D,), alors (In—1(F;))t>0 est un
processus prévisible de carré intégrable, et I,,(F) = fooo In—1(F:)dB:
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Preuve :
On considére tout d’abord le cas ou F est la fonction indicatrice d’un rectangle []7_]ai, bs] C
D»,“i.e. 0<ar <bi<as<...<bp_1<an < by.
On a pour (t1,...,tn) € Dy :

Loy o] - L)t tn) = 0 [ Darwi (to) = [[ Das i (t) = Fta, ... tn).

cEG, i=1 i=1

Donc, de part les identifications faites précédemment, on peut voir F € L*(D,) comme si
c’était ]1]111’171] e l]ambn] € Sym”(LQ([O, +OOD)

En outre, fooo 14, .0,(t)dB: = By, — Ba, et ces variables sont orthogonales car les 14, 3,1 le
sont (n’oublions pas que I : f +— [ fdB est une isométrie).

Ainsi, en utilisant par exemple le lemme 10 :

IL(F) = :/ﬂ]al,bl]dB.../]l]ambn]dB:

Il
=

: (Bv; — Ba;) :
i=1
= ﬁ : By, — B, :
i=1
= H(Bbi - Bai)

=1

De plus on a facilement F; = 0 si t ¢]an,bs] et dans le cas contraire, F; = H?;ll Tya, .00
Clairement, par ce qui précéde, I, —1(Fy) = 14, ,,(%) 1= (By, — Ba;). D’oti, comme pour i <
n — 1, Ba, et By, sont Fg, -mesurables, I),_1(F;) est un processus élémentairement prévisible,

avec
n

| tea@oas =B, - B.) = 1.(F)
et

| BB = B s (R)aB)?) = B

Or E[I.(F)?] < +oo car I, est a valeurs dans H™ donc I,,—1(F;) est bien un processus pré-
visible de carré intégrable.

On a donc le résultat pour les indicatrices de rectangle, le résultat général en découle par
continuité puisque I, et I,,_1 sont des isométries en utilisant comme de coutume le lemme des
classes monotones ainsi que la densité des fonctions étagées dans L2.

Muni de ce théoréme sur les intégrales itérées on obtient de maniére assez simple une
description des chaos dans le cas de H(B).
En effet, Vn > 1,1, est une isométrie de L*(D,) dans H(B)™ donc les élements du chaos
d’ordre n sont de la forme I,(F) pour F € L*(Dy,,).
Or, en itérant le théoréme précédent on obtient :

oo tn to
vn > 1,1, (F) :/ / / F(ty,...,tn)dBy, ...dBx,
0 0 0

On va donc pouvoir conclure avec un théoréme qui explicite le théoréme de Segal dans ce
contexte.
Avant cela, rappelons ce qu’est ’espace de Wiener, cadre idéal pour énoncer un tel théoréme :
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Définition 20 (Espace de Wiener) Soit W = {w € C(R*,R)|w(0) = 0}.
On munit W de la tribu F. engendrée par les cylindres (i.e. la plus petit tribu rendant mesu-
rables les applications coordonnées) et de la mesure de probabilités Py vérifiant, pour 0 < t1 <
... <ty et pour Ai,..., A, sous-ensembles mesurables de R, Po({w|w(t1) € A1,...,w(tn) €
An}) = ]P)(le c Al, ey Btn c An)
L’espace de Wiener est simplement ’espace de probabilité (W, Fe,Po).

Dans ce contexte, si I’'on considére les applications coordonnées By : w — w(t), (Bt),erp+
est un mouvement brownien.

On obtient finalement le théoréme suivant :

Théoréme 15 (Théoréme de Segal et espace de Wiener) Pourn >1 :

oo tn to
H™ = {/ / / F(ti,...,tn)dBy, ...dBy, |F € L*(Dy)}
0 0 0

Aussi, par le théoréme de Segal, si F € L*(W, Fo,y), il existe une constante Fy et une
suite de fonctions (Frn)n avec Fy, € LQ(Dn) telle que

S o) tn to
F:F0+Z/ / / Fo(ti,...,tn)dBy, ...dB,
170 0 0
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8 Conclusion

En partant de la notion d’espace de Hilbert gaussien, nous avons obtenu une décomposition
de L? en somme de chaos isomorphes au complété de la puissance tensorielle symétrique de
I’espace de Hilbert gaussien sous-jacent.

Ensuite, nous nous sommes attachés a faire parler cette décomposition dans des cas parti-
culiers non triviaux en commengant par le cas de la dimension finie, qui nous a permis de
reconstruire les polynémes d’Hermite avec une vision originale, puis en s’interessant & un cas
lié au mouvement brownien.

Nous aurions aimé pouvoir "réaliser" la décomposition en somme de chaos de fonctionnelles
simples du brownien comme par exemple supi<1B; mais nous ignorons comment obtenir une
telle décomposition.
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