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R�sum�

Ce texte pr�sente une introduction � la th�orie des vari�t�s hyper�
boliques� Il s�agit de vari�t�s riemanniennes dont tout point poss�de
un voisinage isom�trique � un ouvert de l�espace hyperbolique� qui est
d�	ni dans la premi�re section� Toutes les surfaces de caract�ristique
d�Euler strictement n�gative admettent� par exemple� une m�trique hy�
perbolique� Un th�or�me de Thurston 
Th� assure que � beaucoup  de
vari�t�s de dimension � admettent une m�trique hyperbolique� Parmi
celles�ci� les compl�mentaires de noeuds et d�entrelacs dans la sph�re
S
� sont une riche source d�exemples�

� L�espace hyperbolique

�tant donn� un entier n � �� consid�rons le demi�espace H n � R�

��R
n��

muni au point �x��x�� x�� � � � � xn��� de la m�trique riemannienne

�

x�
�

�
dx�� � dx�� � � � �� dx�n��

�
Cette m�trique est homog�ne et isotrope � pour tous x� y dans H n � si B �resp�
C� est une base orthonorm�e de l	espace tangent en x �resp� y� 
 H n � alors il
existe une isom�trie de H n sur lui�m�me qui envoie B sur C�

Les g�od�siques de H n sont les demi�droites ou demi�cercles �ouverts�
orthogonaux 
 la fronti�re � � R

n�� en leurs extr�mit�s � par deux points
distincts passe exactement une g�od�sique� Tout h�misph�re dont le bord est
une sph�re �euclidienne� de la fronti�re est une hypersurface totalement g�o�
d�sique� sur laquelle la m�trique induite est encore hyperbolique �Figure ��

En�n� en identi�ant la fronti�re compacti��e de H � 
 P�R � R � f�g�
on remarque que l	action de Isom��H

�� �isom�tries directes� sur cette fron�
ti�re est exactement celle de PSL��R� vu comme groupe d	homographies �la
matrice

�
a b
c d

�
d�signe la transformation x �� ax�b

cx�d
� et la multiplication ma�

tricielle co�ncide avec la composition�� De m�me� en identi�ant la fronti�re
de H � 
 P�C � C � f�g� on observe que l	action de Isom��H

� � sur cette
fronti�re est exactement celle de PSL��C ��

C	est le cas tridimensionnel� correspondant 
 PSL��C �� qui nous int�resse
au premier chef� Les isom�tries directes de H � � ou homographies complexes�





Fig� �

sont de quatre types� correspondant 
 autant de familles de classes de conju�
gaison �

� L	identit� �

�� �l�ments elliptiques ou rotations de H � autour d	une g�od�sique �xe
selon un angle � � 	�� �	 � les �l�ments de PSL��C � correspondants sont

conjugu�s 
 	
�
ei��� �

� e�i���

�
i�e� 
 l	homographie z �� ei�z�

�� �l�ments paraboliques� qui �xent un unique point de C �f�g et aucun
point de H � � ils sont conjugu�s 
 	

�
� �
� �

�
i�e� 
 l	homographie z �� z���

�� �l�ments hyperboliques ou rotations�translations le long d	une unique
g�od�sique �globalement �xe� de H � � si � 
� � est la longueur de la
translation et � l	angle de la rotation� on peut conjuguer cet �l�ment 


	
�
e���i���� �

� e����i����

�
i�e� 
 l	homographie z �� e��i�z�

��� Mod�les boules

� partir de ce mod�le du demi�espace� dit parfois mod�le de Lobat�
chevski� on peut pratiquer une inversion pour passer au mod�le de la boule

de Poincar�� C	est la boule unit� de Rn munie de la m�trique riemannienne�
�

�� x�
�
� � � � � x�n

��
�dx�� � � � � � dx�n�

pour laquelle les g�od�siques sont les arcs de cercle �ou segments de droite�
orthogonaux 
 la fronti�re Sn�� en leurs extr�mit�s� Comme le mod�le du
demi�espace� ce mod�le �ou plongement H n � Rn� a la propri�t� d	�tre
conforme� i�e� la m�trique est en tout point proportionnelle 
 celle de l	espace
ambiant Rn �et donc les angles sont localement pr�serv�s��

On utilise encore un dernier mod�le� dit de Beltrami�Klein� obtenu en
appliquant une �homoth�tie hyperbolique� de rapport � au mod�le de la
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boule pr�c�dent � le long de chaque demi�droite �g�od�sique� issue du centre�
on envoie le point d	abscisse curviligne hyperbolique t sur le point d	abscisse
curviligne �t� et on transporte la m�trique� Toutes les g�od�siques appa�
raissent alors comme des segments de droites� toujours dans la boule unit�
de Rn � mais le mod�le n	est plus conforme�

Des pr�sentations �to��es �gurent dans �BP� ou �MT��

� Vari�t�s

Consid�rons une vari�t� �orientable� connexe� M de dimension 
� mu�
nie d	une m�trique hyperbolique � tout point x de M poss�de un voisinage
isom�trique 
 un ouvert de H � � On suppose de plus que cette m�trique est
compl�te� i�e� toute g�od�sique peut �tre prolong�e ind��niment �le �bord�
de M � s	il existe� est donc 
 l	in�ni pour la m�trique��

Comme H � est simplement connexe� il existe alors un rev�tement univer�

sel de M par H � � c	est une surjection � � H � �M qui au voisinage de tout
point se restreint 
 une isom�trie� Les isom�tries hyperboliques � telles que
� � � � � forment un groupe qu	on identi�e d	une part comme le groupe
fondamental de M � d	autre part comme un sous�groupe discret de PSL��C ��

R�ciproquement� si � est un sous�groupe discret de PSL��C � sans �l��
ments elliptiques� le quotient �nH � est une vari�t� hyperbolique�

Proposition � Il y a une bijection canonique entre les classes d�isom�trie de

vari�t�s hyperboliques orient�es compl�tes de dimension trois d�une part� et

les classes de conjugaison de sous�groupes discrets sans torsion de PSL��C �
d�autre part�

�Sans torsion� signi�e ici sans �l�ments elliptiques� Si l	on admet des
�l�ments elliptiques �rotations d	ordre �ni�� alors la vari�t� cesse d	�tre par�
tout riemannienne et devient une orbi�vari�t� � elle admet un lieu singulier�
ensemble de points dont chacun admet un voisinage di��omorphe 
 un quo�
tient de R� par un groupe �ni� Mais le r�sultat suivant assure que� sous une
hypoth�se de �type �ni�� toute orbi�vari�t� hyperbolique n	est jamais qu	un
quotient �ni d	une vari�t� hyperbolique�

Th�or�me � �Lemme de Selberg� � Tout sous�groupe discret de type 	ni de

PSL��C � admet un sous�groupe distingu� d�indice 	ni 
donc encore de type
	ni� sans torsion�

��� Exemples de vari�t�s

����� En dimension �

Les surfaces di��rentielles compactes connexes orientables sans bord sont
class�es par leur genre qui est un entier positif ou nul g� Quand le genre d	une
surface S est sup�rieur ou �gal 
 �� on peut munir S non pas d	une� mais de
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toute une famille de m�triques hyperboliques distinctes �non isom�triques� �
la dimension de cette famille� qui est une orbi�vari�t� r�elle �FLP�� vaut alors
g � � L	aire de S est la m�me pour toutes ces structures � ���g � ��� Pour
exhiber des structures hyperboliques sur S� on peut par exemple voir l	espace
topologique S comme un polygone plan 
 �g c�t�s identi��s deux 
 deux� puis
exiger que ce polygone soit une partie de H � et ses c�t�s des g�od�siques �
il y a un nombre �ni de conditions 
 satisfaire en termes d	angles et de
longueurs des c�t�s pour que le recollement soit possible �avec sommet�s� non
singulier�s��� La m�me chose est possible pour des surfaces non compactes
��gure ���

Fig� �� Un recollement des c�t�s de ce rectangle id�al �haut sur bas� gauche
sur droite� donne une surface hyperbolique compl�te non compacte d	aire
�nie � un tore priv� d	un point�

����� En dimension �

Consid�rons l	espace hyperbolique H
� � priv� d	un nombre pair �g de

demi�espaces hyperboliques disjoints� dont les distances deux 
 deux sont
minor�es par une constante strictement positive� Identi�ons par paires les
plans hyperboliques formant la fronti�re� de mani�re isom�trique et en res�
pectant les orientations �si A et B sont les deux plans d	une paire 
 iden�
ti�er� la normale sortante de A est envoy�e sur la normale rentrante de B��
La �gure � montre pourquoi l	espace topologique obtenu est 
 tout coup une
�fougasse� pleine �ou corps 
 anses� de genre g� Comme on sait que le groupe
fondamental d	une telle fougasse est libre� de rang g� on vient de faire d	une
pierre deux coups �
� exhiber dans PSL��C � un sous�groupe discret� libre 
 g g�n�rateurs �dit
sous�groupe de Schottky classique� �
� munir la fougasse topologique d	une structure hyperbolique compl�te �son
bord� une surface de genre g� est 
 l	in�ni pour la m�trique hyperbolique��

En fait� il y a l
 encore toute une famille �de dimension g � � de
m�triques non �quivalentes possibles sur la fougasse� puisque les demi�espaces
au d�part pouvaient �tre choisis de mani�re arbitraire� Toutefois il n	en est
pas toujours ainsi � le r�sultat suivant a marqu� une premi�re rupture dans
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Fig� ��

l	�tude des vari�t�s hyperboliques�

Th�or�me � de rigidit� de Mostow � Soient M� et M� deux vari�t�s de

m�me dimension sup�rieure ou �gale � 
� munies chacune d�une m�trique

hyperbolique compl�te de volume �ni� Si � � M� � M� est un di�omor�
phisme� alors � est isotope � une isom�trie�

Ainsi� tout invariant g�om�trique des vari�t�s hyperboliques 
 volume
�ni �comme le volume lui�m�me� la longueur de la plus courte g�od�sique
ferm�e���� est promu invariant topologique � Noter le fort contraste avec la
situation en dimension �� On montre sans di�cult� que toute vari�t� hyper�
bolique compl�te de volume �ni est di��omorphe 
 l	int�rieur d	une vari�t�
compacte 
 bord qui admet une triangulation �nie � comme l	ensemble des
complexes simpliciaux �nis est d�nombrable� le th�or�me � implique qu	en
dimension trois ou plus� l	ensemble des vari�t�s hyperboliques compl�tes et
de volume �ni� vues 
 isom�trie pr�s� est d�nombrable�

En dimension strictement sup�rieure 
 �� il a longtemps �t� di�cile de
construire des vari�t�s hyperboliques de volume �ni� Voici un exemple com�
pact attribu� 
 Seifert�Weber �ann�es ��� �

Consid�rer un dod�ca�dre r�gulier �compact� dans H � dont la taille est
telle que tous les angles di�dres int�rieurs valent ����� Identi�er chaque face

 la face oppos�e par une translation�rotation dont l	axe passe par le centre et
dont l	angle est �
���� Les sommets se trouvent alors tous identi��s selon
un motif �icosa�drique�� et les ar�tes sont envoy�es cinq par cinq sur six
petites g�od�siques ferm�es�

����� Un exemple historique

L	exemple suivant a jou� un r�le d�terminant dans la gen�se du th�or�me
d	hyperbolisation �th�or�me � de la prochaine section��

Observation � Le compl�mentaire M du noeud en huit dans S� admet une

m�trique hyperbolique compl�te de volume 	ni�
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Cette observation est due 
 Riley �Ri� � elle d�coule de la construction de
M par recollement de deux t�tra�dres topologiques priv�s de leurs sommets
�le sens de cette phrase sibylline est explicit� dans la l�gende de la �gure �
page ���

Dans cette construction� les ar�tes viennent co�ncider par groupes de
six � donc si on munit chaque t�tra�dre d	une m�trique hyperbolique pour
laquelle les faces sont port�es par des plans hyperboliques formant entre eux
des angles di�dres de ��
� alors la m�trique recoll�e sera encore hyperbolique
en tout point des faces et des ar�tes�

� isom�trie pr�s� le seul t�tra�dre dont tous les angles di�dres valent
��
 est le t�tra�dre r�gulier id�al �dont les sommets sont rejet�s 
 l	in�ni��
Il se trouve que la m�trique obtenue en recollant deux tels t�tra�dres est
bien compl�te � aucune g�od�sique ne va 
 l	in�ni en un temps �ni� m�me

 supposer qu	elle puisse traverser une in�nit� de fois la fronti�re entre les
t�tra�dres�

Cette propri�t� de compl�tude revient pr�cis�ment 
 demander que le
d�veloppement plan donn� au bas de la �gure �� o les angles des triangles
��gaux aux angles di�dres des t�tra�dres� sont impos�s� d��nisse bien un pa�
vage de R� � De mani�re �quivalente� il faut et il su�t que les trois conditions
suivantes soient v�ri��es �

! Si les angles au voisinage d	un sommet sont not�s a�� � � � � an �dans le
sens direct�� alors

Pn
i�� ai � ���

! Si bi� ci d�signent les deux autres angles du triangle contenant ai�
avec pour convention que �ai� bi� ci� soit direct� alors

Qn
i�� sin bi �Qn

i�� sin ci�
! La similitude plane qui envoie l	une sur l	autre deux copies d	une m�me
face grise �par exemple FII� est toujours une translation�

Comme ces conditions peuvent �tre formul�es en termes analytiques 
 partir
de la seule donn�e des angles di�dres des t�tra�dres id�aux� on donne 
 la
propri�t� de compl�tude un nom venu de l	analyse complexe en disant que
le syst�me d	angles di�dres doit poss�der une holonomie triviale�

� Th�or�me�s� d�hyperbolisation

Le th�or�me d	hyperbolisation de Thurston� annonc� en "��� munit
toute vari�t� de dimension trois su�samment �ind�composable�� en un cer�
tain sens� et cependant assez �complexe�� en un autre sens� d	une structure
hyperbolique � et pr�cise quand celle�ci est de volume �ni� Les articles �Ot�
et �Ot�� donnent ensemble une preuve de ce r�sultat� Pour l	�noncer pr�ci�
s�ment� il faut introduire quelques d��nitions et la condition technique de
Haken sur les vari�t�s�

D�	nition 
 Soit M une vari�t� � bord� orientable� de dimension 
� Soit F
une sous�vari�t� � bord 
immerg�e� de dimension � de M � orientable� telle
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que 	F � F  	M 
les bords peuvent �tre vides�� Si F est une sph�re� on

dit que F est incompressible lorsqu�elle n�est pas le bord d�une boule plong�e�

Si F est un disque� on dit que F est incompressible quand il n�existe pas

d�homotopie � bord 	x� entre F et un disque plong� dans 	M � Dans tous les

autres cas� on dit que F est incompressible quand les morphismes ���F � �
���M� et ���F� 	F � � ���M�	M� sont injectifs�

D�	nition � Une vari�t� M de dimension 
� compacte� orientable et � bord

est dite vari�t� compacte de Haken quand elle ne contient pas de sph�re ni

de disque incompressibles mais contient une surface incompressible�

Remarque � quand M n	est pas une boule B � � on peut montrer que la
seconde condition est toujours remplie si le bord de M est non�vide�

Th�or�me � d	hyperbolisation �Th� Soit M une vari�t� compacte de Ha�

ken� L�int�rieur de M admet une m�trique hyperbolique compl�te si et seule�

ment si M est atoro�dale� i�e� tout tore incompressible est homotope � une

composante du bord de M � De plus� le volume de la structure hyperbolique
est 	ni si et seulement si le bord de M est une union 
�ventuellement vide�

de tores�

L	hypoth�se de Haken n	est pas n�cessaire pour l	existence d	une m��
trique hyperbolique �on conna$t une in�nit� de contre�exemples�� La conjec�
ture de g�om�trisation formul�e par Thurston au d�but des ann�es �� vise
donc 
 �tendre le th�or�me �� Elle propose de d�couper l	int�rieur d	une va�
ri�t� compacte quelconque M de dimension 
 le long des sph�res et des tores
incompressibles� et stipule qu	on obtient alors des morceaux dont �le plus
gros� est le plus souvent hyperbolique� et dont tous les autres admettent une
structure g�om�trique remarquable� localement isom�trique 
 une vari�t� rie�
mannienne homog�ne� compl�te et simplement connexe� appartenant 
 une
liste connue et �nie �espaces homog�nes maximaux �� Gr%ce notamment au
th�or�me �� cette conjecture est maintenant �tablie dans le cas des vari�t�s
de Haken� La conjecture de Poincar� � selon laquelle S� est la seule vari�t�
de dimension trois compacte connexe sans bord� orientable� ayant un groupe
fondamental trivial � est une cons�quence de la conjecture de g�om�trisa�
tion� dont Grigori Perelman a annonc� une d�monstration 
 la �n de l	ann�e
���� �une longue relecture est en cours en ������

Pour munir de structures hyperboliques des vari�t�s non encore couvertes
par le th�or�me �� on a recours 
 di��rentes constructions� notamment la
chirurgie de Dehn� esquiss�e maintenant�

SoitM une vari�t� orient�e 
 bord telle que 	M poss�de une composante
connexe C di��omorphe au tore T� � soit T � B � � S� un tore plein orient��
Fixons une fois pour toutes un di��omorphisme C � R��Z�� On souhaite
identi�er C au bord de T de mani�re 
 obtenir une vari�t� orient�e dont le
bord aura une composante connexe de moins que M �la normale sortante
de M �tant envoy�e sur la normale rentrante de T � et les deux orientations
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induites par M et T sur la surface de recollement �tant oppos�es�� Une telle
identi�cation est possible via n	importe quel di��omorphisme � � 	T � C
renversant l	orientation� et le r�sultat fM ne d�pend� 
 hom�omorphisme pr�s�
que de la classe d	isotopie de �� Topologiquement� fM ne d�pend donc a priori

que du choix d	un �l�ment de SL��Z� � en fait fM d�pend de moins encore �
il su�t de conna$tre la classe de conjugaison de l	�l�ment premier 
 � ���C�
qui sera identi�� au m�ridien �	B � ��f�g de T � et donc rendu trivial apr�s le
recollement� Autrement dit� fM ne d�pend �apr�s choix d	une base de ���C��
que d	un couple �p� q� d	entiers premiers entre eux� avec p positif� Au niveau
des groupes fondamentaux� si h
i d�signe le sous�groupe distingu� engendr�
par 
� on a ���fM� � ���M��h
i� On dit que fM est un �remplissage de
Dehn� de M � le terme imag� de �chirurgie de Dehn� s	emploie quand M est
elle�m�me obtenue en retirant un tore plein de bord C 
 une autre vari�t��

Th�or�me  �Th� Soit M une vari�t� 
sans bord� de dimension 
� orien�
table� admettant une structure hyperbolique compl�te de volume 	ni� Alors

M est di�omorphe � l�int�rieur d�une vari�t� compacte M � bord� dont le

bord est une union 	nie disjointe de tores incompressibles de dimension �� De
plus� si l�on eectue un remplissage de Dehn au niveau d�un ou plusieurs de

ces tores� la vari�t� obtenue admet toujours une structure hyperbolique com�

pl�te de volume 	ni� � condition que l�on �vite pour chaque tore un nombre

�ni de param�tres �p� q� interdits�

��� Noeuds

Les compl�mentaires de noeuds et d	entrelacs ��noeuds� 
 plusieurs brins�
dans des vari�t�s compactes fournissent des vari�t�s candidates 
 admettre
une structure hyperbolique de volume �ni �un tel compl�mentaire est bien
di��omorphe 
 l	int�rieur d	une vari�t� compacte dont le bord est une union
de tores�� � cause du th�or�me � �qui promet des invariants topologiques��
la th�orie des noeuds et celle des vari�t�s hyperboliques s	int�ressent donc de
pr�s l	une 
 l	autre� Nous allons expliquer quels compl�mentaires de noeuds
exactement admettent une structure hyperbolique�

D�	nition � Soit K un noeud dans un tore plein T � non isotope � l��me de

T et tel qu�aucune boule plong�e dans T ne contienne K� Si T est plong� dans

S� comme voisinage tubulaire d�un noeud non trivial Y � on dit que l�image

de K par ce plongement est un noeud satellite de Y �

En	n� un noeud torique dans S� est un noeud contenu dans le bord d�un
tore plein plong� non nou��

Le noeud de tr�&e� par exemple� est torique� La somme connexe de deux
noeuds non triviaux K et K �� not�e K�K �� est satellite de K et de K ��

Th�or�me �� Si un noeud dans S� n�est ni torique� ni satellite� son com�

pl�mentaire est atoro�dal et admet une m�trique hyperbolique de volume 	ni�

'



��� Fibr�s sur S�

Une autre fa(on d	engendrer des vari�t�s hyperboliques consiste 
 se don�
ner une surface S obtenue en retirant un nombre �ni de points 
 une surface
compacte de genre g �au moins un point si g � �� au moins trois si g � ���
puis 
 consid�rer un hom�omorphisme direct � � S � S �en fait seule la
classe d	isotopie de � importe��

On construit alors M � S � ��� �	� � o la relation d	�quivalence � est
d��nie par ���x�� �� � �x� �� pour tout x de S� La vari�t� M est souvent
hyperbolique� au sens suivant�

Si S est un tore priv� d	un point� � est donn� par un �l�ment de SL��Z� �
M admet une structure hyperbolique si et seulement si cet �l�ment admet
deux valeurs propres r�elles distinctes� Si S est autre� on peut trouver dans la
classe d	isotopie de � un �l�ment canonique � �celui qui minimise l	entropie
topologique� � M admet alors une structure hyperbolique si et seulement si
� est une application pseudo�Anosov� condition technique analogue 
 celle
qui porte sur les valeurs propres� mais o les vecteurs propres �i�e� vecteurs
invariants� sont remplac�s par des feuilletages mesur�s invariants �syst�mes
particuliers de courbes� globalement invariants� trac�s sur la surface��

	 Directions de recherche

Le processus d�crit 
 la section ���� pour calculer la structure hyperbo�
lique d	une vari�t� est grosso modo celui suivi par le programme SnapPea
de Je�rey Weeks �We� � le programme commence par trouver une triangu�

lation id�ale de la vari�t�� i�e� une d�composition topologique en t�tra�dres
�point�s ou �id�aux� du type de celle de Riley ��gure � page �� � puis il re�
cherche un syst�me d	angles di�dres positifs �de somme �� autour de chaque
ar�te� � en�n il modi�e ce syst�me d	angles de fa(on 
 obtenir une holonomie
triviale� Lorsqu	il n	y parvient pas� il modi�e la triangulation initiale selon
une heuristique assez simple� et recommence� Le crit�re d	arr�t ��chec de
la recherche de la m�trique� est lui aussi heuristique� Le programme a �t�
test� de fa(on syst�matique sur toutes les familles de vari�t�s dont on avait
pu montrer qu	elles admettaient une m�trique hyperbolique� et n	a jamais
connu d	�chec� Toutefois� on ne sait pas prouver que l	algorithme qu	il uti�
lise �ni aucun autre� donne 
 tout coup la m�trique quand elle existe� car
tous les r�sultats g�n�raux d	existence de m�triques hyperboliques connus
comportent des �l�ments non constructifs�

Dans l	article �Gu�� j	examine sous quelles conditions existe P � un poly�

�dre id�al �dont les sommets sont 
 l	in�ni� poss�dant un syst�me prescrit
d	angles di�dres� Le probl�me revient 
 �tendre le syst�me d	angles 
 toute
une triangulation de P en t�tra�dres id�aux� tout en veillant 
 conserver
�d�j
 ici� une holonomie triviale� Dans ce cas� on montre qu	il y a une so�
lution avec holonomie triviale du moment que le syst�me d	angles di�dres

"



prescrits sur P satisfait un certain nombre d	in�galit�s a�nes� ce qui fournit
un crit�re purement combinatoire pour l	existence �ou non� de P � La solu�
tion� si elle existe� est unique 
 isom�trie pr�s� ce qui rappelle fortement le
th�or�me ��

Dans le cas d	une vari�t� triangul�e M �au lieu d	un poly�dre�� la don�
n�e initiale se limite 
 celle d	une triangulation topologique �il n	y a pas
d	angles di�dres 
 imposer sur la fronti�re� faute de fronti�re�� Pour don�
ner un cadre conceptuel 
 la recherche e�ective de m�triques hyperboliques
on aimerait donc� l
 encore� ramener le probl�me de l	existence d	une solu�
tion avec holonomie triviale 
 la v�ri�cation de conditions combinatoires sur
la triangulation� Ces conditions devront re&�ter les propri�t�s topologiques
globales de M � en particulier les obstructions topologiques �hypoth�ses du
th�or�me �� 
 l	existence d	une m�trique hyperbolique�

On est assez loin de disposer de telles conditions� L	article �La� propose
certains crit�res su�sants� quantitatifs et formulables en termes de trian�
gulations� pour qu	une vari�t� obtenue par remplissage de Dehn admette
un groupe fondamental hyperbolique au sens de Gromov � propri�t� qui
fait pendant 
 l	hyperbolicit� g�om�trique dans des formes plus faibles de
la conjecture de g�om�trisation �Mo�� D	autres auteurs ��Hi�� �Ka�� �Ne�� em�
ploient di��rentes techniques alg�briques �quanti�cation� d�formation� pour
extraire de l	information topologique de la donn�e d	une triangulation� et
retrouvent par exemple les �quations d	holonomie en passant 
 la �limite
classique�� Ces techniques produisent de nouveaux invariants qu	une conjec�
ture de �Ka� tente de relier au volume hyperbolique�
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Fig� �� En d�formant dans R� les deux objets de gauche� sans d�chirer� on

peut coller chaque face blanche de celui du haut � une face blanche de celui

du bas de fa�on � respecter la couleur et le sens des ��ches� On obtient un

compact dont le bord est l�union des faces grises� et qui est repr�sent� �
droite � c�est une boule travers�e d�un tunnel qui se noue selon un noeud en

huit� Le bord est intrins�quement un tore� dont le d�veloppement plan est

donn� en bas avec un domaine fondamental en gras�
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