Géomeétrie Différentielle
Notes de cours

Olivier Biquard






Table des matieres

[ Variétés différentielles 9
...................................... 9
1.a Atlag . . . . . 9

b Topologie induite parunatlad . . . . . . . .. ... . ... .. ... 10

1.c Variétd . . . . . . . 11

1.d Exempled . . . ... . . . . ... 12

p Morphismed . . . . . .. 13
B Application tangentd . . . . . . . ... 15
B.a Vecteur tangent] . . . . . . . . oo 15

B.b Application tangentd . . . . . . . . . ... 16

B.c Inversionlocald . . . . . . . . . .. ... 17

" SUDMETSIONS . .« v v o o e e 17
H.a Forme normale des submersiond . . . .. .. ............ 17

Ub Image réciproque d’un point par une submersion, sous-variétés . . 18

U.c Théorémede Sard . . . . . . . . . . ... 20

b Immersions, plongementy . . . . . . . . oo 21
b.a Forme normale des immersiond . . . . ... ... .. ... ..... 21

b.b Théoréme du rang constantl . . . . . . . . . ... 22

b.c Plongements . . . . . . o o v i 23

b.d Groupesde Lid . . . . . . . .. 24
..................................... 24
b.a Aspects topologiqued . . . . ... .. 25

b.b Aspects différentield . . . . . . .. ... .. 25
................................ 27

7 Partitionsde Punitd . . . . . . . . . . ... 29
B Théoréme de Sard et applications . . . . . . . . . ..o 31
B.a Démonstration du théoréme de Sardpourn <g. . . . . . ... .. 31

B.b Le théoréme de Whitney . . . . . . . . . . . . ... . ... ... 32

[I Champs de vecteurs 35
b Fibré tangent, champs de vecteurs . . . . . . . . . .. ... 35
b.a Le vocabulaire des fibréd . . . . . . . .. ... ... ... ... 35

b.b Fibré tangent . . . . . . . . . . ... 37




4 TABLE DES MATIERES
b.c Champs de vecteury . . . . . . . o 37

b.d Exercices (fibré normal et voisinage tubulaire) . . . . .. ... ... 38

10 Champs de vecteurs et dérivations . . . . . . . .« o v o v i 39
[10.a  Dérivations . . . . . . . ot 39

[10.b  Démonstration du théoréme 10.4 . . . . . . . . . . . .. ... ... 41

[10.c  Conséquenced . . . . . . . . . o o i 42

[10.d  Alpébre de Lie d’'un groupede Lid . . . . . . . . .. ... .. .... 43
....................................... 44
[l1.a  Existence locale et unicitd . . . .. ... .. .. ... ... ..... 44

1.b  Solution maximald . .. ... ... ... .. ... ... .. ... .. 45
................................ 46

[[2  Classification des variétés de dimension 4 . . . . . . .. ... .. ... ... 47
2.2  Unecubiqué . . . . . o o v i 47

12b  Laclassification] . . . . . . . . . . . ... 48

[12.c  Notion de métrique riemanniennd . . . . . . . . . . . . .. . ... 48

[12.d  Fin de la démonstration du théoréme 12.1 . . . . . . . . .. . ... 49

13  Exponentielle dans les groupesdeLid . . . . . . . . .. .. ... ... ... 50
..................................... 51
15 Flot et crochet, dérivée de Lid. . . . . . . . . . . . . 53
[l6  La représentation adjointe d'un groupedeLid . .. .. .. ... ... ... 55
[II Formes différentielleg 57
17  Le fibré des formes différentielled . . . . . .. . . . . . . .. ... .. ... 57
[17.a  Rappels sur Palgébre extérieurd . . . . . . . . ... ... .. .... 57

[17b  Fibrés associés a un fibré vectorie] . ... ... .. ... ... ... 58

[17.c  Formes différentielle . . . . . . . . . .. . .. ... ... ... .. 60

[17.d  Image réciproqued . . . . . . . . 60

[l8 Différentielle extérieurd . . . . . . . . . . ... ... ... 61
[18.a  Dérivationdedegrés . . . . . . . . . ... ... ... .. ... .. 61

[18.b  Différentielle extérieurd . . . . . . . . . . v i 62

[18.c  Formule de Maurer-Cartan . . . . . . . . . . . ... i .. 65

18.d Formulede Cartan . . . . . . . . . . . . . . 65

19 Intégration sur lesvariétéd . . . . . . . . . . . .. 66
[19.a  Orientation d’'une variétd . . . .. . ... . . ... ... ... ... 66

19b  Variétéabord . . . . . . . . .. 69

19.c  Intégration] . . . . . . . . . 71

[19.d Formulede Stoked . . .. ... .. . . ... ... ... ... .. 72

[19.e  Applicationd . . . . . . . . . .. 73
................................ 73

PO  Cohomologie de De Rhaml . . . . . . . . . . . . i 74
P0.a  Définitiond . . . . . . . . ... 74

P0.b  Invariance par homotopid . . . . . . ... . . ... ... ... ... 75




TABLE DES MATIERES 5

P0.c  Approximation continud . . . . . . . .. ... 76

P0.d  Suite exacte de Mayer-Vietorid . . . .. ... ... ... ... ... 77

R0.e  Finitude des nombresde Betti . . . . . . . . . . ... .. ... 79

pPof  Action d’un groupe compact connexe . . . . . . .. ... ... 80

P0.e  Cohomologie des groupes et algébresde Lid . . . . . .. ... ... 83
................................ 85

1 Degrd . . . . . . 86
Pl.a  Cohomologie a support compacl . . . . . . . ... ... ... ... 86

D1b  Degrd . . . . .. 87

RPl.c  Indice d’un zéro isolé d’'un champ de vecteurd . . . . .. ... ... 89

91
P2 Théorie élémentaire des surfaces . . . . . . . . . . .. .. 91
p2.a  Premiére forme fondamentald . . . . . ... .. ... ... .. ... 91

pP2b  Application de Gauss et seconde forme fondamentald . . . . . . . . 91

pP2.c  Lethéoréme Egregiumde Gausd . . ... ... ... ... ..... 93
................................ 95

3  Théoréme de Gauss-Bonnel| . . . . . . . .. .. ... ... ... 96




TABLE DES MATIERES



Bibliographie

BreDON, G. E. 1997, Topology and geometry., Berlin : Springer, xiv + 557 p.. URL https:
//doi.org/10.1007/978-1-4757-6848-0, corrected reprint of the 1993 original.

Hirscu, M. W. 1994, Differential topology, Graduate Texts in Mathematics, vol. 33, Springer-
Verlag, New York, ISBN 0-387-90148-5, x+222 p.. URL https://doi.org/10.1007/
978-1-4684-9449-5, corrected reprint of the 1976 original.

LAFONTAINE, J. 1996, Introduction aux variétés différentielles, Grenoble : Presses Universi-
taires de Grenoble ; Les Ulis : EDP Sciences, 299 p..

LEE, J. M. 2009, Manifolds and differential geometry, Graduate Studies in Mathematics, vol.
107, American Mathematical Society, Providence, RI, xiv+671 p.. URL https://dx.
doi.org/10.1090/gsm/107.

MILNOR, J. W. 1965, Topology from the differentiable viewpoint, Based on notes by David
W. Weaver, The University Press of Virginia, Charlottesville, Va., ix+65 p..

On référe le lecteur essentiellement aux livres de LAFONTAINE et LEE. Les autres livres
sont utilisés comme références ponctuelles dans le cours.


https://doi.org/10.1007/978-1-4757-6848-0
https://doi.org/10.1007/978-1-4757-6848-0
https://doi.org/10.1007/978-1-4684-9449-5
https://doi.org/10.1007/978-1-4684-9449-5
https://dx.doi.org/10.1090/gsm/107
https://dx.doi.org/10.1090/gsm/107

BIBLIOGRAPHIE



Chapitre 1

Variétés différentielles

1 Variété

l.a Atlas
Soit M un ensemble. Une carte sur M est la donnée d’une partie U C M et d’une bijection
¢:U->U,

ou U’ est un ouvert de R".

Soient deux cartes ¢pq : Uy — U] et ¢, : Uy — U telles que Uy, = Uy NU, # @, alors
la transition, ou changement de carte, de U, a U; est 'application bijective

$12 = P10 d5' : 92(Upn) — ¢ (Uya).

Soit k € N U {0}, la transition ¢4, est CK-compatible si les ¢;(U;5) sont des ouverts, et
si @1 estun Ck-difféomorphisme. Si k > 0, cela implique que les espaces vectoriels buts
de @ et @, ont méme dimension; si k = 0 ce fait demeure vrai mais est un théoréme
topologique difficile, voir le théoréme [1.7.

Un atlas de classe C¥ sur M est la donnée d’une famille de cartes (U, ¢y ) telle que :
1° M est recouvert par les ensembles U, ;

2° toutes les transitions ¢,p sont Ck-compatibles.

Exemple 1.1. On considére le cercle S! = {x? + y? = 1}. Soient les projections sur les
axes de coordonnées, p (x,y) = x et py(x,y) = y. Les restrictions ¢7 de p; aux demi-
cercles Uit =Sn {£y > 0} sont des cartes sur S1, mais elles ne suffisent pas a faire un
atlas de S! car elles ne recouvrent pas S! (pourquoi n’est-ce toujours pas un atlas si on
prend plutét les inégalités larges 4+ > 07?); aussi ajoutons-nous les restrictions q)z—r de p,
aux demi-cercles U% = S! N {+x > 0}. Maintenant les sources des 4 cartes (UI—r, (pi—r) et
(U3, ¢3) recouvrent bien le cercle, et on vérifie que ces cartes sont C*-compatibles : par
exemple, (p%((p{r)_l (x) = V1 —x2 est un difféomorphisme de ¢ (U N UJ) =]10,1[
vers @3 (Uf NUF) =10,1[.

On peut trouver sur S! un atlas constitué de deux cartes seulement. On considére les
poles nord N = (0,1) et sud S = (0, —1). La projection stéréographique de pole nord,
PN, est définie sur un point M # N par : py(M) est 'intersection de la droite (NM)
avec ’axe réel; c’est une bijection SEAN {N} — R, donnée explicitement par la formule
pN (X Y) = ﬁ On définit de maniére similaire la projection stéréographique de pdle sud

9



10 CHAPITRE I. VARIETES DIFFERENTIELLES

Ps : S'\ {S} — R, donnée par ps(x,y) = ﬁ Vérifier que le changement de cartes

psp est inversion x — 1 qui est un difféomorphisme R* — R*.

N

Yy
M
Psdm (M)
S
Vérifier que les cartes de cet atlas sont C*-compatibles avec celles de I’atlas précédent,
donc la réunion des cartes de ces deux atlas est encore un atlas.

Exemple 1.2. L’exemple précédent s’étend a une sphére de dimension quelconque S” C
R"*1 définie par
Sn:{x%+x%+...+x% =1}.

On peut a nouveau décrire deux atlas différents, mais C*°-compatibles :

— T’atlas constitué par les projections sur les (n + 1) hyperplans x; = 0, x; = 0,...,
x,, = 0, ce qui donne 21 + 2 cartes qui sont C*-compatibles ;

— Tatlas constitué des deux projections stéréographiques py; et pg, de pdlesnord N =
(1,0,...,0) etsud S = (1,0, ..., 0) : prenons pour axe des x 'axe vertical, alors les
projections stéréographiques ont pour image ’hyperplan équatorial R” = {x; =
0}, et png (M) (resp. ps(M)) est défini comme I'intersection de la droite (NM) (resp.
SM) avec R"; écrivant x = (xg,y) avecy € R", on obtient les formules similaires
a celles du cercle :

__Y -_Y
PNGoY) = T PsGo ) =
avec les inverses
B 1—yP? 2y _ -1+W? 2y
Ty = (—L, =y, Ty = , . I1

Le changement de carte est a nouveau donné par I'inversion

=1 (x) — i
PsPN 2’

qui est un difféomorphisme R” \ {0} - R"™ \ {0}.

1.b Topologie induite par un atlas

Proposition 1.3. Soit M muni d’un atlas o = ((Uy, ¢,)) de classe Ck. AlorsM admet une
unique topologie telle que :

1° les sources U, des cartes sont des ouverts de M ;

2° chaque carte @, : U, — Uy est un homéomorphisme.

Démonstration. Siune telle topologie existe sur M, alors si V.C M est ouvertet ¢ : U —
U’ est une carte, I'image @(V N U) est un ouvert dans U’. On convient donc de définir
une topologie dont les ouverts sont les parties V. C M satisfaisant cette propriété pour
toute carte @. L’unicité est claire, il reste a vérifier les deux propriétés :
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1° si ¢ : Uy — Uj est une carte, alors pour toute carte ¢, : U, — Uj, par CO-
compatibilité @, (U,) est ouvert dans Uy, ; donc Uy est ouvert;

2° soit @7 : Uy — U] une carte; la définition de la topologie implique que I'image
d’un ouvert de Uy est un ouvert de U’l, donc (P1_1 est continue, et il reste a montrer
que @1 est continue en vérifiant que si V C U] est ouvert, alors (p{l (V) estouvert :
il s’agit de vérifier que pour toute carte ¢@,, I'image

@207 (V) NUp) = 9297 (VN 9 (Uyp))

est ouverte dans U5, or par CO-compatibilité, q)chl_l :@1(Upp) = @p(Ujp) est
un homéomorphisme et V N @1 (Uj,) est un ouvert de U7, d’ott I'énoncé.

O

En pratique, ensemble M est souvent donné a priori comme un espace topologique.
D’aprés la proposition [L.3, la topologie induite par un atlas o coincide avec la topologie
donnée si les sources des cartes sont des ouverts et les cartes sont des homéomorphismes.
Cest le cas des exemples de la section [l.

Proposition 1.4. Soit M muni d’un atlas o/ de classe C¥. On considére la topologie induite
surM par Uatlas o . Alors :

1° M est séparé si et seulement si pour toutes cartes 91, ¢, € & le graphe du changement
de cartes @15 : 92 (Upp) = ¢1(Uyp) est fermé dans U, x UY ;

2° M est dénombrable a l’inﬁni si et seulement s’il existe un atlas dénombrable /' C o .

Démonstration. L’espace M est séparé si et seulement si la diagonale A C M x M est
fermée. Or M x M est recouverte par les ouverts U; x U;, donc M est séparé si et seule-
ment si pour tout (7,), 'intersection A N (U; x Uj) est fermée dans U; x Uj, lequel est
homéomorphe a U; x U]’. par ¢; x @;. Or 'image ¢; x ¢;(A N (U; x Uj)) est exactement
le graphe de q)]-(pl-_l, d’ou le premier énoncé.

Pour le second énoncé, commencons par observer que tout ouvert U C R” est réunion
dénombrable des compacts K]- ={xe Ul <jdxdU) 2 %}. Donc si M admet un
atlas dénombrable, il est union dénombrable de compacts. Réciproquement, si M est dé-
nombrable a I'infini, alors M est réunion dénombrable de compacts, mais chaque compact
est recouvert par un nombre fini d’ouverts de cartes, donc M est recouvert par un nombre
dénombrable d’ouverts de cartes, ce qui fournit un sous-atlas dénombrable. O

1.c Variété

Lemme 1.5. Soit o/ un atlas de classe C* sur M. Alors of est contenu dans un unique atlas
maximal de classe C*.

Démonstration. 1l s’agit de vérifier que

o,

o = {cartes CK compatibles a toute carte de o/}

est encore un atlas, c’est-a-dire que les changements de carte sont des difféomorphismes
k . .

de classe C*. Prenons donc dans &, ,, deux cartes 1 : V4 — V] et P, : V, — V5. Nous

avons une bijection

Po1 = Yo7t P (Vi) — P (Vi)

1. M est dénombrable a I'infini s’il est réunion dénombrable de compacts.




12 CHAPITRE I. VARIETES DIFFERENTIELLES

et il faut montrer que 1y, est un Ck-difféomorphisme. La question étant locale, il suffit
de le faire dans le voisinage d’un point 1 (x) ot x € V5. Or il existe dans & une carte
@ : U - U’ telle que x € U. Par définition de I’atlas maximal, les cartes {; et P, sont
compatibles a ¢, donc les ;¢! sont des Ck-difféomorphismes, donc

P21y, UV, = @207 D (197711 91 (UNVip) — $o(UN Vi)

est un CK-difféomorphisme. O

Définition 1.6. Une structure de variété de classe C* surM est la donnée d’un atlas maxi-
mal de classe C* sur M, tel que la topologie induite sur M soit séparée, et dénombrable d
Uinfini. Pour k > 1, l’entier n est qui est la dimension des buts des cartes est localement
constant et est appelé la dimension de M.

Pour k = 0, on parle de variété topologique, pour k = oo de variété différentielle. Quand
on dit juste variété, on entend variété différentielle.

Par le lemme, un atlas & sur M suffit a déterminer une structure de variété. Comme les
topologies induites sur M par & et par atlas maximal associé sont les mémes, il suffit de
vérifier les conditions topologiques sur <.

Comme indiqué dans la définition, si k > 1, la notion de dimension est invariante par
changement de carte puisqu’un C*-difféomorphisme ne peut exister qu’entre ouverts d’es-
paces vectoriels de méme dimension. La notion de dimension s’étend néanmoins au cas
des variétés topologiques, grace au théoréme topologique suivantf :

Théoréme 1.7 (Théoréme d’invariance du domaine). Soient U C R” et V C RP des
ouverts homéomorphes, alorsn = p.

On abreége souvent « variété M de dimension 71 » en « variété M" ».

Remarque 1.8. Toute variété est métrisable, c’est-a-dire qu’il existe une distance qui induit
la topologie. C’est une conséquence du théoréme de métrisabilité d’'Urysohn : tout espace
topologique régulierE et admettant une base dénombrable de la topologie est métrisable.

1.d Exemples

1° Un ouvert de R” est une variété de dimension 7. La sphére S* C R™*! munie de 'un
des atlas de I'exemple [1.4 est une variété de dimension 7.

2° Le produit de deux variétés M;ﬁ X M;Z est une variété de dimension n; + 1,, dont
Patlas est fourni par les produits de cartes de M; et de M.

3° Soit RP" I'espace des droites vectorielles de R”*1, appelé espace projectif réel. On va
mettre sur RP” une structure de variété de dimensionn.Six = (xg, ..., X,,) € R™+1\ {0},
on note [xg : -+ : x,] € RP” la droite vectorielle engendrée par x. Ainsi, pour tout
A€ R* onalAxy: - Ax,] = [x9 : - 1 x,];1es [xg : - & x,,] sont appelées les
coordonnées homogénes sur RP”.

Notons U; = {[xq : --- : x,,], x; # 0}. On définit une carte ¢; : U; - R” par

X0 55\1 n
(Pl'([xO Toeee xn]) = <—,...,;,...,—>, (IZ)

Xi

2. Aprés avoir lu la partie du cours sur la cohomologie de De Rham (section Bd), la démonstration de ce
théoréme est accessible, voir LEE, Théoréme 17.26.

3. Un espace topologique est régulier si un point et un fermé peuvent toujours étre séparés, c’est-a-dire
qu’étant donné un point x n’appartenant pas au fermé F, il existe des ouverts disjoints U 3 x et V D F.
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ou le chapeau signifie que le terme correspondant est omis. Alors le changement de carte
est donné par

X A 1 X
-1 —~ 0 n
QX ey Xiy ) Xy, X)) = —, e, L, —, e, —
(PICP] ( 0 i g n) (xi X; xj)
qui est un difféomorphisme R” \ {x; = 0} - R" \ {x]- = 0}. On obtient ainsi un atlas
fini sur RP”, il reste a vérifier que la topologie induite est séparée, c’est-a-dire que les
graphes des transitions (pi(pj_1 sont fermés (laissé au lecteur).

Une autre maniére de voir la topologie de RP” consiste a voir RP" comme muni a priori
d’une topologie comme quotient R”*1\ {0}/R* ou bien S"/Z,. Pour voir que la topolo-
gie quotient coincide avec celle induite par I’atlas, on appliquera la proposition [1.3 (laissé
au lecteur). Le fait que la topologie soit séparée vient du critére suivant :

Proposition 1.9. Soit X un espace topologique séparé et G un groupe d’homéomorphismes
de X, alors le quotient Y = X/G est séparé si et seulement si le graphe de Uaction, ® =
{(x,g-x),x € X,g € G}, est fermé dans X x X.

Démonstration. Soit p : X — Y la projection, et Ay C Y x Y la diagonale. Alors
(pxp)HAy) = R.

SiY est séparé, alors la diagonale Ay est fermée, donc R est fermé. Réciproquement, si
R est fermée, alors X x X \ & est ouvert, donc, par définition de la topologie quotient,
(pxp)Xx XN\ RX) =Y xY\ Ay est ouvert, donc Ay est fermée et Y est séparé. O]

On peut appliquer ce critére au quotient R”*1 \ {0}/R* (c’est un bon exercice), mais
I'application au quotient S /Z, est plus immédiate : & est fermé car compact.
Onremarquera que RP”" = UgU{[0: xq : -+ : x,,], (X1, ..., X,,) € R"}. Or Uy s’identifie
a R" par la carte @, et le second terme est un espace projectif réel de dimension n — 1,
ce qu’on résume en écrivant

RP" = R" y RP"1. (L3)

Le RP"~! est ’hyperplan a I'infini de la géométrie projective. Par exemple, la droite pro-
jective réelle, RP1 = R U {co}, est obtenue en ajoutant a la droite réelle (représentée par
les [1 : x] pour x € R) le point a I'infini [0 : 1].

4° La méme construction s’étend verbatim a I’espace projectif complexe CP" des droites
vectorielles complexes de C"*1 : les mémes formules, interprétées avec des coefficients
x; complexes, donnent des cartes a valeurs dans C" = R2", On obtient ainsi sur CP"
une structure de variété de dimension 2n. La décomposition (L.3) s’étend aussi au cas
complexe )

5° Le tore T" = R"/Z". Pour tout x € R" l'inclusion B(x, 1) & R" fournit une carte
@, sur T". On obtient ainsi un atlas sur T”, dont les transitions sont des translations.

2 Morphismes

Définition 2.1. Soit (M, &/) une variété. Une fonction de classe Ck surM est une fonction
f M - R telle que pour toute carte ¢ : U —» U’ C R" de d, la fonctionfop™! : U’ -» R
soit de classe Ck.

4. L’exposant 11 dans CP”" désigne une dimension complexe, car CP" est un exemple de variété complexe
de dimension complexe 7, c’est-a-dire de variété dont les changements de cartes sont des difféomorphismes
bi-holomorphes (différentiables au sens complexe) entre ouverts de C”.
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Bien entendu, une fonction Ck en ce sens est nécessairement continue.

Pour que la propriété soit vraie, il suffit qu’elle le soit sur un sous-atlas &' C . En effet,
dans ce cas, si @ : U — U’ est une carte de &, alors pour toute carte ¢, : U, — U

dans o', onaf o (P_1|(p(U{'1U,x) =(fe (pojl) o (@g © cp_l), donc f o (P_llq)(UﬁU,x) est de
classe C¥; comme les U N U, sont des ouverts qui recouvrent U, la fonction f o (p_l est
de classe CK sur U'.

La démonstration qui précéde montre que la notion de fonction de classe C* garde un
sens sur une variété de classe C' pourvu que £ > k.

Passons a présent a la définition des morphismes entre variétés. Soient (M, &) et (N, B)
deux variétés, et f : M — N. Soient deux cartes (¢, U) € o et (¢, V) € &.

U \Y

Pofoq?
Wnf~1(v))

L’expression locale de f dans les cartes ¢ et  est
YofootipUnf (V) — V.

Lemme 2.2. L’application f est continue si et seulement si pour toutes cartes (¢, U) € o et
Y, V) e B,ona :f_1 (V) est un ouvert, et l'expression locale de f est continue.

Démonstration. Si f est continue, les propriétés énoncées sont claires. Réciproquement,
siles f ~1(V) sont des ouverts et les expressions locales de f sont continues, alors soit
O C N un ouvert, pour chaque (¢,U) € & et (,V) € B,ona U ﬂf_l(V NO) =
(p_1 (Pofo cp_l)_llp(V NQO) est ouvert, doncf_1 0) = LJUﬁf_1 (VNO) estouvert. [

Définition 2.3. Une application de classe C¥ entre deux variétés M et N est une applica-
tionf : M — N telle que pour toutes cartes (¢, U) € of et (,V) € B, ona:

1° f_1 (V) est un ouvert;

2° Dexpression locale de f est de classe Ck.

On dit quef : M — N est un difféomorphisme de classe C* sif est une bijection et f et
f~1 sont de classe Ck.

Remarques. 1° Par le lemme P.4, la définition implique que f est continue.

2° Comme pour les fonctions, il suffit de vérifier la définition sur des sous-atlas & "Cdet
B' C B, et la définition continue a avoir un sens pour des variétés de classe C' pourvu
que € > k.

3° Etant donnée une carte (9,U) € o, il suffit de vérifier que I'expression locale de f
est de classe C¥ pour une collection de cartes Wy, V) € % telle que les V, recouvrent
f@).

4° Exercice. Si on a des applications de classe C¥ entre variétés fiM; > Myetg: M, -
M3, alors g o f : M — M3 est encore une application de classe ck,
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Exemples

1° L’inclusion f : §" — R"™*1 est C™. 11 suffit de calculer I'expression locale dans les
deux cartes données par les deux projections stéréographiques. Puisque f est I'inclusion,
I'expression locale de f dans la carte fournie par la projection stéréographique py n’est
autre que py! : R” - R"*1, calculée en (L1), qui est C*.

2° La projection f : R"*1\ {0} - RP" est C*. 1l suffit de vérifier que pour chaque carte
(9;,U;) définie par (L.2), alors @; o f : ¢71(U;) — R" est C™; or @; o f (Xg, ..., X,) =
(3;—‘;, ,2—3, ey J;—"?) qui est C*.

3° L’application f : CP! - $2, définie par f([0:1]) = Netf([1:2z]) = p&l (z) pour
z€e C = R2, estun difféomorphisme.

1l s’agit de vérifier que les expressions locales de f et f~! sont C*. Nous avons sur CP?
les deux ouverts de carte U; = {z; # 0} pour i = 0,1, avec cartes @, ; sur S? les deux
ouverts Vo = S2 \ {N} et V; = S? \ {S} avec les projections stéréographiques py; et ps.
Onaf(U;) = V;, et 'expression locale de f de U vers V est

pneofeogptz) =pnof([1:z]) =pnPN' () =2

donc les expressions locales de f et f~! dans les ouverts de cartes Uy et V sont C™.
L’expression locale de f de U; vers Vy est, pour z # 0,

psof o @7 (2) =psof(lz:1]) =psoprl(}) =

puisque l'inversion dans C s’écrit z — % ;comme f ([0 : 1]) = N, cette formule est valable

aussi pour z = 0, et donc a nouveau les expressions locales de f et f ! sont C*.

(x+iy)?

——>, est un difféomor-
x2+y

4° Exercice. L’application RP! — S!, définie par f([x : y]) =

phisme.

3 Application tangente

3.a Vecteur tangent

Définition 3.1. Soit M une variété de classe C! eta € M. Deux courbescy,c, :]—¢,e[— M
de classe C! telles que c;(0) = a sont des courbes tangentes en a s’il existe une carte
@:U — R" tellequea € U et

(@ oc1)(0) = (@ o) (0). (L4)
Si on choisit une autre carte | en g, alors Y o ¢; = (P o @ 1) o (¢ o ¢;), donc
(o)) (0) =dgyE (o ¢ (@ oc)'(0)), (L5)

donc la condition (L.4) pour @ est équivalente 4 la méme condition pour . Ainsi la défi-
nition ne dépend-elle pas de la carte choisie en a.

Définition 3.2. Sous les mémes hypothéses, la relation « étre tangent en a » est une relation
d’équivalence, dont I’ensemble quotient est appelé 'espace tangent ena a M et noté T,M.

Soit ¢ : U — R" une carte en 4, alors on définit une application ¢, : T,M — R" par
@.[c] = (¢ 2 0)'(0).

La définition de T,M implique qu’il s’agit d’une bijection. Si on a une autre carte { en 4,
la formule ([.5) donne P, = dq,(,l) (Yo q)_l) o ¢,, autrement dit le diagramme suivant est
commutatif :
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.M
AN
R7 do@y(Po@™) R

La bijection ¢, : T,M — R” munit T,M d’une structure d’espace vectoriel réel. Parce
que dq)(a) (P o@~!) estun isomorphisme linéaire, la bijection , donne la méme structure
d’espace vectoriel. La structure d’espace vectoriel construite ne dépend donc pas de la
carte choisie, et il en résulte :

Proposition 3.3. L’espace tangent en un point a une variété est canoniquement muni d’une
structure d’espace vectoriel réel.

Exemples. 1° Si M est un ouvert de R”, alors T,M = R".Sic :] —¢,e[—> M C R", alors
le vecteur tangent [c] s’identifie a ¢’ (0) € R"™.

2°Soiti : S" «— R"1 Sjc:] —¢e[— S"est Clalorsioc :] —¢ e[ R est
C!. Comme i o c(t)] = 1 pour tout t, on a (i o ¢)’(0) € a* otra = c(0). L’application
[c] — (ioc)'(0) est un isomorphisme T,S" — a'. (Pour le vérifier, on pourra montrer
que la projection orthogonale sur a* est une carte de S dans un voisinage de a.)

3.b Application tangente

Définition 3.4. Soit f : M — N une application de classe C! entre deux variétés M et N.
On définit 'application tangente af ena € M,

Tﬂf : TaM — Tf(ﬂ)N
par T, flc] = [f o c]. On note aussi souvent lapplication tangente f,.

Commencons par vérifier que cette définition a un sens, et pour cela, exprimons T,f dans
des cartes locales @ en a sur M et ¢ en f(a) sur N. Nous avons l'expression locale F =
Pofo (p_l (U ﬂf_l(V)) — V' pour f. Soit ¢ :] — ¢,e[— M avec ¢(0) = a, alors,
comparant ¢ dans la carte ¢ (i.e. ¢ oc) af o c dans la carte ¢ (i.e. P o f o c), nous obtenons

‘LIJofoC:FO((POC)
et par conséquent

(P ofoc)(0) =dyuF((goc)(0)). (L6)

Il en résulte que si on a un autre chemin d équivalent a ¢, c’est-a-dire (¢ o d)'(0) =
(poc)(0),alors (Pofod)(0) = (pofoc)(0),doncfodetf oc sontéquivalents.
Ainsi I'application tangente T,f est bien définie.

D’apreés (L) nous avons en outre un diagramme commutatif

Tﬂf
TM— Tf(a)N

{% |¢*
dgioF

R" —, RP

Comme @, et 1, sont des isomorphismes d’espaces vectoriels, et d
plication tangente T,f est une application linéaire.

¢(@F est linéaire, I'ap-
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Propriétés. Elles découlent immédiatement des propriétés de la différentielle :

1° Si M, ER M, 3, Mj; avec f et ¢ de classe C!, alors T,(g o f) = Tr g o Taf-
2°Sif : M — R alors on note l'application tangente d,f : T,M — R (différentielle de
f); sif et g sont deux fonctions sur M, alors on a la régle de Leibniz d, (fg) = f(a)d,g +

g(ayd,f.
Exemple 3.5. Soit f : R"*1 \ {0} - RP" la projection. Soit U; = {x; # 0} C RP". Sur
f -1 (U;), on dispose de 'expression locale dans la carte ¢; définie en (@),

X %

7" 7
Xi Xi Xi

@i o f (xo, s ) = (

Soit x € f~1(U;), cette expression permet de calculer T.f et de constater que T.f est
surjective, avec noyau ker T,f = Rx. On obtient ainsi un isomorphisme

Txf : R””/Rx = T[X]RPn

Exercice. Cet isomorphisme dépend du choix de x € A = Rx. Montrer qu’on obtient un
isomorphisme ne dépendant que de A (donc, pas de x), en considérant la composition

T
Hom(A, R™1/A) — R™1/A 2 T, RP",

ou la premiére fléche est le morphisme u — u(x).

3.c Inversion locale

On commence par rappeler 'énoncé du théoréme d’inversion locale :

Théoréme 3.6. Soitf : O C R" — R" une application de classe C* (k > 1) d’un ouvert
O de R" vers R"™. Sia € O etd,f est inversible, alors il existe des ouverts O D U 2 a et
V 3 f(a) tels quefly : U — V soit un Ck—diﬁéomorphisme.

En appliquant ce théoréme aux applications entre variétés, qui sont localement des appli-
cations entre ouverts de R”, on obtient :

Théoréme 3.7 (Inversion locale). Soit f : M — N une application de classe Ckk>1)
entre variétés. Sia € M et T, f est inversible, alors il existe des ouvertsU S a et V 3 f(a)

tels que

soit un Ck-difféomorphisme.
En particulier, on déduit :

Corollaire 3.8. Soitf : M — N une application de classe C* entre variétés. Alors f est un
Ck-difféomorphisme si et seulement si f est une bijection et T,f est inversible en tout point
aeM.

4 Submersions

4.a Forme normale des submersions

Définition 4.1. Une applicationf : U C R" — R de classe C! est
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— une submersion au pointa € U sid,f est surjective;
— une submersion sif est une submersion en tout point.
Exemple. Sip < n, Iapplication linéaire
fxq, ..., x,) = (xn_p+1,xn) (L7)

est une submersion. Le théoréme suivant montre que toute submersion en un point se
raméne a la forme (L.7).

Théoréme 4.2 (Forme normale des submersions). Sif : U C R" — RP, de classe Ck,
est une submersion en a € U, alors il existe un ouvert U, D a et un difféomorphisme
@ : U, - U, C R" de classe C tels que

fo @7ty e, Xy) = (Xp_py1, e, %) pour toutx € Uy,
Démonstration. Ecrivonsf =(f1, .. ,fp), et, en décomposant R"” = R"77 @ RP,

1f= (A B),

ol A est une matrice p x (n — p) et B une matrice p x p. Puisque d,f est surjective, quitte
a permuter les coordonnées de R", nous pouvons supposer B inversible. Posons

QX1 .0, X,) = (xl,...,xn_p,fl(x),...,fp(x)).

1d,_, 0
d“‘P:( A B)

est inversible, donc ¢ est un difféomorphisme local U, — Uy, et

Alors

fo (P—l(xl,...,xn) = (xn_p+1,...,xn).

4b Image réciproque d’'un point par une submersion, sous-variétés

La notion de submersion s’étend aux applications C! entre variétés, en disant que f :
M" — NPV est une submersion en a € M si T,f est surjective. Si ¢ et { sont des cartes
locales ena et ¢ = f(a) respectivement, il est équivalent de dire que I’expression locale de
f,asavoir F = {of o', est une submersion en @ (a). Par le théoréme des submersions,
il existe un difféomorphisme p, défini sur un voisinage ouvert de ¢ (a), tel que f o p soit
de la forme canonique (L.7). Posant ¢, = p~! o ¢, on a donc construit un voisinage ouvert
U, D aetune carte ¢, : U, » U, C R" tels que pour tout x € Uj, on ait

Yofoprl(xy, ..., x,) = (X pa1s oo s %) (L8)
En particulier, si on a fixé la carte J de sorte que P (c) = 0, alors

¢a(f~1 () NU,) = (R"7 x {0}) N UL (L9)

Soit & présent un autre point b € f‘l(c). Gardant la méme carte { en c sur N, nous
obtenons de méme une carte ¢, : U, 2 b —» U, C R" satisfaisant (8) et (LI). En
particulier, le changement de carte défini sur ¢, (U, N Uy) doit avoir la forme

Pp© (Pu—l (Xl, ...,Xn) = (q)bu(X),Xn_p+1, ...,xn), (IlO)

ou®y, : ¢, (U, NU,) - R"7P.
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R” RP
C‘ - VD .

Restreignons maintenant ces cartes a f~!(c). Par (L9), on voit que les Palr-10)nU

f_1 (c)nU, » R"7P C R" sont des cartes surf_1 (c), dont les transitions, par (), sont
les q)ba|q) (U,NU,nf-1(c))- On a ainsi défini un atlas, et donc une structure de variété de

dimension 12 —p, sur f ~1(c). Il est immédiat de vérifier que la topologie de I’atlas coincide
avec celle induite par M sur son sous-ensemblef_1 (c).

En réalité, la construction des ¢, satisfaisant (L) donne une structure plus forte sur
f 1y, précisée dans la définition suivante :

Définition 4.3. Un sous-ensemble S C M" est une sous-variété de dimension d de M si,
pour touta € S, il existe une carte @ : U 3 a —» U’ C R” telle que

e(SNU) = (R¥x {0}) NU".

Exemple 4.4. Soit f : U C R" — RP une application de classe C®, alors le graphe
Gr(f) de f est une sous-variété de R"” x R?, de dimension n. En effet, considérons ¢ :
U x R” - U x R? donné par ¢(x,y) = (x,y — f(x)), alors @ est un difféomorphisme,
d’inverse explicite donné par (p_l(x,y) = (x,y + f(x)); en outre ¢(Gr(f)) = U x {0},
donc @ est une carte de sous-variété pour Gr(f).

Propriétés. 1° Une sous-variété admet une structure de variété.

2° L’injection i : S & M est C*.

3° L’application tangente T,i : T,S — T,M est injective et identifie T,;S a un sous-espace
vectoriel de T,M.

4°Sif : M — Nestdeclasse Ck, alorsflg : S — Nestdeclasse Ck et T,(fls) = (Tuf)|T,,S~

5°Sif : N — S, alors f est Ck si et seulement si i of est Ck,

Démonstration. 1° Appelons ¢, : U, — Uj la carte de sous-variété en a. Les transi-
tions @, o @; ! ont alors la forme (L.10). Ainsi, les (¢a)lsnu, sont un atlas sur S, dont les
transitions sont les ®y,|pan @a(Uny)" Par la proposition [1.3, la topologie induite par I’atlas
coincide avec celle induite par I'inclusion S C M.

2-3° Utilisons en a les cartes locales ¢, sur M et @,|g sur S. Alors I'expression locale de i
estl = @, 0io (@,lg)~", c’est-a-dire

I(xl,...,xd) = (xl, ey Xy, 0, ,0)

Dans les mémes cartes, I'expression locale de T, i est donc d ;)1 = I puisque I est linéaire.
La propriété en découle.

4-5° Laissés au lecteur. O
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Finalement, on a démontré :

Théoréme 4.5. Soit f : M" — NP une submersion, alors pour tout ¢ € N, la pré-image
f_1 (c) est une sous-variété de M, de dimension n — p, et d’espace tangent ena € f_1 (¢)
donné parT, (f_l(c)) =ker T,f.

Démonstration. 11 reste I'affirmation sur I'espace tangent a vérifier. L’expression locale
de f, donnée en (L.g), est linéaire, donc I'expression locale de T,f est la méme application
(1o X)) = (g1 eee s X)), dont le noyau est R 77 x {0} qui est exactement ’espace
tangent T,M vu dans la carte ¢,. O

Exemple 4.6. Soit f (xq,...,x,;) = x% + -+ x2 = (x,x). Alors df(x) = 2(x, %) donc
d.f est surjective sauf en x = 0. Pour appliquer le théoréme, on restreint le domaine en
considérant la submersion f : R\ {0} - R.Il en résulte que S* = f_1 (1) est une
sous-variété de R"*1, d’espace tangent T,S" = kerd,f = x*. On obtient ainsi une autre
construction de la structure de variété de la sphere.

4.c Théoréme de Sard

Définition 4.7. Soitf : M — N de classe C!. On dit que
— a € M est un point critique de f siT,f n’est pas surjective;
— ¢ € N est une valeur critique de f sic est I'image d’un point critique, une valeur
réguliére def sic n’est pas une valeur critique.

L’ensemble des points critiques de f est un fermé, donc M = M\ {points critiques} est un
ouvert de M, donc une variété sur laquelle f est une submersion. Appliquant le théoréme
1.5 a f|;, on obtient la généralisation de I'exemple [1.4 :

Théoréme 4.8. Sic € N n’est pas critique, etf_1 (c) + @, alorsf_1 (¢) est une sous-variété
de M.

Le théoreme précédent s’applique a beaucoup de points de N, comme le montre le théo-
réme suivant, qui sera démontré dans la section § :

Théoréme 4.9 (Sard). Soitf : M — NP de classe C°. Alors I'ensemble des valeurs critiques
de f est de mesure p-dimensionnelle nulle, c’est-a-dire que pour toute carte (¢, U) sur N,
I'image par @ des valeurs critiques de f dans U est de mesure de Lebesgue dans RF nulle.

Remarques. 1° On peut affaiblir ’hypothése de régularité de f : il suffit que f soit de classe
CkaveckZlsin<petk2n—p+1sin2p.

2° La notion d’ensemble de mesure nulle dans R” est invariante par difféomorphisme,
donc par changement de cartes ; il en résulte que la condition d’étre un sous-ensemble de
mesure p-dimensionnelle nulle sur N se teste de maniére équivalente sur n’importe quel
sous-atlas.

3° Pour n < p, tous les points de f sont nécessairement des points critiques, donc I'en-
semble des valeurs critiques est I'image f (M). Le théoréme assure que f (M) est de me-
sure p-dimensionnelle nulle, et en particulier f n’est pas surjective (pas de phénomeéne de
« courbe de Peano », possible pour les applications continues).

Exemples. 1° Soit f (x, ) = xy. Alorsf_1 (¢) est une sous-variété dés que ¢ # 0. Le méme
énoncé reste correct sur les complexes, en considérant f : C?2 > C.

2° La fonction hauteur d’un tore.
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3°Sif : R"™1 - R est un polynéme homogene de degré d, alors on peut définir Z(f) =
{[x1,f(x) = 0}y C RP". Dans le cas o f (xg, x1,Xp) = xS + x% + x%, montrer que Z(f)
est une sous-variété de RP2.
4° Le groupe GL(n, R) est un ouvert de ’espace vectoriel M (1, R) de toutes les matrices
carrées de rang n. La fonction det : GL(n1, R) — R est une submersion. En effet :

— dyq det = Tr est surjective;

— det(g) = det(gg) det(galg) donc dgo det(g) = det(gp) Tr(galg) qui est encore

surjectif.

Une autre maniére d’écrire la méme chose consiste a introduire la translation a gauche
L¢,& = 808 et a interpréter det(gpg) = det(gp) det(g) comme la commutativité du dia-
gramme

Lgo TIdLgO
GL(n,R) —— GL(n, R) Mmn,R) —— M(n, R)
{det | gt Q’oula différentielle {Tr {d 4 det
x de x de
R $ R R $ R

Il en résulte que SL(n, R) = det™! (1) est une sous-variété de GL(n, R) de dimension
n2 — 1, avec
TSL(n, R) = {A € M(n, R), Tr A = 0}.

5° Exercice. Le groupe O(n,R) = {A € M(n,R), A’A = 1d} est une sous-variété de
GL(n,R) de dimension ”(”T_D, et

TOm, R) = {A € M(n,R), A + Al = 0}.

6° Exercice. Le groupe GL(n, C), étant un ouvert de I’'espace vectoriel M(n, C), est une
variété de dimension (réelle) 212, Montrer que les sous-groupes

SL(n,C) = {g € GL(n,C),detg =1},
U(n) = {g € GL(n,C),g"¢ =1d},
O, C) = {g € GL(n,C),'gg =1d},

SUmn) = Um) NSL(n, C) et SO(n, C) = O(n, C) N SL(n, C) sous des sous-variétés
de GL(n, C), de dimensions respectives 2(n? = 1), n2,n(n—1),n%> —1letnn—1).

5 Immersions, plongements

5.a Forme normale des immersions

Définition 5.1. Soitf : U C R" — R de classe C'. On dit quef est une immersion si sa
différentielle d ,f est injective en tout pointa € U.

Exemple. Si p > n, I'application linéaire

fxq,e,x,) = (x1,...,%,,0,...,0) (L11)

est une immersion. Le théoréme suivant montre que toute immersion se met localement

sous la forme ([.11).
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Théoréme 5.2 (Forme normale des immersions). Sif : U C R" — R est une immersion
de classe C¥, alors pour tout a € U il existe des ouverts U, S a et Viw 3 f(a) et un
difféomorphisme ¢ : V¢,) —» W C RP de classe CX, tels quef(Uy) C Vg (g et pour tout
xe U,

Pofxy, ..., x,) = (x1,...,%,,0,..,0).

Une démonstration courte basée sur le théoréme d’inversion locale est possible, mais nous
nous contenterons de voir ce théoréme comme particulier du théoréme du rang constant
ci-dessous.

Exemples. 1°f : R — C définie par f (t) = e'’.
2° L’application O — oo.

3°f : R —» R2/Z? définie par f (t) = (at,bt).

5.b Théoréme du rang constant

Les théorémes sur les formes normales des immersions et des submersions s’unifient dans
le résultat suivant :

Théoréme 5.3. Soitf : U C R" — R de classe Ck de rang constant, c’est-d-dire que
que le rang de d,f est constant dans U. Alors f est localement conjuguée d une application
linéaire : il existe des difféomorphismes ¢, : U, 2 a — U et g, : V() 3 f(a) - V}(u)
tels que f (U,) C Vi, et

Yyofo@rl(xy, ..., x,) = (x1,...,%,,0,...,0). (L.12)

Démonstration. On décompose R? = im(d,f) @ S, et on écrit f = (fy,fo) et d,f =
(d.f1,0). Donc f; est une submersion en a; par le théoréme des submersions, et restrei-
gnant U, et quitte & composer 2 la source par un difféomorphisme de classe C¥, on peut
supposer que

fxq, oo, %) = (X1, ..., %),

Décomposant également R” = R” @ R"™", et notant (x,y) un point de R” dans cette
somme, on obtient

Id 0
fx,y) = (x,fo(x,y)), donc df = (axfz 8f2>'
Y

L’hypothese que df soit de rang constant égal a r implique d,f, = 0. Restreignons U
en un produit U; x U, d’ouverts convexes (des boules par exemple), alors il faut que
folx,y) = g(x), donc dans U onaf(x,y) = (x,g(x)). Pour P(x,y) = (x,y —g(x)), on
obtient donc P o f (x,y) = (x,0). O

En basant la démonstration sur le théoréme du rang constant, le théoréme [t.9 se généralise
immédiatement en :

Théoréme 5.4. Soitf : M — N de rang constant, alors pour toutc € N la pré-imagef =1 (c)
est une sous-variété de M, d’espace tangent en a égal aker T f.
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5.c Plongements

Sif : M — N est une application C* entre variétés, on a vu des conditions pour que
I'image réciproque d’un point soit une sous-variété de M. On va maintenant donner des
conditions pour que f (M) soit une sous-variété de N. Il ne suffit pas que f soit une im-
mersion ou soit de rang constant, comme le montre les exemples suivants :

1° L’application O — co déja vue, I'image n’est pas une sous-variété de R? au point de
recoupement.

2° Autre exemple déja vu, applicationf : R — T2 = R2/Z2 définie par f(t) = (at,bt) :
si % & Q, 'image est dense dans T2 et ne saurait donc étre une sous-variété du tore.

3° L’application ] — 1,1[— R? représentée par ﬁ L’origine n’est pas un point de
sous-variété.

Aucun de ces exemples ne satisfait les hypotheses de :

Théoréme 5.5. Sif : M — N est de rang constant et f est une application ouverte de M sur
f (M), alors f (M) est une sous-variété de N, d’espace tangentTf(a)f(M) = im(T,f).

Il faut faire attention que dans I’hypothése, f (M) est munie de la topologie induite par
N, ses ouverts sont donc les intersections de f (M) avec les ouverts de N. (Vérifier que les
trois contre-exemples ci-dessus ne satisfont pas I'hypothése).

En pratique, on utilise le plus souvent le théoréme sous des hypotheéses plus fortes :
Proposition 5.6. Les hypothéses du théoréme précédent sont satisfaites sous I'une des deux
hypothéses équivalentes suivantes :

1° f : M — N est une immersion etf : M — f (M) est un homéomorphisme;

2° f : M — N est une immersion injective et f : M — f (M) est propre.

Définition 5.7. Un plongement de M dans N est une application f : M — N satisfaisant
I'une des deux hypothéses équivalentes de la proposition [5.6.

Attention, la seconde hypothése de la proposition n’implique pas que f : M — N soit
propre : un contre-exemple est fourni par I'injection de I'intervalle ] — 1, 1[ dans R? par
x — (x,0). Ainsi un plongement n’est-il pas nécessairement propre.

Démonstration de la proposition. 1l est clair que la premiére hypothése implique la seconde.
Dans l'autre direction, sif : M — f (M) est propre, alors elle est fermée, et donc ouverte
puisque c’est une bijection. O

Démonstration du théoréme. Soita € M etb = f(a) € N, par le théoréme du rang
constant il existe ¢, : U, - U et ¢, : V, - V , tels que f(U,) C V, et

Pyof o@u(xq,...,X,) = (Xq,...,%,,0,...,0).

Comme f est ouverte, il existe un voisinage ouvert W de b dans N, tel que f(U,) =
W N f(M) ; quitte a remplacer V, par W NV, on peut supposer que

fU) =V, NnfM).

Alors P, : V, = V, envoie V, N f(M) sur (R” x {0}) N V,, donc est une carte de
sous-variété pour f (M) en b. O



24 CHAPITRE I. VARIETES DIFFERENTIELLES

5.d Groupes de Lie

Définition 5.8. Un groupe de Lie est un groupe G muni d’une structure de variété, telle
que les opérations algébriques de produit et de passage a I'inverse soient C*, c’est-a-dire les
applications G x G — G, (g,h) = ghetG - G, g — g~ sont C*.

Un groupe de Lie G agit a gauche sur une variété M si on a une action a gauche de G sur
M, telle que lapplication G x M — M, (g,x) — g - x soit C*.

Notons que si G agit a gauche sur M, alors pour tout ¢ € G, l'application x — g - x est
un difféomorphisme de M, d’inverse donné par I'action de g~ 1.

Proposition 5.9. Soit G un groupe de Lie agissant sur une variété M, et x € M. Alors :
1° le groupe d’isotropie G, = {§ € G,g - x = x} est une sous-variété fermée de G (sous-
groupe de Lie);

2°si lapplication G — M, § — g-x est propre, alors orbite G - x est une sous-variété fermée
de M.

Démonstration. 1° 11 suffit de vérifier que I'application f : G — M donnée par f(g) = g-x
est de rang constant. Or, en différentiant 'égalité (g9g) - x = go - (g - X), C’est-a-dire
f(808) = 8o - f(g), par rapport a g en e, on obtient le diagramme commutatif

T.f
T,G M

{(Lgo)* {(go)%
Tef

20
Tgoc - Tgo'xM

ou (gp), est 'application tangente au difféomorphisme donné par I’action de g, sur M.
Le diagramme implique que le rang de T, f est égal au rang de T,f, donc le rang de f est
constant.

2° L’image de f est fermée puisque f est propre. Pour montrer que c’est une sous-variété,
par le théoréme b.3, il suffit de montrer que f est une application ouverte sur son image.
Soit U C G ouvert, alorsf_lf(U) = Ugeg, (U - g) est encore un ouvert de G. Puisque
f est propre, elle est fermée, donc f (G) \ff_lf(U) = f(G) \ f(U) est fermé dans M et
donc dans f (G), donc f (U) est ouvert dans f (G). O

Remarque 5.10. En particulier, sous la seconde hypothése, si G, = {e} alors f est une
immersion injective propre, donc un plongement propre.

6 Quotients

On a déja vu des exemples de quotients : ainsi 'espace projectif réel RP" peut se voir
comme le quotient (R"*1)*/R* ou S"*1/7Z,.

La bande de Mobius peut étre vue comme le quotient (S' x R)/Z,, ot 'action de Z, sur
le cylindre S! x R identifie deux droites opposées en renversant la direction :

qui se visualise mieux en considé-
rant un demi-cylindre (un ruban)
dont on identifie les bords en inver-
sant la direction :
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6.a Aspects topologiques

Définition 6.1. Soit M une variété, munie de Uaction a gauche d’un groupe de Lie G. On dit
qu’on a une action propre si ’application graphe

D :GxM - MxM, définie par ®(g,x) = (x,8 - x), (L.13)
est propre.

On pourrait définir cette notion avec G et M seulement topologiques.

En particulier, si I'action est propre, alors I'image de ® est fermée, donc le quotient M/G
est séparé par la proposition [L.g.

Proposition 6.2 (Critére de propreté). L’action est propre si et seulement si pour tout com-

pact K C M, l’ensemble {g € G,K N g(K)} est compact.

Démonstration. Sil’action est propre et K est compact, alors {g € G, K N g(K) # 0y =
pr; ®~1(K x K) est compact. Réciproquement, si le critére de propreté est satisfait et
L € M x M est compact, alors il existe K C M compact tel que L C K x K, et

O 1(KxK)={(gx),xeKg-xeK}cKx{geGKngK)+ 0}
qui est compact, donc @1 (L) € ®~1 (K x K) est compact ; donc I’action est propre. [

Remarques. 1° Si G est compact, alors une action de G est toujours propre.

2° Si G est discret (par exemple Z") alors le critere de propreté est équivalent au fait que
{¢ € G, KN g(K) # B} soit fini pour tout compact K C M.

6.b Aspects différentiels

Méme pour une action propre, le quotient n’est généralement pas une variété, comme le
montre I'exemple de 52/50(2), ou SO(2) agit par rotations autour de I’axe vertical dans
R3 : le quotient est le segment vertical [—1, 1], dont les extrémités ne sont pas des points
de variété. Ils coincident aussi avec les points de S? auxquels le groupe d’isotropie de
I’action est non triviale.

Cet exemple nous ameéne a ajouter ’hypothése d’action libre, c’est-a-dire d’action pour
laquelle, pour tout x € M, le groupe d’isotropie G, = {g € G,g - x = x} est trivial.
D’apreés la proposition b.9, pour une action propre et libre, les orbites G - x sont des sous-
variétés de M difféomorphes a G.

Théoréme 6.3. Soit M une variété munie d’une action propre et libre d’un groupe de Lie G.
AlorsM/G admet une unique structure de variété pour laquelle la projectionp : M — M/G
est une submersion. En outre, cette structure admet la propriété universelle suivante :

f

sif : M — N est une application C* invariante par G M——N
(f(g-x) = f(x) pour tous g etx), alorsf se factorise de //‘
maniére unique commef = Fop, ou F: M/G - N 4 - F

s

est une application C*.

M/G

Quand G est discret, on dit aussi action proprement discontinue.

Lemme 6.4. Toute submersionp : M — Q admet des sections locales, c’est-d-dire que pour
tout xg € M il existe un voisinage U de p(xq) dans Q et une applications : U - M de
classe C* telle que s(p(xgy)) = xg etp os = Idy.
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Démonstration. Par le théoréme .9, il y a des cartes @ en x et  en p(x) dans lesquelles
p est de la forme P op o q)_l(xl, v X)) = (X1, .0 ,xr,). 11 suffit de prendre s définie par

(poSoLIJ_l(xl,...,Xp) = (¥1,.,%,,0,...,0). O

Démonstration de la propriété universelle dans le théoreme

Supposons qu’on dispose de la submersionp : M — M/G, et que soit donnée une applica-
tion G-invariante f : M — N. Il existe clairement une unique application F : M/G - N
telle que f = F o p, et la question est de montrer que F est C®. Par le lemme, p admet des
sections locales s : M/G — M de classe C* définies localement telles que p o s = Id;
alors, toujours localement, on a nécessairement F = f o s qui est donc C*.

Démonstration du théoréme dans le cas ou G est discret

Les hypothéses impliquent que I’application graphe ® définie en (.13) est une immersion
injective propre, donc un plongement. Puisque G est discret, {¢} x M est un ouvert de
G x M, donc @ ({e} x M) est un ouvert de (G x M), donc pour tout x € M il existe un
ouvert U C M contenant x tel que

UxU)NPGxM) C D({e} x M).

Affirmation. La projection ply; est injective.

En effet, siy,z € U satisfont z = ¢ - y pour un § € G, alors (y,z) € ®(G x M) donc en
réalité (y,z) € ®({e} x M), doncy =zetg =e. O]
Quitte a restreindre U, on peut supposer que U est I'ouvert d’une carte ¢, et on définit la
carte ¢ o (pIU)_l sur p(U).

Il reste a vérifier qu’on a ainsi défini un atlas sur M /G, et donc a vérifier que les transitions
sont C*. Soient donc deux ouverts de cartes Uy et U, tels que ply, soit injective, soient

@; les cartes correspondantes, alors la transition entre les deux cartes ¢; o (ply;, )1 est

@20 (plu,) "t eply, o @7t

Mais (ple)_1 o pIU1 est localement I’action d’un élément de G, donc est C*°.

Démonstration du théoréme dans le cas général

On commence par une étude locale de I'action du groupe. Soit x € M et S une tranche
a l’action de G en x, a savoir une sous-variété locale S C M contenant x, et telle que
T.(G-x)eT,S=T,M.

Lemme 6.5. L’applicationf : G xS — M définie parf (g,s) = g - s est un difféomorphisme
local au point (e, x).

Démonstration. Ona T, ,1f(¢,8) = ¢-x 48,00 ¢ — ¢ - x est Iapplication tangente a
Iorigine a I'application ¢ ~ ¢ - x. Par définition méme de S, I'application tangente T, \f
est un isomorphisme, donc le lemme résulte du théoréme d’inversion locale. O

Le lemme est illustré par le dessin :
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Il signifie que, localement pres de p(x), si on prend en compte uniquement I’action d’un
voisinage de e dans G, le quotient M/G s’identifie & la tranche S en x. Passer de cette
description locale & un atlas sur M /G est une question topologique que nous allons traiter
de maniere légérement différente du cas discret, en utilisant le critére de propreté.

Par le lemme, nous avons des ouverts e € Ug C G, x € U C M, et nous pouvons
restreindre la tranche S de sorte qu’on ait un difféomorphisme

f:UgxS—U. (L14)

Lemme 6.6. Il existe des ouvertse € Vg C Ug et x € Vg C S, tels qu'en fixant V. =
f(VgxVsg),onait:sis € Vg,y € Vet g € G satisfonty = gs, alorsg € Ug.

Démonstration. Par I’absurde, supposons I’absence de tels voisinages ouverts de ¢ et x.
Prenant une suite de voisinages de plus en petits de ¢ et x, on déduit 'existence de suites
s; €Sy, €Uetg; € Gtellesques;,y; — x,y; = §;:5; et & & Ug. Par le critére de
propreté, quitte a extraire une sous-suite, nous avons une limite ¢ = limg; ; vu la limite
de s; et y;, il faut que gx = x ce qui impose ¢ = e puisque I’action est libre. Mais cela est
impossible car g; & Ug. O

Quitte a restreindre S a Vg, nous pouvons supposer que Vg = S. Le lemme signifie donc
que l'orbite G - s d’'un point s € S coupe S seulement au point s, donc

p:S— M/G

est un homéomorphisme local. Une carte locale @g sur S fournit alors une carte @g o
(plg) ™! sur M/G.

Vérifions a présent qu’il s’agit d’un atlas. Si nous avons deux points x,¥ € M avec des
tranches S, et Sy enxety, etsiA € pS,) N p(Sy), alors il existea € S, et b € Sy
tels que p(a) = p(b) = A, donc b = g -a pour un § € G. Localement nous avons des
projections 7T, : U, — Sy ety : U, — S, de voisinages de x et y/ sur les tranches venant
de (L14). Identifiant les cartes de M/G en x et y 2 S, et Sy, le changement de carte pres
de A n’est autre que z € S — 7, (g - 2) €S, qui est C.

Remarque 6.7. Le quotient est donc localement difféomorphe aux tranches S a I'action du
groupe. En particulier,

dim(M/G) = dimM — dimG.
On voit aussi que la projection p : M — M/G donne une surjection T,p : T.M —
T)(x)(M/G) qui se factorise en un isomorphisme

Ty : T.M/TH(G - x) <> Ty (M/G). (L.15)

p(x)

6.c Exemples

1° Le tore T" = R"/Z" est le quotient discret de I’action par translations du groupe Z"
sur R™.

2° Le demi-plan de Poincaré, H = {z € C,imz > 0}, admet l'action du groupe SL(2, R)

par les homographies z — ‘Zis, ou (4 Z) € SL(2,R). On peut regarder I'action d'un

sous-groupe I' C SL(2, Z).

Exercice. Montrer que l'action de SL(2,Z) sur H est propre. Montrer que, si pour tout
élément de T on a (g + d)2 > 4, alors l’action de T sur H est libre. Par exemple cette
condition est réalisée si

T = ker (SL(2, Z) — SL(2, Z/27Z)). (L.16)



28 CHAPITRE I. VARIETES DIFFERENTIELLES

Sous ces hypotheses, le quotient H/T" est donc une variété de dimension 2. Elle peut étre
compacte ou non compacte (c’est le cas pour le sous-groupe I' de (L.16)). Toutes les sur-
faces compactes de genre (nombre de trous) ¢ > 2 peuvent étre obtenues comme un tel
quotient.

3° La grassmannienne G,, ,, est I'espace des sous-espaces vectoriels de dimension p de
R”, on peut la définir comme Gp,n = Hommj(Rp, R™)/GL(p, R), ou I'action de ¢ €
GL(p,R) sur u € Hom(R?, R") estparg-u=1uog 1\

Posons M = Hom; (RP, R™). L’action de GL(p, R) sur M est libre, montrons qu’elle
est également propre en appliquant le critére de propreté. Soit K C M compact, il s’agit
de montrer que {g € K, KNng -K # Dy} est compact. Soient u,v € Kavecu =vo g_l,
alors on a la méme égalité pour toutes les matrices p x p extraites :

pi(u) = (@) og™", i=1..N= (Z)

Pour contréler g, il suffit de contréler I'un des }Ai(u)_l. Or, sur K, on a le\T [det p;(u)| =
1 > 0, donc

K=UNK;, K;={ueK,|dety;u)]> %}.

Sur K; est borné ui(u)_l et donc ¢ = ]Ai(u)_lui(v). Donc on obtient une borne sur g.
Le méme raisonnement donne aussi une borne sur g_l, donc{g e K, Kng-K+# @y est
compact. Il en résulte que G, ,, est une sous-variété de dimension np — P =pn—p).

En outre, G, ;; est compacte. Cela résulte de la description alternative de G, ,, comme
Gp,n = Isom(R”, R™)/O(p),
car Isom(R”, R™) est compact ; construire Gy, de ce point de vue est plus simple car la

propreté de I’action est une conséquence de la compacité de O(p).

4° Quotients de groupes. Si H C G est un sous-groupe de Lie fermé d’un groupe de Lie G,
alors I'action de H sur G par translation a pour application graphe ® : Hx G - G x G,
donnée par ®(h,g) = (g,gh™'). C’est clairement une application propre, et on déduit :

Proposition 6.8. SiH C G est un sous-groupe de Lie fermé d’un groupe de Lie G, alors G/H
est une variété. O

On peut alors compléter la proposition 5.9 en :

Proposition 6.9. Soit M une variété munie de I’action propre d’un groupe de Lie G et x € M.
Alors :

1° le groupe d’isotropie G, est un sous-groupe de Lie fermé de G ;

2° lorbite G - x est une sous-variété fermée de M, difféomorphe a G/G,,.

Démonstration. Tout a été montré dans la proposition 5.9, sauf le difféomorphisme avec
G/G,. Or, par la propriété universelle du quotient, on a une factorisation

G#G-x
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Or G- x est une sous-variété d’espace tangent en x égal aim Tof = im T, F; par ailleurs,
G, est un sous-groupe de Lie de G d’espace tangent égal a ker T f, donc ker T}, ) F = 0.
I en résulte que T, ) F est un isomorphisme, et la méme chose reste vraie en tout point
de G/G, par invariance sous 'action de G. Donc F est un difféomorphisme local ; comme
c’est une bijection, c’est un difféomorphisme. O

Exemples. 1° L’action de SO(3) dans R3 donne un isomorphisme S? =~ SO(3)/SO(2).
Plus généralement, S” = SO(n + 1)/SO(n).

2° L’action de SU (11 + 1) dans C"*! induit une action homogéne sur CP", dont le groupe
d’isotropie en un point est U(n). Donc CP" =~ SU(n + 1)/U(n).

3° Regardons l'action de O(n) par conjugaison dans End(R"). Soit Tty une projection
orthogonale sur un sous-espace R” C R". Alors l'orbite de Tty sous O(n) est I'espace
de toutes les projections orthogonales sur un sous-espace de dimension p de R", donc
s'identifie & G, ,,. D'un autre c6té le groupe d’isotropie de 1ty est O(p) x O(n —p). Il en
résulte que Gp/n =~ On)/O(p) x O(n — p). En particulier, cela donne encore une autre
maniere de construire la structure de variété de Gp,n.

7 Partitions de I'unité

Un recouvrement d’un espace M est une famille (U, ) de parties de M telle que M = UU,,.

Définition 7.1. Soit M un espace topologique et (U, ) un recouvrement de M, alors un re-
couvrement plus fin, ou raffinement du recouvrement (U,,), est un recouvrement (Vﬁ)
de M tel que chaque Vg soit inclus dans un U,,.

Une famille (U, ) est localement finie si tout x € M admet un voisinage ne rencontrant
qu’un nombre fini de U, .

Proposition 7.2. Soit M une variété topologique, alors tout recouvrement par des ouverts ad-
met un recouvrement plus fin localement fini. En outre, étant donnée une base de la topologie,
le recouvrement plus fin peut étre constitué d’éléments de la base.

Un espace satisfaisant la conclusion de la proposition est appelé paracompact. La propo-
sition peut donc s’énoncer : toute variété topologique est paracompacte.

Pour démontrer la proposition, nous avons besoin de :

Lemme 7.3. Soit M une variété topologique, alors il existe une suite de compacts K,, C M

tels que M = UK, et K,, C Io<n+1.

Démonstration. Comme M est dénombrable a I'infini, M = Uz K,, pour des compacts K.

On va modifier K, de sorte qu’en outre K,, D K,,_; : recouvrons K,,_; par un nombre
fini de boules relativement compactes B; et posons K;, = K,, U (U;B;). On obtient ainsi
par récurrence une suite (K;,) qui convient. O

Démonstration de la proposition [7.. Soit % la base de la topologie choisie et (K,,) une

suite exhaustive de compacts donnée par le lemme. Soit V; = K; \ K;_; et W]- =Kji1\

Kj_2, donc V; est compact, W; est ouvert et V; C W; (faire un dessin). Soit

RB' = {Be B,BC U, pour un a},
qui est encore une base de la topologie de M. Il s’agit donc de montrer qu’il existe un recou-

vrement de M par des éléments de 8'. Recouvrons le compact V; par un nombre fini d’élé-
ments B‘x]_,l, Baj/k]_ de B’ inclus dans 'ouvert W;. Ainsi la famille des (Boc]-,i)jeN,lgigkj
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recouvre-t-elle M. En outre, W; N W, = @ des que |j — j'| > 2, donc By, N B(xj,,ir =0

des que |j — j'| > 2, donc la famille est localement finie. O

Définition 7.4. Soit M une variété, (U, ) un recouvrement ouvert, une partition de l'unité
subordonnée au recouvrement (U, ) est une famille de fonctions X, : M — R de classe
C* telles que :

rosxesl;

2" Supp Xy C Uy ;

3° (Supp X,) est localement finie;
) X =1

La troisi¢éme condition permet de donner un sens a la somme ) Xy-

Théoréme 7.5. Soit (U, ) un recouvrement ouvert d’une variété M, alors il existe sur M une
partition de I'unité subordonnée au recouvrement (U, ).

Démonstration. Nous considérons les cartes @g : Vg — B' a valeurs dans la boule de R"

et telles que Vg soit inclus dans I'un des U,. Alors les Wy = q)g1 (BT ,,) sont une base
de la topologie de M, donc, par la proposition, il existe un recouvrement plus fin que les
(Uy), constitué d’éléments de (Wﬁ), et localement fini. Notons le (ng).

Choisissons une fonction f de classe C* sur B" telle que
1° f(x) >0 pourx € B’l’/z;
2° f(x) = 0 pour x| > .

Cela nous donne une fonction fﬁ =fo @p sur Vg a support compact dans Vg, donc
une fonction C* sur M en I'étendant par 0 en dehors de Vi ; en outre, ff"WB > 0et

felmaw, = 0.
Considérons a présent la fonction

F= Zfﬁz

Comme le recouvrement (Wﬁi) est localement fini, la somme a un sens et est C* ; comme
c’est un recouvrement, F > 0 partout. Par conséquent,

Je,
Lot

Il ne reste plus qu’a ré-indexer la somme pour trouver la partition de 'unité : pour chaque
i, choisissons «(7) tel que Vg C Uy ;. Alors la famille

o
Xo = Z =
i,0(i)=w
satisfait les conclusions du théoréme. O

Théoréme 7.6 (Forme faible du théoréme de Whitney). Toute variété compacte admet un
plongement dans un RN pour N assez grand.

Le théoreme s’étend aux variétés non compactes et on peut alors trouver un plongement
propre dans un RN, voir LEH, Chapitre 6.
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Démonstration. Soit un atlas fini (¢;, U;);=1 . 4 de M". Soit (X;) une partition de I'unité
subordonnée aux (U;). Alors on définit une application f : M — R4+ par

F) = (X1(0), oo, Xa (), X1 () @1 (%), ., X (X) @ (%)).

L’application X;f; a un sens sur M entier en prolongeant par 0 en dehors de U; : le résultat
est C* puisque Supp(x,f;) C U,. Ainsi f est bien définie, et est évidemment injective.
Pour montrer que c’est un plongement, il suffit de montrer que c’est une immersion. Or

T.of X) = ((dyx; (X)), (dyx; X); (%) + X; ()T 9;(X))).

Si T, f(X) = 0alors d,x;(X) = 0et x;(x)T,¢;(X) = 0 pour tout i. Or il existe un i, tel
que X;, (x) > 0, donc T, g; (X) = 0 qui implique X = 0. Donc ker T,f = O et f est une

immersion. O

8 Théoréme de Sard et applications

On rappelle I’énoncé du théoréme de Sard :

Théoréme 8.1. Soitf : M" — NP de classe Ck aveck > max(n —p+1,1). Alors 'ensemble
des valeurs critiques de f est de mesure p-dimensionnelle nulle.

Nous ne ferons la démonstration que dans le cas le plus simple, 7 < p etk = 1. Pour le cas
n > p etk = oo, on pourra consulter la preuve dans MILNOR, Chapitre 3, qui est reprise
dans LEE, Chapitre 6 ; le cas de régularité finie est montré dans l'article d’origine de Sard B,
La borne sur k est optimale, il existe des contre-exemples si elle n’est pas satisfaite.

8.a Démonstration du théoréme de Sard pour n < p

Comme une union dénombrable d’ensemble de mesure nulle est de mesure nulle, il suffit
de montrer le théoréme pour la restriction de f a un ouvert de carte, autrement dit on peut
supposer quef : U C R” — RP. A nouveau on peut se restreindre a un cube C = [0, 1]".
Puisque f est C1, sa différentielle df est uniformément continue dans C, avec un module
de continuité p : R, — R, tel que p(0) = 0 et p est continu en 0. Alors, pour tous
x,y € C, on obtient

If () = f(y) —dyf (x =)l < Ix = ylp(lx = yD). (L.17)

Subdivisons C en k" cubes C; de coté % Si nous avons un point critique x; € C;, notons
fitx) = f(x;) —dyf(x — x;) salinéarisation en x;, alors de (£17) on déduit pour tout
X e Ci

vn o Jn

) = fil S Ix = xilp(lx —xi) < & = —=p(5)-

Ainsi, f (C;) est inclus dans le g;-voisinage de f;(C;). Puisque x; est un point critique de
f,lerang ded, f est au plus p — 1, donc I'image de 'application affine f; est incluse dans
un sous-espace affine de rang au plus n — 1.

Notons m = maxc |df]. Donc f;(C;) est inclus dans un hypercube de dimension p — 1 et

de coté 2. Et donc un g;-voisinage de f;(C;) est inclus dans le produit d’un hypercube de

dimension p — 1 et de co6té % + 2¢; et d’'un intervalle de longueur 2¢;, donc est de volume
au plus

m p(I2)

2e( 1 +2e0)P 7! <20m + 20— —

5. SARD A. 1942, The measure of the critical values of differentiable maps, Bull. Am. Math. Soc. 48, 883-890.
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si on a pris k suffisamment grand de sorte que p(%) <1

Notons E I'ensemble des points critiques de f. Rappelons que I'estimation précédente est
valable au cas ot EN C; # (. Sommant sur tous les cubes intersectant E (au pire, tous
intersectent E donc il y en a au plus k"), il en résulte

w(f (E)) < 2(m + Zﬁ)i’—lk"—pp(g).

Pour n < p, le second membre tend vers 0 quand k — oo. Donc p(f (E)) = 0. O

8b Le théoréme de Whitney

Théoréme 8.2. Toute variété compacte de dimension n admet un plongement dans R?"*+1,
Remarques. 1° Le théoréme de Whitney « difficile » donne un plongement dans R?". La
démonstration ci-dessous ne donne qu’une immersion dans R2".

2° Le théoréme s’étend aux variétés non compactes, et on obtient un plongement propre,
voir LEE, Chapitre 6.

Démonstration. Par le théoréme [.4, il existe un plongement i : M = RN pour un N
assez grand, donc nous pouvons considérer M comme sous-variété de RN, Soit D ¢ RN
une droite et pp la projection orthogonale sur D+, on cherche D de sorte que

pDOi:M—>DJ‘:RN_l

demeure un plongement. Deux conditions a vérifier :

Premiere condition. Il faut que pp o i soit injective, c’est-a-dire que si x # y € M alors
x —y & D;notant A = {(x,x),x € M} la diagonalede M, etf : Mx M\ A — RPN-1
définie par

f(x,y) = droite(xy) = [x —y],

cette condition se récrit comme
De,Ef(MxM\A). (L.18)

Si2n < N — 1, alors le théoréme de Sard assure que E; = f(M x M \ A) est de mesure
nulle dans RPN donc un tel D existe.

Seconde condition. Il faut que pp o i soit une immersion, c’est-a-dire T,pp = pplt m soit
injective pour tout x € M, soit encore D ¢ T, M pour tout x € M. Définissons

™ = {(x,X) € RN xRN, x € M,X € T,M}, (1.19)
et g : TM — RN par g(x,X) = X, alors, choisissant un générateur v de D, il faut que
v & g(TM). (1.20)

Or on a le résultat suivant :

Lemme 8.3 (Fibré tangent a une sous-variété de RN). TM est une sous-variété de R?N de
dimension 2n.

Le lemme permet d’appliquer le théoréme de Sard : si 2n < N alors I'image E, de g est
de mesure nulle dans RN, donc on peut trouver un tel v.

Notons 1t : RN\ {0} - RPN-1 Alors Tt_l(El) est encore de mesure nulle (montrer
que 'image réciproque d’un ensemble de mesure nulle par une submersion est de mesure
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nulle), donc 7'(_1(E1) U E, est de mesure nulle, donc, sous la condition de dimension
2n < N — 1 on peut trouver D satisfaisant simultanément les deux conditions (L.1§) et
([L.20), et pp o i : M — RN-1 est un plongement. En itérant ce processus, on peut aller
jusqu’a un plongement dans R2"+1,

En outre, la condition pour obtenir une immersion est plus faible, puisqu’il suffit que
2n < N, donc on peut trouver une immersion dans R2". O

Démonstration du lemmeB.3. Soit p(x, X) = x la projection RN x RN — RN Soit x €
M,etgo:U - U’ C RN une carte de sous-variété de M en x, donc eMNU) = R"NU".
On va fabriquer une carte de sous-variété pour TM sur 'ouvert p~1 (U) : définissons
P :UxRN - U xRN,
(x, X) — (@(x),dx9(X)).

C’est un difféomorphisme qui envoie p‘l (U) sur (R?" N U’") x R", et donc une carte de
sous-variété de dimension 21 pour TM € RN x RN, O
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Chapitre II

Champs de vecteurs

9 Fibré tangent, champs de vecteurs

9.a Le vocabulaire des fibrés

On a vu section § la définition du fibré tangent TM C RN x RN 2 une sous-variété
M c RN. On dispose de la projection sur le premier facteur, p : TM — M, de sorte
que pour tout x € M, la fibre p~!(x) est un sous-espace vectoriel de RN. C’est un cas
particulier de fibré vectoriel, dont nous donnons a présent les définitions générales.

Définition 9.1. Soit B une variété. Une fibration au-dessus de B est une submersion surjec-
tivep : M — B.

Un B-difféomorphisme entre deux fibrationsp : M — B etq : M' — B est un difféomor-
phismef : M — M’ tel que g o f = p, c’est-a-dire le diagramme suivant est commutatif :

f M
X /
B

La restriction de la fibration p : M — B au-dessus de I'ouvert U C B est pl,1 ) *

M

p_l (U) — U; elle est notée souvent M|y;.

On dit quep : M — B est une fibration localement triviale si tout x € B admet un
voisinage U tel qu’il existe un U-difféomorphisme M|y ~ U x F.

Sip: M — B est une fibration, alors une fibre de la fibration est la sous-variété p~1 (b)
pour un b € B, elle est parfois notée Mj,.

Définition 9.2. Un fibré vectoriel réel est une fibration p : E — B dont chaque fibre a
une structure d’espace vectoriel réel, et tout b € B admet un voisinage U tel qu'on ait un
U-difféomorphisme ¢ : Ely =~ U x R* de sorte que la restriction de @ a chaque fibre soit
un isomorphisme d’espace vectoriel. Un tel U-difféomorphisme est appelé une trivialisation

locale du fibré E.

Un morphisme de fibré vectoriel entre les fibrés E et E' au-dessus de B est une application
f :E — E' declasse C* | tel que le diagramme suivant soit commutatif :

35
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et la restriction def a chaque fibre, f1g, : B, — Ej, soit linéaire. En outre, sif est bijective et
=1 est un morphisme de fibrés, alors on dit quef est un isomorphisme de fibrés vectoriels.

Cette définition s’étend immédiatement a la définition d’un fibré vectoriel complexe en
demandant que les fibres aient une structure d’espace vectoriel complexe, et que les tri-
vialisations locales et les morphismes soient C-linéaires sur chaque fibre.

Lemme 9.3. Un morphisme de fibrés vectoriels f : E — E' est un isomorphisme de fibrés
vectoriels si et seulement sif est un isomorphisme linéaire sur chaque fibre.

Démonstration. Soit U un ouvert sur lequel nous avons des trivialisations locales T et T’
deEetE :

f ,
Elt —— E'ly

UxRF X Ux RF

Sif est un morphisme de fibrés vectoriels, alors F = T’ o f o T~ 1 est nécessairement de la
forme

F(x,v) = (x,g(x)v), pourg:U — Hom(Rk, R¥) de classe C™.

Sif estinversible sur chaque fibre, alors g est 4 valeurs dans GL(k, R) donc F a un inverse
C* donné par
F(x,0) = (x,8(x) o).

Donc f~1 = T 1o F~1 o T’ est de classe C* et f est un isomorphisme de fibrés vectoriels.

O

Exemple 9.4. Soit H = {(x,t) € RP" x R"1,t € «x}, etp : H - RP” défini par
p(x,t) = x. Alors (H, p) est un fibré vectoriel réel sur RP", appelé fibré tautologique.

Une trivialisation locale au-dessus de I'ouvert U; = {[xg : -+ : x,,],x; # 0} est donnée
par
Hiy, 25 U; x R

(x/ (yO/ /yn)) — (x/yi)

A ce stade, nous n’avons pas précisé la structure de variété sur H, pour laquelle f; est un
difféomorphisme. Par exemple on peut modifier légérement f; pour démontrer que H est
une sous-variété de RP” x R"*1 : pour simplifier prenons i = 0, alors le difféomorphisme

UO % Rn+1 — R" % Rn+1
([1:xq -0 x,], Wop oo Yn)) — (X1, 0, %), (Yo, Y1 — YoX1s oo s Y — YoXn))

envoie HIU0 sur R” x R ¢ R” x R, donc est une carte de sous-variété pour H.
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Une autre méthode pour donner la structure de variété de H serait de considérer les trivia-
lisations locales f; (composées sur le premier facteur avec des cartes U; ~ R") comme des
cartes sur H : 'ensemble des (f;) donne donc un atlas (bien sir il faut vérifier que les tran-
sitions sont C*). C’est le plus naturel du point de vue de la théorie des fibrés vectoriels,
dont on pourra lire le commencement dans LEE, Chapitre 10.

9.b Fibré tangent

Soit M une variété. On va définir le fibré tangent a M, qui est un fibré vectoriel p : TM —
M donc les fibres sont les espaces tangents : p~!(x) = T, M. Dans le cas o M est une
sous-variété de RN, ce fibré a été construit dans le lemme B.3. Dans le cas ott M est une
variété abstraite, on peut procéder de la maniére suivante :
— comme ensemble, on a TM = II,o\T,M, donc les éléments de TM sont des
couples (x,X) avec X € T,M; on dispose d’une projection p : TM — M don-
née par p(x, X) = x;
— soit une carte ¢; : U; C M — U; C R" de M, alors P'application T¢; définie sur
TU; = (TM)IUZ_ comme la composition
F;
TU; — U; x R" U; x R"
x,X) — (x,Te;X)) —  (9;(x), Ty9;(X))

@;xId
—

fournit une carte de TM ; les transitions sont données par
To; o (Te) ™ (x,X) = (@0 97" (), Tyt () @5 © T, @7 1(X)) (IL.1)

qui est un difféomorphisme ¢;(U;;) x R" — ¢;(U;;) x R"; en outre le graphe
est fermé (parce que celui de @; o @7 ! Iest) donc on obtient ainsi une structure de
variété sur TM ;
— les applications F; donnent des trivialisations locales de fibré vectoriel, et donc
fournissent en outre une structure de fibré vectoriel sur p : TM — M.
Remarques. 1° Si M est une variété de classe Ck, alors les transitions P97 1 sont Ck, et
les transitions (T(p]-) o (Tcpi)_1 données par () sont seulement C*~1, donc TM est une
variété de classe Ck—1.
2° Une autre construction du fibré tangent consiste a prendre un plongement M « RN
et & utiliser la construction du fibré tangent a une sous-variété de RN (lemme B.3).

9.c Champs de vecteurs

Définition 9.5. Une section d’une fibrationp : E — B est une applications : B — E de
classe C™ telle que p o s = Idg, autrement dit, le diagramme suivant est commutatif :

Puisqu’une fibration est une submersion, le lemme .4 montre que toute fibration admet
des sections locales.

Définition 9.6. Un champ de vecteurs sur M est une section du fibré tangent TM.
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Exemples. Dessiner et identifier les champs de vecteurs suivants :
— X(x,y) = 22 sur R2\ {0};
yx2+y2

— X(x,¥) = (=y,x) sur R?;
- X(x/ylz) = (y, —X,O) sur SZ C R3

Proposition 9.7. Soit E — M un fibré vectoriel, alors 'espace I'(M, E) des sections de E sur
M est un C*(M)-module, c’est-d-dire :

— sis,t eI'(M, E), alorss+t €T'(M,E) ;

— sif € C¥(M) ets € '(M,E) alorsfs € T'(M, E).

Démonstration. 1l s’agit de montrer que s + ¢ et fs sont bien de classe C* sis, t et f le
sont. Il suffit de le voir dans une trivialisation locale sur un ouvert U :

Ely P UxRF @®° s(x) = (x,s"(x)) pours’ : U - R’; de classe C*°,
@ o t(x) = (x,t'(x)) pour ' : U - R¥ de classe C*,
\ / donc
o @o(s+H(x) = (x5 (x)+1t(x)) estC®, et
’ U @ o (fs)(x) = (x,f(x)s(x)) est C*.

O

Exemple 9.8. Le fibré cotangent d’une variété M, noté T*M, est un fibré vectoriel sur
M dont la fibre TiM en un point x € M est 'espace des formes linéaires sur T, M, donc
TiM = (T,M)*. En effet, comme pour la construction du fibré tangent, il suffit de donner
une trivialisation au-dessus d’un ouvert de carte (¢, U) sur M, qu’on peut écrirell

T*Mly > U x (R™)*
(x,00) — (x,F(Ty@) 71 (w))

Sif € C® (M), alors sa différentielle est en chaque point une forme linéaire d,f € TiM,
donc df est une section du fibré T*M. Vérifions qu’elle est bien C* : dans la trivialisation
ci-dessus, ®(df) = (x, a(x)) avec

x(x) = H(To@) " Hdof) = dof o Ty @™ =dgpy(f o ¢71);

mais f o (p_1 est I'expression locale de f dans la carte ¢, donc une fonction de classe C*
sur U" = ¢(U), donc « est de classe C*.

Exercice. Vérifier que sic € T(M, T*M) et X € I'(M, TM) alors a(X) € C*(M).

9.d Exercices (fibré normal et voisinage tubulaire)

Exercice 9.d.1. Soit M sous-variété de R" de dimension p.

1° Montrer que I'ensemble {(x,v) € M x R",v € (T,M)'} est une sous-variété de
M x R”, puis un fibré vectoriel sur M de dimension 11 — p. On I’appelle le fibré normal
de M, noté N(M).

2° Montrer que le fibré normal de S” C R+ est trivial.

3°Soit f : R™ — R"77 une submersion et M :f_1 ({0}). Montrer que N(M) est trivial.
Exercice 9.d.2. Soit M une sous-variété compacte C* de dimension d de R". On note
N (M) le fibré normal de M.

1° On définit une application f : N(M) — R" par f(x,v) =x+voux € M,v € T,M.
Montrer que f est une application C*.

On veut montrer :

1. On rappelle qu'une application linéaire # : E — F induit fu : F* — E* par fu(x) = x o ®.
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Théoréme 9.9 (Théoréme du voisinage tubulaire). Si € est assez petit, alors la restriction de
faN.(M) := {(x,v) € NIM), Ilvll < €} définit un difféomorphisme de N, (M) sur un
voisinage de M, appelé e-voisinage tubulaire de M dans R".

2° Montrer que si € est choisi assez petit, T, ,,\f est inversible pour (x,v) € N.(M).

3° Montrer que si (x,,) et (y,,) sont deux suites de points de M ayant méme limite z, et v

une valeur d’adhérence de % alorsv € T,M.
n n

4° Montrer qu’il n’existe pas de suites (x,,,v,,), (y,,, w,,) de N(M) telles que f (x,,,v,,) =
[y, w,) et telles que (v,,) et (w,,) tendent vers 0. On distinguera les cas ou, aprés ex-
traction d’une sous-suite, limx,, = limy,, et limx,, # limy,,. Conclure.

5°L’image f (N (M)) est appelée un voisinage tubulaire de M. Montrer que siy = f(x,v) €
f(Ne(M)), alors d(y, M) = [v]l.

Remarque 9.10. En particulier, I'application 7 : x — pr, f ~1(x) est une rétraction de
N, (M) sur M, c’est-a-dire une application r : Ny (M) — M satisfaisant 7|y; = Idpy.

Ce théoréme s’étend au cas ou M est non compacte, mais on ne peut plus prendre une
distance € uniforme a M, voir LEE, théoréme 6.24.

10 Champs de vecteurs et dérivations

10.a Dérivations

Soit M une variété et X € I'(TM) un champ de vecteurs. Si f € C*°(M) on note X - f la
fonction définie par X - f (x) = d f (X), et Ly : C*(M) - C*(M) l'opérateur défini par

Df = X-f.

Exemple 10.1. Soit M un ouvert de R", donc TM = M x R” et un champ de vecteurs est
une application M — R". Soit X; = (0,...,0,1,0,...,0), ou le coefficient 1 est en i-éme
position. Alors X; - f = aa—i et c’est pourquoi on adopte pour le champ de vecteurs X; la
notation

X; = = ou parfois simplement 9;.

ox;

1

Un champ de vecteurs général s’écrit X = (X; (x), ..., X, (x)) = > X;(x) %, de sorte que

)
X-f = in(x>a—£.

Une dérivation d’'une R-algébre commutative A est une application R-linéaire D : A —
A telle que D(ab) = (Da)b + a(Db) pour tous a,b € A. On notera Der(A) l'espace de
toutes les dérivations de A.

Propriétés. 1° Lx est une dérivation de I'algebre C* (M) ;
2° Fonctorialité : si ¢ : M — N est un difféomorphisme, alors on peut transporter champs
de vecteurs et dérivations de M vers N : on a des isomorphismes

— ¢, : M, TM) - I'(N, TN) défini par ¢, X(y) = T(P_1<y)CP(X(cp_1(y))) ;

— @, : Der(C*®(M)) — Der(C*(N)) défini par ¢, D(f) = D(f o ¢) o (p_1 ;
alors Papplication X — Py est fonctorielle au sens ou le diagramme suivant est commu-
tatif :
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(M, TM) —Z— Der(M)

T'(N, TN) —Z— Der(N)

La démonstration de ces propriétés est laissée en exercice.

Formules. Supposons que ¢ : M — N soit un difféomorphisme. Prenons des coordonnées
locales (x;) et (y;) sur M et N respectivement, et notons le difféomorphisme y = @ (x) =
(¢;(x)) dans ces coordonnées. Alors

0 0. 9 . 9 0
e W) = o950 = 5971 W) = ; 3, 0 W5

Plus généralement, si X = Y X;(x) %, alors @, X(y) = > (X- ?;) ((p_1 (y)) .Le lecteur

pourra appliquer ces formules au calcul en coordonnées cartésiennes (X, y) des champs

de vecteurs a— et des coordonnées polaires (7, 0).

Théoréme 10.2. L appllcatlon X = P est un isomorphisme de R -espaces vectoriels
I'M, TM) — Der(C®(M)).
SiD;, D, € Der(A) alors on définit le crochet de D; et D, comme
[D1,D;] =Dy oDy — Dy o Dy.

Propriétés. 1° [Dy,D,] est encore une dérivation de A ;
2°[Dy,Dy] = =[Dy, D11
3° [[Dll Dz], D3] + [[Dz, D3], D]] + [[D3, Dl]/ D2] = 0 (1dent1té de Jacobi).

Ces propriétés fournissent une structure d’algébre de Lie sur Der(A). Vial'isomorphisme
fourni par le théoréme, on obtient aussi une structure d’algebre de Lie sur I'(TM) :

Corollaire 10.3. On peut définir le crochet [X,Y] de deux champs de vecteurs X etY par
Zixy) = [Zx, Ly], cest-a-dire, pour toute fonction f € C* (M),

XYl f=X-(Y-/) =Y -(X-f).

Exemple 10.4. Revenons a 'exemple d’un ouvert de R”. On écrit X = ZXi(x)% et
- 9 '
Y= ZYi(X)a_?Ci' Alors

aY af 92f
X-(Y-f) = Z T ox; ZYlax Jax ox; ]Ylaxax

faisant la différence avec Y - (X - f), les termes en dérivées secondes s’annulent a cause de
la symétrie des dérivées secondes, et il reste

BY 9
donc

i

aY; oX; | 9
]
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10.b Démonstration du théoréme

On procéde en trois étapes.

Etape 1 : Cas d’un ouvert convexe de R". Supposons que M soit un ouvert convexe de
R" et D € Der(C*(M)), on cherche un champ de vecteurs

)
X=Y Xfa_x,. (IL3)

tel que D = Zy. Nécessairement X; = Dx;. Donc définissons X par (IL3) avec la valeur
X; = Dx;, et notons D' = Zy. Alors D et D’ sont deux dérivations de C* (M) qui
coincident sur les fonctions coordonnées x;, et bien stir sur les constantes (nécessairement

D1 = 0).

Lemme 10.5. Soita € M, alors il existe g; € C* (M) telles que
n
) =f@+) (x;—a)gi(x).
1
Soit a € M, appliquons D — D’ & la formule pour f fournie par le lemme :
n
(D-D")f =) (D-D)(x; —a)g; + (x; — 3)(D = D')(g)).
1

Puisque D et D’ coincident sur les fonctions affines, le premier terme est nul, et, évaluant
au point a, nous déduisons [(D — D")f](a) = 0. Comme 4 était arbitraire (D — D")f =0
pour toute fonction f de classe C*, et donc D = D’. Le théoréme est démontré pour

M. O
Démonstration du lemme [10.5. On a la formule, puisque M est convexe,
1
- =1 d —a)dt = ;—a;)g;(x),
f0) =f@) = [ dassmaf (6=t = ) (5 = a)g;(0)
o g;(x) = [ %(Ht(x—a))dt. 0

Etape 2 : Localisation. Avant de passer a la démonstration générale du théoréme, obser-
vons qu’un champ de vecteurs X € I'(M, TM) peut se restreindre sur un ouvert U en un
champ de vecteurs X|y € I'(U, TM). Mais opération de restriction est moins évidente
pour les dérivations; pour la définir, nous commencons par montrer qu'une dérivation
est locale au sens suivant :

Lemme 10.6. Soit U un ouvert deM etD € Der(C*(M)), sif € C* (M) satisfaitfly = 0,
alors (Df)ly = 0.

Démonstration. Soit a € U et x une fonction cut-off prés de a, c’est-a-dire x = 1 au
voisinage de a et Supp x C U. Sifly = 0, alors xf = 0 donc

0 =D(xf) = Dx)f + xDf,

ce qui nous donne (XDf)ly = 0 et en particulier Df (a) = 0. Comme a était arbitraire
dans U, le lemme est démontré. O
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Comme conséquence du lemme, nous pouvons définir une dérivation Dy; de I'algébre
C*(U) par restriction de D, caractérisée par

Dy (fly) = (Df)ly  pour toute f € C*(M).

En effet, soit f € C®(U) eta € U, on définit (Dyf)(a) = D(xf)(a), ou X est une
fonction cut-off comme celle utilisée dans la démonstration du lemme. C’est bien défini
car, par le lemme, (Df)(4) ne dépend que de la valeur de f dans un voisinage de a, donc
D(xf)(a) ne dépend pas de la fonction cut-off choisie.

Etape 3 : Cas général. Grace a la localisation on se raméne au cas des ouverts convexes
de R™. On recouvre M par des ouverts U; de cartes ¢; : U; — U’ ot U] est un ouvert
convexe de R" (par exemple une boule).

Injectivité. SiD = Zx = 0, alors Dy, = Zx;, = 0 donc, par le cas d’un ouvert convexe
de R" ona X|U,» = 0.Donc X = 0.

Surjectivité. Donnons-nous D et cherchons X tel que D = Z#x. Appliquant le cas d’un
ouvert convexe de R", on déduit qu’il existe X; € I'(U;, TM) tel que Dy, = Zx.. Sur
chaque intersection U;; on a DU = (Zx, Ju,; = (SZX U, donc par I’énoncé d’unicité,
X; ilu, = =X; jlu,;- Donc les champs de vecteurs X se recollent en un champ de vecteurs X
sur M. Fmalement (D = Zx)y, = 0 pour chaque i donc D = Zx. O

10.c Conséquences
Corollaire 10.7. Soit ¢ : M — N un difféomorphisme, alors pour tous champs de vecteurs

XetYsurMonal[e. X, ¢,Y] =q¢,[X Y]

Démonstration. Compte tenu de la fonctorialité de I'isomorphisme fourni par le théoréme
l0., il suffit de le démontrer pour des dérivations, a savoir de montrer [@,D;, 9,D,] =
¢..[Dq,D,] pour toutes dérivations Dy, D, sur M. Soit ¢ € C*(N), alors (¢, D,)g =
D,(g o @) o @ ! et donc

(.D1)(¢.Dy)g =D1Ds(go @) o~ t

Finalement, [¢, D1, 9,D51g = [D1,D,1(g 0 @) o ¢! = ¢,[Dy,D,]g. O

On déduit :

Corollaire 10.8. Si un groupe de Lie G agit sur la variété M, alors G agit sur I'(TM) (on
note action X — g, X), et

I'M, TM)C = (X e T(M, TM), 8.X = X pour tout g € G}

est une sous-algébre de Lie de T' (M, TM). O

Exercice. Montrer que pour toute fonction f et tous champs de vecteurs X et Y sur M, on
a la formule

[FX, Y] =X, Y] = (Y -))X. (IL4)

Calculer en coordonnées locales en utilisant la formule ([Lg), et donner une seconde dé-
monstration en utilisant le théoréme [10.3.
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10.d Algebre de Lie d’un groupe de Lie

Considérons maintenant un groupe de Lie G. On fait agir G sur lui-méme par translation
a gauche : I'action est donc donnée par

G — Diff(G)
§—Ly:g' —gg
Un élément ¢ € G agit donc sur le champ de vecteurs X € I'(TG) par
(€.X)(g") = Ty Lo (X(g718M).
Par le corollaire [10.§, I'espace T'(G, TG)C des champs de vecteurs invariants 4 gauche est
une sous-algebre de Lie de I'(G, TG). Or :
Proposition 10.9. L’évaluation a I’élément neutre donne un isomorphisme :

I'G,TG)C = T,G
X — X(e).

Par conséquent, T,G a une structure naturelle d’algébre de Lie; avec cette structure T,G est
appelé Ualgébre de Lie du groupe de Lie G.

Démonstration. Si X € T(TG)S, alors X = ¢, X pour tout g € G; évaluant cette égalité
au point g, nous obtenons
X(g) = T,Ly(X(@). (15)

Il en résulte que lapplication évaluation X — X(e) est injective sur I'(G, TG)C. Pour
montrer qu’elle est surjective, partons de Xy € T,G et définissons X € I'(G, TG) par la
formule (), alors, puisque Lg,g, = Lg o Lg,/,

X(88") = TeLge (Xg) = TgrLg o ToLgr (Xg) = Tor Lo (X(g7)
ce qui signifie que ¢, X = X. Donc X € T(G, TG)C. O

Exemple 10.10. Prenons G = GL(n, R), donc T,G = M(n, R). A un élément a € T,G
est associé le champ de vecteurs invariant a gauche A(g) = TeLg(a) = ga. Calculons
maintenant le crochet des champs de vecteurs A et B invariants a gauche, associés aux
matrices 2 et b : soit f € C*(G), alors

A-B-f() = A-{dyf (gh)} = d3f (ga,8b) + d,f (gab),

donc
[A,B]-f(g) = dyf (gab— gba) = d,f (g[a, b])

donc [A, B] est le champ de vecteurs invariant & gauche associé a la matrice [a, b]. Ainsi
le crochet de Lie sur T,G coincide-t-il avec le crochet standard des matrices de M(n, R).

Proposition 10.11. Soit N C M une sous-variété et X,Y € I'(TM) tels que Xl et YIn
soient tangents a N, alors [X, Y]In = [XIn, Yin]-

Démonstration. Exercice. O

Corollaire 10.12. Soit G C GL(n, R) un sous-groupe de Lie, alors le crochet de Lie sur
P'algébre de Lie T,G C M(n, R) est le crochet ordinaire [a,b] = ab — ba des matrices.

Par exemple, pour G = SO(n, R), on sait que T,G est 'espace des matrices antisymé-
triques, effectivement stable par crochet.
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11 Flots

11.a Existence locale et unicité

Soit M une variété et X un champ de vecteurs sur M. Etant donnée une application ¢ :
I »> M de classe CL, ou I C R est un intervalle, on note la dérivée ¢(t) = th(%). On
s’intéresse aux solutions de ’équation différentielle

é(t) = X(e(). (IL6)

Une telle solution est appelée trajectoire du champ de vecteurs X, ou encore courbe
intégrale du champ de vecteurs X.

Une propriété importante de 1'équation ([Lg) est d’étre autonome, c’est-a-dire indépen-
dante du temps : ainsi, si c(¢) est une solution, alors pour tout f; fixé, c(t — t;) est encore
une solution.

Exemple 11.1. Si M est un ouvert de R”, alors X = Zgl X;(x) aixl On peut écrire ¢ par ses

coordonnées ¢ = (cq, ..., C,), et 'équation () devient le systéme autonome

¢ (1) = Xi(e()). (IL7)

La démonstration des propriétés suivantes est laissée en exercice :

Propriétés. 1° Soit c(t) une trajectoire du champ de vecteurs X et A € R*, alors c(\t) est
une trajectoire du champ de vecteurs AX.

2°Soit @ : M — N un difféomorphisme, X un champ de vecteurs sur M, et c¢(f) une courbe
intégrale de X, alors @ (c(t)) est une courbe intégrale de ¢, X.

L’existence et 'unicité des solutions des trajectoires d’'un champ de vecteurs sont fournies
par :

Théoréme 11.2. Supposons X de classe CK pourk > 1. Alors :

1° (Unicité) Deux solutions de () sur un intervalle 1 coincidant en un point de I coincident
surl.

2° (Existence) Pour tout xo € M, il existe un ouvert U 3 xp, 6 > 0 etc:] —9,8[xU - M
tels que

— pourtoutx € U,onac(0,x) =x;

— Papplication t — c(t,x) est solution de (ILg) pour tout x € U;

— si X est de classe CK alors c est de classe CK (et méme CK*1 par rapport a t).

Noter que ’énoncé contient notamment
— lexistence sur un intervalle de temps uniforme dans un voisinage de xg ;
— la régularité de la solution par rapport aux parameétres.

Démonstration. C’est un résultat local, il suffit de le montrer dans un ouvert de carte ; sur
un tel ouvert, on se retrouve réduit au systéme (IL7), pour lequel le résultat a été vu dans
le cours de calcul différentiel. O

Exercice. En déduire que si X est un champ de vecteurs sur M et N est une sous-variété de
M telle que X|y; est tangent a N, alors les trajectoires de X issues d’un point de N restent
dans N.
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11.b Solution maximale

On commence par montrer qu’étant donné x, € M, I’équation ([L§) avec solution initiale
c(0) = xp admet une solution définie sur un intervalle maximal unique I. On regarde
toutes les solutions c, de ([L6) définies sur un intervalle I, avec c, (0) = X, et on pose
I = Ul,. Alors, par unicité Cfxllfxﬂlg = Cﬁhaﬁlﬁ donc, en définissant ¢ : I — M par
c(t) = c4(t) dés que t € I,, on obtient une solution de () telle que c(0) = xg, et
définie sur I qui par sa définition est le plus grand intervalle possible.

Lemme 11.3. Sia = supl < oo alors quand t — a la trajectoire c(t) sort de tout compact
de M.

Démonstration. Supposons au contraire que c(t) reste dans un compact, alors il existe
t; > aety = limc(t;). Par le théoréeme il existe un ouvert U 3 1,8 > Oetu :
1 —96,8[xU — M une famille de solutions de () avec condition initiale u(0,x) = x.
Fixons uni assez grand de sorte que t; > a—0 etc(t;) € U, donc, par unicité des solutions,

c(t) = u(t —t;,c(t;)) pourt; —d < t<a.

Mais le second membre existe en réalité pour f; — 8 < t < t; + dett; + d > a, donc on
peut prolonger la solution au-dela de t = a et la solution n’était pas maximale. O

Par symétrie on a le méme résultat sur la borne inférieure de l'intervalle maximal. Une
autre formulation du lemme consiste alors a dire que I'application

I —-RxM
t— (c(t))

est propre.

Corollaire 11.4. Les solutions maximales sont définies sur R dans les deux cas suivants :
1° M est compacte ;
2° X est a support compact.

Lemme 11.5. Pour tout x € M notons L, l'intervalle maximal d’existence d’une solution
t— c(t,x) de () avec condition initiale c(0,t) = x. Alors le domaine de définition de c,

Q={¢tx),xeM,tell},
est ouvert, etc : () - M est C™.

Démonstration. La démonstration est basée sur le fait simple suivant, qui résulte immé-
diatement de l'unicité des solutions. Supposons qu’on ait une trajectoire c; de X sur un
intervalle [0, t{] et ¢, sur un intervalle [0, £, ], telles que cq (1) = ¢ (0) (on peut prendre
aussit; < 0 out, < 0, auquel cas il faut inverser 'ordre des bornes des intervalles). Soit
c(t) la solution maximale avec condition initiale c(0) = c;(0), définie sur l'intervalle 1.
Alors I D [0, ¢ + t,] et nécessairement :

oy (t i0<t<t,
ey = 19D sSUstsh (IL8)
C2(t—t1) Slt1<t<t2

Sity,t, > 0 cela signifie qu’on obtient une trajectoire c en parcourant ¢, apres cq, ce qui
aun sens des que ¢, (0) = ¢q(t7).
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Soit (tg, xg) € Q. Pour simplifier les notations on va prendre f; = 1. Alors pour chaque
t € [0,1], le théoréeme fournit un ouvert U, 3 c(t,xq) et §; > O tels que qu'on
puisse résoudre ([L6) a partir de tout point de U, au moins jusqu’au temps J; (c’est-a-dire
1 =64, 6,[xU; C Q). Nous pouvons couvrir c([0,1]) par un nombre fini de ces ouverts,
U; = U, pour 0 =ty <ty < -» < f = 1. En fait, quitte & augmenter le nombre de
points, on peut s’arranger pour que {; = Il( et que Bti > %, ce qui simplifiera les notations
dans la suite.

Nous avons donc une application ¢ : U](;Ui — M, de classe C*, définie par @(x) =
c(L,x); en outre (pk(xo) = c¢(1, xy). Notons

V = (¢")"1U;.
Evidemment, (pk est définie sur 'ouvert V, et (pk(x) = ¢(1,x). Par conséquent, pour
[T < dpetx € V,onac(l+7,x) = c(T, (pk(x)), ce qui prouve que ]1—7,1+T[xV C Q
et que c est de classe C*. O

Définition 11.6. 1° On dit que X est un champ de vecteurs complet sur M si toutes les
solutions maximales sont définies sur R.

2°Si X est complet, on appelle flot du champ de vecteurs X I'application

RxM-—M
(£, x) — c(t,x) =: @4(x).

Propriétés. Ona @y = 1d, @y, o ¢, = ¢y 44, €t donc cpt_1 = ¢,. Autrement dit, I'appli-
cation R — Diff(M) donnée par t — ¢, est un morphisme de groupes, donc donne une
action de R sur M (groupe a un paramétre de difféomorphismes).

Démonstration. L'égalité @;, o ¢y = @ 4, est une conséquence de (Lg). Le reste en
découle. O

11.c Exercices

Le but de 'exercice suivant est de montrer qu’il existe des difféomorphismes, aussi proches
que l'on veut de I'identité, qui ne sont pas obtenus comme flots de champs de vecteurs.
Exercice 11.c.1. Soit M une variété et g un difféomorphisme de M. On dit qu’un point x est
périodique s’il existe n > 0 tel que g (x) = x, et on appelle période de x le plus petit 1 vé-
riflant cette propriété. On appelle orbite périodique de x 'ensemble {x, g(x), ..., g”_l (x)}.
1"Montrer que les orbites de période impaire pour g sont des orbites de période impaire
pour g og.

2° Montrer qu’une orbite de période paire 2m pour ¢ se décompose en deux orbites de
période m pour g o g. En déduire que g o ¢ a un nombre pair d’orbites de période paire.
3°Soite > Oetn € N*. On définit F : R — R par F(x) = x + t/n + ssinz(nx) et
f : R/2nZ — R/27mZ lapplication quotient. Montrer que f est un difféomorphisme
arbitrairement proche de I'identité pour la topologie C! si on choisit 7 assez grand et €
assez petit.

4° Montrer que 0 est un point 2n-périodique de f et que si 0 < x < 7/n, alors on a

T 5 27t k kTt
x<F(x)—Z<F (x)—7<---<F(x)—7<---<

S

5° Montrer que f ne s’écrit pas sous la forme f = ¢, ot X est un champ de vecteurs et
@[ son flot.
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12 Classification des variétés de dimension 1

12.a Une cubique

Soit dans R? la courbe C d’équation

x3

—x—y%=0.
Nous commengons par vérifier que C est une courbe lisse, c’est-a-dire une sous-variété
de R2, Soit f(x,y) = 3 —x - yz, alors df = (3x2 — 1, —2y) ne s’annule que pour

(x,y) = (i%,O) qui n’est pas sur C, donc C = f_l(()) est une courbe lisse par le
3
théoréme des submersions, et I'espace tangent a (x,y) € Cest T, ,,C = ker d(x,y)f.

=

~
Ny

Par conséquent, le champ de vecteurs

X = ! 2a (3x? 1)8
Tlrarp Y T Ty

est tangent a C le long de C, donc définit un champ de vecteurs sur C, dont on remarquera
qu’il ne s’annule jamais. Le lecteur pourra vérifier que X est complet (c’est la raison de la
présence du facteur 1 + x? + y? au dénominateur). Soit (¢@,) le flot de X et x € C. Alors

d
$(Pt(x) = X(¢@;(x)) #0,

ce qui implique que f — @;(x) est un difféomorphisme local. Par conséquent les orbites
du flot sont ouvertes ; par passage au complémentaire elles sont aussi fermées, donc sont
des composantes connexes.

Soit x € C et Stab(x) C R le sous-groupe des t tels que @;(x) = x. Deux cas (qui
correspondent aux deux types de composante connexe qu’on voit sur le schéma) :
— ou bien Stab(x) = 0, alors t — @, (x) est un plongement

R — C,,

ou C, est la composante connexe de x ; d’ou un difféomorphisme C, ~ R ;
— ou bien Stab(x) = wZ donc t — @;(x) est w-périodique et se factorise en une
application injective
R/wZ — C,

qui est & nouveau un plongement ; d’ott un difféomorphisme C, ~ R/wZ = S'.
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12.b La classification

L’exemple précédent illustre le

Théoréme 12.1. Toute variété connexe de dimension 1 est difféomorphe @ R ouS*.

Comme dans I'exemple traité ci-avant, on voit que si M! admet un champ de vecteurs
complet partout non nul, alors la conclusion du théoréme se déduit du flot du champ de
vecteurs. Il ne reste donc qu’a construire un tel champ de vecteurs. En fait il suffit de
construire un champ de vecteurs partout non nul, a cause du

Lemme 12.2. Soit X un champ de vecteurs sur une variété M, alors il existe une fonction
f > 0de classe C* telle que fX soit complet.

Démonstration. Soit ¢ > 0 une fonction propre, par exemple Y (j + Dx;» ot (X;) est

une partition de l'unité subordonnée au recouvrement M = UK; et (K;) est une suite
exhaustive de compacts comme dans le lemme B Soit f = exp(—(X -g)z) etY =fX. Le
long d’une trajectoire c(t) de Y, on a

d 2
FE8(ED) = deng (FeMX(e(t)) = e X X g

donc I%g(c(t))l < supg lee_"2 < ¢, donc g ne peut pas exploser en temps fini, et donc

c(t) ne peut pas sortir des compacts en temps fini. Donc Y est complet. O

Pour achever la démonstration du théoréme [12.1), il reste a construire un champ de vec-
teurs partout non nul. Cette construction plus subtile requiert un nouvel outil.

12.c Notion de métrique riemannienne

Définition 12.3. Une métrique riemannienne sur une variété M est une application q :
o . X

T — R, de classe C™, telle que pour tout x € M, la restriction gl _yp soit une forme

quadratique définie positive sur T, M.

Dans une trivialisation locale TM|; = U x R", la donnée d’une métrique riemannienne
est donc la donnée d’une forme quadratique g(x) sur R” pour x € U, de sorte que la
matrice de g soit une fonction C* de x.

Lemme 12.4. Toute variété admet une métrique riemannienne.

Démonstration. Dans une trivialisation locale TM|y; =~ U, x R" on a la métrique rie-

mannienne g, (x,X) = IX|2. Recouvrant M par de tels ouverts U,, et choisissant une
partition de I'unité (x,) subordonnée aux (U, ), on construit la métrique riemannienne
g =2 XaSu- O

Proposition 12.5. Soit (M", ¢) une variété munie d'une métrique riemannienne. AlorsSM =
{(x,X), X € T, M, g(X) = 1} est une sous-variété de codimension 1 de TM, et la projection
p : SM — M est une fibration propre.

Démonstration. Dans une trivialisation locale TM|y =~ U x R" écrivons

g(x, X) = (q(x)X, X),
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ou g(x) est une matrice symétrique définie positive, dépendant de maniére C* de x. Par
conséquent
dx x8 (%, X) = (dq ()X, X) + 2(g(x) X, X).

Le second terme garantit que pour X # 0 la différentielle d , x,¢ est non nulle, donc
surjective ; par le théoréme des submersions, g_l (1) = SM est une sous-variété de co-
dimension 1 de TM. En outre, T(, x,SM = kerd, x,g et on voit immédiatement que
T xyp(xX, X) = X est une surjection T\, x,SM — T, M, donc p : SM — M est une
submersion ; étant surjective, c’est donc une fibration.

Pour la propreté, prenons un compact K C M. Soit une suite (x;,X;) € p~1(K), alors
x; € K donc on peut extraire une limite x; — x_,. On peut alors voir la suite (x;, X;) dans
une trivialisation locale TM|; = UxR" au-dessus d’un ouvert U 3 x_, comme ci-dessus.
Se restreignant a une boule fermée B C U, alors SM|g = {(x,X),x € B, (q(x)X,X) =
1} est compact (fermé et borné dans RZ”), donc on peut extraire une limite (x;, X;) —
(Xoor Xoo)- O

12.d Fin de la démonstration du théoréeme

On applique la proposition pour la variété M de dimension 1, donc SM est aussi de
dimension 1. Au-dessus de x € M la fibre S, M contient exactement 2 points, a savoir les
2 vecteurs X € T, M avec g(X) = 1. La variété SM satisfait les propriétés suivantes :
1° p : SM — M est un difféomorphisme local : en effet c’est une submersion entre
variétés de dimension 1;
2° SM dispose d’'un champ de vecteurs partout non nul &(x,X) = (Txlxp)_l(X)
(champ de vecteurs tautologique) ;

3° SM a une involution t(x, X) = (x, —X) telle que 1, = — et sans point fixe.

LQ ¢ X SM

Puisque SM posséde un champ de vecteurs partout non nul, ses composantes connexes
sont difféomorphes a R ou S!. Examinons le nombre de composantes connexes de SM :
I'image d’une composante connexe par p est ouverte (car p est un difféomorphisme local)
et fermée (car p est propre), donc est M tout entier. Comme la fibre de p a deux points,
SM a donc au maximum deux composantes connexes.

La possibilité d’'une seule composante connexe est éliminée par le lemme suivant, dont la
démonstration est laissée en exercice.

Lemme 12.6. Un difféomorphisme de R ou'S' renversant l'orientation admet un point fixe.

SiSM a une seule composante connexe, alors SM est R ou S! mais I'involution L renverse
Porientation (1,& = —C) et n’a pas de point fixe, ce qui contredit le lemme.

Finalement SM a deux composantes connexes Cq et C, ; alors
Plc, : G - M

est surjective, et donc injective sinon p|c, ne peut pas étre aussi surjective ; donc plc, est

un difféomorphisme. Comme C; est difféomorphe 4 R ou S', le théoréme est démontré.
O
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Remarque 12.7. Le raisonnement via SM peut étre évité mais présente un exemple du
revétement d’orientation, voir section [19.d. La démonstration dans MILNOR procéde en
montrant 'existence d’une application maximale d’un intervalle c : I — M, paramétrée
par I'abscisse curviligne (c’est-a-dire g(¢(¢)) = 1).

13 Exponentielle dans les groupes de Lie

Soit G un groupe de Lie et g = T,G son algebre de Lie. Pour tout A € g, on dispose donc
du champ de vecteurs X invariant a gauche tel que X, (¢) = A, donné par

Xa (@) = (Lg).A.
Lemme 13.1. Tout champ de vecteurs invariant a gauche est complet.

Démonstration. Soit () C R x g le domaine de définition du flot. Observons que si c(f)
est solution du flot et ¢ € G, alors

d d
78 = ELg(C(t)) = TenLe (€(0)) = Tepy L (Xa(e(8))) = Xa(ge(®))

par invariance de X4 ; donc gc(f) est aussi solution du flot, donc I'intervalle maximum
d’existence ne dépend pas du point de départ : donc ) =] — T_, T, [xG.

Soit0 < & < T, alors c(t) peut étre prolongé au-dela du temps T, par c(8)c(0) " Le(t=9),
donc il faut que T, = co. De méme T_ = —oo. O

Définition 13.2. Soit G un groupe de Lie, A € g, ca (t,g) le flot associé au champ X 5. On
définit exponentielle du groupe G comme Uapplication exp : g — G définie par

exp(A) =cp(1,e).

Exemple 13.3. Soit G = GL(n, R). Alors X (§) = gA donc I’équation du flot de X, est
¢ = gA, dont la solution est g () = e (exponentielle des matrices). Ainsi exponentielles
au sens du groupe de Lie GL(7n1, R) et au sens des matrices coincident.

Propriétés. 1°Onaexp((s+1t)A) = exp(sA) exp(tA), exp(A)_l = exp(—A) etexp(0) =
e.

2° L’application exp : g — G a pour application linéaire tangente en 0 I'identité de g.
En particulier, il existe des ouverts U 5 0 et U’ 3 e tels que exp|yy : U — U’ soit un
difféomorphisme.

3° Fonctorialité : si f : G — G’ est un morphisme de groupes de Lie, alors le diagramme
suivant est commutatif :

T.f

_—

g g
[ exp | exp
G ! G

/
—

4

Démonstration. 1° Commencons par montrer que exp(sA) = ca (s, ¢e). En effet,

%CA(ts,e) =5Xp(ca(ts,e)) = Xsa(ca(ts,e))

donc cp (ts,e) = csa (L, €).
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Puisque l'action a gauche d’un élément du groupe préserve les trajectoires du flot, on
déduit

ca(t,g) = gexp(tA). (11.9)
En particulier, exp((s + t)A) = ca (s +t,e) = cp(s,e) exp(tA) = exp(sA) exp(tA).
2° Puisque exp(tA) est une trajectoire de X, on a % exp(tA) = X (exp(tA)), donc

d
Toexp(A) = ¥ exp(tA) = A.
t=0

3° Puisque f est un morphisme de groupes, f(g8") = f(g)f(g') donc Tof o T,L, =
TeLsg) © T.f (ce qu'on pourrait écrire en notation simplifiée comme la commutation
.8« = f(Q).f) En particulier, Tgf(XA () = XTaf(A) (f()). On calcule alors

d
(1)) = Tonf (Xa (e(t)) = Xr pa) (F(e(t))

donc f (c(t)) est une trajectoire du champ de vecteurs invariant a gauche associé a T f (A).
En particulier f (exp(A)) = f(c(1)) = exp(Tf(A)). O

Exemples. 1° Considérons I'inclusion G = O(n, R) = G’ = GL(n, R). Nous savons que

g={A e MmnR),!A =—A} Le diagramme commutatif ci-dessus dit que expG =
eXpGL(n,R

que exponentielle d’une matrice antisymétrique est orthogonale.

2° Considérons det : GL(n, R) - R*, on sait que d, det = Tr : M(n, R) —» R, donc la
commutation ci-dessus dit que detexp A = T*4

)| o et est donc encore I'exponentielle des matrices. En particulier, on retrouve

pour toute matrice A.

14 Fibrations

Théoréme 14.1 (Ehresmann). Une fibration propre est localement triviale. Autrement dit, si
f + M — B est une fibration (submersion surjective) propre, alors pour tout b € B il existe

un ouvert U 3 b et un U-difféomorphisme ¢ : f~1(U) — U x F.

Le théoréme dit en particulier que le type de difféomorphisme de la fibre f =1 (x) est loca-
lement constant.

Exemples. 1°Sif est un difféomorphisme local propre et surjectif, alors la fibre F est finie :
f est un revétement fini. Il n’y a pas de raison que f soit globalement triviale (c’est-a-dire
qu’il existe un B-difféomorphisme M =~ B x F), comme le montre I'exemple de f : S! — S!
donné par f (z) = z".

2°Sif : M — R propre (par exemple si M est compacte), soit ¢ < ¢’ tels que f n’a pas de
valeur critique dans [c, ¢'], alors une conséquence du théoréme est que f -1 (c)etf “Leehy
sont difféomorphes.

Démonstration du théoréme. Le théoréme est un énoncé local sur la base B, donc on peut
supposer que B = B, la boule unité de R™, que I'on dote des coordonnées (y1, ..., Y,)-
Posons F = f~1(0). Soit une métrique riemannienne sur M, on définit les champs de
vecteurs X; (i = 1, ..., m) sur M tels qu’en tout point x € M on ait :

1° X; L ker(T,f);

2 T.f(X;) = %
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On démontrera plus bas que les champs X; ainsi définis sont bien de classe C*. Soit ¢; ;

le flot de X;. Alors
d 9
7 (9 (0) = Tf X)) = 3

1

d’ol résulte, en notant (e, ..., €,,) la base standard de R™,

fl@ip(x)) = f(x) + te;. (IL10)

Cela nous donne le temps d’existence des solutions : @; ;(x) cesse d’exister s’il sort de tout
compact, mais comme f est propre, cela veut dire que f (¢; ;(x)) sort de tout compact ; vu
la formule (I.10), la solution @; ¢ (x) existe précisément sur l'intervalle des temps f tels
que f(x) + te; € B™.

Considérons a présent I'application

®:B"xF—M
((yll ’ym)’x) — (Pmrym(Pm_llym—l“.q)liyl (x)

Le temps d’existence des flots déterminés plus haut implique que ® est bien définie sur
B™ x F. En outre, on a :

1° f e ®(y,x) =y, autrement dit ® est un B-morphisme ;

2° @ est un difféomorphisme car son inverse est donné par

D) = (f(X), 1,—f, (1) P2, (1) P —fy, (1) (X)),
ouf(x) = (f1(x), e, fru (X))

Le théoréme en découle. O

Nous complétons la démonstration du théoréme par le fait que les champs de vecteurs X;
sont bien de classe C*. Nous commengcons par :

Définition 14.2. Soit E — B un fibré vectoriel. Un sous-fibré vectoriel de E est un fibré
vectoriel F — B muni d’un morphisme de fibré injectifi : F — E.

Un tel morphisme i est nécessairement un plongement propre, donc i(F) est une sous-
variété de E, dont l'intersection avec chaque fibre est un sous-espace vectoriel. On identifie
le plus souvent F a la sous-variété i(F).

Lemme 14.3. Siu : E — F est un morphisme surjectif de fibrés vectoriels, alors ker u est un
sous-fibré vectoriel de E.

Démonstration. Notons p : E — B la projection du fibré. On laisse au lecteur le soin de
vérifier que u est une submersion, ker 1 est une sous-variété de E, et que ply,, : keru — B
est une submersion. Pour chaque x € B, la dimension de (ker u), estrg E—rgF et est donc
indépendante de x. Pour montrer que ker u est un sous-fibré de E, il reste a montrer que
c’est un fibré, c’est-a-dire qu’il existe des trivialisations locales. Fixons x; € B et une base
(eq,...,e) de (kerf) Xo- Comme la submersion p admet des sections locales (lemme @) il
existe des sections locales ¢; : U 3 x; — keru telles que (e;(x)) soit la base donnée (e;)
de (keru), . Quitte a restreindre U a un plus petit ouvert, les sections (¢;(x)) sont une
base de (keru), pour tout x € U, et fournissent donc une trivialisation locale de ker u
sur U. O

Lemme 14.4. Sous les hypothéses du théoréme|[14.1, I'orthogonal ker(Tf)* est un sous-fibré
vectoriel de TM.
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Démonstration. En effet, F = ker Tf est un sous-fibré vectoriel de TM (on peut le dé-
montrer en appliquant le théoréme des submersions t.3; ou alors le lemme aTf,vu
comme morphisme surjectif de fibrés vectoriels TM — M x R™, voir () ci-dessous).
Considérons le morphisme de fibrés vectoriels 1 : E — F* défini par

ue) =<e,-).

Alors ker(Tf)+ = ker u est un sous-fibré de TM par le lemme précédent. O

Finalement, revenons a la démonstration que les champs de vecteurs X; définis dans la
démonstration du théoréme sont bien de classe C*. Par le lemme précédent, E =
ker(Tf)* est un sous-fibré vectoriel de TM. Voyant f comme application f : M — R™,
nous pouvons considérer Tf comme un morphisme de fibrés vectoriels,

Tflg : E — M x R™, (IL.11)

défini par Tf (x, X) = (x, T,f (X)). Comme c’est un isomorphisme sur chaque fibre, c’est
un isomorphisme de fibrés vectoriels, et les

9
X; = <Tf|E>—1(a—y)

sont de classe C*°.

15 Flot et crochet, dérivée de Lie

Le tiré en arriére de la fonction f € C*(M) par un difféomorphisme ¢ de M est la
fonction

¢f=fe9.
Le tiré en arriere d’'un champ de vecteurs Y € I'(TM) par ¢ est le champ de vecteurs ¢*Y
défini par
P*Y () = (T,9) ' Y(9(x)).

En réalité, 'opération « tiré en arriére » s’étend a tous les objets géométriques sur M : la
valeur au point x du tiré en arriére ¢* o est obtenue en ramenant par T, ¢ la valeur de
au point @ (x). On verra plus loin 'exemple des formes différentielles.

On définit aussi le poussé en avant @, x = (¢~1)* * . Cest I'opération inverse du tiré
en arriere.

Soit X € I'(TM) et @; le flot associé. Soit a un objet géométrique telle qu’une fonction,
un champ de vecteurs, etc. Alors la dérivée de Lie suivant X de « est définie par

o _d
X“—E

*
P &
t=0

Pour une fonction f € C*(M), ona ¢;f =f o ¢;, donc

d * _ d(Pt
al Pif (x) = Txf(ﬁ t

t

=T f (X)) = (X-f)x),
0

donc Zxf coincide bien avec la dérivée définie section [Ld.

Nous élucidons maintenant la dérivée de Lie des champs de vecteurs :
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Théoréme 15.1. Soit X et Y deux champs de vecteurs sur M, alors
eg/pr = [X,Y]

Démonstration. On va vérifier que les dérivations induites par les champs de vecteurs
ZxY et [X,Y] coincident, ce qui implique le théoreme. On va avoir besoin des formules
suivantes : si on a une famille de fonctions (f;), dépendant de maniére C*° du paramétre
t, alors on a les formules

d d

7 o Pife =X fo + T tzoft/ (IL.12)
d _ df;
E(Y f)=Y- e (IL.13)

Pour le montrer proprement, on pose F(t,x) = f;(x), alors la premiére formule vient du
calcul

oF oF
F(t, @, (x)) = g(O,x) + $(O,x)(X(x))

d L d
T zoft(fPt(x)) =7

t t=0
= df;i” IRCRALe
et la seconde de p 5 5
E(Y.ft) zﬁ.y.pzy.g.p

car [%,Y] =0sur R x M.

Passons maintenant a la démonstration du théoreme. Soit f € C* (M) alors

(@;Y) - f =@ (Y- (1)), (IL.14)

ot (¢;).f = f o @;! est le poussé en avant de f défini plus haut. La démonstration de
(), conséquence de @*(Y-g) = (¢*Y) - (¢*g), est laissée au lecteur. En dérivant ([1.14)
4 laide des formules ([L.17) et ([L.13),

@) f=X-(Y-f)+Y-(=X-f) =[X,Y]-f.

d
dt|,_,

Le théoréme est démontré. O
Corollaire 15.2. Soient X et Y deux champs de vecteurs complets sur M. Sont équivalents :

1" [X, Y] =0,
2° les flots (@;) et (P;) de X et Y commutent.

Démonstration. Supposons que [X, Y] = 0. Alors

d * d * d * * * d *
Tt . PrY = at OCPt+t’Y T O(Pt’(PtY =Py i O‘PtY =0,

donc @;Y = Y pour tout réel t. Or le flot associé a ;Y est le tiré en arriere par ¢, de
celui de Y, & savoir s = @; 1{,@, ; par unicité du flot, il faut que @; s, = s, donc @,
et P, commutent.

Réciproquement, si ¢, et p; commutent pour tous s et ¢, alors (pt_ltpscpt = 1, donc, par

dérivation par rapport a s, on obtient ¢;Y = Y pour tout ¢; dérivant par rapport a ¢, on
obtient finalement [X, Y] = 0. O
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Corollaire 15.3. Soit G un groupe de Lie connexe, alors G est abélien si et seulement si le
crochet de lie de g est nul.

Démonstration. Si A,B € g, alors les flots des champs de vecteurs invariants a gauche
X, et Xg associés a A et B sont ¢,(g) = ge' et P (g) = ge*B. Si [A,B] = 0, alors

[Xa, Xg] = 0doncles flots ¢, et P, commutent, donc eAe’B = eBe!A pour toust, s € R.
En particulier,

Puisque exp : g — G est un difféomorphisme dans un voisinage de l'origine de g, il existe
un ouvert U 3 e tel que pour tous x,y € U on ait xy = yx.

Soit x € U, alors {y € G,xy = yx} est un sous-groupe fermé de G, et ouvert puisqu’il
contient U ; donc il est égal a G donc U C Z(G), le centre de G. Ainsi Z(G) est un sous-
groupe ouvert de G ; comme il est fermé par définition, Z(G) = G, donc G est abélien.

Réciproquement, si G est abélien, alors elAesB — SBptA pour tous {,5 € R, donc les flots

de X, et Xg commutent, donc [A, B] = 0. ]

Exercice. Soient X, Y deux champs de vecteurs sur R”, et f : R2 — R" définie par
fs,) =¥ o7 P9, (0). Montrer que

f(s,t) = st[X,Y](0) + o(s® + 12).

Autrement dit, le commutateur de deux flots est a priori d’ordre 2, et le terme d’ordre 2 en
un point est exactement le crochet des deux champs de vecteurs en ce point.

16 La représentation adjointe d'un groupe de Lie

Soit G un groupe de Lie. Pour tout § € G, on considére le difféomorphisme C(g) de G
donné par la conjugaison :

C(g)(x) = gxg~ L.
On a C(g)C(g") = C(gg") donc on obtient ainsi une action C* de G sur G. On définit
Ad(g) :=T,C(g):9 — 9.
Différentiant C(g)C(g’) = C(gg’). on obtient Ad(g) Ad(g’) = Ad(gg’). donc
Ad: G — GL(yg)

est un morphisme de groupes, toujours C* : ainsi Ad est-elle une représentation de G
dans g, appelée représentation adjointe de G.

La différentielle de Ad en e est notée ad = T, Ad. Donc on a
ad : g — gl(g).
Théoréme 16.1. On a, pour tous A, B € g, I'identité

ad(A)(B) = [A, B].

Pour un groupe linéaire, la formule est facile a trouver : en effet, C(g) (x) = gxg_1 est li-
néaire en x, donc égale a sa différentielle en I'identité, donc Ad(g)(B) = ng_1 ; différen-
tiant maintenant par rapport a g en I'identité, on trouve ad(A)(B) = AB—BA = [A,B].
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Démonstration. Si A € g, notons X le champ de vecteurs invariant a gauche sur G tel
que X (¢) = A. Le flot engendré par X est donc ¢,(g) = getA.

Etant donnés A, B € g, notons @, et P, les flots de X5 et Xg. Alors le flot de @} Xp est
¥s = 97 "5, donc

\Ifs(g) — getAesBe—tA — gC(etA)(ESB).

Différentiant par rapport a s en s = 0, nous obtenons

d
PIXp(®) = —|  ¥i(®) = TeLe(Ad(™)(B)).
s=0

Autrement dit, @; Xg est le champ de vecteurs invariant a gauche associé a Ad(e!®)(B) :
P Xp = Xageeta)B)-
Dérivant les deux membres par rapport a t en t = 0, nous trouvons
[Xa, XB] = Xada)(B)/
puisque [X4, Xg] = X[4 g}, le théoréme s’en déduit. O
De la fonctorialité de 'exponentielle des groupes de Lie résulte immédiatement :

Corollaire 16.2. Pour A,B € g on a Ad(e)B = ¢*dAB. O

Autrement dit, dans un groupe de matrices :
Av—A 1 1
e Be =B+[A,B]+E[A,[A,B]]JrE[A,[A,[A,B]]]+"'

Exercice. Notons Ry () = ggo I'action a droite de G sur lui-méme. Soit A € g. Montrer
que
R§OXA = XAd(gO)A- (I.15)

(Calculer le flot de Rg X4).



Chapitre III

Formes différentielles

17 Le fibré des formes différentielles

17.a Rappels sur ’algébre extérieure

Soient E et F deux espaces vectoriels sur le corps k = R ou C, on note Alt” (E, F) I'espace
des applications p-linéaires alternées E x --- x E — F.

La p-iéme puissance extérieure de E est la donnée d’un espace vectoriel APE et d’une
application p-linéaire alternée

Ex--xE— APE
(xl,...,xp) — Xp A A X
solution du probléme universel suivant : toute application p-linéaire alternée f € Alt” (E, F)

se factorise de maniére unique comme

Ex:.-xE——F

APE
L’application linéaire f : APE - F est donc uniquement déterminée par la condition que
fGq A Axp) = f(xq,...,xp) pour tous xq, ..., X, € E. En particulier,
Alt’ (E,F) ~ Hom(A"E, F). (IIL.1)

Propriétés. 1° AE = k (convention), A'E = E.
2° Fonctorialité. Sif : E — F est linéaire, alors il existe une et une seule application linéaire
APf : APE — APF telle que pour tous xy, ..., X, € E on ait

NPF(xp N Axp) = fQ0) A Af(x).

En outre, on a AP (f o g) = APf o APq.

3°Sin = dimE < co et (¢;)1<;¢, est une base de E, alors une base de APE est fournie par
la famille (¢; A -+ A eip)1<i1<~~~<i,,<n ; en particulier dim APE = (p)-

4°A"E = k;sif € EndE, alors A"f € End(A"E) est ’homothétie de rapport detf.

57
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5° Si E est un espace vectoriel euclidien orienté de dimension 7, alors ’élément ey A --- A
e, € A"E est indépendant de la base orthonormale directe (e;) choisie, donc on a une
identification canonique A”E =~ R.

6° Si dimE < oo, il existe une unique application bilinéaire non dégénérée (-,-) : APE x
APE* — K telle que pour tous x; € E et Y; € E* onait

(X1 A A Xp, Y1 Ao A yp) = det((xi,y]->).

En particulier, APE* ~ Alt” (E, k).

7° 1l existe une et une seule application bilinéaire APE x ATE — AP*9E, notée (&, B) —
® A P, telle que pour tous x; € E,

(X1 A NX) N (Xpgr Ao AdXpyg) = X1 A A Xy

Cette application satisfait &« A p = (=1)P1B A .

On obtient ainsi une structure d’algébre graduée anticommutative sur
AE = ®,\VE.

Cette algébre est appelée 'algébre extérieure de E.
Sif : E - F est un morphisme, alors Af = @APf : AE — AF est un morphisme
d’algebre.
Exercice. Le produit APE* x ATE* — APYTE* induit un produit
Al (E, k) x Alt(E, k) — AIP*(E, k)

explicité par la formule, pour tous vecteurs X; € E,

Z ELO)OK ) Xy BX i1y Xy (IIL.2)

@ ABX, .. X1y = 777
&

17.b Fibrés associés a un fibré vectoriel

Soit E > M et F — M des fibrés vectoriels sur la variété M. On va montrer qu’il existe
des fibrés vectoriels E*, APE, APE*, AltV (E,R), E x F, E ® F tels que
1° la fibre de ces fibrés en un point x € M est EX, APE,, APE%, Alt” (E,, R), E, x F,,
E,®F,;
2° toutes les opérations algébriques sont C* : par exemple si « et B sont des sections
C® de APE et AE, alors le produit « A B, défini en prenant en chaque pointx € M
le produit extérieur (& A B)(x) = a(x) A B(x) € APIE,, est une section C*™ de
APHIE,
Les fibrés énumérés ici ne sont que des exemples, tous les fibrés construits par une opé-
ration algébrique satisfont la méme propriété. La théorie des fibrés principaux que vous
verrez plus tard donne le cadre abstrait pour traiter ces constructions de maniere unifiée.

La construction est analogue a celle du fibré cotangent (exemple .g). Pour éviter la théorie
générale des fibrés, nous traitons I'exemple des puissances extérieures. Une trivialisation
locale

Bly, —> U, x R

conduit a une trivialisation locale de

APE.
APEly, —' U; x APRE,
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Sur 'ouvert Uij onaF;o F]._1 (x,u) = (x,8;(xX)u), ou 8ij Ui]‘ — GL(k,R) est C*. Alors
nous obtenons une transition entre les trivialisations A”F; et A? F; donnée par

ApFi ° (Aij)_l : Ul] X Aka — Ul] X Aka
(x,u) — (x, (APg;;(x))u)

Or lapplication End(R¥) - End(APRFK) donnée par § — APg est C® car elle est a
coefficients polynomiaux ; donc les x — A? gij(x) sont C™. Ainsi les transitions APF; 0
(AP F]-)_1 sont-elles C*, ce qui suffit & assurer une structure de fibré vectoriel sur A”E,
dont les trivialisations locales sont les APF;. (Voir la construction du fibré tangent section

pH).

En particulier, si une base locale de E est donnée par les sections (eq, ..., €), alors une

base locale de APE est donnée par les sections (¢;, A - Ae; ); ...; et doncune section
1 p’f 14

locale C* de E s’exprime comme

n = ‘ Z ‘ ocl-l._.,-p(x)e,-1 /AN /\el-p,
<<,

ou les &j,...q, sont maintenant des fonctions C*. En particulier, si « € T'(M, A”E) et

p € T(M,AE) alors x A B € T'(M, APTE).
Lemme 17.1. SoitE — M un fibré vectoriel. Alors on a des isomorphismes de fibrés vectoriels
APE* ~ (APE)* ~ AltY (E, R).

L’espaceI'(M, AltP (E, R)) des sections de Alt” (E, R) est isomorphe a lespace des applica-
tions E x -« x E —» R de classe C™ et p-linéaires alternées sur chaque fibre E, x --- x E,.

Démonstration. Tout vient de la 6éme propriété dans la section [17.d, & savoir I'isomor-
phisme AP (RF)* ~ (APRF)* ~ AltP (RF, R). Comme cet isomorphisme est canonique,
il passe aux fibrés. Les détails de la démonstration sont laissés en exercice. O

Etant donnée une section « € I'(M, APE*) et p sections X, ... ,Xp € I'(M, E), on peut
donc évaluer en chaque point de M la forme « sur le p-uplet (Xy, ..., X},) pour obtenir
x(Xq, ... ,Xp) qui est une fonction C®. Par multilinéarité, si f € C* (M), alors

oc(Xl,...,fXZ-,...,Xp) :fOC(Xl,...,Xp), (IH?))

autrement dit, application (Xq, ... ,Xp) - 0 (Xq, .. ,Xp) est C*° (M)-multilinéaire alter-
née sur I'(M, E). Réciproquement :
Lemme 17.2. Soit E — M un fibré vectoriel et A : T(M, E) x --- xI'(M, E) - C* (M) une

application C™ (M) -multilinéaire alternée, alors A est en fait une section de APE* : il existe
« € T'(M, APE*) telle que pour tous X, ...,Xp e I'(M, E) on ait

A(Xl, “"XP) = OL(Xl, ""XP)'

Démonstration. La démonstration reprend les techniques vues lors de la démonstration
du théoréme [10.4, et on ne donne ici que le plan de la démonstration :

1° on montre que, grace a la C* (M)-multilinéarité, A est un opérateur local, c’est-a-
dire se restreint en un opérateur Ay sur tout ouvert U ;
2° il est alors licite de se placer dans un systéme de coordonnées ; en utilisant le lemme
, on montre que A (Xq, ..., Xp) (x) ne dépend que des valeurs X;(x) au point x ;
3° on peut donc définir x au point x par a(x)(Xq, ...,Xp) = A()N(l,... ,)N(p)(x), ou
X; €T (U, E) est une extension dans un voisinage U 3 x de X; € E,.
O
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17.c Formes différentielles

Définition 17.3. Une forme différentielle de degré p sur la variété M est une section C*
du fibré APT*M. On note Uespace des p-formes différentielles sur M

OPM = T(M, APT*M).

Par le lemme [17.1, on peut voir aussi une p-forme différentielle x comme une application
TM x - x TM — R qui est p-linéaire alternée sur chaque fibre. En particulier, on peut
évaluer « sur p champs de vecteurs Xy,..., X, € I'(M,TM) : alors &x,,...,X, st une
fonction C* sur M.

L’espace de toutes les formes différentielles,
OM = GBPQVM,

est une C* (M)-algébre graduée. En particulier Q°M = C®° (M) et O'M = T'(M, T*M).
On rappelle (exemple p.§) que si f € C*® (M) alors sa différentielle df € QM.

Passons a I'expression locale d’une forme différentielle. Soit ¢ : U — R" une carte locale
de M, alors les coordonnées (x;) de R” peuvent étre vues via ¢ comme des fonctions sur
U, donc leurs différentielles dx; € QOMU. En outre, les (dx;) sont en chaque point x € U
une base de TyM, donc toute forme différentielle de degré p sur U s’écrit

= Z ‘ (xil,,,l-p(x)dx,-] A A dx,-p,
i <--<iyy

ou les &j,...q, sont des fonctions C* sur U.

17.d Image réciproque

Soit f : M — N de classe C® et x € (O’N. On définit I'image réciproque de la forme
différentielle « par f, notée f*«, comme la p-forme différentielle sur M définie par

(Fro)(x) = AP (T ) (a(f (x))).

Par exemple, on obtient :
— p = 0:1il s’agit des fonctions, siu € C*®°(N), alors f*u =uof;
—p=1:siax € QN alors (fro)(x) = a(f(x)) o T,f ; en particulier, si & = du,
alors f*du(x) = df<x>u o T.f =d,(ucf), autrement dit, pour u € C*(N),

frdu=dof) =d(f*u). (IIL.4)

Démonstration que f*w est bien de classe C*°. C’estune question locale, on prend des cartes
p:Usx—>Uetp:VDf(x) > V tellesque f(U) C V.Notons F = pofog!:
U’ — V' I’expression locale de f- Nous allons faire une démonstration « abstraite », mais
une autre approche, plus simple, consiste a écrire I'image réciproque dans un systéme de
coordonnées, voir ci-dessous.

La trivialisation locale du fibré APT*M|y» =~ U’ x AP (R™)* est par
APCTP)Y) = () — (0, AP (H(Tp) ).
Dire que « est C™ signifie donc que o (x) = AP ((T,P) "1 )a(x) est une application C*

de U’ vers AP (R™)*. De méme, nous devons montrer que T(x) = AP ((T,¢) ™! ) F(x)
est une application C* de U vers AP (R")*.
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Defo@™ = ¢~ oF ondéduit(T,@) 1 o!T,f = 'd ) Fo t(Tf(x)lp)_l, et donc, passant
a la puissance extérieure p-iéme,

T(x) = "(APd yy F)o (f (1));

puisque F, I'expression locale de f, est C*, on obtient bien que T est C™. O

La démonstration des propriétés suivantes est laissée au lecteur :

Propriétés. 1°Onaf*(a AB) = f*a Af*P, c’est-a-dire f* : ON — OOM est un morphisme
d’algébres graduées.

2°Sif :M > Netg:N - P,alors (gof)* =f*og™.

Expression locale
Soit f : M — N et (x;) des coordonnées locales sur un ouvert V.C N. Si x € OOPN, alors
xly = Z &, ()dx;, A A dxl-p
i <<,
pour des fonctions &, i, de classe C*.
Notons f = (f1, ..., f,u) les coordonnées de f, autrement dit f; = x; o f sulrf_1 (V). Alors,
parce que f* est un morphisme d’algébres, et en appliquant (IIL4),
el = ) fr g fr X N N frdx
i <<,

Y @y, o Fdf A A

i <--<ip

Cette formule donne un moyen pratique de calculer f*x dans un systéme de coordonnées.

Exemple 17.4. Soiti : S?> & R3 et & = xdy A dz + ydz A dx + zdx A dy. Prenant des co-
ordonnées angulaires (¢, 8) sur S2, de sorte que i(g,0) = (sin@ cos6,sin @ sin 6, cos @),
on calcule grace a la formule ci-avant

" = sinde A db.
Comme on le verra, i*« est la forme d’aire de S?, et I'intégrale

. —4
f[O,n]x[O,ZT{] sin @d¢dd T

donne l'aire de S2.

18 Différentielle extérieure

18.a Dérivation de degré r

Onrappelle qu'une algébre graduée est une algébre A = @A, satisfaisant A, A, C Ay, .
Sia € A est dans I'un des A, on dit qu’il est de degré p et on note |a| = p. Enfin, A est

appelée une algébre graduée anticommutative si on a toujours ab = (1)1l g,

Définition 18.1. Une dérivation de degré r de U'algébre graduée anticommutative A est
une application R-linéaire D : A — A satisfaisant les propriétés

D(A,) C A,,, (IIL5)
D(ab) = (Da)b + (—1)1"gDb. (IIL6)
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Exemple 18.2. Soit E un espace vectoriel et X € E. On définit i(X) : AP*H'E* — APE* par

(i(x>°‘)xl,,..,x,, = XXy .. X,

De maniére équivalente, on peut définir i(X) par, pour &; € E*,

(=DHX, a)0g A s ATG A - Ay,

r
=0

iX)og A= A a, =

1

Exercice. Montrer que i(X) est une dérivation de degré —1 de I’algébre extérieure AE*.
Exemple 18.3. Si Dy et D, sont des dérivations de degré r; et r, de I'algébre graduée
anticommutative A, alors

[Dy,D,] = DyD, = (=1)"1"2D, Dy (IIL7)

est une dérivation de degré r{ + 1, de A.

18.b Différentielle extérieure

Théoréme 18.4. Soit M une variété. Il existe une et une seule dérivation de degré 1 de OM,
notée d, telle que

1° pour toute f € C* (M) alors df est la différentielle standard de la fonction f ;
2°d* =0.
Cette dérivation est appelée la différentielle extérieure de M.

Exemple 18.5. Prenons M un ouvert de R". Une p-forme différentielle s’écrit

® = Z ail.,,ipdxl‘l FANRERIVAN dxl‘p.
i < <i,

Par la seconde propriété, on ad(dx;) = 0; comme d est une dérivation, on déduit d (dx;, A
A dxip) = 0 par récurrence sur p ; finalement, appliquant une derniere fois la propriété
des dérivations, on a nécessairement :

do = ‘ Z . docl-l...l»p Adxi A A dxip. (1L.8)
11 <<l

Cela montre 'unicité de d. Pour Iexistence, il suffit de montrer que la formule ([IL§) définit
bien une dérivation d de degré 1 de OM satisfaisant 42 = 0.

Commencons par montrer que d est une dérivation. Il suffit de montrer ([IL6) pour des
formes différentielles du type

o =fdx; A A dxip, B =gdx; A+ A dqu.

Alors
d(w A B) =d(fg) Ndx; A Ndx; Adxj A Adx; .

Ecrivant d(fg) = fdg + gdf et réorganisant les termes :
dw AP) =df A dxil A A dxip /\gdx]-1 A A dx]-q
+ (—1)Pfdxil A A dxip Adg A dle A A dqu
=dau AP+ (=DFaundp
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qui montre bien ([IL6).

Montrons enfin que 4% = 0. Commengons par le cas d’une fonction f :

_ of v Of _ o’f o’f _
ddf) = d( i a_xl-) = ; de, Adx; = ; (axiax]- - W)dxi A dx; = 0.

En général, il suffit 2 nouveau de le démontrer sur une forme de type o = fdx; A-- /\dx,-p,
donc

P =d(df Adx; A Adx;) =0

car c’est une dérivation et d(df) = 0 sur les fonctions. La construction de la différentielle
extérieure sur un ouvert de R" est donc achevée.

Démonstration du théoréme[18.4. Nous ne donnons pas beaucoup de détail car la structure
de la démonstration est similaire a celle du théoréme [10.4.

Commencons par l'unicité. Supposons qu’on ait une telle dérivation d. Comme dans la
démonstration du théoréme [10.4, on montre que d est nécessairement un opérateur local,
et donc induit une dérivation dy; de QU pour tout ouvert U, telle que (do) |y = dyy(alyy)
pour toute forme x. Mais pour U un ouvert de coordonnées, on a vu qu’une telle dérivation
est nécessairement donnée par la formule ([IL§). Cela prouve I'unicité de d.

Pour I’existence, recouvrons M par des ouverts de cartes U,,. Ainsi la formule ([ILg) dé-
finit une dérivation dy;  de QQU,. Par I'énoncé d’unicité appliqué sur Uyp on déduit que
(dU“coan )lUwﬁ = (dU5W|UB )lUuﬁ pour toute forme w € OOM. Autrement dit les formes
dUm (wly,) se recollent sur M pour définir dew. O

Exemple 18.6 (Equations de Maxwell). La différentielle extérieure permet d’écrire les équa-
tions de Maxwell de maniére intrinseque. On se place dans R* avec coordonnées (x, v,z,t),
ou la derniére coordonnée est le temps et les trois autres les coordonnées d’espace. Alors
on réunit le champ électrique et le champ magnétique dans le champ électro-magnétique

F = (E.dx + E,dy + E.dz) A dt + Bydy Adz + B,dz Adx + Bodx Ady.
Alors
dF = (9,B, +9,B, + 9.B.)dx A dy Adz + (0,E, — 9,E, + 0,B.)dx Ady A dt
+ (9,E; — 9, E; +9;B,)dy Ndz Adt + (9B, — 0,E; + 9B, )dz Adx A dt,
de sorte que les équations de Maxwell sont équivalentes au couple d’équations
dF=0, d=F=0,

ol * est un opérateur linéaire sur les 2-formes satisfaisant > = —1 et défini par * (dx A
dy) = dzAdt etles deux autres équations obtenues par permutation circulaire sur (X, y, z).
(L’opérateur * est I'opérateur de Hodge pour la métrique lorentzienne de signature (3,1)
sur R%).

Exemple 18.7 (Rotationnel et divergence). L’énoncé d> = 0 contient des identités diffé-
rentielles bien connues concernant rotationnel et divergence. Sur R3, notons d; la diffé-
rentielle extérieure sur les formes de degré i, donc on a

d d d
OOR3 =5 OIR3 25 O2R3 23 (3RS, (IIL.9)

Si R3 est muni d’un produit scalaire euclidien tel que (x,y,z) soient des coordonnées
dans un repére orthonormé, alors
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— R3 =~ (R3)* grace au produit scalaire ;
— R3 =~ A?(R3)* par I'application X — i(X)v, ot v = dx A dy A dz est I'élément
canonique de A3(R3)* induit par le produit scalaire de (R3)*.
Concretement, ces deux isomorphismes s’explicitent par

X0y + X0, + X, 0, — Xydx + X, dy + X, dz,
X0y + X, 0, + X,0, — Xody Adz + X, dz Adx + Xdx A dy.
L’élément v permet aussi d’identifier C* (R3) avec QO3R3 par f - fov.
Si on identifie Q'R3 et Q2R3 4 Pespace I'(R3,TR3) des champs de vecteurs sur R3

grace aux deux isomorphismes ci-dessus, alors, par une vérification élémentaire, dans
(IIL9) on a les identifications

dy = grad, dq =rot, d, =div.

L’identité d2> = 0, a savoir dydy = 0 et dpd; = 0, se traduit par les deux identités clas-
siques :
rot(gradf) =0, div(rotX) = 0.

Proposition 18.8 (Fonctorialité). Soitf : M — N une application C* entre variétés, alors
le diagramme suivant est commutatif :

OPN ! O'M

L

Qp+1N N Qp+1M

Autrement dit, pour toute forme x € QOPN, on af*(da) = d(f*w).
En particulier, pour une fonction u sur N, on a f*du = d(f*u), formule déja vue en (IIL4).

Démonstration. C’est un énoncé local, il suffit de le vérifier dans des coordonnées. Soit V
un ouvert de carte sur N et U =f_1 (V). Ecrivons

(X|V = Z (Xil,,,l-pdxil A A dxip,
iy <<y

alors, écrivant dans la carte V Iapplication f par ses coordonnées f = (f1,f5,...),

Foly= Y frog g fd A Afdg = Y fre g di AN

i <<, iy <<,
d’ou on tire

dfFrwly =y, dffe,.;) Adfy A Adfy

i <--<ip
= ) frUw) Adfy A N
1 <-<ip
=f* > Cdwg, g, N A A
i1 <<,
= (f*d(x)|U
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18.c Formule de Maurer-Cartan

Rappelons que par le lemme [17.3, une p-forme différentielle « s’identifie 4 une p-forme
C*(M)-linéaire alternée sur 'espace I'(M, TM) des champs de vecteurs sur M, autre-
ment dit, on peut voir « & travers ses valeurs ax,,..x, € C* (M) sur p champs de vecteurs
X{,....Xp,. L'interprétation de la différentielle extérieure de ce point de vue est donnée par :

Proposition 18.9 (Formule de Maurer-Cartan). Si x € ("M, alors pour tous champs de
vecteurs X, ..., Xp surM, on a

p
()X, x, = ;(_1)1Xi'°‘xo ..... Koo Xp +) (D Hoy, X1 Xo s Koo e Xy

i<j

Le cas p = 1 de la formule est le plus souvent utilisé : si x € OMetX,Y e T(M, TM),
alors
d“X,Y =X- (XY -Y- OLX — OL[X,Y]‘ (HIlO)

Démonstration. Pour p = 0, la formule est la définition de la différentielle d'une fonction.
Montrons le cas p = 1 : toute 1-forme est somme de termes de type fdg, ou f et g sont
des fonctions, donc il suffit de le faire pour & = fdg. Donc dx = df A dg et on calcule les
deux membres de ([IL10) :

@f Ndg)xy = X-HY-8) = (Y -fH(X-g),
X-(fY-@ =Y - (fX-9)—fIX,Y]-g=X-/HY-9)— X -/HX-g)
+fX-Y-g-Y-X-g-[XY]-Q),

qui sont bien égaux puisque par définition du crochet [X,Y]-g=X-Y-g-Y -X.g.
Dans le cas général, notons D le membre de droite de la formule de Maurer-Cartan.
Il est facile de vérifier que Du est bien alternée en (X, ... ,Xp). Vérifions que Du est
C* (M)-multilinéaire : puisqu’elle est alternée, il suffit de le vérifier par rapport a X,
don.c ml.lltipl,io?qs Xo par f € C¥(M); comme [fXo,X;] = f[Xo, X;] = (X; - f)Xp, on
obtient immédiatement (D“)on,Xl,...,X,, = f(Da)x, x,,...x,- On a donc, par le lemme
i7.4, que le membre de droite D définit bien une forme différentielle de degré p + 1. 11
suffit alors de vérifier la coincidence avec da dans des coordonnées locales (x;). Ecrivons
J J

o« =Y o ;idx; A--Adx;.Evaluons Dx sur les champs de vecteurs —2—,..., -2~
1oty H iy p o,y By

pour jy < - < jp, alors, puisque leurs crochets sont nuls, D se réduit a

p o,
Joedienf
(Da) o =) (-Hi——2,
ax]o XJp 0 x]i
qui coincide avec la valeur de d sur les mémes champs de vecteurs. O

18.d Formule de Cartan

Soit un champ de vecteurs X sur M et ¢; le flot associé. Conformément a la définition
générale vue dans la section [13, on définit la dérivée de Lie d’une forme différentielle «
suivant le vecteur X en posant

Iy =—| o@iu.
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Puisque @; (x A p) = @ A @} P, on obtient en dérivant
ZX(OL A [3) = (gx(x) N ls + X A (gxﬁ),
autrement dit, £y : OM — OM est une dérivation de degré 0.

Théoréme 18.10 (Formule de Cartan). Sur OM on a lidentité Ly = i(X) o d + d o i(X).

Rappelons que i(X) et d sont des dérivations de degré respectifs —1 et 1, donc i(X) o d +

d o i(X) est bien une dérivation de degré 0 comme il se doit.

La démonstration utilisera le théoréme suivant, dont la démonstration, similaire a la construc-
tion de la différentielle extérieure, est laissée au lecteur.

Théoréme 18.11. Soit D : QM — QM telle que D(fg) = (Df)g + f(Dg) pour toutes
fonctionsf,g € C*(M). Alors il existe une et une seule dérivation V de degré d de OM telle
que

Vigom = D, (IL11)
Vd — (=1)"dV = 0. (IIL12)

Par exemple, si on prend pour D la différentielle des fonctions, alors V est la différentielle
extérieure d, la seconde identité disant juste a2z =0.

Démonstration du théoréme[18.14. Sur les fonctions on a
(i(X)od +doi(X))f =i(X)df =X-f =Zxf,

donc on a bien coincidence de &y et i(X) o d + d o i(X). Comme toutes deux sont des
dérivations de degré 0, I'égalité en tout degré résulte du théoréme [18.11], pourvu que la
seconde condition en soit satisfaite. Or, d’une part

((X)od+doi(X)od=doi(X)od=do (i(X)od+doi(X)),

d’autre part, I'identité ¢;dx = d@};n méne en dérivant & Lyda = d Ly, donc les deux
dérivations satisfont bien ([IL.12). O

19 Intégration sur les variétés

19.a Orientation d’une variété

Commencgons par P'orientation d’un espace vectoriel. Rappelons que A"R" = R. Une
orientation de R" est un choix de demi-droite positive R} C A"R";la notion d’élément
positif ou négatif de A" R" prend alors un sens. Une base (¢;) de R” est directe si e; A
- Ne, > 0;sie; = u(f;) avecu € GL(n,R), alors eq A -+ A e, = det(u)fy A Af,
donc les autres bases directes se déduisent de (¢;) par un élément de GL, (1, R) = {u €
GL(n, R), detu > 0}.

Définition 19.1. On dit que M" est une variété orientable si M admet un atlas of tel que
siq;, ;€ A, alorsjac((p]-(pl-_l) > 0.

Une orientation de la variété M est le choix d’un tel atlas, maximal pour cette propriété.

Remarque 19.2. Notons L(Xq, ..., X,;) = (—X1,Xo,...,X,), donc L renverse 'orientation de
R™ Si o = (¢;) est un atlas orienté sur M, alors % = (1 o ¢;) est un autre atlas sur M
dont les jacobiens des transitions sont a nouveau positifs. Ainsi % définit une orientation,
dite opposée a I'orientation donnée par &/, car les jacobiens des transitions entre cartes
de o et cartes de & sont tous négatifs.
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Remarque 19.3 (Exercice). Si M est connexe, alors M a au plus deux orientations.

Supposons M orientée, et soit & I'atlas d’orientation. Si ¢ € &, alors T, @ : T,M — R"
est un isomorphisme, donc I'orientation canonique de R” induit une orientation de T, M.
Sionaune autre carte p € o/, alors T, ¢ = dyy(r) (¢ o™ 1) o T, ; comme jac(pop™t) =
det Ty ) (@ o P~1) > 0, on voit que T, et T, induisent la méme orientation sur T, M,
donc 'orientation obtenue sur T,,M ne dépend que de l'orientation de M. Le fibré tangent
se trouve ainsi muni d’une orientation (au sens des fibrés vectoriels).

Définition 19.4. Une forme volume sur une variété M" est une n-forme différentielle par-
tout non nulle.

Remarquons qu’une forme volume () détermine en chaque point x € M un élément non
nul ), € A"T;M et donc une orientation de T, M (définie par le fait qu’une base (¢;) est
directe si(),, . > 0).Onen déduit que M admet une orientation en prenant pour atlas
orienté les cartes ¢ telles qu’en chaque point T, ¢ : T,M — R" préserve I'orientation.
On a donc démontré la premiére partie de la

Proposition 19.5. 1° Une forme volume sur M détermine une orientation de M.

2° La variété M est orientable si et seulement si elle admet une forme volume.

Démonstration. 1l ne reste a démontrer que : si M est orientable, alors elle admet une
forme volume. Ce sera une conséquence dulemme ci-dessous, construisant une forme
volume associée a une orientation et a une métrique riemannienne. O

Remarque 19.6. On dit qu’un difféomorphisme f : M — N préserve (resp. renverse)
Porientation si Tof : TyM — Ty ()N préserve (resp. renverse) I'orientation pour tout x €
M. En termes de formes volumes () et (5 compatibles avec les orientations, écrivons

frON = hy

pour une fonction & sur M. Alors f préserve (resp. renverse) 'orientation si et seulement
sih > 0 (resp. h < 0).

Supposons la variété M équipée d’une métrique riemannienne g. La donnée d’une orien-
tation de M transforme ainsi chaque espace tangent T,,M en un espace vectoriel euclidien
orienté, donc on dispose d’un élément canonique e; A -+ Ae,, € AT, M, ou (e;) est une
base orthonormale directe de T,,M. Passant a la base duale (¢} ), on dispose également
d’un élément canonique de A"T;M donné par

Q= A Ae

Lemme 19.7. L’élément (), dépend de maniére C* de x, on obtient donc une n-forme dif-
férentielle canonique () € ()"M appelée forme volume de (M, g).

La forme volume () est donc caractérisée par le fait que pour tout x € M et toute base
orthonormale directe (¢;) de TyM ona (), . =1

Démonstration. 11 suffit de voir que le fibré TM admet localement une base (¢;) orthonor-
male directe en chaque point et C*. Considérons le fibré en sphéres SM = {(x, X), g(X) =
1}. Par la proposition [12.9, la projection p : SM — M est une fibration, et admet donc des
sections locales : on choisit alors pour e, une telle section locale. Par le lemme [14.4, 'ortho-
gonal e1 est un sous-fibré de TM, on peut donc recommencer le processus pour trouver
une section e, € ell et de norme 1. On construit ainsi de proche en proche une base
orthonormale locale (eq, ..., e,) de TM, avec chaque e; de classe C*. En se restreignant
éventuellement a un ouvert connexe, on voit que 'une des deux bases (+eq, e, ..., ¢€,) est
directe. La base locale (e;) est ainsi construite. O
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Remarque 19.8. Plus concrétement, si la métrique riemannienne est donnée dans des co-
ordonnées locales (x;) par la matrice symétrique g(x) , alors on vérifie que

Q= ,/detgdx; A - Adx,,

ce qui donne une autre maniére de voir que () est de classe C*. L’existence d’une base
orthonormale directe locale de TM se voit en appliquant le procédé de Gram-Schmidt a
la base (% ).

Proposition 19.9. Soit M une variété connexe. Alors
— M est orientable si et seulement si A" T*M \ M a deux composantes connexes ;
— une orientation de M est un choix de I’'une des deux composantes connexes.

Fixons une métrique riemannienne sur M. On dispose donc aussi d’'une métrique sur le
fibré A"T*M, pour laquelle on peut considérer, comme dans la section [LJ, le fibré en
sphéres SA"T*M, qui comporte 2 points au-dessus de chaque point de x. Il est clair que
I'inclusion SA"T*M C A"T*M \ M induit une bijection de I'espace des composantes
connexes (chaque fibre R* se rétractant sur +1), donc les hypothéses peuvent se retrans-
crire sur les composantes connexes de SA"T*M.

Démonstration. On fixe une métrique riemannienne sur M. Si M est orientable, alors la
forme volume () détermine les deux composantes connexes {(x,A(),), +A > 0}. Ré-
ciproquement, si A"T*M \ M, et donc SA"T*M, a deux composantes connexes, alors
choisissons-en une, qu’on appellera S, ; la projection p : S, — M est nécessairement un
difféomorphisme (voir section [12.d), donc on peut définir une section Q, = p~1(x) de
S, :ona) € O"M et () ne s’annule en aucun point, donc est une forme volume. Donc M
est orientable, et le choix de la composante connexe S, détermine une orientation (celle
associée a (). O

Exemples. 1° La sphere S" est orientable. En effet, 5" dispose d’un atlas avec deux cartes,

les projections stéréographiques pyy et pg, de sorte que la transition pspﬁl soit I'inversion
— ﬁ Or le jacobien de I'inversion est négatif, donc elle renverse I'orientation. On

obtient donc un atlas orienté en prenant plutdt {py, L o ps}.

Autre maniére de procéder : considérons la forme volume v = dxy A -+ A dx,, de R"+1,

et le champ de vecteurs radial X = r% = in%. Notant I'inclusion j : S C R"*1, on

1
vérifiera qu’on définit une forme volume sur S” en posant

Q = ((X)v). (IIL.13)

2° Toute sous-variété compacte de dimension n de R”+1 est orientable. C’est une géné-
ralisation du cas de la sphére, qui s’appuie sur le théoreme de topologie suivant, di a
Alexanderll : si M” C R"*1 est une sous-variété compacte connexe, alors R"1\ Ma
deux composantes connexes, I'intérieur de M qui est la composante connexe bornée, et
Pextérieur de M. Alors on peut orienter M de la maniere suivante : prenons en chaque
point x € M le vecteur normal sortant i € R"1 ¢’est-a-dire satisfaisant

Al =1eti L T,M;

2° # est sortant, c’est-a-dire que pour ¢ > 0 petit, x + 7 est a Pextérieur de M.

1. La démonstration de ce théoréme est accessible aprés la section Bd sur la cohomologie de De Rham. On
peut consulter BREDON, § 19, ot la démonstration est faite a 'aide de 'homologie, mais pourrait étre aussi bien
rédigée a I'aide de la cohomologie.
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Alors, de maniére similaire a ([IL.13), en chaque point x € M on définit un élément de
A"TiM par
Q, = i(i)v. (I11.14)

Alors Q) est une forme volume sur M.

3° L’espace projectif réel RP" est orientable si et seulement si #1 est impair. En effet, notons
la projection p : S — RP" et 0(x) = —x l'antipodie de S”. Observons que si () est la
forme volume de S" définie par ([I1.13), alors

Q= (-1, (IIL.15)

autrement dit, o préserve 'orientation de S” pour # impair et la renverse pour 7 pair.

Passons maintenant a la démonstration. Si RP” est orientable, alors il admet une forme
volume @ ; comme p est un difféomorphisme local, P = p*@ est une forme volume sur
S™; comme poo = ponac*P = 1 ce qui implique que o préserve I'orientation, donc
1 est impair. Réciproquement, si 7 est impair, alors 0*() = (), ce qui implique I’existence
de @ € (V'"RP" tel que () = p*@; alors @ est une forme volume sur RP".

La combinaison avec I’exemple précédent montre qu’il n’existe pas de plongement de RP?
dans R3.

19.b Variété a bord

Commengons par étudier un exemple — la boule fermée B” C R", dont le bord topolo-
gique est 9B” = S"~ 1. L’intérieur de B” est une variété, mais les points du bord ne sont pas
des points de variété. Néanmoins on peut construire des cartes particuliéres en ces points :
écrivons x = (x1,y) avec y € R"~1, alors I'application ¢ : U = R} x R"™1 - R”
définie par

xy,y) = (3 +y? —1y)

est un difféomorphisme sur Pouvert V = {x; > Iyl2 — 1}, tel que
e(UNB") =Vn{x <0}

En considérant les composées ¢ o p pour p € SO(1, R), on obtient de telles cartes sur
B" dans le voisinage d’un point quelconque de S"~1.

Définition 19.10. Une structure de variété a bord sur M est la donnée d’un atlas de cartes
& valeurs dans un ouvert de R™ ou de R_ x R"™1, et dont les transitions soient des difféo-
morphismesg, tel que M soit séparée et dénombrable a l'infini.

Pour plus de détails sur la théorie des variétés a bord, le lecteur pourra se référer au livre
de LEE. On ne donnera ici que briévement les faits essentiels nécessaires.

Observons que si on a deux cartes (@;, U;) de type @; : U; —» R_ x R""1 alors la
transition ¢, o cpl_l : 91(Uqp) = @2(Uqy) envoie nécessairement @q(Uqp) N ({0} x
R" 1y sur ¢ (Uqp) N ({0} x R"1) Notant

oM = U @7 1({0y x R"™1),
¢;:U;»R_xR"*1

on déduit que les @;ly,nam : U; N OM — R"~! forment un atlas sur oM : ainsi le bord
OM hérite d’une structure de variété de dimension n — 1.

2. On dit qu’une application f : U — R”, ot U est un ouvert de R_ x R, est C* si f s’étend en une
application C* d’un ouvert de R” vers R” ; il est équivalent de demander que toutes les dérivées partielles de
f soient continues y compris jusqu’au bord U N ({0} x RP).
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Proposition 19.11. Soit M une variété etf : M — R. Sic est une valeur réguliére def, alors
f_1 (] — o0, c]) est une variété a bord, dont le bord estf_1 (c).

On retrouve I'exemple de la boule ci-avant en prenant f (x) = |x|2 sur R”, de sorte que
B" =f_1(] — oo, 1]).

Démonstration. Comme f “1(]— oo, c[) est ouvert dans M, c’est une variété. Il reste a voir
qu’en un point x € f_l (c) il existe une carte de variété a bord pourf_1 (] = o,c]). Or
c’est précisément ce que fournit le théoréme des submersions .3, O

Exemples. 1° Si M est une variété (sans bord), alors N = M x [0, 1] est une variété a bord,
avec ON = ({0} x M) U ({1} x M).

2°SiM et N sont des variétés a bord, alors MxN n’est pas une variété a bord. Par exemple,
[0,1] x [0, 1] n’est pas une variété a bord, car (0,0) n’est pas un point de variété a bord.

Fibré tangent au bord

Soit x € dM, on peut définir T,M en décidant que T,¢; : T,M — R" est un isomor-
phisme ; cela a un sens car dcm(ﬂt) ((p]-oq)l-_l) est bien défini comme élément de GL (11, R). De
maniére équivalente, on peut définir T, M comme I'espace des opérateurs D : C*(M) —
R tels que D(fg) = f(x)Dg + g(x)Df.

On dispose aussi de I'espace T,,0M, de dimension n — 1. Celui-ci est naturellement un
sous-espace de T, M, comme cela se voit a travers une carte :

T, oM <----» T,M

{TX(P:' [T.\'q}i

(0} x R"™-1 —+ R™

Si on prend une autre carte ¢;, alors T, @; = dg, () (@; © ;1) o T, @;; puisque @ °
@7 {0} xRy C {0} x R™ et ;o ;' (R_xR™1) € R_xR""1, la différentielle

de la transition a nécessairement la forme

_ A O
o) (@70 @7 = <* A) ’ (IIL.16)
ouA > 0et

A =dy ) (@) ° 97 gpurn-1) € GL(n — 1, R).

En particulier, I'inclusion de T, 0M dans T, M définie plus haut est indépendante de la
carte @; choisie.

Orientation du bord

Supposons a présent que M soit orientée (la notion d’orientation s’étend sans probléme
aux variétés a bord). Alors dM admet une orientation canonique, qu’on peut voir des deux
maniéres équivalentes suivantes :
— si (@;) est un atlas orienté pour M, alors par la formule ([IL16) le fait que les tran-
sitions @; o ¢ 1 aient jacobien positif implique la méme chose pour les transitions
@jo cpi_ll{o}anq de I'atlas de dM ; donc oM est orienté;
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— six € dM et ## € T, M est un vecteur tangent sortant de M, c’est-a-dire que par
une carte on a T, ¢;(71) € R% x R"~! (c’est indépendant de la carte par la formule
()), alors une base (e, ..., ¢,) de T,,0M est directe si la base (i, e,, ..., ¢,) de
T, M est directe.

On retrouve comme cas particulier les domaines a bord de R” traités dans la section [19.d.

19.c Intégration

Soit M une variété orientée (avec ou sans bord) et w € (MM (n-formes a support com-
pact), on va définir [, w :

1° Si Supp(w) C U un ouvert de carte avec coordonnées x = (x;) donnant l'orienta-
tion, alors on écrit w = fdx; A -+ A dx,, et on pose

f w= fR"f(x)dxl---dxn.

2° Supposons Supp(w) C U NV deux ouverts de coordonnées x = (x;) ety = (y;),
alors écrivons x = @(y) pour un difféomorphisme ¢ entre ouverts de R", et

w =fo@jac(de)dy; A - Ady,,;

comme les systémes de coordonnées sont orientés, jac(dg) > 0 donc la formule de
changement de variables dans les intégrales donne

jRnfdxl"’dxn = erzf °e (PJaC(d(P)dyldyn

Autrement dit, le calcul de f w dans les coordonnées x ou iy donne le méme résultat.

3° Soit (U;) un recouvrement de M par des cartes locales, et ()x;) une partition de
I’unité subordonnée, alors on définit

jMw:foiw.

Un autre recouvrement (V]-) avec partition de 'unité (11]-) mene a

jnjw = f ( Z Xinw = Z j XiMjw,

et donc

;I”f‘”:;j?(iﬂjw=2i:jxiw.

Ainsi le résultat ne dépend-il pas du recouvrement choisi ; donc [ w est bien définie.

Notons que sil’on choisit I'orientation opposée de M, alors I'intégrale fM w est transfor-
mée en son opposée.

Proposition 19.12. Soitf : M — N un difféomorphisme préservant l'orientation, alors pour
toute forme w € OfNona [, f*w = [ w.

Remarque 19.13. 1l en résulte que si f est un difféomorphisme renversant I'orientation,
alors fM ffo=-— fN w. Cela se déduit de la proposition en remarquant que si on munit N
de 'orientation opposée, alors f préserve l'orientation et 'intégrale sur N devient — fN w.

Démonstration. 1l suffit de le démontrer quand le support de w est inclus dans un ouvert
de carte ¢ : U — R". Alors ¢ o f est aussi une carte sur un ouvert contenant le support
de @*w. Les expressions de w dans la carte @ et de f*w dans la carte ¢ of sont identiques,
les intégrales sont donc égales. O
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Exemple 19.14. Soit ¢ : [0,1] — R? donné par c(t) = (x(t),y®) et = f(x,y)dx +
g(x,y)dy une 1-forme sur R2. Alors I'intégrale le long du chemin ¢ de « est par définition

1
Jli= [, 0= J) COFa,y®) +y D36,y

19.d Formule de Stokes

Théoréme 19.15. Soit M" une variété a bord orientée; on notei : oM — M. Soit w €

Qr=1M, alors
IM dw = faM i*w

En particulier, si M est sans bord, alors fM dw = 0.

Démonstration. Par une partition de 1'unité, on peut supposer que le support de w est
inclus dans un ouvert de carte. Vu I'invariance de I'intégrale par difféomorphisme, on est
ainsi ramené au cas ot M = R" ou bien R_ x R,

Dans le cas ou M = R”, écrivons w = Z;’ w;dxy A -+ Adx; A - A dx,, donc

dw = Z( 1>l+1 ldxl/\ - Adx,,.

Puisque w est & support compact, fR x’dx = 0;donc [, dw = 0.

Dansle casouM = R_ x ]R” 1 le méme raisonnement s’applique pour les i > 2, mais
pouri=Tlona [, (Cegrot)) a S dxy = wq1(0,xy, ..., x,) et donc
- 27

fR_an_l dw = fR”_l w1(0,xy, ..., %,)dxy---dx,,. (II.17)
Mais (x5, ...,x,,) donne des coordonnées sur {0} x R71 compatibles avec l'orientation
du bord induite par celle de M = R _ x R" 1 et
*w=w(0,x9,...,%,)dxy A -+ Adx,,.

Le membre de droite de (IIL.17) coincide donc avec [, (R xRi-1y P . O

Exemples. 1° Sin = 1, la formule se lit f[o,l] df =f(1) —£(0).

2°Sin = 2, prenons un domaine a bord S C R?, dont le bord est un contour I' = 9S. Soit
une 1-forme & = fdx + gdy, alors la formule de Stokes s’écrit

Jo (5 = Lty = f s+ gay

qui est la formule de Green-Riemann.

3°Sin = 3, posons S = 9V ou V est un domaine a bord de R3, et écrivons la 2-forme
« = fdy Adz + gdz A dx + hdx A dy, la formule de Stokes s’écrit

jv (= + —)dxdydz - js

; — fO 9 9 — i
Soit le champ de vecteurs X = f=~ + 83y T hs-, alors & = i(X)dx A dy A dz et la
formule devient la formule d’Ostrogradski exprimant le flux de X a travers S en termes de
sa divergence a l'intérieur :

jv div(X)dxdydz = js X - dS.
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Remarque 19.16. La formule de Stokes est valable avec une régularité moins forte du bord.
Par exemple, en dimension 2, elle est vraie pour des domaines du plan avec des points
anguleux au bord, comme un triangle ou un carré. La démonstration consiste & nouveau
a localiser la formule a 'aide d’une partition de I'unité et a vérifier qu’elle demeure vraie
preés des points moins réguliers.

19.e Applications

Théoréme 19.17. Soit M une variété compacte orientée a bord non vide. Alors il n’existe pas
de rétraction C* de M sur OM, c’est-a-dire d’application r : M — 0M de classe C* et
telle que rlypn = Idypm-

Le théoréme s’étend aux rétractions continues, en approximant une rétraction continue
par une rétraction C* (on pourra élaborer sur la démonstration de la proposition et
la remarque qui la suit).

Démonstration. Supposons qu’une telle rétraction existe. Soit w € Q=1 (9M), telle que
f. am @ > 03 il suffit pour cela de prendre dans un systéme de coordonnées orienté w =
fdxy A -+ Adx,_q, avec f > 0 non nulle et & support compact. Alors

fMd(r*oJ) = faM rfw = faMw

puisque 7 o i = Idgpg. Mais d(r*w) = r*dw = 0 puisque dw est une n-forme sur oM, de
dimension # — 1. On aboutit a une contradiction. O

Corollaire 19.18 (Théoréme de point fixe de Brouwer). Soitf : B” — B" une application
C®, alorsf admet un point fixe.

A nouveau, le théoréme est en réalité valable pour une application continue, puisque sa
preuve s’appuie sur le théoréme lui-méme vraie pour des applications continues.

Démonstration. Supposons que f n’admette pas de point fixe. Soit x € B”. Puisque y =
f(x) # x, on peut considérer la droite (xy) qui coupe 9B en deux points z et £. Ecrivons
les points de maniere ordonnée sur la droite, (z,x,y,t), et posons r(x) = z. Par exemple
en écrivant une formule explicite pour r, on vérifiera que 7 est bien de classe C* si f Iest.
Alors 7 est une rétraction de B” sur 9B" = 5”71, ce qui contredit le théoréme [19.17. [

19.f Exercices

Exercice 19.£.1. Soit vol = dx A dy A dz la forme volume de R? a coefficients constants.
Soit S ¢ R3 une surface compacte ; I'intérieur de S est un domaine N C R3 dont le bord
est IN = S. Pour p € S on note v(p) la normale sortante en p a S. Soit la 2-forme d’aire

o € O%(S) définie par 0 (X,Y) = vol(v(p),X,Y)siX, Y € TpS. L’aire de S est fs .
1° Soit & = xdy A dz + ydz A dx + zdx A dy. Calculer du.

2° Montrer que si (Vy, V) est une base orthonormée directe de TS, alors

x(Vq1, Vo) < lipllo(Vq, V).
3° En déduire que si N est contenu dans la boule de centre O et de rayon R, alors

R .
volume(N) < §a1re(8N).
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20 Cohomologie de De Rham

20.a Définitions

Soit M une variété. On dit qu'une forme différentielle w € (’M est

— une forme fermée sidw = 0;

— une forme exacte s'il existe x € (™M telle que w = da.
Comme d? = 0, une forme exacte est fermée, donc on définir le p-iéme groupe de coho-
mologie de De Rham par

{p-formes fermées}

HPM =

{p-formes exactes} -

On définit aussi leur somme,

HM = eapHPM.

Si w € (M est une forme fermée, alors on note généralement [w] la projection de w
sur HPM, appelée classe de cohomologie de w.

Par exemple, pour p = 0, une forme fermée est une fonction f telle que df = 0, c’est-a-dire
une fonction localement constante ; et il n’y a pas de forme exacte. Donc

HOM — Rﬁ{composantes connexes de M} . (IH.18)

Si M" est compacte et orientée, alors la forme linéaire w — fM w sur O"™M s’annule sur
imd par le théoréme de Stokes, donc définit par passage au quotient une forme linéaire

j :H'"™M — R, (II.19)
M

non triviale puisque l'intégrale d’une forme volume est non nulle. En particulier H"M #

0.

On définit le p-iéme nombre de Betti bp(M) comme l’entier, fini ou infini,
bp = dim HPM.

La caractéristique d’Euler-Poincaré de M est
n
XM) = ;<—1>PbP<M>.

Propriétés. 1° Le produit extérieur des formes induit une structure d’algébre graduée sur
Pespace HM.

2°Sif : M — N est C*, alors I'application tiré en arriére f* : QN — QM sur les formes
différentielles induit une application en cohomologie,

[f*]: HN - HM,

qui est un morphisme d’algebres graduées.

3°SiM = UM,; ou les M; sont les composantes connexes de M, alors HM = @HM,;.
Démonstration. Siw et p sont fermées, alors
d@AB) =da AR+ (—D)MPlu A dB =0

donc & A P est fermée. Vérifions que la classe [&x A B] ne dépend que de [a] : si on modifie
xenx +dw, alorsdw A P =d(w A P) donc [dw A P] =0et [(x +dw) AB] =[x AB].
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Par symétrie entre « et B la classe [x A B] ne dépend aussi que de la classe de {3, donc
[ A B] ne dépend que de [«] et [B] et on peut donc définir [x] A [B] = [a A PB]. Les
propriétés de I’algébre (OM descendent alors a HM.

De la méme manieére, f*dw = d(f*w) donc la composition
NL o

fermées

o M — H’M

fermées

passe au quotient en une application [f*] : HPN — HPM.

La troisiéme assertion est laissée au lecteur. ]

20.b Invariance par homotopie

Théoréme 20.1. Soient M et N deux variétés et f : [0,1] x M — N une application C*°.
On notef; (x) = f(t,x). Alors

[f¢1 = [ff]: HN — HM.

Définition 20.2. 1°Sous les hypothéses du théoréme, on dit quef, et f; sont des applications
C*-homotopes.

2°Ondit quef : M — N est une équivalence d’homotopie s’il existef : N — M telle que
f o g est homotope aldy et g o f est homotope a Idyy.

3° On dit que M est contractile si I'inclusion d’un point, - < M est une équivalence d’ho-
motopie.

Corollaire 20.3. 1°Sif : M — N est une équivalence d’homotopie, alors [f*] est un iso-
morphisme.

2°Si M est contractile, alors H'M = R et H?M = 0 pourp > 0.

Exemple 20.4. Un ouvert étoilé U C IR" est contractile, donc sa cohomologie est nulle
en degré non nul. En effet, notons i : {0} < U, on peut considérer f(¢,x) = tx, donc
f:10,11xU - U avec fy = 0 et f; = Idy, donc f est une homotopie entre i o f; et Idy.

La démonstration du théoréme repose sur la formule d’homotopie suivante : on construit
un opérateur

K: QP ([0,1] x M) » QP~'M
tel que pour toute forme x € (37 ([0,1] x M) on ait
ijo —igo = dKe + Kd, (I11.20)

oui; : M — [0,1] x M est défini par i;(x) = (¢, x).

Démonstration du théoréme20.1. Partons de la formule d’homotopie ([IL2d). Alors fi =

f oi, donc, si « est une p-forme fermée sur N, on a

floa—fow =ijf*a —igf o
= dKf*a + Kdf*«
= dKf*n

puisque df*a = f*da = 0.1l en résulte [f'a] = [fyu]. O
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Démonstration de la formule d’homotopie (IL.24). Le champ de vecteurs % sur [0,1] xM

a pour flot @4 (t,x) = (t + 8, x) donc @ 0 iy = iy, ¢ et ainsi i, & = iy 3x, donc

d

d
% o

;% i* [
t+s™ — ds

d
—| ifou =
dtt

ifin = ztga ® =i} (dz( )oc+z( )doc)
0 0

ou la derniere égalité provient de la formule de Cartan. Il suffit donc de poser

1 9
Ko = fo i;i(g)ocdt.
O

Remarque 20.5. La formule d’homotopie peut aussi se voir de maniére plus concréte. La
p-forme « sur [0,1] x M se décompose de maniére unique en

a=dt AR+, B € QPTIM,y, € M.

On obtient cette décomposition en écrivant dans un systéme de coordonnées (X;);=1 .,
pour M auquel on rajoute xy = ¢ la forme

o= Z ocil,___,l-p(t,x)dxil A A dxl-p
0<z‘1<~~~<z‘p<n

=dtA ( Z X0,is,...i, (t,x)dxi, Ao A dx,-p)

1<y <<y <1t

Y L (DA A A
1<) <kt <n

Alors, notant dy la différentielle extérieure de M (et non celle du produit [0, 1] x M),
do = dt A ( —dyPe) + dave

donc i(%)fx = Preti(s; 9 )doc = B’y, — dyiP;- Posant alors Ka = fo B;dt, on obtient

- 9y
e — g =y — Yo = f tdt
Y 9
- fo i (z(g)doc +di(z)0)dt
= Kduo + dKu.

20.c Approximation continue

Proposition 20.6. Soitf : M — N C RX une application entre la variété M et la sous-
variété compacte N de R¥. Pour ¢ > 0 assez petit, pour toute application g:M->N
de classe C* satisfaisant d(f (x),g(x)) < & pour tout x € M, Uapplication induite en
cohomologie,

[¢*]:HN — HM
est indépendante de g, donc ne dépend que de f. Elle est notée [f*].
En outre, sifg,f1 : M — N sont CO-homotopes, alors 1 =151

La proposition implique en particulier que la cohomologie HM est un invariant d’homéo-
morphisme plutot que de difféomorphisme.
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Remarque 20.7. Une telle application ¢ existe toujours, il suffit d’approximer f : M — RX
par une application F : M — RK de classe C* et de prendre g = roF, ol 7 est la rétraction
d’un n-voisinage NY' de N dans RX sur N (remarque )

Démonstration. Pour le premier énoncé, prenons deux telles applications, g, et g1, a va-
leurs dans le e-voisinage N, de N pour & < g, alors g; = tgy + (1 — t)g; reste a valeurs
dans N, pour ¢ € [0, 1], donc 7 o g; est une homotopie de classe C® entre gy et g1.

Pour le second énoncé, on approxime ’homotopie continue f : [0,1] x M — N par une
homotopie F : [0,1] x M — N de classe C*, telle que d(f,F) < ¢ en particulier, pour
i=0oulonad(f;,F;) <eetdonc [fj] = [F;] = [F]] = [f{']. O

Remarque 20.8. La proposition demeure vraie si N est non compacte (comme le théoréme
de plongement de Whitney [.6), voir les détails dans LeH, Chapitre 6.
20.d Suite exacte de Mayer-Vietoris

Soit M une variété et M = U; U U, un recouvrement par deux ouverts. Soit (X1, X») une
partition de 'unité subordonnée, alors on consideére la suite d’applications

0 — oM L aU, @ QU, 5 Uy, — 0, (IL.21)
ouf et g sont définis par
fl) = (wly,, «ly,), g, pB) =y, — Plu,,-

Lemme 20.9. La suite ([IL.2]) est une suite exacte.

Démonstration. Tout est évident, sauf peut-étre la surjectivité de g. Si « € QQUy, alors
I'extension par zéro de x|« définit une forme sur U,, celle de X, une forme sur U;. Donc

= g(Xo0, =X1&). O
Théoréme 20.10. Il existe une suite exacte longue
0 [f] 0 0 8l 110 o 1
0 —H'M—-HU, e H'U, - HUjp, —HM — -

am e HPU, ® HPU, 18] HPU,, -5 HPHIM — ..

Cette suite permet souvent le calcul effectif de la cohomologie de M en fonction de celle
de Ul et Uz.

Exemple 20.11. OnaS" = U; UU, avec U; = S*\ {N} et U, = S”\ {S}. La sphére S" !
est un retract par déformation de Uy ,, c’est-a-dire que I'injection S"~1 & U, est une
équivalence d’homotopie : en effet, on dispose d’une rétraction r : U;, — S"~!, donnée
par r(xqg, ..., X,) = H homotope a 'identité par ’homotopie
1704 n
(tXO,xl, ,xn)

h(t,xg, ..., X)) = -

”(txO/x]/"-/xn)

Il en résulte que HU;, = HS"1, ce qui va permettre le calcul de HS" par récurrence sur
la dimension.

Les ouverts U; et Us, difféomorphes a R”, ont une cohomologie nulle sauf en degré 0. De
la suite exacte de Mayer-Vietoris on déduit H? (U;,) =~ HP*1(S") pour p 2 1, C’est-a-dire

Hrs"—1 ~ HP+1gn, (II1.22)



78 CHAPITRE IIl. FORMES DIFFERENTIELLES

Pour p = 0 la suite exacte devient
0— R —>R®R — HS" 1) — H(S") — 0.

OnaS® = {41} donc H%(S) = R? et donc pour n = 1 il faut que H'(S') = R ; pour
n > 1enrevanche, H?(5"1) = R donc H!(S") = 0. Combinant avec (), on obtient
finalement la cohomologie de la sphére :

H/(S") = J=Toun (IIL.23)
0, O0<j<n.
En particulier la caractéristique d’Euler de la sphére est
xS =1+ (=D (II1.24)

Par ([I.19), on a un isomorphisme f : H"(S") —» R ; en particulier, la classe d’une forme
volume sur S” fournit un générateur de H” (S").

Le théoréme est conséquence d’'un lemme algébrique général, le lemme P0.17, qu’on ap-
plique 2 la suite exacte ([IL.21)). Nous exposons maintenant cette théorie dans un cadre
algébrique plus général. On considére des complexes de groupes abéliens,

. K1 e KP I, KPPl ...
Etre un complexe signifie que dp o dp_l = 0, donc on peut définir sa cohomologie,
HPK = kerd,/imd,_;.

Un morphisme de complexes de groupes abéliens est un morphisme f = (fp :KP - LP)
qui commute a la différentielle : d,, o f, = f,, .1 o d,,, ce qui se représente par le diagramme
commutatif

— KPPt

fp {frﬁl
d

— L L

Comme dans le cas de la cohomologie de De Rham, cette commutation implique existence
d’une application induite, sur la cohomologie,

]
HPK ﬁ HPL.

On dit qu’'une suite de complexes 0 > K — L - M — 0 est une suite exacte si pour tout
p on a une suite exacte
0 —>K' —-L1F— M —0.

Lemme 20.12. Si on a une suite exacte 0 — K i LE5Mo0de complexes de groupes
abéliens, alors il y a une suite exacte longue

0 — 1K % pop B9 Hon 2, HIK — o
5] (3]

— HPK -5 HPL =5 HPM -5 HPFIK — .
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Démonstration. On considére le diagramme commutatif

£ 8y
00— kP L el 2 gt
x' dpx
d, d, d,
fp Sp
0 Kp " kP " K" 0
’ ’ .,
dp—l dp_l dp—l
fp-1 8p-1
0 —— K/ = K" = KP ——0
Yy

Nous faisons seulement la construction de l'opérateur & : H’K" — HP +1K’, laissant
toutes les autres vérifications au lecteur. Partons donc de x" € K'7, tel que dpx" = 0. Par
exactitude en degré p, il existe x € K, tel que g,,x = x". Par commutativité du diagramme,
8p+1dpx = dpg,x = dyx" = 0. Par exactitude en degré p + 1, il existe x’ € K7+ tel
que f,.1x" = d,x. Par commutativité f, od, .1 X" = d,1fp 1% = d,qdyx = 0, done
d, 41X = 0 par injectivité de f,» (exactitude en degré p + 2). Donc x” définit une classe
de cohomologie et on veut poser

O[x"] = [x'].

Il faut d’abord vérifier que [x'] ne dépend pas du choix de x € KP tel que gpx = x"
Par exactitude en degré p, les autres choix s’écrivent x + f, " pour y € K'7; alors x” est
modifié en x" + dpy' (par commutativité du diagramme), donc [x'] est inchangée.

Il reste enfin a vérifier que c’est indépendant du représentant x" de [x"]. Il suffit de vérifier

quesix" = d,_qy"alors [x'] = 0. Par exactitude en degré p—1, il existe y € KP~! tel que

(gp_ly, = yb” ; alors on peut prendre x = d,,_;y/ par commutativité, donc d,x = d,d,_1y =
etx =0.

Le lecteur pourra utilement, dans la suite de Mayer-Vietoris, expliciter a partir de cette dé-
monstration la construction en termes de formes différentielles de & : HPU;, — HP*1M.

20.e Finitude des nombres de Betti

Une premiere conséquence de la suite exacte de Mayer-Vietoris va étre de montrer que
les nombres de Betti d’une variété compacte sont finis.

Définition 20.13. On dit que M est une variété de type fini s’il existe un recouvrement fini
(U;) deM tel que Uilmz‘,, =U; NN Ul-p soit contractile pour tousp 2 1 et (iy, ..., 1,).

Lemme 20.14 (Weil). Toute variété compacte est de type fini.

Démonstration. Cette démonstration nécessite des outils (hors programme de ce cours)
issus de la géométrie riemannienne. Soit M compacte, qu’on munit d’une métrique rie-
mannienne g. Il y a une notion de distance sur M induite par g, et de géodésique joignant
deux points (ce sont les « droites » de la géométrie, c’est-a-dire les chemins les plus courts
joignant deux points). Un théoréme de base de géométrie riemannienne affirme que tout
point x admet un voisinage convexe U, c’est-a-dire tel que deux points quelconques de U
sont reliés par une unique géodésique, et cette géodésique reste dans U. Si M est compacte,
on peut donc couvrir M par un nombre fini d’ouverts convexes (U;). Toutes les intersec-
tions Ui1~~~z‘p restent convexes. Comme un ouvert convexe est contractile, le lemme est
démontré. O



80 CHAPITRE IIl. FORMES DIFFERENTIELLES

Proposition 20.15. Pour toute variété de type fini (et donc en particulier pour toute variété
compacte), les nombres de Betti sont finis.

Démonstration. On raisonne par récurrence sur le nombre d’ouverts du recouvrement par
des ouverts contractiles. Notons My = U; U - U Uy. Ainsi My, = M U U 4. La suite
exacte de Mayer-Vietoris donne la suite exacte

HP~ ' (M N Up,q) — HP (M) — HP (M) @ HP (Up,4). (I1.25)

OrMyNUg,q = U]{Ui N Uy, est de type fini avec un recouvrement a k ouverts, donc sa
cohomologie est de dimension finie par I’hypothése de récurrence ; le membre de droite
de (IIL.29) est aussi de dimension finie par I'hypothése de récurrence, donc H? (M, 1) est
de dimension finie pour tout p. O

20.f Action d’'un groupe compact connexe

Soit G un groupe de Lie. Pour ¢ € G on note Ly (g") = g¢’ la translation a gauche par g.
Le groupe G agit sur I'espace ()G des formes différentielles sur G par w — Lgw, qu'on
notera plus simplement ¢*w. Rappelons I’algebre de Lie g = T,G.

Lemme 20.16. On a un isomorphisme (QOG)C =~ Ag* donné par I'évaluation en I’élément
neutre : W — w(e).

Démonstration. Si w € QPG est invariante sous ’action de G, alors Liw = w, ce qui se
traduit par
w(e) = AP(T,Ly)fw(g) (II1.26)

qui détermine w(g) pour tout g ; d’ou 'injectivité. On laisse vérifier que la méme formule
(IIL.24¢) détermine a partir de w(e) une p-forme invariante a gauche. O

On peut appliquer le lemme en particulier en degré n = dim G. En appliquant a un élément
non nul de A" g*, on obtient une forme invariante @ & (0"G)C. La forme @ est partout
non nulle donc est une forme volume sur G ; en particulier elle détermine une orientation.
Le choix de @, unique a constante prés, fournit une mesure p sur G déterminée pour

f € CUG) par
W) = fG fa. (IIL.27)

En particulier, on a

W = [ g @ = [ @hHe=ne (I1.28)

donc la mesure  est invariante a gauche ; elle est appelée la mesure de Haar du groupe
G. Si G est compact, sa masse est finie et, quitte a multiplier par une constante, on peut
assurer que la mesure de Haar pi est une mesure de probabilité.

Considérons aussi I'action a droite du groupe G sur lui-méme par Rg(h) = hg. De Rg o
Ly = Ly o R, pour tous g, i € G on déduit que, si @ est une forme volume invariante a
gauche sur G, alors L;Rz@ = R;@ pour tout h, ¢’est-a-dire que RS @ est encore invariante
a gauche, donc il existe un nombre A(g) € R* tel que

ng =A(g)®. (1I1.29)

L’application A : G — R* est un morphisme de groupes. Le groupe G est appelé groupe
unimodulaire si A = 1, ce qui est équivalent a dire qu’il existe une forme volume inva-
riante a la fois a gauche et a droite.
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Lemme 20.17. Un groupe compact connexe est unimodulaire.

Démonstration. En effet, A : G - R* est un morphisme de groupes donc son image est
un sous-groupe compact connexe de R*, donc {1}. O

Soit maintenant une variété M munie d’une action du groupe de Lie G. On peut considérer
Iespace (OM)C des formes différentielles G-invariantes sur M. Puisque dg*w = g*dcw,
Paction de G commute a la différentielle extérieure et

(OM)C c OM (II1.30)

est un sous-complexe, donc on dispose d’une application entre les espaces de cohomologie
associés.

Théoréme 20.18. Si G est un groupe compact connexe agissant sur la variété M, alors I’ap-

plication induite par Uinclusion (IL3),
H((OM)©) — HM,
est un isomorphisme.

Autrement dit, on peut calculer la cohomologie de De Rham en se limitant aux formes
invariantes sur M. Le théoreme implique aussi que toute classe de cohomologie de M est
invariante sous 'action de G : il faut que g*[w] = [w] pour tout § € G et [w] € HM.

Contre-exemple 20.19. Le théoréme n’est pas vrai si G n’est pas connexe. Par exemple,
prenons G = {41} agissant sur la sphére S”. Par ([IL.19) la forme volume standard de
S" est invariante si et seulement si 7 est impair, donc le générateur de H” (S") n’est pas
invariant si 7 est pair.

Exemple 20.20. Le groupe SO(n+1) agitsur S” € R”+1, donc HS" = H((QS")SO"+1)),
Mais :
R sip=0,n,

(IIL31)
0 si0<p<n.

(stn)SO(n+1) — {
Donc H((Q8")SOt+1)y et égal a R en degré 0 et n, et a 0 dans les autres degrés. On
retrouve ainsi la cohomologie de la sphere.

Démontrons a présent ([IL31)). Le lecteur améliorera le lemme en:

Lemme 20.21. Soit M une variété munie d’une action transitive du groupe de Lie G, soit
po € M et Gy C G le stabilisateur de py. Si g € Gq agit par le difféomorphisme @, alors
T, ¢¢ € End(T, M) et on obtient une action de Gy sur T, M. Alors Iévaluation en py
donne un isomorphisme

(OM)E = (AT;, M)Co.
m

Appliquons le lemme a notre exemple. Prenons comme point particulier py = N, le
pole nord. Alors Gy = SO(1). Donc (QFS™)SO"+1) ~ (AP(R™)*)SOU)  Tout d’abord,
laction de SO(n) sur A9(R™)* ~ R et A"(R")* =~ R est triviale, donc on obtient
la premiére ligne de ([IL31). Prenons maintenant 0 < p < n et x € AP(R™)*, donc
x =Y Qi dxi A A dxip. Montrons que si « est invariante sous l'action de SO(n)
alors &« = 0. Montrons par exemple 'annulation du coefficient ®q..p © choisissons I'élé-
ment 4 € SO(n) défini par u(e;) = —eq, u(e,) = —e, etu(e;) = e; pour 0 < i < n;
I'action de u se diagonalise dans la base (dx; A -+ A dxl-p), et action sur dxy A -+ A dx,,
est par —1, donc si « est invariante il faut que .., = 0.
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Passons maintenant a la démonstration du théoréme R0.18. Nous commencons par définir
une procédure de moyennisation :

Lemme 20.22. Il existe une projection
m:OM — (OM)C, m? =m, (II1.32)

qui est également un morphisme de complexes.

Démonstration. Soit 4 la mesure de Haar (de masse totale 1) sur G, invariante a gauche
et a droite par le lemme R0.17. Si w € OOPM, on définit m(w) € OPM par la moyenne,
pour tout x € M,

m(w) (@) = [_(g w0 0dp).

Soit gy € G alors

gomw)(x) = [ g5g"w(0dn(@) = [_(g80) wdn(g) = [ I wxduh)

= m(w)(x)

par le changement de variable I = gg et parce que | est invariante a droite. Donc m(w)
est G-invariante et m est bien a valeurs dans ((QM)©. Puisque U est une mesure de pro-
babilités, on a m(w) = wsiw € (QM)G donc m est une projection. Finalement, en
différentiant sous le signe intégrale,

dm(w) = fG d(g*w)du(g) = ng*(dw)du(g) = m(dw)

donc m est un morphisme de complexes. O

Démonstration du théoréme20.18. Le théoréme résultera immédiatement de la construc-
tion d"un opérateur d’homotopie H : (O’ M — (=M, satisfaisant pour tout w € QOPM

m(w) — w = dHw + Hdw.

Si (g;) est un chemin dans G, on dispose de 'application F : [0,1] x M — M définie par
F(t,x) = g;x, et comme en ([IL.20) d’un opérateur d’homotopie K : OF([0,1] x M) —
ar-m,

19
Ko = fo iti( )t

tel que
giw — gow = dKF*w + KdF* w. (II1.33)

En prenant gy = e on voudrait intégrer cette formule sur g; pour obtenir H, mais le
probléme est qu’a priori il n’y a pas de choix de F méme continu par rapport a g;. Pour y
remédier on raisonne suivant les trois étapes suivantes :

1° On a un difféomorphisme exp : U C g » V C G ou U est une boule dans g; on a
donc un moyen canonique de relier ¢ = e € V ae par g, = e/ et on pose alors

Hg = KF* pour F(t,x) = ety B

3. Avec plus de connaissances en géométrie riemannienne, la premiére étape suffit a conclure. On peut en
effet montrer qu’il existe un ouvert étoilé borné U C g tel que exp soit un difféomorphisme de U sur un ouvert
V C G tel que G \ 'V soit de mesure nulle. 11 suffit alors d’intégrer Hy sur I'ouvert V.
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2° Prés d'un élément gy € G, on écrit ¢ = goh avec h € V, alors, partant d’un Hgo
construit a partir d'un chemin de e a g,

gw—w=hgiw—w= (h"gsw — gw) + (gHw — w)
= (dHy, + Hyd)gyw + (Hgod + ngO)w
=d(Hygyw + Hgow) + (Hpgp + Hgo)dw

donc on peut poser Hy ;, = H;,g5 + Hg, .

3° Finalement, on recouvre G par un nombre fini de boules B; sur lesquelles on dis-
pose d’un choix d’opérateur d’homotopie H; , qui soit C* par rapporta ¢ € B;;
soit (X;) une partition de I'unité subordonnée, on obtient I'opérateur d’homotopie
voulu par

Ho = [ ) @) Hg(@)dn(g).
O

Remarque 20.23. Sile groupe G est seulement connexe (pas nécessairement compact), la
formule ([I.33) montre que si ¢ € G alors ¢*[w] = [w] pour toute forme fermée w.
Autrement dit, 'action de G sur la cohomologie HM est triviale : toutes les classes de
cohomologie sont invariantes par 'action de G. Mais cela n’implique pas que toutes les
classes de cohomologie se représentent par une forme G-invariante, voir exercice 20.h.3.

20.g Cohomologie des groupes et algebres de Lie

Nous commencons par 'exemple du tore T", qui agit sur lui-méme par translation. Le
théoréme s’applique, donc la cohomologie de T" se calcule sur le complexe des
formes invariantes. Or, une p-forme

o= Z (xil.l.ipdxil/\---/\dxi

iy <<y

14

est invariante par translation si et seulement si les coefficients Qi sont constants. Donc
QTHT" = A(RM)*.

Comme la différentielle extérieure sur des formes a coefficients constants est nulle, le
méme espace donne la cohomologie : ainsi

HP (T") = AP(R™)*. (IIL.34)

Ici R" est algébre de Lie de T". Sur un groupe de Lie général, on se raméne aussi a un
calcul dans g, mais la différentielle des formes invariantes n’est pas nulle en général :

Lemme 20.24. Soit G un groupe de Lie, alors 'identification des formes invariantes a gauche
avec Ag* (lemme [20.14) identifie la différentielle extérieure avec Uopérateur d : APg* —
AP*lg* défini pour X; € g par

— =

dw(Xg, -, Xp) = Y (=DM ([X;, X1, Xo, o, Xy oo, X, 00, Xip). (I11.35)
i<j

Démonstration. La formule se déduit immédiatement de la formule de Maurer-Cartan
(proposition [18.d) et de I'identification de g avec I'algébre de Lie des champs de vecteurs
invariants a gauche sur G. O
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Si g est l'algébre de Lie d'un groupe de Lie, la propriété d> = 0 sur le groupe implique
d? = 0 pour la différentielle définie par ([IL35). On peut aussi vérifier directement cette
propriété a partir de la définition abstraite d’algébre de Lie, ce qui permet la :

Définition 20.25. La cohomologie d’'une algébre de Lie g est la cohomologie du complexe

(Ag*,d) oiid est la différentielle ([IL33).

Par exemple,
Hl(g) = {x € Alg*,a([g,g]) = 0} = (g/[g,0])*

Le théoreme a la conséquence immédiate :

Proposition 20.26. Si G est un groupe compact connexe, alors HG = Hg.

On peut aller plus loin en considérant aussi ’action a droite de G sur lui-méme. Puisque les
actions a gauche et a droite commutent, on a en réalité une action de G x G sur G, donc le
théoréme dit que si G est compact connexe, alors HG est égale a la cohomologie du
complexe des formes invariantes sous G x G, c’est-a-dire invariantes a droite et a gauche.
On peut identifier ce complexe,

(Ag)© C Ag®
a l'intérieur du complexe des formes invariantes a gauche :

Proposition 20.27. 1° Une forme invariante d gauche, représentée par w € APg*, est dans
(Apg*)G, c’est-a-dire invariante a droite, si et seulement si pour toutY € gonaY-w =0,
ou

P
(Y- @)Xy, oo, Xp) = Y 0K, een, 1Y, X, X)),
1

2° La différentielle d’une forme invariante a gauche et a droite est nulle. En particulier, si G
est compact connexe alors HG =~ (Ag*)G.

Démonstration. 1° Soient X; le champ de vecteurs invariant 4 gauche prenant la valeur X;
en ¢, et W la p-forme différentielle invariante a gauche provenant de w. Alors P'action a
droite de ¢ € G sur @ est donnée par

Rgtcb(f(l,...,xp) = d)((Rg)*)N(l,..., (Rg)j(p).

Or par ([L.15) le champ de vecteurs invariant 4 gauche (Rg),,)N(l- provient de Ad(g™1)X; €
g. Ainsi,
Ry (Xy, ..., X,) = w(Ad(@™HXy, ..., Ad(g™HX,).

SiR;w = @ pour tout g € G alors en différentiant en Iélément neutre par rapport a
un vecteur Y € g et en utilisant T, Ad(Y) = ad(Y) = [Y,-],ontrouve Y - w = 0. La
réciproque est laissée au lecteur.

2° A partir de ([IL35) on vérifie
Zdu)(XO,...,Xp) = —(XO . (U)(Xl,...,xp) + (Xl . w)(XOIXZ’“'/Xp) — e

Dong, si w est invariante a droite, alors dw = 0. O

Pour aller plus loin sur ce sujet, voir BREDON, Chapitre V, § 12.
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20.h Exercices

Exercice 20.h.1. 1° Soit U un ouvert de R"”. Montrer que H*(R x U) et H®*(U) sont
isomorphes.

Soit A un fermé de R". Montrer que R\ (A x R ) se rétracte par déformation sur
R"™ x {—1}.

2° Soit A une partie fermée de R”, incluse strictement dans R”. On la plonge dans R"+1
par x — (x,0). Montrer que

HYR"\A), p>2,
HP(R™1\ A) ~ {HO(R" \ A)/R, p=1,
R, p=0.

3° Soit la spheére §i-1 c R4 c R" pour 1 < d < n. Calculer H* (R" \ gd-1y,

Exercice 20.h.2 (Théoréme de Borsuk-Ulam complexe). Soit S?"~! la sphére unité de C",
munie de I'action de S! par ¢ - (21, ...,z,) = (6?24, ...,¢%2,), ot zi=x;+1iy; € C.

1° Montrer que le champ de vecteurs X sur S?"~1 défini par X(z4, ..., z,,) = (izq, ..., i2,,)
engendre I’action de S', c’est-a-dire que son flot est ¢ (z1,...,2,) = et (zq,...,2,).
On rappelle que le quotient S?"~1/S1 est 'espace projectif complexe CP"~! des droites
complexes de C". On note p la projection p : S?*~1 — CP"~!. Expliquer pourquoi
TP<Z)CP”_1 = T,5*"~1/RX(z) pour tout z € S**~1. Déduire les identifications

Ty, CP" ! = {0 € TiS*" 1, a(X) = 0},
ARy, CP'1 = {a € AFTES?"1,i(X)a = 0).

2° Soit 0 € (¥ (S2"~1). Montrer que si Zx& = 0 alors pour tout  on a ¢} = «. Montrer
que si i(X)ax = 0 et Ly = 0, alors il existe une forme B € QF(CP" 1) telle que
a = p*B. On dit que & descend sur CP"~1.

3° Soit « une 1-forme sur S>*~! telle que i(X)& = 1 et o = 0. Montrer qu’il existe w €
O?(CP" 1) telle que dx = p*w. Montrer que dw = 0 et que sa classe de cohomologie
[w] € H?(CP" 1) ne dépend pas du choix de x.

4° On donne les nombres de Betti by;, 1 (CP"~1) = 0 et by;(CP"~1) = 1. Montrer que les
hypothéses de la question 3 sont satisfaites par la forme «,, = Z;l x;dy; —y;dx; sur g2n-1,
La forme dw,, descend donc en une 2-forme fermée w,, sur CP"~1, Montrer que w1 est
une forme volume sur CP"~1. En déduire que [w,,] est un générateur de H?>(CP"~1) =
R, et [w”]”‘l un générateur de H2"-2(Cp"-1) = R.

5° Soit f : g2n=1 _, g2k-1 e]le que f(ei6 .z) = e - f(z) pour tout 0 et tout z €
S?7=1 Montrer que f passe au quotient et induit une application F : CP"~! — CP+-1,
Montrer que F*([wy]) = [w,] et F*([wk])”_l # 0. En utilisant [wk]k = 0, montrer
que nécessairement k > n.

Exercice 20.h.3 (Cohomologie invariante et formes invariantes). On considére le groupe
G =SL(2, R) et son algebre de Lie g.

1° Montrer que toute classe de cohomologie z € H? (G) est invariante par translation a
gauche : Lgz = z pour tout g € G.

2° Montrer que I’application G — R2 \ {0} définie par (Z ;) — (Z

) est une équiva-

lence d’homotopie. En déduire la cohomologie de G.
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3° Donner une base (A, B, C) de g et exprimer dans cette base les crochets [A, B], [B, C]
et [C Al

4° Décrire le complexe de de Rham des formes différentielles sur G invariantes a gauche.
En déduire qu’il n’est pas possible de représenter une classe de cohomologie non nulle
z € H'(G) par une forme différentielle fermée invariante a gauche.

Exercice 20.h.4 (Spheéres groupes de Lie). Soit G compact connexe.

1° Montrer que g admet un produit scalaire Ad-invariant, c’est-a-dire satisfaisant
(Ad($)X, Ad(Q)Y) = (X, Y)

pour tous ¢ € Get X,Y € g. (Moyenner un produit scalaire quelconque par I’action
de G). Montrer qu’un tel produit scalaire satisfait ([X, A],Y) = (X, [A,Y]) pour tous
A XY eg.

2° Montrer que w(X,Y,Z) = (X,[Y,Z]) définit une 3-forme invariante a gauche et a
droite. En déduire une condition sous laquelle H3(G) # 0. Montrer que cette condition
est satisfaite en particulier si H! (G) = 0.

3° Déduire que les seules sphéres portant une structure de groupe de Lie sont S?, S! et S3.

21 Degré

21.a Cohomologie a support compact

Soit M" une variété. On peut considérer le complexe ((Q.M, d) des formes différentielles
a support compact sur M, muni de la différentielle extérieure. Sa cohomologie est notée
H_.M. Si M est compacte, on a bien sir HM = H.M.
Si M est orientée, alors on dispose d’une application fM : M - R qui passe au
quotient H’M — R en vertu de la formule de Stokes.

Théoréme 21.1. Si M" est une variété connexe orientée, alors 'application w — fM w
établit un isomorphisme H!M ~ R.

Démonstration. Observons que le résultat du théoreme est déja connu dans le cas de la
variété compacte S”, puisque H”S" = R et I'intégrale est une forme linéaire non nulle,
voir ([IL.19).

Etape 1: cas de R". A nouveau, I'intégrale est une forme linéaire non nulle sur H*R",
donc il s’agit de montrer que [ : H?R"” — R est injective. Soit donc & € QFR" telle
que [, & = 0. Puisque H"R" = 0, il existe une (n — 1)-forme B telle que & = dp.
Comme P n’a pas de raison d’étre a support compact, on cherche une (1 — 2)-forme vy
telle que p + dvy soit a support compact : alors x = d(B + dv) ce qui prouvera bien
que [a] = 0 dans HYR". Si Suppa C By, alors dp = 0 pour r > p donc p est fermée
dans I'anneau Cp = R" \ Bp, et définit donc une classe [B] € H”_l(Cp). Comme
C, se rétracte par déformation sur la sphere de rayon 2, I'application H 151y -
H”_l(Cp) induite par l'inclusion i : Sy, < C, est un isomorphisme; finalement, on
dispose d’un isomorphisme H"~1 (Cp) = R donné par

w — f i*w.
SZp

Appliquons cette remarque a {3 : on a, par la formule de Stokes

fSZp i*ls - J‘B2p d[5 - -[R” x=0
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donc [B] = 0 dans H"‘l(Cp). Ainsi il existe w € Q”_2(Cp) telle que B = dw. Soit
X = x(r) une fonction de coupure telle que x (r) = 0 pour r < %p et x(r) = 1 pour
r = 2p. Il suffit de prendre v = —xw, qui est a support compact dans Cp donc s’étend
par zéro sur R" ; pour ¥ > 2p,onay = —w et donc p + dy = 0.

Etape 2 : si le théoréme est vrai pour deux ouverts Uy et U, tels que U1, # @ alors il est
vrai pour Uy U U,. Ici on utilise une suite exacte de Mayer-Vietoris pour la cohomologie
a support compact, attention, elle n’est pas dans le méme sens que pour la cohomologie
ordinaire ! en effet, on a une suite exacte de complexes (comparer a ([IL21))) donnée par

0 — 0,(Up) 2 0.U; @ 0.U, <5 Q,(U; UU,) — 0,

ouf(n) = (x,a) et g(x, B) = & — P. Alors la suite exacte longue associée par le lemme

prend en degré n la forme

H'U,, 2 Hru, @ U, B Hr U, U U,) — 0.

Orrg[f] > 1, car si w € Q°Uy, avec [ w > 0, alors il en est de méme pour I'extension
par zéro de w a Uy ou U,. Par hypothése de récurrence, H*U; ® H"U, = R?2, donc
dimH} (U; UU,) < 1. Mais comme H? (U; UU,) # 0, il faut que dim H} (U; UU,) = 1.

Etape 3 : cas général. Soit a € M fixé. Si x € M, il existe un ouvert U, C M contenant
a et x, connexe, et satisfaisant la conclusion du théoréme : il suffit en effet de prendre un
nombre fini d’ouverts difféomorphes a R” recouvrant un chemin de a a x et d’appliquer
I'étape 2. Prenons a présent w € ()M telle que fM w = 0, alors Supp W C Uyesupp o 2xs
donc on peut extraire un recouvrement fini : Supp w C Ulfoi- Comme tous les (), s’in-
tersectent puisqu’ils contiennent a, par I’étape 2, UI{ Q,, satisfait la conclusion du théo-
réme, donc w = da pour & & support compact. O

Remarque 21.2. Si M" est non orientable, alors on peut montrer que H'M = 0. Briéve-
ment, la technique est similaire a celle utilisée dans la section [LJ. Prenant une métrique rie-
mannienne sur M, la projectionp : N = SA"T*M — M est un revétement a deux feuillets
(donc a une involution 1) mais N a une orientation canonique provenant d’une forme vo-
lume tautologique (), qui est renversée par L. Six € M, alors &' = p*e € OFN et

1*a’ = «’. Comme | renverse I'orientation, fN o = — fN o/, donc fN «' = 0.Par consé-
quent o' = dp’ avec B’ € OF~IN. Quitte & remplacer B’ par w on peut supposer
que L*B’ = B’, ce qui implique que B’ descend sur M en une forme p € Q7'M qui doit
vérifier dp = .

21.b Degré

La définition suivante est rendue possible par le théoréme R1.1.

Définition 21.3. Soient M et N deux variétés compactes, connexes, orientées, de dimension

n. Soitf : M — N continue. On définit le degré de f, noté degf, par

[f*]
H"N f*> H"M

b
degf

R——R
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Autrement dit, si f est C*, le degré de f est défini par la relation, valable pour toute forme

w e O"N,
fo*w = degf fN w.

Puisque [f*] est un invariant d’homotopie, le degré est un invariant d’homotopie def.

La théorie du degré s’étend aux applications propres entre variétés non compactes, en uti-
lisant la cohomologie a support compact. En effet, le tiré en arriére d’une forme a support
compact par une application propre est encore a support compact, donc on obtient une
application f* : QN — .M qui induit en cohomologie [f*] : HIN — H.M, ce
qui permet de définir le degré grace au théoréme 1.1, Mais nous n’utiliserons que le cas
compact.

Exemples. 1° Soit f : M — M un difféomorphisme. Par la proposition [19.14, on a
degf = +1 (ITL.36)

suivant que f préserve ou renverse ’orientation.
2° Soit f : S' — S définie par f(z) = 2. Alors

jznf*( (9)519)—[27t (ke)d(ke>—kf2n (0)d0
0 J = ¢ =f) ¢
donc degf = k.

3° Plus généralement, si f : S! — S!, alors par un lemme de relévement bien connu, il
existe F : R — R lisse telle quef(elt) = eF® Alors, pour tout £,

degf = W (IIL.37)

qui est un entier, égal au « nombre de tours » que fait f (z) quand z fait un tour. En effet,
prenons w = d6 = xdy — ydx, notons p : R — S! I'application p(t) = ¢, de sorte que
fop=poF,alors

[ fre= fozn P = f:n Frprw = jozﬂ Fdf = fozn dF = F(210) — F(0).

Puisque fsl w = 27, la formule en résulte.

Soit a nouveau f : M" — N". Soit y € N un point qui n’est pas une valeur critique de f.
Sif(x) =y, alors T,f : T\M — TN est un isomorphisme, dont on peut définir le signe

signe(T,f) = +1
suivant que T,f préserve ou renverse I'orientation.
Le fait que la formule ([II.37) fournisse un entier n’est pas un hasard, comme le montre le :

Théoréme 21.4. Pour toute valeur réguliérey € N, on a

degf = Z signe(T,f).

xef~1(y)

Démonstration. Posons f~1(y) = {xq,...,x;}. Puisque f est un difféomorphisme local
pres de chaque x;, on peut trouver un ouvert connexe V 3 y et des ouverts connexes
U; 3 x; tels quef|y, : U; — V soit un difféomorphisme. Soit w € QU7 V, alors, appliquant
(IIL.36) aux difféomorphismes f lu,»

k k
J‘Mf*w = ; jUi (f|Ul_)*w = ; signe(Txf) J‘V w.

Pour conclure, il suffit d’appliquer cette formule a une forme w telle que fV w#0. O
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Un exemple d’utilisation du théoréme consiste & observer que sif est non surjective, alors
degf = 0 puisqu’une valeur non atteinte est réguliére, ce qui est appliqué sous la forme :

degf #0 = [ surjective.

Des formes de ce principe sont utilisées en dimension infinie pour montrer l’existence
de solutions a des problemes d’équations aux dérivées partielles (par exemple, surfaces
minimales).

Exemple 21.5. On peut utiliser cette interprétation du degré pour montrer le théoréme de
d’Alembert : tout polynéme complexe non constant a des racines. Soit P : C — C un tel
polynéme. On peut appliquer la théorie du degré, ou bien a P lui-méme car il est propre,
ou bien a son extension P : S — S? obtenue en identifiant C =~ S? \ {N} et en posant
P(N) = N. Le lecteur vérifiera que la différentielle de P préserve toujours 1’orientation,
donc le théoréme implique que deg P > 0; donc P est surjectif.

Un autre exemple d’application est :

Théoréme 21.6 (Théoréme de la sphére chevelue). Sin est pair, alors tout champ de vecteurs
sur S™ admet un zéro.

Démonstration. Nous pouvons voir un champ de vecteurs sur S” comme une application
X : 8" — R telle que X(x) L x. Si X ne s’annule pas, quitte a le normaliser, on peut
supposer ||X|| = 1. On définit alors des applications f; : S* — S” par

fi(x) = cos(rtt)x + sin(t) X (x).

Onafy =Idetf; = —1Id, donc Id et —Id sont homotopes, et en particulier ont méme
degré ; or deg(—1Id) = (—1)"*! par ([IL.15), donc il faut que 7 soit impair. O

21.c Indice d’un zéro isolé d’un champ de vecteurs

Soit x € M un zéro isolé d’un champ de vecteurs X sur M. Dans des coordonnées locales
prés de x, on peut voir X comme une application X : B* —» R", s’annulant uniquement a
l'origine. On peut donc considérer

X
Y:B"\ {0} —S"1, Y= X (I1L.38)

Théoréme 21.7. Pour0 <r <1, ledegrédeY|g,1 : S'=1 — S"1 ne dépend pas des choix
faits et est appelé I'indice du champ de vecteurs X en x. Il est noté Ind(X, x).

Démonstration. L’indépendance par rapport au choix de r provient du fait que les appli-
cations Y|g,-1 sont homotopes, donc ont méme degré. Il faut donc vérifier I'indépendance
par rapport au choix des coordonnées en x.

En réalité nous allons montrer un énoncé plus général. Nous faisons un choix de coordon-
nées sur un ouvert U 3 x difféomorphe a une boule, et un choix de trivialisation du fibré
tangent, TM|y =~ U x R"; les deux choix sont indépendants sauf qu'on demande que
l'orientation de U provenant des coordonnées coincide avec celle de TM|; fournie par la
trivialisation. Ecrivant X dans cette trivialisation, la formule ([IL.3§) continue a faire sens et
nous montrons qu’elle ne dépend ni du choix de coordonnées ni du choix de trivialisation.

Examinons le choix de coordonnées. Utiliser un autre choix de coordonnées revient a
remplacer X : B" — R" par X o @, ou ¢ : B} - V C B" est un difféomorphisme (et
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doncY = % par Y o @) ; comme nous gardons la méme trivialisation de TM, il faut que

¢ préserve l'orientation. On pose

dop(x) t=0,

Prl) = {%cp(tx) 0<t<l

Bien str la famille (¢;);c[0,1; est C*, y compris par rapport a ¢. Il existe un 7’ < r pour
lequel @;(B!") C B" pour tout ¢t € [0, 1], donc pour p < 7, la famille (Y o (Pt|sg-1) est
une homotopiede Yo ¢g =Y odypaYo @, =Y o @;doncledegré deY o ¢ est égal a
celuide Y o dy@. Or dgp € GL, (1, R) qui est connexe, donc Y o dy¢ est homotope a Y
et le degré est donc le méme que celui calculé pour Y.

Examinons maintenant l'influence d’'un changement de trivialisation du fibré tangent.
Cela revient a modifier X en g(x)X, ou g : B! - GL_ (1, R). En utilisant g;(x) = g(tx),
on obtient une homotopie avec g(0)X; a nouveau, puisque GL_ (1, R) est connexe, g(0)X
est homotope a X : le degré est donc le méme.

Finalement, si on renverse simultanément l'orientation du systéme de coordonnées et de
la trivialisation du fibré, on change l'orientation a la fois a la source et au but de Y, donc
le degré demeure inchangé. O

Théoréme 21.8 (Théoréme de Poincaré-Hopf). Si M est une variété compacte et X est un
champ de vecteurs a zéros isolés, alors la caractéristique d’Euler de M satisfait

XM) = Z Ind(X, x).
X(x)=0

Ce théoréme est important car il relie deux quantités de natures a priori différentes, to-
pologique a gauche, géométrique a droite. Nous ne le démontrerons que dans le cas des
surfaces, au chapitre m

Par exemple, X (5") = 1+ (—1)”" donc le théoréme de Poincaré-Hopf implique immédia-
tement le théoréme de la sphere chevelue.



Chapitre IV

Surfaces

22 Théorie élémentaire des surfaces

22.a Premiére forme fondamentale

Soit S C R3 une surface orientée. On définit la premiére forme fondamentale de S, notée
I, comme la restriction a chaque espace tangent T,,S C R3 du produit scalaire de R3 :

LXY) =(X)Y), X, Y €T,S.

Si la surface est donnée par le graphe d’une fonction, S = {z = f(x,y)}, alors (x,y)
constitue un systéme de coordonnées sur S dans lequel on peut calculer I : la surface S est
paramétrée par @(x,y) = (x,y,f(x,y)), donc, en notant f, = % etfy = g—f;, une base de

T,SC R3 est donnée par les vecteurs

d 5}
Prenant le produit scalaire, on obtient la formule

RS-
I‘(fxfy 1+ZZ)’ v-H

que I'on note généralement plutdt
I=(1+f2)dx® + 2f f,dx - dy + (1 + f2)dy>. (1V.2)

Cette notation s’explique en pensant un produit scalaire sur TpS comme un élément de

la puissance symétrique Sym? T,S; ici dx - dy est le symétrisé du produit dxdy, a savoir
. _ dxdy+dydx

dx-dy = —=5—~—.

22.b Application de Gauss et seconde forme fondamentale

Puisque S est orientée, on peut définir la normale sortante a S, donnée en un pointp € S
comme le vecteur unitaire Vp L TPS tel que (VP’X’Y) soit une base directe si (X,Y) est
une base directe de T,S. L’application

v:5— 82

91
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est appelée 'application de Gauss de S. Elle vérifie donc en particulier
T,S =Ty,)S* = v(p)*.
On consideére la différentielle
dyv:T,5 — Tv(p)S2 =T,5,
et on définit la seconde forme fondamentale de S par
IL,(X,Y) = =({d,v(X),Y), XY e T,S. (Iv.3)

Proposition 22.1. La différentielle d,v est un endomorphisme symétrique de T,,S ; en par-
ticulier la seconde forme fondamentale 1L, est une forme quadratique sur T,,S.

Démonstration. Soient X et Y deux champs de vecteurs sur S, alors
0=X-(v,Y)=(dv(X),Y) + (v,dY (X)),

d’ou résulte la formule

(X, Y) = (v, dY(X)). (va)
On déduit
(X, Y) — (Y, X) = (v, dY(X) —dX(Y)) = (v, [X,Y]) =0
car [X, Y] est tangent a S si X et Y le sont. O

Reprenons la surface S d’équation z = f(x, y) et calculons la seconde forme fondamentale
au point p. Quitte a changer les coordonnées par une isométrie directe de R3, on peut
supposer p = 0, T,S = R2etR3=R2 @ Rv,,. Alors nécessairement dqf = 0 donc

1
f= z(ex2 +2fxy + gy?) + O (x, )I3).

Donc ( f f 1
v —— = _(ex +fy,fx+gy, 1) + OO0 yP).
Jy1+£2 +f7
Ainsi

I, = (/"’ g ) (IV.5)

Cela donne en particulier une seconde démonstration de la symétrie de II.

Quitte & choisir d’autres coordonnées orthonormales (x,y) sur R2, on peut supposer que
la seconde forme fondamentale au point p est diagonale :

I, = (kl k2>' (IV.6)

Les valeurs propres de II,, a savoir kq et ky, sont les courbures principales de Sen p;la
courbure moyenne et la courbure de Gauss (ou simplement courbure) de S en p sont les
deux quantités

ki + ko
5
L’équation H = 0 définit les surfaces minimales ; par exemple, les bulles de savon sont
des surfaces minimales.
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Signification géométrique

On se place au point p. Rappelons que la seconde forme fondamentale donne les termes
de second ordre de f en p, donc

1
f ~ E(k]xz +k2y2).

On discute suivant le signe de la courbure en p :
K > 0 alorsk; > Oetky, > 0(outousles deux négatifs) : il s’agit d'un point elliptique,
la surface S est d’un seul coté de son plan tangent ;
K <0 alors ky > 0 et ky < 0 (ou le contraire) : il s’agit d'un point hyperbolique, la
surface S traverse son plan tangent ;
K =0 il s’agit d’'un point parabolique.

K>0 K<0
Sur les figures on a représenté des lignes donnant les directions des courbures principales.

Exemple 22.2. Pour un espace affine R? C R3, on peut prendre comme équation z = 0,
doncIl = 0 et K = 0. Pour un cylindre R xS' € R3, donné par I'équation z? +x? = 1, on
apreés de (0,0,1) le développement z = V1 —x2 ~ 1 — %xz donc en ce point I = —dx?
et K = 0. Comme le cylindre est homogéne sous I'action des translations suivant R ou
rotations suivant S, on obtient K = 0 partout.

Exemple 22.3. Pour la sphére S> C R3, ona Il = —1Id et K = 1. En effet, prés du point
(0,0,1)onaz = \[1 —x2 - y2 ~1-— %(x2 + yz), d’ou le résultat en ce point ; on obtient

les autres points en faisant agir le groupe SO(3).

Remarque 22.4. Soit u € TPS avec |u| = 1, considérons le plan P = Ru + RUP. Alors on
peut montrer que

O(u,u) =k(SNP)(p),

ou k(C) désigne la courbure d’'une courbe C dans un plan euclidien P. Les courbures
principales en p apparaissent donc comme les maximum et minimum des courbures des
intersections de S avec les plans orthogonaux a S en p.

22.c Le théoréme Egregium de Gauss

Théoréme 22.5. La courbure de Gauss K dépend uniquement de la premiére forme fonda-
mentale 1 surS, c’est-a-dire de la métrique riemannienne surS.

Autrement dit, K ne dépend pas du plongement de S dans R3 (qui permet de définir la
seconde forme fondamentale) : un autre plongement induisant la méme métrique sur S
donnerait la méme courbure. On dit que K est un invariant intrinséque de S, par opposi-
tion aux invariants extrinséques qui dépendent du plongement dans R (par exemple, la
courbure moyenne H).

Le théoréme sera la conséquence d’une réinterprétation de la courbure de Gauss. Nous
considérons une surface orientée S munie d’'une métrique riemannienne g. Chaque espace
tangent TS est alors muni d'un endomorphisme J =rotation d’angle 7. Le fibré unitaire
tangent de S est

% =STS={(p,X),p €S, XET,SIX =1}
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Soit 7t : % — S la projection. Nous définissons deux 1-formes sur % par les formules,
pour § € T, x)%,

[X(P/X) (é) = <X/ Tcx-é)r

B (8 = (X, 1, Q).

Lemme 22.6. Il existe une unique 1-forme v sur % telle que
de =1 A B,
LEARE (IV.8)
ap =-nAa.

En outre, dans une trivialisation locale du fibré % |y ~ U x S avec coordonnée angulaire 0
sur le cercle St, on a
1 =d6+ mtw, (IV.9)

ou w est une 1-forme sur U.

La 1-forme locale w sur S, qui dépend de la trivialisation choisie de %, est appelée la forme
de connexion de g.

Démonstration. Soit (X1, X,) une base orthonormée directe locale de TS, donnant la tri-
vialisation choisie de TS ; soit (X!, X?) la base duale. Alors on voit immédiatement que

® = cos(0)T* X! + sin(8)1T* X2,
p=-— sin(0)T* X! + cos(8) T X2.
Ainsi,

de=dO AP+ cos(®)Tt*dX! + sin(0)Tt*dX?,

, . 5 (IV.10)
dp = —db A« — sin(0)TT* dX" + cos(0) Tt dX=.
Définissons une 1-forme locale w = aX! + bX? sur S par
aXl = w A X?,
(IV.11)

ax? = —w A XL,

donca = dx? (X1, X5) eth = ax? (X1,X5). Alors I’équation () se récrit sous la forme
du systeme ([V.§) avec nécessairement 1) = d0 + 7T* w. O

Remarque 22.7. La formule de Maurer-Cartan (proposition [18.9) donne
a=dX'(Xq,Xp) = =XN([X1,X5]), b =dX*(Xq,X) = =X2([X1, X2]),
donc [Xq,X,] = —aX; — bX, et w est 'opposée du dual de [X;, X, ] pour la métrique g.
Observons que la formule ([V.9) implique
dn = m*dw. (Iv.12)

Comme 1] est canonique, on déduit que dw € Q?S ne dépend pas du choix de la triviali-
sation du fibré tangent : c’est un invariant intrinséque de (S, g).

Le théoréme est alors une conséquence directe de la

Proposition 22.8. Si la métrique g deS provient d’un plongementS C R3, notons sa forme
volume vol € %S, alors la forme de connexion w définie par le lemme satisfait

dw = —Kvol, (IV.13)

ou K est la courbure de Gauss de S.
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Puisque dw est un invariant intrinséque de (S,g), 'équation ([V.13) permet de définir
la courbure de Gauss de (S,g) sans que S soit plongée isométriquement dans R3. Par
exemple, le tore T2 = R?/Z? avec la métrique riemannienne plate obtenue par quotient
a une courbure de Gauss K = 0.

Démonstration. Prenons a nouveau une base orthonormale locale (X;) de TS. Puisque
S C R3, nous pouvons voir les X; comme des applications X; : S — R3. Notons la
seconde forme fondamentale IT = ¢(X1)2 + ZfX1 X2 +g(dX2)2, alors on a les formules :
Xm = (,OXz + Al\/,
dXz = —(,l)Xl + AZV/
avec Al() = II(Xy,-) = eX! + X% et A2(-) = I(Xp,-) = fX! + gX2.
Démontrons ([V.14). Les coefficients sur v sont une conséquence de la formule (IV.4).
Pour les coefficients sur X; et X5, différentions (X1, X5) = 0 pour déduire (dX;,X5) =
—(X1,dX5); de méme (dX;, X;) = 0. Par ailleurs, [X;,X,] = dX5(X;) —dX; (X;) et en

particulier

(IV.14)

([X1, X321, Xq) = (dXp(X1), X)) = —(dX1 (Xq), Xp),

La relation entre w et [X;,X5] (remarque P2.7) implique alors (IV.14).
Démontrons maintenant la proposition. Par la définition (IV.3) on a

dv = —A'X; — A%X,,
donc on calcule, a partir de (),
0=ddXy) =dwX, —w AdXy +dATv — Al Adv
= (dw + AT A A2)X;, + (AT — w A A?)v.
En particulier, dw = —A! A A% = —(eg — f2)X! A X2 = —Kvol. O

(IV.15)

Remarque 22.9. Le calcul (IV.15), avec le calcul similaire pour d(dX,), donne les identités
dA = w A A2, dAZ = —w A AL,

connues sous le nom d’équation de Gauss-Codazzi.

22.d Exercices

Exercice 22.d.1 (Surfaces minimales). Soit une surface riemannienne orientée connexe S.
On note ¢, ) le produit scalaire sur chaque espace tangent, | - | la norme, et volg la forme
volume de S.

1. On note J la rotation d’angle % dans chaque espace tangent ou cotangent : donc, si
(X1, X5) est une base orthonormale directe locale de TS, et (X1, X2) la base duale, alors
IXq = X5, ]X; = =X4, et de méme JX! = X2 et JX?> = —X1. Soit & une 1-forme sur S,
montrer que & A Jo = e/ volg.

2. Soit f une fonction C* sur S, on définit une 2-forme Af € 02 (S) par Af =dJdf)).
On suppose S compacte : montrer que foAf =— fs |df 2 volg ; en déduire que Af = 0 si
et seulement si f est constante.

3. On suppose S isométriquement plongée dans R3. Soitv € R3etf, : S — R définie par
fo(x) = (v, x). Calculer Af, (on pourra décomposer df,, sur la base (X1,X2) de 1-formes,
puis appliquer les formules (IV.11) et (IV.14)). En déduire que S est minimale (c’est-a-dire
la courbure moyenne est nulle) si et seulement si Af,, = 0 pour tout v € R3.

4. Déduire qu’il n’existe pas de surface minimale compacte dans R3.



96 CHAPITRE IV. SURFACES
23 Théoréme de Gauss-Bonnet

Théoréme 23.1. Soit (S,g) une surface compacte orientée, munie d’une métrique rieman-
nienne, de forme volume vol et de courbure de Gauss K, alors

1
= jSKvol = X(S).

Ce théoréme est important en ce qu’il relie la géométrie de la surface (membre de gauche
de I’égalité) a sa topologie (membre de droite). Par exemple, si on se pose la question de
trouver sur S une métrique a courbure constante K = k, alors il faut que kVol(S) =
2mx (S) = 2m(2 — 2¢), ce qui impose k > Opour g = 0,k = Opourg = letk <0
pour ¢ = 2. Effectivement, la métrique standard de la sphére S? est a courbure constante,
et celle du tore T2 & courbure nulle; les surfaces a genre ¢ > 2 ont effectivement des
métriques a courbure constante strictement négative, elles sont « hyperboliques », mais
S? et T2 ne peuvent pas I'étre.

En fait, le théoréme sera une conséquence du

Théoréme 23.2. Sous les mémes hypothéses, soit X un champ de vecteurs surS d singularités
isolées. Alors

1
o fSKvol = XZ_ Ind(X, p). (IV.16)
(p)=0

Le lien avec le théoréme de Gauss-Bonnet est fourni par le théoréme de Poincaré-Hopf
R1.d, mais nous allons voir comment le déduire directement ; cela fournit en particulier
une démonstration en dimension 2 du théoréme de Poincaré-Hopf.

Démonstration du théoréme[23.1. On applique le théoréme 3.4 Le membre de gauche de
I’égalité ne dépend pas du champ de vecteurs, le membre de droite ne dépend pas de la
métrique. Au final, on déduit que la quantité (IV.16) ne dépend ni de la métrique ni du
champ de vecteurs : elle ne dépend que du type de difféomorphisme de S.

11 suffit alors de calculer ([V.16) sur un exemple. On plonge S de maniére standard dans R3
en prenant X = grad(zlg). La fonction z|g a 2¢ + 2 points critiques situés sur ’axe des z,
dont un minimum, un maximum, et 2¢ points col. Prés d’un point critique p = (0,0, z.),
on a un développement z — z. ~ ax? + byz, donc X(x,y) ~ (ax,by) donc Ind(X,p) =
signe(ab). En un maximum ou un minimum on obtient +1, en un point col —1. Donc

Zx<p):0 Ind(X,p) =2 —2g. O

Remarque 23.3. Dans cette démonstration, on a subrepticement utilisé le fait non trivial
que toutes les surfaces de genre g sont difféomorphes, voir HIrscH.

Démonstration du théoréme 23.3. Nous considérons le fibré unitaire tangent % de (S, g).
Notons Y = X, on peut considérer Y comme une section de % :

o]

S\ X1(0) ——
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Soit Uy = Ux(p>:0B(p, d), ou chaque boule B(p, 8) est choisie dans un systéme de coor-
données arbitraire, et les différentes boules sont disjointes. Rappelons que par le lemme
R2.4, le fibré unitaire tangent % est muni d’une 1-forme canonique 1 telle que

dn = —mt*(Kvol).

Puisque to Y =1d, on a
Kvol = Y*p*K vol
fS\Ué vo fS\Ué p*K vo

fS\UéY (—dn)

=— dy*
S\Us 1
Y*1.

Dans chaque boule B(p, 3) nous prenons une trivialisation orthonormale de TS, dans la-
quelle nous avons une forme de connexion w avec 1) = d6 + 7" w, donc
Y*n = Y*do

Y*w

[ v
OB(p,5) 3B(p,0) 3B(p,5)
=2mmdXp) + [ Y

9B(p,d)

Pour I’égalité avec l'indice, on a utilisé que I'indice peut se calculer & ’aide d’une tri-
vialisation quelconque du fibré tangent, ne provenant pas nécessairement du systéme de
coordonnées, voir la démonstration du théoréme P1.7. Puisque w est une 1-forme C* au-

tour de p, on a lims_,q faB ( Y*w = 0. Finalement, la limite quand § — 0 de l'intégrale

p.d)

K vol = :
J Kol 2nXZ Ind(X, p)
(=0

nous donne
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