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Introduction

Le domaine de recherche présenté ici sont les marches aléatoires renforcées par arétes orien-
tées, c’est & dire des marches aléatoires sur Z¢ pondérées par les arétes, dont les poids changent
au cours de la marche. Elles seront souvent étudiées sous ’angle des marches aléatoires en milieu
aléatoire, c’est a dire les marches aléatoires pondérées dont les poids initiaux sont tirés aléa-
toirement au préalable. Nous nous intéresserons dans un premier temps au lien entre ces deux
points de vue. Puis nous verrons le cas particulier de la dimension 1 ainsi que les questions de
récurrence/transience de ces marches en dimension supérieure. Nous nous intéresserons par la
suite a la marche aléatoire décentrée, c’est a dire la marche pour laquelle toutes les directions ne
sont pas équivalentes. Pour cette marche, nous verrons qu’il y a une direction privilégiée et qu’on
a bien transience dans cette direction. Pour finir, nous nous poserons la question de la balisticité,
c’est a dire de la vitesse de drift de la marche aléatoire décentrée dans la direction privilégiée.
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1 Historique

Les premiers travaux sur les marches aléatoires renforcées ont été fait par Diaconis et Cop-
persmith dans un manuscrit non publié¢ en 1986 (cf [5]) et par Pemantle dans sa thése [12].
Il existe trois différents types de marches aléatoires renforcées sur Z¢ : les marches aléatoires
renforcées par arétes non orientées, par arétes orientées et par sommet. Pour le moment, aucun
lien n’a été établi entre ces trois modéles et ils ont donc été étudiés séparément, et nous nous
contenterons de I’étude du cas arétes orientées ici. De nombreux progrés ont été enregistrés dans
I’étude de celles-ci depuis le début des années 2000 sous I'impulsion de Christophe Sabot. Dans
un premier temps, celui-ci a généralisé avec Enriquez le lien entre ce modéle et celui des marches
aléatoires en milieu aléatoire dans [7], puis il a découvert un lemme fondamental dans [15] qui lui
a permis de prouver la transience en dimension > 3. Ce lemme lui a de plus permis de trouver
d’autres résultats, comme la balisticité sous certaines conditions dans [14], et a permis & éga-
lement & Tournier d’étudier la transience directionnelle dans [17] et [22] grace aux travaux de
Bouchet dans [2].

En réalité, tous ces développements récents ont été obtenus grace a 1’équivalence avec les
marches aléatoires en milieu aléatoire, puisque dés le début Pemantle avait remarqué le lien avec
les urnes de Poélya qui montre que ce modéle n’est autre qu’une marche aléatoire en environnement
de Dirichlet. Les marches aléatoires en milieu aléatoire ont été en premier lieu introduites par
Chernov dans [4] en 1967 pour 'étude des phénomeénes de duplication des brins d’ADN, et
reprises par la communauté mathématique. Elles ont été longuement étudiées depuis les années
1970, et un historique pourra étre trouvé dans [9] par exemple. De nombreux travaux a ce sujet
sont encore en cours, notamment sur des questions de balisticité en environnement elliptique
ou uniformément elliptique. Certains de ces travaux s’appliquent au cas de ’environnement de
Dirichlet qui nous intéresse ici comme ceux de Campos et Ramirez dans [3] qui généralisent,
mais avec des méthodes différentes, le résultat de Sabot dans [14]. Le cas de la dimension 1 a été
particuliérement étudié avec notamment les travaux de Solomon [19], Kesten, Kozlov et Spitzer
[11] ou plus récemment Enriquez, Sabot et Zindy dans [8].

2 Présentation des modéles

2.1 Les marches aléatoires renforcées par arétes orientées

Le premier modéle a introduire est celui de la marche aléatoire renforcée linéairement par
arétes orientées. On se place sur Z¢ et on note E I'ensemble des arétes orientées de Z¢. Rappelons
dans un premier temps le modéle de la marche aléatoire sur Z¢ pondérée par arétes orientées.
On donne & chaque aréte orientée e de Z? un poids noté a, # 0. On fait alors partir une marche
aléatoire de 'origine, avec la probabilité de traverser une aréte proportionnelle au poids de celle-
ci, c’est & dire que si x et y sont voisins

a
P(Xnp1 =y | Xo =) = —gg—2—
i=1 ¥(z,z+ei)
et 0 sinon. On a noté (x,y) l'aréte orientée reliant x & y et (ey,...,eaq) Uensemble des arétes
partant de l'origine avec la convention e; 4 = —e;. L’exemple canonique de ce type de marche

est celui de la marche aléatoire simple, c’est a dire quand tous les poids sont égaux.
L’idée du renforcement est le suivant : on part d’une marche aléatoire pondérée par arétes
orientées et & chaque fois qu’on traverse une aréte orientée, on augmente de 1 son poids, c’est &



dire que les arétes déja traversées ont plus de chances d’étre parcourues une deuxiéme fois que
la premiére. Plus précisément, on a la définition suivante

Définition 2.1. La loi de la marche aléatoire renforcée linéairement par arétes orientées de poids
initial & = {a € R, e € E} partant de o est donnée récursivement par

Pmo (XO = l‘o) =1

et Vo € Z4, Vi € {1,...,2d},

~ Qg zte; + Nm xr+e;
Pwo(Xn+1:$+€i‘Xn:$>yn): 2d( z+e;) (z,z+ei) (2.1)
2 i=1 Yaatey) T Nizate))
ol %, est la tribu engendrée par (Xi,...,X,), c’est a dire tout le passé, et N, est le nombre de

fois ou aréte e a été traversée avant 'instant n.

2.2 Les marches aléatoires en milieu aléatoire

Le deuxiéme modéle & introduire est celui de la marche aléatoire en milieu aléatoire, qui
correspond & un cas simple de mouvement en environnement aléatoire. L’idée est ici d’étendre
la définition classique de marche aléatoire pondérée que nous venons de voir au cas ou ’envi-
ronnement, c’est a dire I’ensemble des poids, dans lequel elle évolue n’est pas fixé. Pour cela,
on va fixer aléatoirement un environnement w, c’est & dire que pour chaque aréte orientée e w,
est un poids, selon une probabilité p, puis on va lancer une marche aléatoire pondérée dans cet
environnement. Il faut faire attention ici au fait qu’il y a deux niveaux d’aléatoire : dans un
premier temps on tire au hasard l’environnement w selon p, puis on tire au hasard la marche
aléatoire pondérée dans cet environnement.

Plus précisément, on se donne pour tout x sommet de Z? p, une probabilité sur T; =
{(w1,...,waq), w1 + -+ wayg = 1} muni de la tribu borélienne. On tire alors indépendamment
wez,.) € Ty selon p, pour tout x € 74, et on note u la loi produit correspondante. On appelle
w P'environnement qui appartient a la famille Q =[], ;4 Ta, muni de la tribu produit .7 et de
la probabilité p. Un environnement est donc un ensemble de poids sur les arétes orientées de
/Z%, renormalisé pour étre directement une probabilité en chaque sommet. On dit de plus que
Penvironnement est i.i.d. si les probabilités {p, },cz« sont toutes égales, ce qu’'on supposera vrai
par la suite. L’environnement w étant fixé, le processus suit alors une marche aléatoire pondérée
par w, (X;,)n>0, & savoir le processus qui est défini récursivement par :

Px,w(X(] = $) =1

et,
PrwXnii =2+ e | Xn =) = W pte) (2.2)

pour tout x € Z%, i € {1,...,2d}. La loi P, ., est communément appelée loi quenched et corres-
pond exactement & la marche aléatoire pondérée dans I’environnement w.

Définition 2.2. Soit g une probabilité sur Q, et z € Z?. On définit la loi annealed ou loi
moyennée partant de x par :

() = / Pro(nlde). (2.3)



Sous Py, (Xp)n>0 est appelée la marche aléatoire en milieu aléatoire définie par la loi y, et
correspond & la description faite ci-dessus. La loi annealed a en général le désavantage de perdre
le caractére markovien de la marche aléatoire & environnement fixé. En effet (intuitivement), si
on connait %, = o(Xi,...,X,), les variables aléatoires (X1,...,X,,—1) sont importantes pour
connaitre X, 11 puisqu’elles donnent de l'information sur ’environnement qui a été tiré selon pu.
On peut donner un exemple de marche aléatoire en milieu aléatoire en prenant pour u, une loi
de Dirichlet. Rappelons la définition de celle-ci : la loi de Dirichlet de paramétre (aq, ..., asq)
est la probabilité sur Ty de densité

2d
K Hp?iil]lzfil pizldp1 e dpd—l

=1

oll K est une constante de normalisation qui vaut

LM )
172, T(ew)

" est la fonction gamma d’Euler, I'(«) = f0+°° t~Lle~tdt. Le modéle de marche aléatoire en
milieu aléatoire correspondant a cette loi est le suivant :

Définition 2.3. La marche aléatoire en environnement de Dirichlet de paramétre o = {a, €
R ,e € E} est la marche aléatoire en milieu aléatoire définie par la loi p, ot 1, suit une loi de
Dirichlet de paramétre (a(y g4,y € RY, /i € {1,...,2d}) pour tout = € Z¢. On notera par la

suite P(® la loi de Dirichlet de paramétre «, E(a)[ ] Vespérance correspondante et nga) la loi
annealed correspondante.

Une description de la marche aléatoire en environnement de Dirichlet serait de dire qu’en
chaque sommet on tire les poids des arétes partant de ce sommet selon une loi de Dirichlet de
parameétre «, puis qu’on fait parcourir Z¢ par la marche aléatoire pondérée par ces poids.

2.3 Lien entre ces deux modéles

Afin de comprendre la correspondance entre marche aléatoire renforcée par arétes orientées et
marche aléatoire en milieu de Dirichlet, il faut d’abord introduire les urnes de Poélya, un modéle
introduit par Pélya dans [13]. Une urne contient initialement R boules rouges et B boules noires.
On tire au hasard une de ces boules, et on rajoute alors une boule de cette couleur dans 'urne
aprés avoir replacé la boule tirée. Notons R,, le nombre de boules rouges aprés n tirages, et B,
le nombre de boules noires aprés n tirages. Ce modéle est le modéle le plus simple de processus
renforcé pouvant étre représenté comme un processus en milieu aléatoire, car on a le théoréme
suivant :

Théoréme 2.4. Soit (£,)n>0 € {R, B} la suite des couleurs tirées pour une urne de Pdlya
de répartition initiale {Ro, Bo}. (&1,...,éNn) a la méme loi qu’un mélange de tirage i.i.d. de
processus de Bernoulli de mesure de mélange Béta(Ry, By), c¢’est a dire qu’on tire aléatoirement
une variable p selon cette loi béta, puis que la couleur de la n-iéme boule est rouge (resp. noire)
avec probabilité p (resp 1-p), et ot les tirages sont faits de fagon indépendante.

Il faut faire attention qu’ici, & 'instar des marches aléatoires en milieu aléatoire, il y a deux
niveaux d’aléatoire : d’abord on tire p selon la loi béta, puis on tire une boule rouge ou noire avec
une loi de Bernoulli de paramétre p. On peut de plus facilement généraliser ces résultats au cas



ot on a 2d couleurs (C1,...Cs4) initialement présentes en quantité (aq,...,asq) et dans ce cas
14 le tirage des couleurs d’une urne de Polya suit est un mélange de tirage i.i.d. de processus de
Benoulli de mesure de mélange la loi de Dirichlet de paramétre (aq, ..., asq), c’est & dire qu’on
tire (w1, ...,wsq) selon cette loi de Dirichlet, puis la couleur est C; avec probabilité w;. Le fait
que la loi de Dirichlet intervienne ici est di au fait que la loi Béta(aq, as) est la projection sur
la premiére coordonnée d’une loi de Dirichlet de paramétre (aq, as).

Revenons maintenant aux marches aléatoires renforcées linéairement par arétes orientées (Dé-
finition 2.1) : on peut considérer en chaque sommet x l’ensemble des arétes qui partent de x
comme une urne de Pélya & 2d couleurs de condition initiale (Q(z gte,)s - - s Xz, a4esq)) PUISqUA
chaque fois qu’on revient en x, on regarde uniquement les poids des arétes partant de x indé-
pendemment de tous les tirages en dehors de x, et qu’on ajoute 1 quand on choisit une aréte
(vue ici comme une couleur). On peut donc voir le choix d’une aréte partant de x comme un
mélange de tirage i.i.d. de processus de Bernoulli de mesure de mélange la loi de Dirichlet de pa-
rametres (g zter)s - > Uz z4eq))s €€ qui correspond exactement au modeéle de marche aléatoire
en environnement de Dirichlet défini en 2.3. On en déduit le théoréme suivant

Théoréme 2.5. La marche aléatoire renforcée linéairement par aréte orientée de poids initial o
a la méme loi que la marche aléatoire en environnement de Dirichlet de parameétre c.

En réalité, Enriquez et Sabot ont montré dans [7] une généralisation de ce théoréme : si on se
donne une marche aléatoire en milieu aléatoire, on peut lui faire correspondre une marche aléa-
toire renforcée par arétes orientées, mais ou le renforcement ne sera plus linéaire. La réciproque
est également vraie, sous quelques conditions sur la loi de renforcement. Dans toute la suite, sauf
indication contraire, on supposera désormais que oz zye;) = @; ne dépend pas du choix de x
(attention par contre w; .,y dépend toujours du choix de x).

3 Reésultats généraux en dimension 1

Dans cette section, on va s’intéresser au cas général des marches aléatoires en milieu aléatoire
sur Z. Les questions de récurrence/transience et de balisticité qui nous intéressent dans le cas des
environnements de Dirichlet sont en effet bien comprises dans le cas général, et il n’est donc pas
nécessaire de les traiter en particulier. La question de la récurrence a été résolue par Solomon en

1975 [19], et fait intervenir 'espérance du log de la quantité p,(w) = w&m_l;) qui est déterminante

ici, ot on a noté w(x, 1) = W(ggte,) €t W(T, —1) = Wiz g—e,)-

Théoréme 3.1 (Solomon). Soit X,, une marche aléatoire en miliew aléatoire i.i.d. définie par
la loi p sur Z, on a la caractérisation suivante si B, [log(po)] est bien définie :
— SiE,llog(po)] >0, alors lim X, = —oco Fy p.s.

n—-+o0o

— SiE,flog(po)] <0, alors lirf Xp =400 Py p.s.
n—-+oo
— SiE,[log(po)]=0, alors limsup X,, = 400 Py p.s. et liminf X,, = —o0 Py p.s.

n—-+oo n—+00

Instinctivement ce résultat est assez intuitif : si E,[log(pg)]>0, alors on a en moyenne plus de
chance d’aller & gauche qu’a droite, donc X,, va tendre vers —oo. La démonstration de ce résultat
consiste & exhiber une bonne martingale dont on peut prouver la convergence sous ’hypothése
E,[log(po)]>0 grace au théoréme de convergence des martingales de Doob, et en déduire la
convergence de X,. Ce théoréme permet bien de résoudre la question de la récurrence et de la
transience des marches aléatoires en milieu aléatoire sur Z. On rappelle qu’on dit qu'une chaine
de Markov est transiente si Py(H,™ < 0o) < 1 et récurrente sinon, ot Hy est le premier temps de



retour en 0. Ici si E,[log(po)]=0 la marche aléatoire est récurrente, c’est a dire que la chaine de
Markov pour la loi quenched est récurrente pour p presque tout w, et sinon elle est transiente.
Dans le cas particulier de la marche aléatoire en environnement de Dirichlet sur Z de para-
métre «a, et donc dans le cas de la marche aléatoire renforcée linéairement par arétes orientées
sur Z, on peut réécrire ce résultat de la fagon suivante : si a3 > a_1, ngrfoo X, =+00 Py ps. et

siap < a_q, 1irJrrl X, = —o0 Py p.s. Si a; = a_1, la marche aléatoire est récurrente.
n—-+oo

Il faut tout de méme faire attention aux raccourcis : il est possible que E,[w(z,1)] >

E,[w(z, —1)] tout en ayant quand méme lirf X, = —00 Py p.s. Par exemple, on peut prendre pg
n—-+0oo

tel que w(z, 1) vaille 2 avec proba 2 et € avec proba 1, et vérifier que E, [w(z,1)] > E, [w(z, —1)]
et E,[log(po)]>0 pour ¢ assez petit. On peut le comprendre en voyant les points ot w(z, 1) vaut
€ comme des barriéres difficiles & franchir. Néanmoins, cela est impossible dans le cas des envi-
ronnements de Dirichlet d’aprés ce qu’on vient de voir.

D’autres résultats sur la vitesse de convergence de X,, ont également été obtenus par Solomon
dans [19].

Théoréme 3.2 (Solomon). Soit X,, une marche aléatoire en miliew aléatoire i.i.d. définie par
la loi p sur Z. On a lim % =v Py p.s., avec

n—+00
1-E, -
o= Wm si By lpo] <1
Eul(po)~']-1 . -
— v=0 sinon.

La démonstration de ce théoréme, qui ne sera pas faite en détail ici mais qui peut par exemple
étre trouvée dans [20], repose sur 'idée de l'environnement vu du point de vue de la particule,
qui sera développée plus en détail dans la section 6. On peut encore appliquer ce résultat aux

environnements de Dirichlet, avec E(®)[p] = oy et E®[(po)~1] = .

4 Transience en dimension > 3

4.1 Preuve de la transience

Dans cette partie nous allons démontrer que les marches aléatoires en environnement de Diri-
chlet sur Z? sont transientes en dimension > 3, comme c’est le cas pour la marche aléatoire simple.
Plusieurs résultats plus généraux ont été trouvés sur la récurrence et la transience des marches
aléatoires en milieu aléatoire sur Z¢, mais aucun ne permet de conclure sur I'environnement de
Dirichlet, notamment car celui-ci est non uniformément elliptique, c’est a dire que les w, peuvent
étre aussi petits que ’on veut. Pour étudier la transience, on va s’intéresser a la fonction de Green
Guo(2,y) = Epw [> e Lx,=y] qui est le nombre moyen de passages par y € Z¢ quand on part
de x sous la loi quenched et au temps de premier retour en zg H;; =inf{n >0, X, = x0}. Une
autre caractérisation de la transience pour la loi quenched est que G,,(0,0) < oo, et on dit que
la marche aléatoire en environnement de Dirichlet est transiente si elle I'est pour P(®) presque
tout environnement w.

Théoréme 4.1 (Sabot). Soit (X,,)n>0 la marche aléatoire en environnement de Dirichlet sur
74, d >3, de paramétre . On a

Vag €V, P{Y(H} =o00) > 0.



En particulier, pour P(®) p.s. tout environnement w, la chaine de Markov sous la loi quenched
Py, est transiente.

La preuve de ce théoréme se fait en deux parties : dans un premier temps, on va essayer de
trouver un bon minorant pour la probabilité du temps de premier retour en xgy dans le cas d’un
sous graphe fini G de Z?, puis on va prouver que ce minorant converge bien quand Gy croit
vers Z% tout entier. Dans la suite, on note Gy = (B(zo, N) U9, Ex) le sous-graphe de Z¢ ot
les arétes sont les mémes que celles de Z¢ quand on reste dans By := B(zg, N), oil on ne tient
pas compte des arétes qui rentrent dans By dans Z?, et ou les arétes qui sortent de By dans
Z¢ pointent toutes vers 0, qui est appelé point cimetiére de Gy car il n’a aucune aréte sortante.
L’idée pour majorer la fonction de Green va d’étre utiliser un lemme appelé lemme fondamental
par la suite, qui resservira pour d’autres preuves :

Lemme 4.2. Soit (X,,)n>0 une marche aléatoire en environnement de Dirichlet sur un graphe
G=(V,E) fini et fortement connexe de parameétre & = (Qe)ecr verifiant

Ve eV, div(a)(z) == Z e — Z a.=0

ele=z e|le=z

ol e est le sommet duquel part e et € le sommet auquel arrive. Si l’environnement w est fixé,
on définit de plus ™ = (7¥)zev la probabilité invariante sous la loi quenched de la chaine de
Markov pondérée par w, qui eziste car G est fini, et

LT
We = iwe
E

avec la notation é = (y, ) si e = (x,y) est l'aréte inversée. On peut vérifier que &,y est bien
une probabilité sur les arétes partant de x dans le graphe inversé G, c’est a dire le graphe avec
les méme sommets que G mais les arétes inversées. On peut donc définir une marche aléatoire
sur ce nouveau graphe pondéré, qu’on notera (X,)nen. Cette marche aléatoire est une marche
aléatoire en environnement de Dirichlet sur G de parameétre & = (Qe) ¢ -

Il existe deux fagons de prouver ce lemme : une fagon probabiliste qu’on peut trouver dans
[17] ou une preuve plus analytique qu’on peut trouver dans [15]. Notons ¥={c chemin sur En
tel que 3n € N og = zg, 0, = 0, et Vk € {1,...,n}, 0p_1 = o) et o1 ¢ {x,0}}, ensemble des
chemins reliant xy a 0 sans repasser par g, et pour o € X, on note Vw € Q, w, = H?:o We;- On
note Hy = inf{n > 0, X,, = 0} et on a alors

Pryw(Hy < Hf)) =Y w,.
gED

On voudrait utiliser le lemme fondamental mais on ne peut le faire directement sur Gy puisque
celui-ci ne vérifie pas la propriété div(a)(z) = 0, par exemple en 9 qui n’a que des arétes
entrantes. On modifie G de la fagon suivante : on va supposer par la suite que div(a)(zg) > 0
et div(a))(z) = 0 pour tout x dans By, et on ne verra pas ici pourquoi on peut faire ces hypothéses.
On identifie alors zy et d en un nouveau point ¢ de sorte que la propriété div(a)(xz) = 0 pour
tout x soit bien vérifiée. On peut alors sur ce dernier graphe appliquer le lemme fondamental.
On note Fy 'ensemble des arétes arrivant en § qui correspondent aux arétes qui arrivent sur
0 dans G, et on note E,, I'ensemble des arétes arrivant en ¢ qui correspondent aux arétes qui
arrivent sur xo dans Gx. Comme o est maintenant un cycle, on a w, = wWs = Wz pour tout o
dans ¥. Comme il n’y a pas d’arétes arrivant en ¢ qui étaient des arétes arrivant en d sur Gy,



¥ est I'ensemble des chemins partant de § par Ey et arrivant en 0. Par le lemme fondamental, la
loi de Py, (Hy < Hj) sous P(@) est la méme sous PY) sur Gy que

Y=Y w

oES ecEy
qui a pour loi Béta(d .., e, ZeeEmo Q).

7

FIGURE 1 — Un exemple du changement de graphe effectué

Pour conclure, il faut utiliser des techniques de type flot de carré intégrable sur Z? pour
montrer qu'une telle loi béta est bien intégrable méme quand N tend vers l'infini, ce qui n’est
possible qu’en dimension > 3.

4.2 Etude de la vitesse de Transience

On sait désormais que la marche aléatoire en environnement de Dirichlet est transiente en
dimension > 3. Pour s’interroger sur la vitesse de transience, on va chercher a calculer les moments
de la fonction de Green, ce que Sabot a fait dans [15]

Théoréme 4.3 (Sabot). Soit (X,)n>0 la marche aléatoire en environnement de Dirichlet sur
74, d >3, de paramétre o = (i)i=1....2d, on a alors

Vg € Z% Vs <k, EW[G,(x0,20)°] < 00 et Vs >k, EY[G,(x0,20)°] = o0

ol
d

K =2 aj +a_j)— max (o; + oy
;( J ]) ie{l,...,d}( i z+d)

Ce résultat est principalement tiré de techniques d’optimisation sur les flots a I'aide du théo-
réme max-flow min-cut. La partie étonnante est qu’en réalité il n’existe que des piéges finis (et
méme de taille 2), c’est a dire des ensembles sur lesquels la marche reste longtemps. En effet on
a le théoréme suivant da a Tournier dans [23].



Théoréme 4.4 (Tournier). Soit (X,,)n>0 une marche aléatoire en environnement de Dirichlet
de parameétre o = (;)i=1,... 2a sur Z% et soit j qui réalise le mazimum de max;eq,...a} (i +ita).
Soit K = {0, 70 + ¢}, on note GE (zg,20) le nombre moyen de retours en xo avant de quitter
K sous la loi quenched, et on a alors

5>k = EYGE (zg,20)°] = .

Par conséquent, quand les moments de la fonction de Green sont infinis, cela est uniquement
di au fait qu’elle reste longtemps dans un piége de taille 2, et il semblerait donc qu’il n'y ait
pas de piéges infinis. Ce k est donc bien une quantité pertinente & considérer pour les marches
aléatoires en environnement aléatoire, d’autant plus qu’on verra qu’il intervient également dans
les questions de balisticité.

5 Existence d’une direction asymptotique en dimension > 2

5.1 Etude du cas général

Nous allons ici nous intéresser & un résultat prouvé par Simenhaus dans [18] et amélioré par la
suite par Drewitz et Ramirez dans [6]. Celui-ci stipule que sur Z¢, sous condition de I’existence de
directions dans lesquels la marche aléatoire est transiente, on a des directions asymptotiques, c’est
a dire que Hif(iz\l converge, et donne de plus une caractérisation de ces directions asymptotiques.
Dans la suite, on dit que la marche aléatoire en milieu aléatoire (X,,)n>0 est transiente dans la
direction 1 avec probabilité 1 si I’événement

arrive presque strement. Si (X,,)n>0 est une marche aléatoire en milieu aléatoire i.i.d. définie par
la loi p, on dit que p est elliptique (resp. strictement elliptique) si elle vérifie

po(we =0) =0 (resp. & > 0 tel que py(we < K)=0)
pour toute aréte e partant de z € Z2.

Théoréme 5.1. Soit (X,,),>0 une marche aléatoire en milieu aléatoire i.i.d. définie par une loi
w elliptique sur Z, d > 2 telle qu’il existe un ouvert O de Z% tel que pour tout | € O, A; soit de
probabilité 1. Alors, 3v € S tel que Py p.s.

X, N
—_ v
[[ X[ n—o
De plus, pour 1 € Z2, si Lv>0, Py(A;) > 0.

On peut désormais s’interroger sur 'existence de conditions pour que A; ait une probabilité
strictement positive. Les travaux de Kalikow dans [10] puis de Sznitman et Zerner dans [21] et
de Merkle et Zerner dans [25] ont montré que sous la condition d’ellipticité ’événement A;UA_,
arrivait avec probabilité 0 ou 1. L’existence ou non d’une loi du 0-1 pour I’événement A; seul est

encore inconnu, méme si Merkle et Zerner ont montré dans [25] que cela était vrai en dimension

2.

Théoréme 5.2 (Kalikow, Merkle, Snitzman, Zerner). Soit (X,,)n>0 une marche aléatoire en
miliew aléatoire i.i.d. définie par une loi p elliptique sur Z2, d > 2 et soit | € R?. On a alors

Po(Al UA,Z) S {0,1}
De plus, si d=2, on a Py(4;) € {0,1}.



5.2 Application au cas particulier de I’environnement de Dirichlet

Ici on va essayer d’appliquer le théoréme 5.1 au cas des environnements de Dirichlet. Pour
cela il faut essayer de trouver des directions dans lesquels la marche aléatoire en environnement
de Dirichlet est transiente, ce qui a d’abord été fait par Sabot et Tournier dans [17] dans le cas
des directions qui sont des vecteurs de la base canonique de R?, puis par Tournier dans [22] dans
le cas des directions générales.

Théoréme 5.3 (Sabot, Tournier). Soit (X,)n>0 la marche aléatoire en environnement de Di-
richlet sur 74, d > 2 de paramétre a = («;)ic1,... 2d, €t s0it A = E®[X;] = Zle (; — a_y)e;.
Si A # 0 alors pour tout | € R? tel que I.A > 0, Py(4A;) > 0.

La preuve de ce résultat repose & nouveau sur l'utilisation du lemme fondamental sur un
sous-graphe fini bien choisi de Z%. De plus, en utilisant ce résultat, Bouchet a par la suite prouvé
dans [2] qu’on avait en réalité Py(A;) = 1 pour [.A > 0 en utilisant une accélération de la marche
aléatoire en environnement de Dirichlet en dimension d > 3, et le théoréme 5.2 nous dit que cela
reste vrai en dimension 2. Par conséquent, il est bien possible d’appliquer le théoréme 5.1 au cas
des environnements de Dirichlet :

Théoréme 5.4 (Bouchet, Tournier). Soit (X,,)n>0 la marche aléatoire en environnement de
Dirichlet sur Z¢, d > 2 de paramétre o = (vi)iet,....2a- St A #0 alors Po(a) p.S.

X, . A
[ Xl n—oe A"

6 Balisticité et sous-balisticité en dimension > 3

On peut désormais se demander a quelle vitesse || X, || grandit, c’est & dire a quelle vitesse la
marche aléatoire s’éloigne de l'origine dans le cas ou A # 0. On dira par la suite que la marche
est balistique si % converge vers un élément de Z? non nul, et sous balistique si elle converge
vers 0. Le cas balistique a été résolu par Sabot dans [14] qui montre la balisticité sous certaines

conditions

Théoréme 6.1. Sik > 1 etd >3, Jv€]0;1] tel que, Péa)p.s,

La preuve de ce théoréme est principalement due a la notion de processus de I’environnement
vu de la particule, comme pour le théoréme 3.2. Celui-ci est défini par

Wy, = TX, W

Ol ToW(gy) = W(atzy+z) (x,y,2) € (Rd)3. Ici, on a translaté I'environnement w pour qu’il
apparaisse centré en X,, d’ott le nom "environnement vu de la particule". L’avantage de ce
processus est qu’il s’agit d’un processus de Markov, c’est & dire que le futur ne dépend que du
présent et non du passé, que ce soit par rapport a la loi quenched P, ., ou par rapport & la loi
annealed Pff“). Instinctivement, cela se comprend car la connaissance du passé ne va pas nous
donner plus d’information que le présent car on connait déja I’environnement choisi par la simple
connaissance du présent. Le but va étre de trouver une mesure invariante pour le processus vu
du point de vue de la particule, de fagon & pouvoir appliquer le théoréme de Birkhoff.
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Lemme 6.2. Sik > 1, il existe une unique probabilité invariante pour le processus de I’environ-
nement vu de la particule qui est absolument continue par rapport a P, w. De plus © et P(®
sont en réalité équivalentes.

On ne donnera pas la preuve de ce lemme ici, mais il est fortement similaire & celui du
théoréme 4.3 puisqu’on va encore appliquer le lemme fondamental & un sous-graphe fini avant
de faire croitre ce graphe vers Z? tout entier. Pour finir la preuve du théoréme 6.1, il suffit
d’appliquer le théoréme de Birkhoff a A; = X1 — X; car le fait que 7 soit invariante implique
que A; est ergodique, ce qui nous dit que

Po.. (X" — E”[]EOM[Xl]]) =1

n n—oo

7 p.s. Comme 7 et P(®) sont équivalentes, ce résultat reste valable P(® p.s. En combinant ce
résultat avec celui du théoréme 5.4, on obtient bien le résultat attendu.

Le cas sous-balistique a été dans un premier temps étudié par Tournier dans [23], et il s’agit
d’une simple conséquence de I'existence de piéges finis (cf théoréme 4.4).

Proposition 6.3. Si k < 1 (cf théoréme 4.8 pour la définition de k),

X
= —0.
n n—oo
La question suivante est celle de la vitesse de convergence pour x < 1. En utilisant la méme
technique d’accélération de la marche aléatoire en environnement de Dirichlet que pour montrer
qu’on a transience directionnelle p.s., Bouchet a répondu a cette question dans [2]

Théoréme 6.4. Supposons que k < 1,d >3 et A #0. On a alors pour tout direction [ telle que
LLA>0 loa{ X 1
lim 709( nl)

— (@)
=k P, .8.
n— 00 log(n) Flo  Ps

Conclusion

Ces dix derniéres années ont permis de mieux comprendre les marches aléatoires renforcées
linéairement par arétes orientées, notamment les questions de transience, de direction asympto-
tique et de balisticité. Néanmoins, il existe plusieurs questions qui restent ouvertes. La premiére
et la plus importante est celle de la dimension 2. En effet, on ignore encore si la récurrence de
la marche aléatoire simple reste vraie pour la marche aléatoire renforcée, méme si Tournier et
Sabot ont montré dans [16] & 'aide des méme techniques que pour la dimension 3 qu’elle avait
tendance & étre plus transiente que la marche simple. On peut également se demander si les
questions de balisticité restent vrai en dimension 2, et si le paramétre  y joue un réle important.
Enfin, pour k < 1, le résultat de Bouchet sur la sous-balisticité dans [2] n’est pas complet, et on
peut se demander si | X,|| évolue bien a la vitesse n”.

Il existe également de nombreuses questions non résolues pour les marches aléatoires en milieu
aléatoire dans le cadre général. Par exemple, on ignore toujours si Py(A;) vaut toujours 0 ou 1 en
dimension > 3, notamment dans le cas uniformément elliptique. De plus, on ne sait pas toujours
dans ce cadre si la transience directionnelle implique balisticité. Beaucoup de travaux ont été
fait dans ce domaine, notamment par Snitzmann et Zerner (cf par exemple [21] ou [24]) ou plus
récemment par Berger, Drewitz et Ramirez dans [1].
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