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1 Introduction

Cette introduction au domaine de recherche veut illustrer quelque aspect de la théorie
des espaces de modules, qui sont des objets trés importants dans la géométrie al-
gébrique moderne. Etant donnée une catégorie C d’objets géométriques (comme les
surfaces de Riemann, les fibrés sur une courbe algébrique, etc.) un espace de modules
de C est, grosso modo, un objet géométrique M qui parameétre les objets de C; ¢a
veut dire que les objets de C correspondent de fagon naturelle aux points de Me.

Le “probléme des modules” consiste en donner les conditions pour qu’un espace
de modules existe, et en étudier les caractéristiques fondamentales. On a une bonne
solution & ce probléme lorsque C est la catégorie des courbes complexes modulo
isomorphisme: la prémiére section est consacrée & illustrer en fagon naive son espace
de modules et des structures algébriques sur son anneau de cohomologie, c’est-a-dire
les théories cohomologiques des champs.



La deuxiéme section décrit autres cas ou le probléme des modules peut étre resolu,
c’est-a-dire quand C est respectivement I’ensemble des sous-schémas de I'espace pro-
jectif complexe P”, ’ensemble des fibrés vectoriels stables sur une certaine courbe
projective lisse, et I’ensemble des quotients d’un faisceau cohérent sur une courbe
projective.

Résoudre le probléme des modules, quand possible, est en général trés difficile.
Aussi, les espaces de modules qui ont été decouverts ont souvent umne structure
géomeétrique riche et compliquée, sur laquelle beaucoup de recherches sont addressées
actuellement. La conclusion de cette introduction cite des cas ol on a encore beau-
coup a découvrir.

2 Théories cohomologiques des champs

2.1 Les espaces ﬂg,n

Les espaces de modules, depuis les prémiers théorémes de construction de Grothendieck
en [9], sont des objets devenus désormais fondamentaux dans la géométrie algébrique.
Il s’agit toujours d’essayer a représenter certains foncteurs, qui décrivent des familles
d’objets sur une variété fixé.

Un cas parmi les plus importants est ’espace de modules des courbes stables, qui
on va introduire en suivant les notes [20]. Pour un traitement général du probléme
des modules, ainsi que de la signification du terme “stable”, voir [16].

Définition 1. Soient g et n deux entiers. Une surface de Riemann stable de genre
g avec m points marqués est une surface de Riemann compacte C' de genre g avec
un choix de n points distincts x1,...,z, € C, telle qu’on n’a qu'un nombre fini
d’automorphismes de C' qui laissent les points x; fixés. Deux surfaces de Riemann
stables (C, z1,...,xy,) et (D, y1,...yy) sont dites équivalentes si il existe un isomor-
phisme de surfaces de Riemann f: C' — D tel que f(x;) = y; pour tout 1 <i < n.

A chaque surface de Riemann stable C' est associé son groupe d’automorphismes
Aut(C), qui est fini par définition.

Définition 2. Soit 2g — 2 +n > 0. On appelle Mg, l'ensemble des classes
d’équivalence de surfaces de Riemann stables de genre g avec n points marqués.

On peut montrer que My, est un orbifold, c’est-a dire un ensemble qui, locale-
ment, est un quotient d’une variété complexe pour une action d’un groupe fini. Le
sens précis de cette notion est bien au-dela de cette exposition; pour un traitement
plus complet, voir [20]. La dimension de Mg, est, par définition, la dimension
complexe de la variété complexe dont il est quotient, et on peut montrer que on a
dimMyg , = 3g — 3 + n, qui est donc positive par définition.

Exemple 1. On counsidére le cas ¢ = 0. Un théoréme bien connu de géométrie
algébrique dit qu'une courbe projective lisse de genre 0 est isomorphe a P'(C).
Pour que (PY(C),x1,...,2,) soit stable, il faut qu’il n’existe qu’un nombre fini
d’automorphismes de P!(C), c’est-a dire de transformations projectives qui laissent
les points x; fixés. Un théoréme de géométrie projective assure que c’est le cas si et
seulement si n > 3.



Si n = 3, on sait que choisir 3 points distincts sur P}(C) équivaut a choisir
ses coordonnées projectives, et qu’il existe toujours une transformation projective
qui envoit trois points distincts dans trois autres points distincts. En regardant la
Définition 2, on découvre que My 3 consiste d’un seul point.

Sin > 3 on peut, par le raisonnement précédent, supposer que les positions des
trois premiers points marqués sont fixées. Comme une transformation projective
qui fixe trois points distincts sur P!(C) doit étre l'identité, on est libre de choisir
les autres points, et pour choix differents on obtient des courbes qui ne sont pas
isomorphes. Donc on a Mg, =~ (P1(C)\ S)"~3\ D ou S est un ensemble quelconque
de PY(C) qui consiste de trois points distincts, et D est la “grande diagonale” , c’est-a
dire I’ensemble des (n — 3)-uples de P}(C) \ S qui ont au moins deux coordonnées
égales.

Ainsi la dimension de My, vaut bien n — 3.

Exemple 2. On peut montrer, en utilisant la théorie des courbes élliptiques, que
M1 est isomorphe & H/SL(Z,2), ot H est le demi-plan supérieur du plan complexe
C. Il a donc dimension complexe 1 et ¢a verifie une autre fois la formule donnée tout
A 'heure.

Un probléme des espaces M, ,, c’est, comme on peut constater depuis les exem-
ples, qu’ils ne sont pas, en général, compacts. Pour régler ce probléme, il faut sortir
du domaine des courbes lisses et considérer les courbes nodales aussi.

Définition 3. Une courbe nodale de genre g avec n points marqués est une courbe
complexe projective de genre arithmétique g, qui a seulement des nceuds simples
comme singularités, avec n points marqués zy,...x, € C distincts entre eux et des
neeuds de C. Sa normalisation est la courbe C’ obtenue en normalisant la courbe C
et en prenant comme points marqués les pre-images des points marqués et des noeuds
de C. La courbe C est dite stable si sa normalisation C’ est une union disjointe de
surfaces de Riemann stables dans le sens de la Définition 1.

Théoréme 1. Soit 29 — 2+ n > 0. Il existe un orbifold compact My, qui con-
tient Mg, comme sous-orbifold ouvert dense, formé par les classes d’équivalence des
courbes stables de genre g avec n points marqués.

Définition 4. L’espace M, ,, du théoréme 1 est appelé la compactification de Deligne-
Mumford de Mg.,,.

Remarque 1. Ces espaces ont des importantes propriétés géométriques. En recol-
lant, topologiquement, deux courbes stables Cy € ﬂglmﬂ et Oy € ﬂg2’7l2+1 par
les points marqués n; + 1 et na + 1, on obtient une nouvelle courbe stable (jamais
lisse) s(Cq,Cs) € ﬂg,n ol g = g1 + g2 et n = nqy + ny. On peut montrer que cette
procédure définit un plongement

s Mgy i1 X Mgy 1 — Mg

sur les espaces topologiques sous-jacents, nommé morphisme de recollement séparant.
Dans la méme fagon, on recolle une courbe de My_1 42 par les points marqués
respectivement n + 1 et n + 2 pour obtenir un morphisme

q: Mg—1n42 = Mgn



nommé morphisme de recollement non-séparant.

Si une courbe nodale C' (pas nécessairement stable) est donnée, sa stabilisation
est la courbe obtenue de C en contractant a un point ses composantes irreductibles
qui ne sont pas stables. En oubliant le point marqué n + 1 sur chaque courbe, et en
stabilisant si nécessaire, on obtient un morphisme

p:Mgng1 — Mgy

nommé morphisme d’oubli.
On a aussi une action de S, sur Mg, qui permute les points marqués.

Nous allons décrire dans cette exposition des théories qui ont la cohomologie de
I'espace M, ,, comme objet central. La deéfinition générale de cohomologie, pour
les orbifolds, doit contenir en quelque facon l'information de I’action du groupe des
automorphismes des objets paramétrés (dans le cas de M, ,, chaque point C est
une courbe stable avec un groupe fini Aut(C) qui agit sur elle). Cette définition
est le sujet de plusieurs articles récents et ne sera pas traitée ici. Pourtant, dans le
cas ol anneau des coefficients est un corps de caractéristique zéro, on peut mon-
trer que la cohomologie d’'un orbifold est simplement la cohomologie singuliére de
I’espace topologique sous-jacent. Comme on ne considérera que la cohomologie sur
C, on notera H*® (ﬂg,n) I’anneau de cohomologie, a coefficients complexes, de ’espace
topologique sous-jacent & l'orbifold ﬂg,n.

On est alors prét & définir les théories cohomologiques des champs.

Définition 5. Soit A un C-espace vectoriel de dimension finie, 1 € A un vecteur
non nul, et n = n,e’ ® e” une forme bilinéaire symétrique non-dégénérée sur A
avec bi-vecteur inverse n*”e, ® e,. Une théorie cohomologique des champs (CohFT
pour “Cohomological Field Theory ” en anglais) avec base (A,n,1) est une famille
d’homomorphismes linéaires

Qg A®" H*(Mgyn)

pour tous les nombres entiers n, g tels que 3g —3+n > 0, qui vérifient les conditions
suivantes:

1. Qg est Sp-équivariant pour tout g, n;
2. Q031 ® u®v) = n(u,v), pour tout u,v € A;

3. *Qgn(1®...0v,) = Qg1 nt2(V1®. . .QU,Re,Re,), pour tout vy, ..., v, €
A;

4. S*ﬁgm(l}l X. .. ®Un) = U”Vﬁgl,mﬂ(vl X...QvUp, ®€H) X ﬁgz,n2+1(vnl+1 ®...Q
Up ® €,), pour tout vi,...,v, € A;

5. p*ﬁg,n(vl ®...Q0uv,) = §g7n+1('l)1 ® ... v, ®1), pour tout vy,...,v, € A.

La somme sur u et v est toujours sous-entendue, et les morphismes s, g et p ainsi
que laction de S, sur M,, sont définies dans la Remarque 1. Voir [18] pour un
excellent traitement de cette définition, ainsi que [19] pour une définition differente
mais équivalente.



2.2 La cohomologie de M,,

Les théories cohomologiques des champs s’avérent trés utiles dans I’étude de I’anneau
de cohomologie de ﬂgﬂ, d’une grande importance en géométrie algérique, en parti-
culier dans la théorie de Gromov-Witten. Commencons pas définir plusieurs classes
de cohomologie naturelles.

En assignant a chaque courbe (C,z1,...,2z,) € ﬂg,n la droite complexe cotan-
gente & C au point z;, on obtient un fibré en droites L; — ﬂg,n. La i-éme classe ¢
est par définition la premiére classe de Chern de ce fibré

Vi = c1(L;) € HQ(MQ,H)-

En prenant le push-forward des puissances de ¥,11 par le morphisme oubli p :
My nt1 — My, on obtient les classes k:

fom 1= D (UT) € H™ (M)

En effet, au moins dans le cas semi-simple, les théories cohomologiques des
champs ne peuvent avoir que les classes ¥ et les classes x dans leur image.

Les théories cohomologiques des champs sont une généralisation de plusieurs con-
structions typiques en géométrie algébrique. Un exemple est fourni par les invariants
de Gromov-Witten.

Les invariants de Gromov-Witten sont liés a la géométrie énumérative des variétés
complexes. Plus précisement, si une variété complexe projective X est donnée, on
peut se demander combien de courbes projectives C — X de genre g existent, qui
passent par n points p1,...,p, € X donnés. Encore plus généralement, on peut
remplacer les points p; par des cycles v; € Z¥(X); dans ce cas 13, on peut montrer
que la réponse ne depend que des classes de cohomologie de ~;. Le nombre de ces
courbes est l'invariant de Gromov-Witten de X de genre g, calculé en ~i,...,v,.
Voir [7] ou [14] pour un traitement des invariants de Gromov-Witten. On peut
montrer (voir [14]) que ces invariants peuvent étre dérivés d’une particuliére théorie
cohomologique des champs.

Mais les théories cohomologiques des champs jouent aussi un réle clef dans ’étude
de la théorie de l'intersection des espaces des modules. Par exemple, dans [18], on
obtient un ensemble de rélations linéaires entre classes de cohomologie de M, &
partir de 'action du groupe de Givental sur les théories cohomologiques des champs.
C’est une conjecture que 'ensemble trouvé est tout a fait complet.

2.3 Stratégie de la preuve

2.3.1 Semi-semplicité

Soit €, une théorie cohomologique des champs. Elle définit un produit sur ’espace
vectoriel A par la formule

n(v1,v2 - v3) = Qo3(v1 ® v2 @ v3)

et on peut montrer que ce produit définit une structure de algébre de Frobenius sur
A. Cette algebre est dite semi-simple s'il existe une base (e, ), de A, orthonormale
par rapport & 7, telle que

ey ey = 5,“,6?;16”



pour des nombres complexes non-nuls 6;. Une CohFT est dite semi-simple si I’algébre
de Frobenius qu’elle définit est semi-simple.

But 1. Classifier toutes les théories cohomologiques des champs semi-simples.

Pour faire ga, on suivra larticle de Teleman [19]. Dans la preuve, il faudra
agrandir la classe des théories cohomologiques des champs, en considérant aussi des
théories sur la partie lisse M, ,, de ’espace de modules, c’est-a dire des homomor-
phismes Q,, : A" — H*(M,,) qui vérifient des axiomes similaires & ceux donnés
dessus. La définition de ces axiomes et la vérification qu’ils sont compatibles avec
les axiomes classiques demandent assez d’efforts et peuvent étre vues comme un but
paralléle.

But 2. Définir les théories cohomologiques des champs lisses semi-simples, de telle
maniére qu’elles soient les restrictions des théories classiques a Mg ,,, et les classifier.

Pour faire ca, il faut agrandir encore plus la classe des théories cohomologiques
des champs. Plus précisement, on considére un fibré en tores

T Mgn — Mgn

qui correspond a associer une direction tangente & chaque point marqué sur My .
On veut donc des théories cohomologiques des champs sur ./K/lvgm, c’est-a dire des
homomorphismes ﬁg,n DA L H '(./K/lvgyn) qui vérifient des axiomes analogues aux
classiques: on les appellera théories a bords firés, et on le distinguera des théories a
bords libres sur Mg,,. On a donc un troisiéme but.

But 3. Définir les théories & bords fixés semi-simples, de telle maniére qu’elles soient
les pull-back des théories lisses & Mg ,,, et les classifier.

On atteindra ces buts en ordre inverse. Le troisiéme peut étre atteint indépen-
damment des autres, car le fibré M, ,, a une anneau de cohomologie significativement
plus simple que celui de Mg ,,: toute classe ¢ est annulée. Pourtant, on ne peut pas
utiliser les axiomes de recollement 3 et 4 de la définition 5 pour définir les théories a
bords fixés: le recollement de deux courbes lisses est une courbe nodale. Par ailleurs,
on montrera que on peut déformer, de facon continue, le morphisme de recollement
s pour obtenir un morphisme de “recollement-lissification ” ¢ dont 'image est bien
lisse.

Proposition 1. Soit S limage de s : /K/lvghmﬂ X .//\>l/917n1+]_ — ﬂg,n.
1l existe un morphisme de recollement-lissification

o Mgy i1 X Mgy npt1 — Mg

et un voisinage circulaire v : ON — S tel que
1. Im(o) C ON,
2. voo =35.

En plus, deur morphismes o1 et o2 qui vérifient les propriétés 1 et 2 pour des voisi-
nages circulaires (ON1,v1) et (ONa, o) respectivement, sont homotopes.



Un résultat-clef dans la classification des théories a bords fixés sera le théoréme
de stabilité de Harer.

Théoréme 2 (Stabilitée de Harer, 1985). Soit sg : ./{/lvg,n — ./K/lvgmﬂ le morphisme
de la proposition précédente appliqué & ./(/lvgyn X {5} ~ ./K/lvg,n ot C est une courbe
quelconque en .K/lvo’g. Soitp : .]\—\/l/g7n+1 — Mvg,n le morphisme oubli. Alors, sik < g/3,
le morphisme induit en cohomologie

* kiaAg kixg
5ot H*(Mgni1) — H*(Mgn)
est un isomorphisme, avec inverse p*.

Voir [10] pour la preuve.

Aprés avoir classifié les théories & bords fixés, on procédera au deuxiéme but:
définir et classifier les théories a bords libres. Ici la définition sera moins problé-
matique que dans le cas des théories & bords fixés, mais la classification devra tenir
compte de la présence des classes 1. Ici on utilisera un important théoréme qui a été
appelé longtemp la “conjecture de Mumford”, avant sa demonstration par Madsen et
Weiss en [15].

Théoréme 3 (Madsen-Weiss, 2005). Soit g > 2 et My = Mg. Alors sid < g/3
on a

d ~
H(Myg) = (Clrj]j>1)d
ot lindice d a droite représente la partie de degré d de [’anneau.

Le prémier but sera traité a la fin, et représente le vrai résultat de Teleman. En
particulier, un fait particulierment surprenant est déduit:

Théoréme 4. La théorie Q est determinée de maniére unique par sa restriction aux
parties lisses My, pour tous g et n avec 3g — 3 +mn > 0.

Ce fait est absolument non trivial, et il devient faux si on élimine ’axiome 5 dans
la Definition 5. Il sera nécessaire un théoréme qui découle directement de la stabilité
de Harer.

Théoréme 5 (Looijenga). Soit g > 2 et My = Myo. Alors sid < g/3 on a

Hd(Mg,n) = (H.(Mg)[djla L 7¢TLDd
ot 'indice d & droite représente la partie de degré d de ’anneau.

Une preuve peut étre trouvée en [19].

2.4 Conséquences

On a dit que les invariants de Gromov-Witten provenaient d’une théorie coho-
mologique des champs particuliére. Dans ce cas 1a, 'espace vectoriel A est la partie
de degré paire H¢”(X) de la cohomologie de la variété X en considération.

La classification prouvée implique la conjecture de Givental (voir [8]), qu’on peut
donc énoncer comme un théoréme.



Théoréme 6. Soit X une variété algébrique dont H’(X) est semi-simple (dans ce
cas la, on dira que X est semi-simple). Alors les invariants de Gromov- Witten de
X en tout genre sont determinés par ceux de genre 0.

(a veut dire que pour connaitre le nombre d’applications M, , — X, il suffit de
connaitre le nombre d’applications ﬂo,k — X pour tout k.

Malheurheusement, c’est assez rare que H°’(X) soit semi-simple, et il est souvent
difficile de vérifier qu'une variété X donnée est semi-simple ou pas. Pourtant, on a
le théoréme suivant:

Théoréme 7. L’espace projectif compleze P, pour tout n > 1, est semi-simple.

On peut donc dire que la géométrie énumérative de P™ est connue. En général,
on sait pas dire si une variété est semi-simple ou pas. Dans [5], Dubrovin propose sa
fameuse conjecture qui pourrait donner un critére de semi-simplicité.

3 Autres espaces de modules

Jusqu’a maintenant, on s’est concentré sur les espaces de modules des courbes com-
plexes. Pourtant, le probléme de la construction des espaces de modules n’est pas
limité a ce cas.

3.1 Le schéma de Hilbert

Historiquement, le premier espace de modules dont I'existence a été prouvé est le
schéma de Hilbert. Ce schéma résout le probléme de paramétrer les sous-schémas
projectifs de P™.

Soit S un schéma noethérien de type fini sur un corps k, et X C P; x S un
sous-schéma propre tel que la projection p : X — § soit plate. X est alors appelé
une famille de sous-schémas de P}, paramétrée par S. On peut alors montrer que
chaque fibre X, = p~!(s) pour s € S est un sous-schéma de P", et son polynéome de
Hilbert hx,(t) ne depend que de la composante connexe de S a laquelle s appartient.
Si en particulier 'application s — hx_(t) est constante, on peut appeler 'unique
polynéme de Hilbert atteint le polynéme de Hilbert de la famille p : X — S. Soit
h(t) un polynéme fixé et soit mﬁ(t) le foncteur qui associe & chaque schéma S
(noethérien de type fini) la classe des familles de sous-schémas de P} parameétrées
par S et ayant h(t) comme polynéome de Hilbert de chaque fibre. Le schéma de

Hilbert Hilbz(t) est un schéma tel que
Fam"® ~ Mor(-, Hilb?®).

L’existence d’un tel schéma a été prouvé par Grothendieck en [9]. On voit tout de
suite que I'identité Hilbz(t) — Hilbg(t) correspond & une famille p, : Hz(t) — Hilbz(t);
on l'appelera la famille universelle. Ces définitions impliquent que pour toute famille
X — S, il existe un unigue morphisme f : .S — Hilbz(t)

soit commutatif.

tel que le diagramme suivant
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X
pl J/pu
S — Hilbh®
On peut montrer aisement que Hilb}ﬁ(t) est en fait un schéma projectif; il est
beaucoup plus difficile montrer qu’il est connexe (voir [11]). Pourtant, il peut arriver
qu’il ne soit pas lisse, et en fait il peut aussi ne pas étre réduit, méme a aucun point.
Bien siir on peut se poser les mémes questions pour les sous-variétés d’une var-
iété projective fixé: ¢a ammene 3 I’étude du schéma de Hilbert Hilb};((t) de la variété
en considération. Ce sujet est trés étendu et beaucoup de recherche s’addresse au-
jourd’hui aux schémas de Hilbert de types particuliers de variétés, comme les variétés
de Fano ou les surfaces K3. Voir [6] pour un traitement plus précis du schéma de
Hilbert, ainsi que pour une bibliographie bien fournie.

3.2 Fibrés stables sur une courbe projective

On rappelle que si F' est un fibré vectoriel sur une courbe projective complexe X,
son rang est la dimension, en tant qu’espace vectoriel, d’une fibre (quelconque) de
F’; il est noté rk(F'). Le degré de F' est sa premiére classe de Chern

deg(F) =ci(F) € HY(X,Z) ~ 7

Définition 6. Soit X une courbe projective, et F' un fibré vectoriel sur X. Le fibré
F est dit semi-stable si pour chaque sous-fibré £ C F on a

deg(E) _ deg(F)
rk(E) — tk(F)

Il est dit stable si 'inégalité stricte est satisfaite lorsque E est un sous-fibré propre
de F.

Il y a une version de cette définition qui est valable dans le cas plus général
d’une variété projective: voir [16]. On peut prouver que les fibrés stables sur une
courbe correspondent aux points d’une variété quasi-projective non-singuliére. Donc
le probléme des modules, dans ce cas, est resolu dans la facon la meilleure possible.
En effet, beaucoup plus est connu: Atiyah et Bott, en |3], ont donné une description
compléte de la cohomologie de cet espace de modules, dans le cas ol la courbe X est
lisse.

Remarque 2. On peut prouver que si tk(F) et deg(F) sont premiers entre eux,
alors F' est automatiquement semistable.

3.3 Le schéma Quotfi_/c

Le schéma Quot(fr’/d))( peut étre vu comme une généralisation du schéma de Hilbert.



Définition 7. Soit X une variété projective lisse, F un faisceau coherent localement
libre sur X, et P un polynéme. Le schéma Quotg /x est I’espace de modules des
quotients

0— Ker(q) = FLE—-0

de F tels que £ a polynome de Hilbert P; ici on considére deux quotients q et ¢’
équivalents si et seulement si Ker(q) = Ker(¢).

(r,d)

L’existence du schéma Quot - X

P (r,d) A . p ) .
évident que Quot X peut étre vu aussi comme un schéma parameétrant les sous-

faisceaux de F.

Si X est une courbe C, le polynéme de Hilbert de £ est determiné par le rang et
Fie
le degré. Un cas particulierment simple est celui avec r = rk(F). Dans ce cas 14, le
quotient £ doit étre un faisceau de torsion, donc il doit étre supporté en un nombre
fini de points. Comme on est en train de considérer une courbe projective, on peut
supposer d’avoir choisi des coordonnées projectives de telle facon que les points du
support de £ soient dans une carte affine. Alors les points p1,...,p, du support
sont des nombres complexes, et € est une somme directe de faisceaux gratte ciel C%
sur les p;, avec y . d; = d. Soit F = Ru; @ ... ® Ruy, avec R = C[z] et u; sections
globales; soient «; les images de u; dans &, et M € M(d, C) la matrice représentante
I’endomorphisme induit au quotient par la multiplication -x : F — F. Alors on peut
montrer directement que si X C M (d,C) x (C%)* est defini par

a été prouvé par Grothendieck en [9]. Clest

le degré de Ker(g), donc on peut écrire dans ce cas Quot oll r est le rang et d est

X ={(M,a,...,aq) | les o; et leurs images itérées par M engendrent C¢}

alors

Quotlyeh = X/(GL(d, C)).

On peut montrer, indépendantement de ce calcul, que Quot(fr’/ag est lisse dans le
cas r = rk(F). En effet on a la proposition suivante (voir [13]):

Proposition 2. Soit X un schéma projectif sur k, et soit H un faisceau cohérent
sur X et r,d des entiers. Soit [¢ : H — F] € Quotg’/d))(/k un point k-rationnel, et

K =Ker(q). Siext!(K,F) =0, alors Quotﬁ/X/k est lisse en [q].

Donc il devient évident que le schéma Quot(]:r’/cg est lisse, car un faisceau supporté
dans un ensemble de dimension zéro ne peut pas avoir de cohomologie en dimension
1.

3.3.1 Lien avec les fibrés

Il y a une stricte rélation entre le schéma Quot(fr’/dc) et les fibrés vectoriels sur C, si

C est une courbe projective lisse. En fait, si on prend un quotient ¢ : F — & d'un
faisceau localement libre F, le noyeau Ker(q) est encore un faisceau localement libre
(C est une courbe lisse donc les anneaux locaux a chaque point sont des anneaux
de valuation discréte). Donc il y a un fibré vectoriel de rang r et degré d associé au
faisceau Ker(g). On a donc un foncteur naturel

J Quotg’/cg — Bung’d)
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oll Bun(g’d) est U'espace des fibrés vectoriels sur C de rang r et degré d. La Remarque

, . . . r,d
2 a comme conséquence le fait que, si r et d sont premiers entre eux, Bun(c’ ) est une
variété quasi-projective, donc J devient un morphisme de variétés projectives. On a

alors le théoréme suivant (voir [4]):

Théoréme 8. Dans le cas ol r et n sont premiers entre eux, les fibres de J sont
des variétés quasi-projectives.

En particulier, la cohomologie de Bung’d) est connue si C' est une courbe lisse et

r et d sont premiers entre eux.

Dans les cas plus généraux, on ne sait pas grand chose: si X a dimension plus
grande que 1, les résultats sont pratiquement inconnus. Aussi, beaucoup de ques-
tions et de difficultés apparaissent si on abandonne I’hypothése de lissité sur la base.
Etudier la topologie (ou au moins la cohomologie) des espaces de modules des fi-
brés stables, comme aussi des courbes stables, est un domaine de recherche trés actif
actuellement, ot peu est connu et ot de nouvelles correlations avec autres parties
des mathématiques (et méme de la physique) sont découvertes réguliérement.

Un autre direction de la recherche c’est étudier des objets differents de ceux qu’on
a briévement introduit dans cette exposition. Par exemple, on peut considérer les
espaces de modules des connexions plates sur une variété, qui sont directement liés,
grace aux résultats de Narasimhan et Seshandri en [17], aux fibrés stables qu’on
a introduit. On peut aussi considérer les espaces des modules des fibrés de Higgs
sur une variété, qui sont simplement des fibrés vectoriels holomorphes E avec une
1-forme holomorphe ¢, a valeurs dans End(E), telle que ¢ A ¢ = 0. Regarder [12]
pour un traitement.

La considération de ces objets prend inspiration des questions de la physique
théorique moderne, de la théorie quantique des champs et de la physique des par-
ticules. Les questions physiques donnent motivation et de nouvelles directions &
I'investigation géométrique, pendant que les théorémes mathématiques donnent de
nouveaux résultats & la physique: un marveilleux échange parmi les deux sujets est
donc en train de s’enrichir dans ces décennies. Donc, une bonne conclusion pour
cette exposition peut étre cette phrase de T. Hausel, écrite sur sa thése de doctorat
[12] en 1998, sur le nouveau lien parmi les deux sujets qui allait commencer dans ces
années 1a:

“By now links of this new kind are so numerous that one is tempted to hope that a
new subject is emerging with mixed mathematical and physical motivations, that
may be called Quantum Geometry”.
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