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1 Introduction

Avant de présenter le travail qui a été réalisé a 'occasion du mémoire de master 2, nous allons faire
une introduction générale, afin de mettre en lumiere le caractere général de la méthode.

Soit X une variété Finslérienne de classe C1!, et f: X — R, une fonction de classe C'*. Supposons
que I'on veuille construire un point critique de la fonction f, en I'interprétant par exemple comme 1’énergie
sous-tendue derriére un probleme géométrique ou physique. On dira qu’'un point critique x € X de f est
non-trivial si f(x) > 0. Si inf f(X) = 0, on ne peut employer de méthode de minimisation naive pour
trouver un point critique non-trivial, et 'idée est de chercher des points critiques par une méthode de
min-max. Autrement dit, si on se donne un ensemble de parties non-vides & C (X)), on définit

= i f
B Algﬂitelgf(x)

Gréce a des théorémes généraux de type "lemme du col" (voie [Str08]), sous des conditions de compatibilité
de & avec f, si f < oo, alors 8 est une valeur critique de f si cette fonction satisfait la condition de
Palais-Smale en . Par conséquent, si de plus 8 > 0, on obtient un point critique non-trivial. On rappelle
que f vérifie la condition de Palais-Smale au niveau ¢ € R si pour toute suite {x,}, oy telle que

f(zn) ? ¢, et Df(x,) — 0,

n—oo

alors il existe une sous-suite de {x,, },y convergeant vers un élément x € X. On s’intéressera donc dans
la suite de cette introduction aux fonctions ne vérifiant pas la condition de Palais-Smale.

Le principe de la méthode de viscosité est d’approcher f par une famille de fonctions {f,}, -, de la
forme B

fo(x) = f(z) + og(x).

ol g est une fonction de classe C! fixée. On définit alors pour tout o > 0,

B(o) = inf sup f, ().

Aed pcA

Si pour tout o > 0, f, vérifie la condition de Palais-Smale, et 5(0) < 0o, alors il existe un point critique
T, € X de f, tel que

fo(zs) = B(0).

Par ailleurs, on montre facilement que (o) — [(0) = 8 quand o — 0. Par conséquent, si I’on parvient
n—oo

a construire une suite {07, }, o d’éléments strictement positifs convergeant vers 0, et s'il existe z € X tel
que

f(o,) — f(z), et Df(z,,) — Df(x),

n—oo n—oo

alors le point z € X sera un point critique d’énergie non-nulle 8(0) = 8 > 0.

Nous pouvons maintenant présenter I'application qui a été faite de ce principe dans le cas de la
construction de géodésiques fermées. Soit (M, g) une variété Riemannienne compacte de classe C” (ol
v > 3), et £ la longueur des courbes sur M, définie par

£(u) = /S il 2"

ou Z" est la mesure de Lebesgue en dimension 1. L’espace naturel pour définir £ est I’espace de Sobolev
WL1(St M), mais cette fonction n’y vérifie pas la condition de Palais-Smale. En dimension 1, on peut
se passer de la méthode précédente, en utilisant I’énergie de Dirichlet

u laf® d.L
S1



définie sur WH2(S1, M), qui elle vérifie la condition de Palais-Smale. Cependant, si 1’on veut construire
des surfaces minimales par min-max, on ne peut se contenter de remplacer la fonction d’aire par 1’énergie
de Dirichlet, car celle-ci ne vérifie plus la condition de Palais-Smale en dimension 2, du fait du défaut
d’injection de Sobolev dans ’ensemble des fonctions continues. Dans la suite, nous allons appliquer la
méthode de viscosité a la longueur, et prendre comme terme supplémentaire la courbure géodésique.
Pour étre en adéquation avec le contenu du mémoire, nous procédons a un léger glissement de notations
pour les fonctions. On définit pour tout o > 0,

E,(u) = /S (14 0k*(u)) |a|d2"

k(u) = |V

’ U

Tl

On choisit cette quantité, plutot que 1’énergie de Dirichlet, car ’analogue utilisé en dimension 2 est la
seconde forme fondamentale, qui est un opérateur d’ordre 2. Cette analogie sera précisée dans la suite.
Pour tout ¢ > 0, E, vérifie la condition de Palais-Smale. Il reste néanmoins a ce stade trois difficultés
pour mener a bien la méthode de viscosité.

1. Trouver une procédure de min-max non-triviale,
2. S’assurer de ne pas perdre de masse a l'infini,
3. Obtenir la convergence dans I’équation d’Euler-Lagrange.

Le premier point peut étre facilement résolu grace a la compacité de (M, g), qui assure que le rayon
d’injectivité de (M, g) est strictement positif. Cette rigidité topologique assurant I’existence d’un min-
max non-trivial est classique, et constitue I'ingrédient de base des méthodes de min-max dans la théorie
d’Almgren-Pitts (voir [Alm62], [Pit81], [CL03], [MN12]). Le deuxiéme point implique en particulier qu’il

faut trouver une suite {un}neN de points critiques telle que

/ 02k (uy) |tin| dLT — 0, (1.1)
S1 n—oo

ce qui n’est pas gratuit. En effet, on peut construire des contre-exemples, qu’on peut d’ailleurs relever en
dimension 2 grice a la fibration de Hopf et un principe développé par Pinkall (voir [Pin85]). Cependant, il
est possible de construire une suite de points critiques vérifiant la condition 1.1, grace a une méthode issue
d’une procédure de régularisation d’équations sur-critiques due & Micheal Struwe (voir [Str00]). Enfin,
la troisieme difficulté pourra étre levée grace a 'existence d’une loi de quasi-conservation, reposant sur
le principe général du théoréme de Noether (voir le livre de Frédéric Hélein [Hé96)). Pour des références
historiques sur la construction de géodésiques fermées, on pourra consulter la chapitre historique écrit
par Nalini Anantharaman dans [Ana06], et l’article de Raoul Bott [Bot82].

Par ailleurs, dans I'optique de construire des surfaces minimale d’indice quelconque, on s’intéressera
également a la question de la semi-continuité inférieure de 'indice dans la partie 2.8. De plus, il pourrait
étre possible de construire des surfaces minimales plongées d’indice arbitraire dans toute variété Rieman-
nienne compacte, répondant ainsi & 'une des conjectures de Yau, résolue en partie (et en codimension
1) grace aux travaux de Fernando C. Marques et André Neves [MN13].

Je tiens a remercier Tristan Riviere qui m’a encadré pendant plus de deux mois pour réaliser le
mémoire de master 2, m’a proposé ce sujet, et s’est toujours montré tres disponible.



2 Construction de géodésiques fermées

2.1 Principe de la méthode

Soit (M™, g) une variété Riemannienne compacte de classe C¥ (v > 3), munie de sa connexion de Levi-
Civita V. Cette régularité est nécessaire si ’'on veut appliquer le théoreme de plongement isométrique de
Nash ([Nas56]), et si ’on veut disposer des résultats sur la dérivée seconde de 1’énergie, qui fait apparaitre
des dérivées covariantes du tenseur de courbure R. On suppose ainsi M plongée dans RY?, ot ¢ € N est
un entier fixé. On définit I’espace de Sobolev

W22(St M) = W»?(SY R N {u:u(t)e MVte S},
et I'espace des immersions
W22(SH, M) = WS, M)N{u:a(t) #0Vte S'}.
Notons que grace a I'injection de Sobolev W22(S1, M) C Cclz (S, M), ces conditions ont bien un sens

partout, quitte & choisir un représentant continu. Enfin, si u € W22(S1, M), I'espace des champs de
vecteurs le long de u sera noté

W22(SY, TM) = W»*(SY, TM) N {v:v(t) € T,,yM vt € S'}.

Pour tout o > 0, on définit E, : W*2(S, M) — R par

B (u) = /51(1 022 (w)|i]d.L?

ou k(u) = ‘Vﬁ WHI‘ est la courbure associée a 'immersion u € W22(S, M). On notera quand la courbe

est paramétrée par longueur d’arc D; le transport parallele. On peut alors montrer que E, est de classe
C¥~1, et vérifie la condition de Palais-Smale & tout niveau ¢ > 0.

2.2 Equation d’Euler-Lagrange

On peut montrer que la différentielle de F, est donnée par la formule suivante :
L
DE,(u)-v = / 20% (D'v, Dyii) + (1 — 30°K>(w)) (Dyv, ) + 20° (R(v, @), Dyt dL*
0
pour tout v € W22(St M), ce qui meéne & I’équation d’Euler-Lagrange
Dyiv = 0®Dy (2D} + 362 (u) |4]) + 20 R(Dyit, 1) (2.1)

Nous aurons également besoin de la dérivée seconde, pour traiter du probleme de 'indice dans la
section 2.5.

D?Eq(u)[v,v] = 202/0 |DFv]? + |R(v, @)i|* + 2 (4 (Dyv, w)? + 2 (Dyv, i) — Dl + (R(u,v)uu)) K2 (u)

— ((D2v,4) + (Dyv, Dyir))? — 8 (Dyv, i) ( D2v, Dyii) + (V4 R(v, it)v, Dyit)
+ <vvR('U, U)’LL, Dtu> + <R(Dt’l)), iL)'U, Dtu> — <R(Dtu, 'U)’U7 Dtu> -+ 3 <R(’U, u)Dt'U, Dtu>
+ (R(w, D), Dyi) + 2 (R(v, @) Dyv, D) — 6 (Dyv, 1) (R(v, @), Dytt) d. 2

+ 402 /OL (Dyv, ) (<D?’U,Dt’[t> —2(Dyv, 1) /<;2(u) + (R(v,0)u, Dtﬂ>) dz!

v /OL (14 02K2(u)) (\DWP — (D, i)? — (R, )0, u>) 4.g (2.2)



2.3 Construction de points critiques associés a des processus de min-max

Dans cette partie, nous allons construire une suite de points critiques {uy}, oy associée a une suite
{on}, ey tendant vers 0, et vérifiant

02/ w2 () itn |[dZLY — 0.
S1

n
n—oo

C’est donc ici que nous allons implémenter la méthode de Michael Struwe (décrite dans [Str00]) de
construction de "bons" points critiques. Si X est un ensemble on notera 92*(X) Pensemble de ses parties
non-vides.

Définition 2.1. On dit qu'un sous-ensemble &7 C 2*(W22(S! M)) est admissible si pour tout A C &,
il existe un sous-ensemble propre Ay C A, constitué de courbes constantes, tel que A\ Ay C W2(S1, M).
L’ensemble o7 est dit admissible invariant s’il est admissible, et si pour tout difféomorphisme ¢ de classe
Cv~1 de W22(St, M) isotope a Iidentité dans W22(St, M), pour tout A € &7, p(A) € &. La famille
&/ est k-continue pour un entier k& € N non nul si pour tout 4 € o/, A = {ut}te[o,uk et 'application
[0,1]% — W22(SY M), t — uy est continue.

On fixe & présent un ensemble &/ C &7* (W*2(S', M)) admissible invariant k-continu (ot k € N est
un entier non-nul fixé) tel que

0< B(0) = Algg sup £(A) < oo.

On définit alors la famille quasi-invariante <7, issue de < par

oy ={Ao, A € o et Ay # T},
ol pour tout A € &7,

A0:Aﬁ{u:£(u)2 5(20)}

Pour tout o > 0, on définit

B(o) = Alélf{o sup F,(A4) < oo.

La continuité de la famille de E, assure que §(c) > §(0) pour tout o > 0, et que
B(o) — B(0).
o—0

Comme o — F, est une fonction croissante en o, on en déduit que 3 est une croissante, donc d’apres le
théoréme de Lebesgue, elle est dérivable ! presque partout. En particulier, on a

1
d = liminf (0’ log —f'(0) = O) =0.
o—0 o

En effet, par 'absurde, si § > 0, alors pour ¢ > 0 assez petit, on a

B(o) - B(0) > /OU B (s)ds > ;5/00 s __

slog%

ce qui fournit une contradiction. On souhaiterait étre en mesure de "dériver sous le min-max", pour
obtenir une suite {0}, qui tende vers 0, et une suite de points critiques {uy },, oy associés a {o,, }
vérifiant

neN?

1 dE,,
o, log —

(un) = 0 quand n — oo,

ce qui donnerait
lim gg/ K2 (U )|ty |[dZL = 0.
Sl

n—o0

En effet, on a le résultat suivant.

Théoréme 2.2. Il existe une suite {0, }
de points critiques {u, }

nen de nombres strictement positifs tendant vers 0, et une suite

nen de {Eq, oy telles que

B(0) < By (un) = Blon), et lim a,%/ W2 () i ALY = 0.
Sl

n—oo



2.4 Passage a la limite

Théoréme 2.3. Soit (M™,g) une variété Riemannienne compacte de classe C¥ (v > 3), telle qu’il
existe une famille o C P* (WQ’Q(SI, M)) admissible invariante k-continue. Pour tout o > 0, on définit

o) = inf sup F,;(u) <
8(0) = inf, sup E, (1)

St 5(0) > 0, alors il existe une suite {on}, cy de nombres réels strictement positifs convergeant vers 0,

et une suite de points critiques {un}, .y associée d {Es, }, oy telle que

1
log C%

EU'!L (Un) = ﬁ(o-n)7 0-37,/ Hz(un)|un|d$1 S
S1

et une géodésique fermée non-triviale u : St — M de classe C et de longueur (5(0), telle que {u,}
converge vers u dans L (S, M) et pour la topologie faible-x dans W1>°(S1, M).

neN

Démonstration. Etape 1 : Loi de quasi-conservation et convergence de la longueur.

Soit {un},cy une suite donnée par le théoreme précédent, donnée en paramétrisation normale (on
note L, = £(u,). On considere la suite {v,}, oy associée, donnée par

Vp = Uy — 02 (2D, + 362 (U )iy, (2.3)
A priori, vy, est seulement dans le dual de Wif(Sl, TM). Cependant, d’apreés 1’équation (2.1), on a
Dy = 202 R(Dytig, iy )it € L2([0, Ly)).
Donc v, € W 2(S1, TM), et on a

(i, vn) =1 — 05 (2( D, ttn) + 36> (uy)) (2.4)
=1-02K%(uyp)
car |u,| =1, et donc 0 = 2 (Dyty,, iy, ). Cette relation implique que
0 = (D}, 1y ) + (Dytsyy, Dyity) = (D}, it ) + 62 (uy,).
Remarquons que le fait que v,, € WH2([0, L,,]) montre qu’en réalité u,, € C*~1([0, L,]). En effet,

202 D20, = 1y, — vy — 302 K% (up ), € L([0, Ly,))

donc D?1,, € LY([0, L,]), donc u € W31([0, L,]) et en dérivant 1’équation, on obtient immédiatement la
régularité par itération. De plus, par hypothese sur {u,} on a Dyv, — 0 dans L2. En effet,

neNs n—00

L

L, n
| 1Ry < Ry [ 10 P2
0 0

Par conséquent,

3
Dy < 21Rm iy on (2 [ unllinlaz?)” o

n—o0
En particulier, on en déduit qu’il existe un vecteur v € R? tel que

[vn = Dllp00 51y —2 0.

1
De plus, si 7, = — v d LY, on a
2 S1

[vn = DnllLec (1) e 0.



Ceci implique que

Ln Ln L, L
/ (U, Ty Lt = / [T, 2d.L" +/ (U — T, Up) AL = L |05 +/ (U — Ty, U ) AL
0 0 0 0
et
L
5n:/ <Un_ma"}7n> Azt SLn|Tn‘ H’UTL_WHLOO(SQ) ? 0.
O n o0

D’autre part,

Ly L, Ly
/ (0, T7) AL / i, T) AL — 302 / (K2 (i, T7) 4.2
0 0 0

Ly
< Ly [vn| + 3|50 / K2 (up)dL?
0

d’ott 'on déduit que
Lp|Tn|? + en < Ln|Tn| + 30,2;/ K2 () |t | ALY
Sl

Or, L,, > B(0) pour tout n € N, donc

— 3 2 2 . 1 T
< 19 )
|Un| I 1 ﬁ(O)On/S1 R (un)|un| ‘Un Un| " > 1

Etape 2 : convergence faible.

On obtient ainsi finalement

1 Ly
o] = lim —/ v, |[dL < 1. (2.6)
n—oo Ly, Jq

La suite {u,}, oy est bornée dans W (S, M), car M est compacte, et {L,}, oy est bornée. Par
conséquent, d’apres les théorémes d’Ascoli et de Banach-Alaoglu, on peut extraire une sous-suite (qu’on
note toujours {uy},y), telle que {uy,}, .y converge pour la convergence faible * vers une fonction
u € Wh2([0, L], M). En particulier, {t,}, oy converge presque partout vers @, donc pour tout intervalle
I non-vide de R tel que I C [0, L,,] pour n suffisamment grand, on a d’aprés le théoréme de convergence
dominée,et d’aprés ’équation (2.4), on a

/(umunmfl — [ (0,7)dL*
I

n—oo I

tandis que d’apres (2.4), on a

: 1_q_ 1 /2 2 1
31(1)/1<u"’vn>d$ =1 210 IUnI{ (un)dZ n:;l

doi
#/m B dL =1
LY S B

or pour tout n € N, |i,| = 1, donc |[&]| < 1 presque partout. Or, d’apres (2.6), [0 < 1, donc nécessairement,
d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz on a |u| = 1, et |7] = 1. Par conséquent, on a

L :/ luld#* = lim L, > B(0),
g1 n— oo

Comme E, (uy) = f(on), et B(on) = B(0), on a L = 3(0). En effet,

5(0) = 5(ou) +o(1) = Lo + |

02 K2 (Up) [t | dL* + 0(1),
S1



donc L, — 5(0).
n—oo

Etape 3 : Passage a la limite dans ’équation d’Euler-Lagrange.

Nous voulons a présent passer a la limite dans ’équation. Pour faciliter la présentation, détaillons
dans le lemme suivant le résultat technique dont nous aurons besoin.

Lemme 2.4. Soit v e W22(S', TM), et pour tout n € N, v,, = P(uy)v,, € W22(S*, TM), o0 P(u,) est
la projection orthogonale sur Ty, M. Alors

n— o0
P L?
2)  {Divn}, ey est bornée dans L™ et Dyv, = Dy,

n—oo

Ly
3) / 02| D2, |d.L" — 0.
0
Démonstration du lemme (2.4). Si n est un champ de vecteurs normal & M, la projection orthogonale
P(uy) : R? — T, M est donnée par
Pup)v = v —n(uy) (n(uy),v) = v — n(uy) (n(uy,) — n(u),v)

et u, — u dans L>°, donc P(u,)v — v dans L*°.
n—oo n— oo

Dy(P(un)v = v) = =Dn(up)in] (n(un) = n(u),v) = n(un) (Dn(un)[in] = Dn(u)[al, v)
—n(uy) (n(uy) — n(u), D).

On en déduit bien que D;(P(u,)v) est borné dans L, et converge dans L? vers Dyv. Enfin,
D} (P(uy)v) = D*P(un)[ttn, @tn]v + DP(uy)[ Dyt Jv + 2P (uy) [t Dyv + P(uy) Div

et P étant de classe C¥~1 (avec v — 1 > 2), il existe une constante C indépendante de n telle que

vl

Ly

n—oo

L’IL
/0 02| DA(P(un0)2dL" < Co? 0]l yyazgss) + Con 0]l agsr) (/ aw(un)d.zl) — 0.

d’ou le résultat.

On définit & présent F'(uy,) - v, par

Ly
o2 F () - v = o7 / 9 ( D20y, Dyitn) + 352 (un) (i, Dyvn) + 2 (R(Dyitn it )i, v) d.2"
0

L, % L, 2 L,
< 2</ a§|D§vnd,$1> (/ gi|Dtun|d.$1> +3||Dtvn\|Loo(Sl)/ 02K (uy)d Lt
0 0 0

L,
+2|R||LM(M)vn||L2(sl)an<A agﬂz(un)dgl> 50

[SIE

n—roo

tandis que

L, L
/ (Dyon, i) dL' — [ (Dy, i) d2".
0

n—oo 0

Comme pour tout n € N, u,, est un point critique de F, _, on a

n?

Ly,
DE,, (un) = / (Dyvg, Uy, ALt + UZF(un) cv, =0
0



d’ott 'on déduit que
L
/ (Dyv, 1)y dL* =0
0

pour tout v € W22(S1 T M), c’est-a-dire que u vérifie au sens des distributions

d? I
Pk + I(u) (4, %) =0 (2.7)

d2
ou I est la deuxiéme forme fondamentale de M. On en déduit que —u € L*([0, L], M), d'ou u €

dt?
W2°°([0, L)), et par itération u € C¥([0, L]), |u| = 1,
2

d .
Dy = pToh + I(uw) (4, 4) =0 (2.8)

donc u est bien une géodésique fermée non triviale, car de longueur £(u) = 5(0) > 0. Ceci termine la
preuve du théoréme.

Remarque 2.5. L’itération se fait de la maniére suivante : si (M™, g) est de classe C", la seconde forme
fondamentale est de classe C*~!. En effet, en regardant I’équation des géodésiques dans une carte locales,
si {I‘i~c j}l <1jk<m sont les symboles de Christoffel de M sur une carte locale contenant un segment de

u(S1), Péquation (2.7) est équivalente a

et T étant de classe C¥ 1, il suffit de dériver v — 1 fois cette équation pour montrer que u est de classe v.

2.5 Indice

On peut se demander si I'indice de la courbe est semi-continu inférieurement. Cette question est mo-
tivée par 'analogue des géodésiques en dimension 2, c’est-a-dire par le construction de surface minimales
de genre arbitraire.

Définition 2.6. Soit ¢ > 0, et u un point critique de E,, i.e. un élément u € W22(S1 M) tel que
DE(u) = 0. L’indice de u, noté Ind(u) € NU {oo} est égal & la dimension du du sous-espace vectoriel de
W22(S1 TM) sur lequel la dérivée seconde D?E,(u) (voir par (2.2)) est définie négative.

Nous aurons besoin du lemme suivant.

Lemme 2.7. Soit {0}, y une suite de nombres strictement positifs tendant vers 0. Si {un}, oy une
suite de points critiques associée a {Eq, }, ., telle que {un}, oy (resp. {tn}, cn) converge dans L (resp.
presque partout) vers une géodésique u € W22(S1, M) (resp. vers @) non triviale, de longueur L > 0. Si

o] 2
{vn}, ey est telle que v, € W22(S1, TM), v, n%; v e W23(SL. TM), Dv, ni—o)O Div, {Dyvn}, ey est

bornée dans L°, et

n— oo

/ 0262 (1) |im|d LY —> 0, / 02| D2u, i |d.L" —> 0.
st S1 n—00
Alors

L
DQE% (Un)[Un, V) n:; DQEO(u)[v,v] = /0 <|Dtv|2 — (Dtv,u>2 — (R(a, v)v,d)) d#r.

On en déduit le résultat principal de cette section.



Théoréme 2.8. Sous les hypothéses du théoréme 2.8, si {un}, oy est la suite de points critiques conver-
geant vers une géodésique non triviale u € W22(S1, M), on a

Ind(u) < lim inf Ind(uy,).

n—oo

Démonstration. Si v € W22(S1, TM), soit P(u,) désigne la projection orthogonale sur T, M, alors
si v, = P(uy), la suite {v,}, y vérifie les conditions du lemme précédent (voir. le lemme 2.4) Par

conséquent, si v!,--- vl € WH2(S1 M) désigne une famille libre orthonormée dans L2(S', M) telle que
D?Ej soit définie négative sur Vect {v',--- v}, alors si v] = P(uy)v?, la famille {v}, -+ vl } est libre
dans W22(S*, M), pour n suffisamment grand et pour tout j € 1,---, 1, {v}} oy Vérifie les conditions

du lemme précédent. Comme D?Eg(u)[v?,v7] < 0, on en déduit que

n’vn

D?E,, (uy)[vl,vl] — D?*Eg(u)[v’,v7] <0
n—oo

donc pour n assez grand D?E,, (u,)[v],v1] <0, et {v}, -+, v} est libre, donc

I < liminf Ind(u,).

n—oo
Ceci implique que

Ind(u) < liminf Ind(u,).

n—0o0

2.6 Construction de min-max adaptés

Théoréme 2.9. Soit (M™,g) une variété Riemannienne compacte de classe C¥ (v > 3). Il existe un
ensemble admissible invariant </ dans W22(S1, M).

Démonstration. D’aprés un théoréme de Hurewicz, si M est une variété compacte, et m (M) = {1}
(remarquons, comme il a été mentionné dans I'introduction, qu’il est inutile de considérer le probléme
pour les variété non simplement connexes), alors si H;(M) = {1} pour tout i < k, Hx(M) # {1}, alors
mi(M) = {1} pour i < k, et (M) ~ Hx(M). Comme M est de dimension m, H,,(M,Z) ~ Z, donc il
existe k < m tel que m, (M) # {1}. Soit donc f : S¥ — M une application continue homotopiquement
non triviale. On peut supposer f de classe C¥, car d’aprés un résultat de Whitney, toute application
continue entre variétés est homotope a une application réguliere (voir [Hir76], [Whi57]). Considérons sur
S* le balayage standard par des courbes, de la forme

{Ig = 1—2t3,"' sy L4+1 = 1—2tk+1} (29)
ot (t3,- - ,tgr1) € [0,1]~1. Ceci fournit une application g : S*¥ — S* de degré 1. Notons, pour ¢ €
[0, 1171wy : ST — S* le cercle défini par (2.9). On définit alors

o = {{LPO f Out}te[o,l]kfl P € DiHO(W%Z(SlaM))}

ot Diffq(W2:2(S1, M)) désigne I'ensemble des C¥-difféomorphismes de W2:2(S1, M) isotopes a I'identité.
La variété Riemannienne (M, g) étant compacte, son rayon d’injectivité inj(M) est strictement positif.
Pour tout ¢ € Diffo(W22(St, M)),

sup  L(po fouy) > inj(M).
te[0,1]k—1

En effet, dans le cas contraire, toute les courbes w o f ou; : S' — M seraient homotopiquement nulles.
Et cela est équivalent au fait que ¢ o f o g soit homotopiquement nulle. Or ¢ étant isotope a l'identité,
o fog est homotope & fog, qui est donc homotopiquement nulle. Ceci est impossible, car g : S¥ — S¥
est de degré 1, f: S¥ — M est homotopiquement non triviale. Par conséquent

_ o
p0) = jnf sup £(u) > inj(M) >0,

ce qui conclut la preuve du théoreme.
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2.7 Conclusion

Théoréme 2.10. Soit (M™,g) une variété Riemannienne compacte de classe C¥ (v > 3). Il existe un
ensemble o/ admissible invariant k-continu (pour un entier 1 < k < m) pour W>2(S1, M). De plus,
il existe une suite {0y}, de nombres strictement positifs décroissante vers 0 et une suite de points
critiques {un}, oy associée 4 {Es, }, oy, telles que, si

Bloy) = Alélxl;o ilelg E,, (u), p(0)= ,42; 31612 £L(u) > 0,

alors
Ean(un) = ﬁ(an)v 0721/ KQ(un)‘un‘dgl < T 10
51 log o

et {un}, oy converge fortement dans L>°(S*, M) et faiblement dans W' (S, M) pour la topologie faible-
*, vers une géodésique fermée u de classe C”, et de longueur 3(0) > 0. De plus, on a

Ind(u) < liminf Ind(u,).
n—0o0

2.8 Contre-exemples

Cette famille de contre-exemple a pour but de justifier le travail de sélection d’une bonne suite de
points critiques, et montre que l’on n’a pas gratuitement une convergence vers une géodésique en prenant

une suite arbitraire de points critiques associée a {Ey, }, cx-

2.8.1 Cas des surfaces de courbure sectionnelle constante

Dans cette sous-partie, on considére une surface compacte de classe 3, munie d’une métrique a cour-
bure sectionnelle constante égale a 3, € R. Soit ¢ > 0, et u, un point critique de E,. Par I’analyse de
la section précédente, on sait déja que u est lisse, et que u vérifie (2.10)

Dyiv = 0® { Dy (2D}t + 3k%0) + 2R(Dyis, )i } (2.10)
Soit v le vecteur normal unitaire a u, et k la courbure signée, définie par
Dyu = kv
En effet, (D;4, @) = 0, donc k est bien définie. De plus, les équations de Frénet en dimension 2 donnent
Dyv = —ku,

donc, on a successivement,

D24 = kv — k%,

D3t = kv + k(—ku) — 2kki — k2 (kv) = kv — 3kka — Kv.
D’autre part,

Dy (k1) = 2kka + kv
D’ott 'on déduit que (2.10) est équivalente &
kv = 02(2k + k%) + 20%kR(v, 0)1

En prenant le produit scalaire par v, on obtient donc

ko (t) = 0 (2k, (t) + K2 (t) + 201k, (1)) (2.11)

Il est possible d’intégrer explicitement cette équation a ’aide des fonctions elliptiques de Jacobi.
Faisons quelques rappels sur ces fonctions, afin de fixer les notations.
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Soit 0 < p < 1, on définit la fonction f, : R — R par

(2.12)

f(t)/tde
P Jo /1= p?sin?é

La fonction f, est strictement croissante, lisse, et de dérivée partout strictement positive, donc c’est un
difféomorphisme de R. On définit alors les fonctions elliptiques de Jacobi sn, cn et dn par

sn(t,p) = sin fp_l(t)
cu(t,p) = cos fzjl(t)
dn(t,p) = /1 — p?sn?(¢)

D’autre part, on définit la fonction K : [0, 1[— Ry par

K0 =5 (3) = | Ty

Les fonctions sn, cn, sont 4K-périodiques, et dn est 2K-périodique. De plus, si sn, = sn(-,p), cn, =
Cn('vp)a dnp = dn('7p), alors

s1, = cn,dny,
cn, = —cnydny,

dflp = —pQSanIlp
Or si dn =dn(-, p), avec 0 < p < 1,
dn + 2dn® — (2 — p*)dn =0
et si u(t) = adn(bt,p), u vérifie 'équation différentielle
b 2
i+ 2 (a) u? —b*(2 - pHu=0

Donc si on fixe 0 < p < 1,ona
1201 - 20%%30)\ ? 1- 202\ ? ¢
= :l: _—_—— _— —_
Ho (02 2-p?) " e ) o7

1— 202, 1— 2025, \? t
220y _ gl m 2000 [ o (12000t

Soit (en faisant & présent dépendre p de o),

et

1— 20250, )é

clo)= <2<2 ~ (07

Alors, k2 est une fonction 20C(0) 1K (p(c))-périodique (et c’est la période minimale pour une fonction
elliptique), et également L(o)-périodique. On en déduit qu’il existe m(o) € N\ {0} telle que L(o) =
20m(a)C(c) LK (p(c)). En particulier, (voir [LS84], p. 19),

L(o) K(o)
/ o?k2(t)dt = 8o m(a)C(o) / an(J)(t)dt
0 0

2 — 402 2
=4om(o) %p?fM /0 \/1—p(o)2sin®(t)dt
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Par conséquent, si {0y}, est une suite de nombres strictement positifs, et

L =liminf L(oy,) >0

n—oo

si on suppose que p(o) — p € [0,1], on a alors K(p(o,,)) — K(p) €]0,00[
n—oo

n—oo

Lien) 2.2 _ QL(UVL)O(O'H)Q 3 2 i 2
/O T2, (1t = ST /O 1= plon)?sin (0t

4L / :
_— 1 —p2sin?(t) dt > 0,
e @KW Jy V 0

ce qui fournit le contre-exemple annoncé. En effet, comme

Blon) — B(0),

n—oo

et B, (u,) = B(0on), on a

liminf E,, (u,) — Eo(un) >0, et limsup s (u,(S')) < 8(0).

n—oo n—oo

2.8.2 Cas général
L’équation que I'on trouve dans le cas d’'une surface générale est la suivante
o (1) = 07 (2Fs () + K2 () + 20 (a(t), (1)) ko (1)) (2.13)

ott H (u(t),v(t)) est la courbure sectionnelle associée au 2-plan u(t) A v(t). Soit JyF (resp. ;) le
maximum (resp. le minimum) de la courbure sectionnelle sur M. Alors on a si s désigne le signe

1 3 s(ko (t)) 1
o >
ko (t) + 3 k3 (t) + <,)i/M 53 ko(t) >0

: 1.3 —s(ko(t)) L
- — <
ko (t) + 2/<;U(t) + (%M 53 ko(t) <0
Notons
1—202% )
Clo, )= — 2
(%) <2<2p<a>2>

Par une application élémentaire du principe de comparaison, il existe une solution k, telle que
2 " ot 2 _ .t
—=Cl(o, 7 )dn | C(o, A7) —,p(0) | <ks(t) < =C(o, %, )dn | C(o, H#y;)—,p(0)

o o o o

On obtient ainsi une famille de contre-exemples sur les surfaces. Par ailleurs, d’apres I'article de Joel
Langer et David A. Singer ([L.S84]), on peut étendre cette procédure a la construction de contre-exemples
en toute dimension, qui seront des fonctions elliptiques modifiées.

3 Construction de surfaces minimales

Ce travail avait pour buts de justifier la validité de ’approche en dimension supérieure, mais aussi de
fournir des contre-exemples a 'existence d’une régularité gratuite obtenue directement en faisant tendre
le parametre o vers 0. En effet, grace & un résultat de 1985 de Ulrich Pinkall ([Pin85]), on peut relever
les points critiques de ’énergie, et ainsi construire un contre-exemple en dimension 2 (voir [MR15]).
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Dans le cas des surfaces, ’analogue de F, est
A (@) = /(1 + 07 |13 _)dvol,
b e

o ®: ¥ — N est une immersion d’une surface de Riemann fermée (X, go) fixée & valeurs dans une variété
Riemannienne fermée (N, g), Iz la seconde forme fondamentale associée & ®(X), et vol,. I'élément de

volume associé & ®(%), défini localement par

N = N L\ 2
vol,, = \/|am<1>2312q>|2 - <am1<1>,am<1>> 22

go’

ol %”ﬁ) est la mesure de Hausdorff associée a la métrique gy définie sur X. Si x € 5(2), XY eT,x»

- - L -
I5(X,Y) = ((@*V)X(cp*y)) € $.(T,%)* C Ty, M

ol $*V est le tiré en arriere de la connexion de Levi-Civita V de (N™ g), et L désigne la projection

orthogonale Tz

@(m)N — 5*(Tw§])l. Par conséquent, par symétrie de Iz on a

- - 2
153, = [15(0:, 8,0, 8)

2 - _2 - -
+2 ‘Hq;(axl@, 0,8 + ’]Iq;(am@, 0,,®)

9% 9% 9%

Cependant, contrairement au cas de la dimension 1, on n’a pas d’injection dans les fonctions continues

de W22(X, N), et de plus A, ne vérifie pas la condition de Palais-Smale sur W22(X, N). 1l faut donc

remplacer A, par A2, ot p > 1 est un parametre arbitraire. On définit donc
P4 2p
AP (&) :/E(Ho—z 1527 ydvol,,,

et cette fonction vérifie bien la condition de Palais-Smale sur W22P(X, N), 'ouvert de W?P(3, N') défini
par

W22(3, N) = {& € Wh(5,N),3C > 1 C7'gy < 8% < Coo, iig € WH2(S,9,(TN)) }

ou 7ig est I'application de Gauss de 5, et %(TN) est le fibré des 2-plans de N. La fonction A2 est de
classe C? sur W22P(3, N), et y vérifie la condition de Palais-Smale.

On se donne une famille I' d’homotopies régulieres dans W22P(X, N), c’est-a-dire que si Vy € T,
v = {®] }1c[0,1), ot pour tout ¢ € [0, 1], 7 € W2?P(X, N). On définit alors

8lo) = inf max AZ((X), A(0) = inf max 42 (1(5)

Gréce a la condition de Palais-Smale, et 'argument de [Str00] on peut alors prouver le résultat suivant :

Théoréme 3.1. Soit (N™,g) une sous-variété fermée de classe de R? (3 <m < q—1), et (X, g0) une
surface de Riemann fermée. Il existe une suite {0}, de nombres strictement positifs tendant vers 0

et une suite de points critiques {(f)n}neN associée a {Agn}neN telle que pour tout n € N,

2p _ 1
05, dvolg, =o <1ogal> (3.1)

Le processus de convergence est bien plus subtil : il faut considérer {Ci;n}neN en tant que varifold,
utiliser la formule de monotonie pour montrer que la limite faible ® est un varifold rectifiable. D’autre
part, un résultat de quantification permet de montrer que sous les conditions du théoreme précédent,
AP n’a pas de point critique d’énergie arbitrairement petite, pour tout n suffisamment grand. Il permet

HX(8,(2)) > B(0), /E oulls,

notamment de montrer qu’il n’y a pas de masse perdue a 'infini, et que ® est de plus rectifiable. Pour ces
notations, et les motivations pour I'introduction des différentes notions, on pourra consulter notamment
[Fed69], [Sim83], [HS86], [CM11], [Kra08]. Les deux théorémes suivants sont les résultats centraux de
[Riv15].
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Théoréme 3.2. Sous les conditions du théoréme 3.1, quitle a extraire une sous-suite, il existe une
surface de Riemann fermée S telle que genre(S) < genre(X), et une application ® : S — N™ conforme
et N™-harmonique telle que

A (B(S)) = lim AP (P, (T))

n—roo

- -
et la suite de varifold associé d {®y}nen converge vers ® au sens des mesures de Radon.

Si I'on dispose d’un min-max non trivial on peut en déduire le résultat suivant :
Théoréme 3.3. Soit I' une famille d’homotopies régulicres dans W>2P(3, N), telle que

3(0) = inf max 2 (+(5)) > 0.

Il existe une surface de Riemann fermée S telle que genre(S) < genre(X), et une application $:8 > N™
conforme N™-harmonique telle que

HH(D(S)) = B(0).

Une application N™-harmonique est une application vérifiant la définition suivante.

Définition 3.4. Une application ® € WH2(X, N) est dite N-harmonique si pour tout ouvert U C 2, et
toute fonction lisse f sur N de support a distance positive de ®(9U), on a

/ <d(f(<f»)),d<f>> — f(®)L(D)(dD, dD)d.H
U

ou I est la seconde forme fondamentale de N™, vue comme sous-variété de R9.

4 Applications

Cette approche a aussi pu étre utilisée avec succes dans la construction de surfaces minimales & bord
libre. Soit (N,g) une sous-variété de R® de classe 2, difféomorphe a S2. On cherche & construire des
immersions minimales conformes du disque unité D C R? dans N, telles que u(S') soit orthogonal & N
au bord. D’apres [Da 15], ceci équivaut & étre I'extension harmonique d’une application %—haurmonique7
i.e. un point critique de

Ev(w) = July 1) = D Inlfun
nez

On utilise alors ’énergie relaxée

Eolu) = Eofw) +0° [ [iPd2" = 3 (Inl + 0%n?) [,
Sl

neZ

L’énergie de Dirichlet en dimension 1 vérifiant la condition de Palais-Smale, E, la vérifie sur sur
WH2(S1N). Fixons un générateur v de Ho(N?2,Z). Si U est le sous-espace de C°([0,1], WH2(S1, )
des éléments u tels que ug et u; soient constants, et u([0,1] x S1) ~ ~, alors on peut définir

B(o) = JIEIfU max E,(u), B(0)= grelfUmax Eo(u).

L’existence d’un point critique de E, pour tout o > 0 est alors fournie par le lemme du col, mais & nouveau
il faut choisir une suite adéquate de points critiques pour faire converger la méthode. Dans [DR15], il est
prouvé que 3(0) > 0, et que on peut obtenir grace & la méthode précédente une solution non-triviale
au probléme initial. De plus, ce résultat améliore les hypotheses de régularité sur N (I'hypothese de
régularité C* était nécessaire dans les résultats précédents).

Par ailleurs, la méthode permettant a priori de réaliser des min-max non triviaux, on pourrait éga-
lement se demander si les surfaces minimales de Lawson dans S® (construites dans [Law70]) proviennent
d’un min-max.
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