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Chapitre 1
Motivation physique

Dans cette premiére partie on essayera d’encadrer le probléme, né en physique, dont la
recherche d’une solution a motivé I'é¢tude de la quantification géométrique aprés les années
’60. On expliquera les idées fondamentales a 1'aide d'un exemple : 1'oscillateur harmonique.

1.1 Le contexte

Le probléme qu’on se pose est le suivant.

On se donne un systéme (mécanique) classique. Parfois, il peut étre réalisé comme un
systéme limite obtenu a partir d’un systéme quantique sous-jacent.
La limite dont on parle est celle pour laquelle h — 0, en suivant le principe de correspon-
dance de Bohr.

On aimerait étre capable de reconstruire ce systéme quantique, ainsi que de définir une
correspondance entre les observables classiques et quantiques des deux systémes. Cette
correspondance revient a définir une quantification des grandeurs classiques qu’on peut
mesurer sur le systéme de départ.

Pour pouvoir essayer de résoudre ce probléme, il faut déja traduire les termes physiques
qu’on vient d’utiliser dans un contexte mathématiques. Parmi les plusieurs choix possibles,
on en fait un qui est proche de la géométrie symplectique.

Définition 1.1. 1. Un systéme classique est une variété symplectique (M, w).
2. Une observable classique est une fonction lisse réelle £ : M — R.
3. Un systeme quantique est un C-espace vectoriel de Hilbert séparable H.

4. Une observable quantique est un endomorphisme C-linéaire auto-adjoint @) : H O.

On rappelle qu’une variété symplectique (M, w) est la donnée d’une variété lisse M
munie d’'une 2-forme différentielle fermée partout non dégénérée w € Q*(M,R).
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Maintenant, si on se donne un systéme classique (M, w), on veut lui associer un systéme
quantique Hj; et une application

Q: (C™(M,C),{,}) — (Endc(Hm),[.]), F+r—Qr (1.1)
qui satisfait aux axiomes suivants (dits de Dirac) :
1. @ est C-linéaire.
si F' est réelle, Qr est un endomorphisme autoadjoint de H
Q1 = Idy,, : @ préserve les constantes.

Qiray = 1h|Qr, Q¢]

Si{Fy,....,F,} € C>(M,C) est un systéme complet d’observables classiques, alors
{Qr,...,QFr,} C Endc(Has) est un systéme complet d’observable quantiques.

AR

On rappelle qu'un ensemble {Fy,...., F,} C C*°(M,C) est un systéme complet d’ob-
servables classiques si les seules fonctions qui Poisson-commutent avec les F; sont les
constantes, tandis que {Qp,,...,Qr, } € Endc(H ) est un systéme complet d’observable
quantiques s'ils agissent de fagon irréductible sur H,, (ce qui revient au méme d’aprés le
lemme de Schur).

Il faut tout de suite avouer qu’on ne peut pas trouver une telle application en toute
généralité. Il y a des obstructions au procédé de la quantification, dont les plus fameuses
sont devenues théorémes (e.g., les no go theorems de Groenvold et Van Hove).

Dans la suite on décrira une solution partielle & ce probléme-ci présentée par Konstant
et Souriau dans les années ’70. L’idée sera de construire H,; comme étant un espace de
sections convenables d’un fibré en droites sur (M, w).

Avant de passer aux détails techniques, voyons un exemple élémentaire et "plat".

1.2 L’oscillateur harmonique

L’oscillateur harmonique (classique) en une dimension est décrit par la loi de Newton :
mx = —kx
ol = est une coordonnée sur la variété des configurations R, et m,k € Ry sont des

constantes.

On peut résoudre cet ODE du deuxiéme ordre en la traduisant en un systéme du
premier ordre. Pour faire ca, on introduit I'espace des phases (R* = ¢gR®pR), avec ses
coordonnées position-moment canoniques (g, p).

Il suffira de poser :
q:=x
P i=mT

L’équation de Newton devient alors le systéme de deux équations :

¥

l
3t

W
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En suivant la formulation hamiltonienne de la mécanique classique, on introduit la
fonction lisse H : ¢R®pR — R qui définit 'énergie mécanique totale du systéme :

2 2
p kq
H = = = .
(¢,p) el : (1.2)
~~~ ~~~

énergie cinétique  énergie potentielle

Cette fonction permet d’exprimer le probléme dynamique de départ par les équations
de Hamilton :
8H __ .
OH _
g — P
La solution de ces équations décrit 1’évolution dynamique de l'oscillateur.

Remarque 1. Un cas plus général a traiter serait celui ou justement l'espace des phases
est le fibré cotangent a l’espace des configurations du systéme classique, avec sa structure
symplectique naturelle. Résoudre les équations de Hamilton pour une hamiltonienne lisse H
revient alors a calculer la flot du gradient hamiltonien Xy de H : par définition, I’évolution
temporelle du systéme est donnée par les courbes intégrales de Xp.

Dans le cas ot 'on est parti le gradient hamiltonien est simplement donné par

OH O0OH
X = ¥ ) = —_—, T T
On remarque de plus que, dans le cas de l'oscillateur harmonique :
1. H est constante le long des solutions du systéme.
2. Le divergence de Xy est nulle.

En effet on a :
dH_@H. o0H .

i+ s —0
dt dq ¢+t op p
Bt 0?’H  9°H
X = — =
<V, de > dqdp  Opdq

Ceci signifie que respectivement :
1. H est conservée.
2. Le flot de Xy préserve 'aire dans I'espace des phases.

Tout ceci se généralise aussi en géométrie symplectique.
Maintenant on rappelle le cadre quantique. La on part d’une fonction d’onde complexe
Y = (x,t) qui satisfait 'équation (différentielle) de Schrodinger :

oy MOk

O _ R OY kK
! ot 2m3x2+2x

2y
On définit alors un opérateur

H:C>(R,C)NH*R, L) — C®(R,C) N H*(R, Ly)

5
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par :

Ol pz2 : F(x) — x?F(x) est Vopérateur de multiplication par z?, et ou £; est la mesure
de Lebesgue sur R'.

L’équation de Schrédinger se réécrit alors :

e

har = HY

Dans ce cas-ci une solution n’est pas une trajectoire classique. Plutot, supposons
normalisée :

/R brdL, = 1

Alors on sait que la norme carrée |)|? : R* — Rso donne la probabilité d’observer
I'oscillateur en position x au temps t.

Le procédé de la quantification a eu lieu. Au systéme classique
(M,w) := (¢R®pR,dq A dp)
on a associé I'espace de Hilbert
Har = C°(R,C)N L*(R, £1)

et on a pu quantifier les observables classiques de position et moment.
En fait, au couple (g, p) on a associé des opérateurs sur H,; donnés par :

g 4=y

0
:—h—
pr—p l(():L‘

si I'on note avec x le variable sur l'espace mesuré (R, L).

Avec ce choix, et si on demande que 'opération de quantification soit linéaire, on voit
que l'opérateur H correspond a ’hamiltonienne classique ((1.2)) :

Hr— H="4+_¢ Wy = ————= + o Ha?
Ox

I X oN’ 1k, ok
= | —th— —
om 21 2 2m Ox?

ou bien sir la multiplication point par point dans C*°(M, C) revient & la composition dans
Endc(Has) : on préserve les structures d’algebres.
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Remarque 2. Jusqu’a ici on n’a pas eu de problémes, puisque on a quantifié somme
d’observables qui contenaient de produits homogeénes.

Toutefois, comme on a [¢, p]| = —ih par le principe d’indétermination de Heisenberg, les
deux opérateurs pqg et gp différent, et il n’y a pas de facon naturelle pour déclarer lequel
des deux est la quantification du produit pg = ¢p.

La différence entre ces deux choix devient nulle & la limite A — 0, mais on a & priori deux
théories quantiques distinctes.

Les bifurcations possibles deviennent de plus en plus complexes a gérer, et le cas des
observables cubiques nous met déja en difficulté. Ceci exprime les no go theorems dont on
parlé dans I'introduction : on ne peut pas espérer de quantifier I’algébre C*°(M, C) toute
entiere.



Chapitre 2

Préquantification

Dans ce chapitre on voit un tentative naif de construire la quantification @ de (9). On
corrigera cette construction dans le chapitre suivant.

2.1 Intégralité
Fixons une variété symplectique (M, w).

Définition 2.1. La forme w est dite entiére si sa classe de cohomologie [w] € H3; (M, R)
est dans I'image de l'application canonique H*(M;Z) — HZ2;(M,R).
Dans ce cas-1a, on dit que (M, w) est préquantifiable.

Ici on a noté par Hjp(M,R) la cohomologie de de Rham de M, et par H*(M;Z) sa
cohomologie singuliére (a coefficients entiers).

Remargue 3. Déja, Pinclusion canonique ¢ : C*(M;Z) — C*(M;R) induit une application
en cohomologie
i:H*(M;Z) — H*(M;R)

car 'inclusion commute aux différentielles des cochaines singuliéres de M.

De plus, on a un isomorphisme canonique ¢ : H*(M;R) — H32z(M,R), dit de de
Rham.

La composée ¢ := 1 o i est 'application naturelle dont on parle en énoncé.

On peut essayer de caractériser I'image et le noyau de ¢ a l'aide du théoréme des
coefficients universels pour la cohomologie singuliére.
Si I'on suppose que H'(M;Z) et H*(M;Z) soient de type fini, on a alors les deux suites
exactes :

0 — Tor(H*(M;Z)) — H*(M;Z) — Homz(Hy(M),Z) — 0

0 — H*(M;R) —s Homz(Hy(M),R) — 0
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d’ou 'on tire le diagramme commutatif suivant :

H?*(M;R) — Homgz(Hy(M),R)

1 T

Tor(H'(M;Z)) — H*(M;Z) —> Homz(Hy(M),Z)
qui permet de montrer le fait suivant.

Proposition 1. 1. Ker(7) = Tor(H*(M;Z))
2. Im(7) = {a € H*(M;R) | a(c) = 0 pour tout c € Zy(M))}

2.2 Préquantification a la Konstant-Souriau

La préquantification a la Konstant-Souriau se fait avec un fibré en droites sur (M,w).

Définition 2.2. La variété préquantifiable (M, w) est préquantifiée par le fibré en droites
holomorphe hermitien avec connexion de Chern (7 : L — M, h, V) sil'on a :

Ch(L) = —iw
ott Ch(L) est la courbure de Chern du fibré L.

Ceci entraine tout de suite que 5= soit entiere, et la réciproque est justement le théoréme
de Konstant-Souriau.

On pose maintenant Hy := Q°(M, L) : I'espace des sections lisses de L. Si on se donne
F € C*(M,C), on voudrait définir un opérateur Qr sur Hgy. Dans on a vu deux types
d’opérateurs qui agissait sur des espaces de fonctions lisses (& carré intégrable), a savoir
I'opérateur de multiplication et de gradient. Le premier se généralise sans soucis au cas ol
il y a de la courbure, tandis que pour le deuxiéme on doit faire intervenir explicitement la
connexion.
On pose :

Qr == pr +i(VL)x,

Remarque 4. On pourrait montrer que les axiomes [2] et [4] de Dirac sont vérifiés avec ce
choix, ce qui est fait dans le mémoire de M2.

Toutefois, il y a des problémes avec I'action d’irréductibilité, qui du point de vue de la
physique reviennent au fait que I’espace de Hilbert naturel qu’on construit a partir de H,
est trop grand.

Dans le chapitre suivant on essaie de corriger notre espace de sections pour couper le
nombre des variables sur lesquelles les opérateurs quantifiés agissent.



Chapitre 3

Quantification

La correction de l'espace Hg de la section précédente passe par les polarisations
complexes sur variétés symplectiques.
Apreés les avoir définies en pleine généralité, on se concentrera sur le cas des variétés
kdhleriennes.

3.1 Polarisations

On commence par la définition.

Définition 3.1. Une polarisation complexe sur la variété symplectique (M,w) est un
feuilletage lagrangien P C TCM tel que P N P ait dimension constante.

On rappelle que TCM est le complexifié du fibré tangent a M, tandis qu'un feuilletage
est une distribution de plans lisse et intégrable.
Ceci signifie que pour tout x € M on a un sous-espace lagrangien P, C (TCM ) qui
varie de facon lisse avec le point. De plus, il existe une partition de M en sous-variété

(immergées)
M=]]F
zeM
telle que T, F, = P, pour tout x € M.

Il faudra seulement avoir en téte 'exemple suivant.

Exemple 3.1. On rappelle d’abord qu’est-ce qu’une variété kihlerienne. On peut partir
de la géométrie complexe ou symplectique.

Considérons une variété complexe X. Si I'on fixe une métrique hermitienne h sur X,
on sait que 'opposé de sa partie imaginaire est une (1, 1)-forme définie positive sur le fibré
tangent holomorphe T(; )X C TCX. On appelle h une métrique de Kdihler si cette forme
est d-fermée, i.e. si elle est une structure symplectique pour X.

On dit que la variété complexe X est kdhlerienne si elle admet une métrique de Kéhler.

Si l'on veut partir de la géométrie symplectique, considérons d’abord une variété lisse M.
Une structure presque-complezxe J sur M est une section lisse du fibré 7 : Endg(TM) — M

10
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qui satisfait J? = —Idry. Une structure presque-complexe J sur M est intégrable si
pour tout x € M il existe un ouvert de carte U C M autour de x avec coordonnées
(T1,Y1, s T, Yn) telles que J s’écrit localement :

.0 y O
{J'awi 9y;

;) )
J'(’?yi'—>

ox;

pour 1 < i < n. On appelle alors J une structure complexe sur M.

Maintenant, soit (M, w) une variété symplectique. Une structure presque-complexe J
sur M est est w-compatible si w(J(.),.) est une métrique riemanienne sur 7M.
On dit que la variété symplectique (M, w) est kithlerienne si elle admet une structure
presque-complexe w-compatible et intégrable.

Considérons une variété kihlerienne (M, w, J). On pose, pour x € M :

P, :={ve T M|J,(v) = —iv}

On a simplement considéré le fibré tangent anti-holomorphe T )M C TCM, qui est celui
ou les deux multiplications par ¢ qu’on peut définir sont opposées.

Pour comprendre ¢a, fixons un point x € M. On a '’endomorphisme J, : T, M O qui
satisfait J?> = —Idyg, s, ainsi que l'espace tangent complexifie TM = T,M ®g C. Ce
complexifié admet une multiplication par ¢ € C naturelle, & savoir :

i(v @ p) = (v@ip)
pour v € T, M, u € C.

De méme, on peut étendre J, en un endomorphisme C-linéaire de T M dont le carré
est encore 'opposé de l'identité. Cet endomorphisme admet les valeurs propres =+i, et
(T(0,1)M ), est justement défini comme ’espace propre de cette extension de J, pour la
valeur propre —i.

On a donc une décomposition naturelle 7€M = ThoyM @ To1yM, si T(1,0)M est I'espace
propre de l'extension de J par la valeur propre .

On a bien défini une polarisation complexe pour la variété symplectique (M, w), en
oubliant pour un instant sa structure complexe. Pour le voir il suffit de montrer que P est
une distribution de plans isotropes, pour questions de dimension.

Soient alors v ® A\, w ® p € P,, et montrons que w,(v @ A\, w @ p) = 0.

On sait que la formule (y, z) — w,(J(y), z) définit une forme C-bilinéaire symétrique
sur T¢M, d’ou :
we(J(V @A), w @ p) = we(J(w @ p),v @A)
D’autre part, on a J(v ®@ A\) = —i(v® A) = v ® —i\, par définition de P,, et de méme pour
J(w @ p).

11
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Donc on a :

_i/\ﬂwx(vv w) = w(v & _i/\7 w :u) = w:v(J(v & >‘)7 w& N) =
wﬂv(‘](w ® :u)v v ® )\) = ww(w ® _Zuv v ® A) =
= —ipAw, (w,v) = iA\uw, (v, w)

qui donne ce qu’on veut.

De plus, on a T¢M =To1yM & T(p1)M par définition du complexifi¢ du fibré tangent,
ce qui signifie que P N P = {0} partout.

Finalement, on corrige H, en prenant seulement les sections lisses d’un fibré préquanti-
fiant 7 : L — M qui sont polarisées.

Définition 3.2. Une section s € Q°(M, L) est polarisée par rapport a la polarisation
complexe P C T°M sil'on a :
(VL)XS =0

pour tout champ de vecteurs lisse X € C*°(M, P) tangent a P.

Dans le cas qui nous intéresse, c’est a dire les variétés kdhleriennes, on retrouve les
sections homolorphes de L.

Proposition 2. Soit (M,w, J) une variété kihlerienne préquantifiable préquantifiée par
(m: L — M,h, V), ot L est holomorphe et YV est la connexion de Chern du fibré
holomorphe hermitien (L,h). Soit P := TonM C TCM la polarisation kéhlerienne
naturelle de ’exemple [9.1.

L’espace des sections lisses polarisées de L est l’espace des sections holomorphes globales
H°(M,L).

La preuve de ce fait suit des caractérisation de la partie (0,1) de V et de 'opérateur
de Dolbeault 9;, sur le fibré L.

Avec cette proposition on considérera d’avoir résout le probléme de la quantification
d’une variété kihlerienne compacte (M, w, J).

Définition 3.3. Avec les notations ci-dessus, supposons M compacte.
On note Hys := HM, L), et on I'appelle I’espace de la quantification de (M,w,J).

Remarque 5. 11 y aurait encore un certain nombre d’étapes avant de pouvoir construire la
quantification [9] qu’on voulait, mais on préfére s’arréter ici. On remarque qu’il y a quand
méme un certain nombre de problémes techniques qu’il faudrait encore résoudre.

Pour commencer, les sections polarisées sont constantes le long des feuilles de P, et
donc elle ne sont jamais intégrables par rapport a 1’élément de volume de Liouville si
ces feuilles ne sont pas compactes. Une solution possible serait d’intégrer les sections sur
I'espace des feuilles M /(P N P).

Il faut donc supposer que la distribution réelle P N P = P NTM soit un feuilletage, et
que I'espace des feuilles soit lisse. Ceci améne a la définition d’une polarisation fortement
admissible.

12
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Maintenant la difficulté technique est qu’il n’existe pas de forme volume canonique sur
'espace M/(P N P). Pour la surmonter, on peut travailler avec demi-densités ou demi-
formes, ce qui ameéne aussi a la définition d'une structure métaplectique sur M. Il y a une
obstruction topologique en plus pour I'existence d'une telle structure métaplectique, a savoir
la deuxiéme classe de cohomologie de Stiefel-Whitney de M, qui vit dans H*(M,Z | Zy).

Avec un fibré de demi-formes 0 := Qz(M/P N P) on peut finalement considérer les
sections polarisées du produit tensoriel L ® ¢, par rapport a une connexion convenable sur
le fibré 0. Deux telles sections peuvent étre multipliées pour obtenir une forme volume
qu’on peut intégrer sur M /(P N P), ce qui nous donne un C-espace vectoriel & produit
hermitien (pre-Hilbert) : sa complétion nous donne l'espace de Hilbert de la quantification
qu’on souhaite, et avec un peut de travail en plus on peut définir une action de C*°(M, C)
sur cet espace.

Il y a puis des complications liées au fait que les feuilles de P N P peuvent étre non
simplement connexes. Plus précisément, toute feuille doit avoir holonomie triviale.
L’idée est que si une section s ® v de L ® § est constante le long des feuilles de P N P,
alors elle ne peut pas prendre une phase non triviale par 'action d’un élément du groupe
d’holonomie d’une feuille.

Il faut donc que cette section soit nulle, ou que la représentation d’holonomie du groupe
fondamental de la feuille soit triviale.

On se restreint alors a la sous-variété Mp_g de M définie comme la réunion des feuilles de
P N P a holonomie triviale. On I'appelle la sous-variété de Bohr-Sommerfeld de M.

Pour conclure, il se peut a priori que ’espace de Hilbert construit soit nul.

Tous ces problémes ont amené & chercher une construction géométrique plus naturelle
pour la quantification. Un approche plus récent utilise des structures spin et des opérateurs
de Dirac sur les variétés symplectiques.

Finalement, le cas non compact présent des difficultés techniques qui ne sont encore
pas dépassée au présent. Dans mon doctorat, je m’intéresserai aussi a la quantification
d’espaces de modules non compacts.
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L’espace de modules de polygones
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Introduction

Le but de ce mémoire est I'étude détaillé d'un espace de module assez simple : I'espace
de module de polygones a cotés dans ’espace euclidien standard. Cet espace de module a
été beaucoup étudié dans les années '90, et plus récemment Laurent Charles a étudie des
propriétés remarquables qui portent sur sa quantification géométrique.

L’espace de module de polygones permet de voir des exemples concrets de constructions
et résultats abstraite souvent utilisées dans la théorie générale des espaces de modules,
ainsi qu’en géométrie symplectique et complexe :

— Les quotients de Marsdem-Weinstein.

— Les quotients de Mumford.

— Le Slice-theorem.

— Les coordonnées action-angle.

— La quantification géométrique.

Si c’est vrai que, comme Arnold le disait, "les théories passent, tandis que les exemples
restent", I’étude de I'espace de module de polygones est alors tres efficace pour comprendre
ces techniques pas tout a fait élémentaires : on part d’une intuition concréte, construite
sur I’avoir appris un exemple concret dans tous ses détails.

Si 'on souhaite faire de la recherche dans ce cadre-ci, on peut alors regarder a ce
mémoire comme une base solide pour bien commencer.



Chapitre 4

Espaces de modules de polygones

Dans ce chapitre on présente les espaces de modules de polygones. On introduit un
peu de terminologie, et on discute quelques propriétés élémentaires.
De plus, on donne des premiers exemples assez simples, que l'on peut traiter de fagon
heuristique sans connaitre la théorie qui suit.
La notation utilisée est désormais standard, et suit par exemple [KMspace| et [CHAquant].

4.1 Définition

On note E? I'espace euclidien standard de dimension 3, c’est & dire R® avec le produit
scalaire standard, que 1’on notera <, >.
On fixe un entier positif n € N et une n-uple de nombres réels positifs 1 = (I1,...,1,) €
(Ro)".
On note P, 'ensemble des n-gones a sommets numérotés dans E? dont les cotés ont les
longueurs indiquées par 1, dans 1'ordre choisi. On ne considére donc pas les polygones qui
ont cotés avec extrémités coincidentes.

Définition 4.1. L’espace de modules des n-gones dans l'espace euclidien a cotés de
longueurs 1 est I’ensemble des n-gones dans P,,; a isométries positives pres.
On le note M,, 1, ou simplement M en oubliant le nombre des cotés.

Un élément de M est donc une classe [P], avec P € P,,1, ou la relation d’équivalence
est donnée par I'action de SO(3) sur E* : P est équivalent & son image par n’importe quel
élément g € SO(3).

Pour définir une topologie sur M, on va le présenter comme un espace quotient par
une SO(3)-action.

On note S} le produit S}, x -+ x S} des sphéres centrés en 0 € E® de rayon indiqué
en indice inférieur. Si P € P, ), la n-uple de ses cotés définit bien un élément de S},
et pas un élément quelconque. En fait, les cotés des n-gones définissent un élément
e=(ey,...,e,) €S} tel que :

n

D ei=0 (4.1)

=1
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On pose /./\\/l/l = {(61,...,6n) c S| Yo e= 0}.

C’est alors clair qu’une classe [P] € M définit une classe dans le quotient 7\\/1/1/ SO(3),
oil 'on considére la restriction de I'action diagonale de SO(3) sur le produit Sj. On note
e([P)) cette classe, et on appelle € : My — M,/ SO(3) Vapplication de Gauss.

Cette application est bijective. En effet, considérer I'image d’un polygone P € P,,; par
une transformation g € SO(3) revient a considérer les images des cotés de P, qui sont bien
vecteur dans E®.

Par définition, on met sur M la (seule) topologie pour laquelle ¢ est un homéomor-
phisme. Bien entendu, on met sur S7 la topologie produit de la topologie standard, sur
M la topologie de sous-espace et sur //\71/ SO(3) la topologie quotient.

On discutera la topologie de M en détails dans la suite.

4.2 Longueurs admissibles

Discutons les choix possibles pour 1 € (R-o)".

Déja, si A € Ryg, on remarque que 'on a un homéomorphisme ¢ : M; — My,
simplement donné par la dilatation de tous les cotés.
On a donc par exemple le droit de fixer le périmétre de nos polygones sans influencer la
topologie de I'espace de modules. Un choix usuel est :

zn: I =2 (4.2)

que l'on va sous-entendre dans la suite.

Il y a puis la question moins triviale de savoir quelles n-uples de réels positifs peuvent
étre les longueurs des cotés d'un polygone.

Considérons alors l'espace de tous les n-gones & sommets numérotés dans E* (de
périmétre 2), qu’on note P,, = Hle(R>0)n P
On définit 7 : P, — R" comme étant 'application qui & un n-gone associe la n-uple des
longueurs de ses cotés. On veut comprendre quand on a 7 1(1) = P,,; # &.
D’apres nos hypothéses, on a bien

St 2} a (R (4.3)

=1

Im(7) C {1 eR"

qui est 'intersection d’un espace affine avec le premier octante.
On a de plus n conditions nécessaires évidentes :

1 n
l"Sﬁ;lizl pour tout j € {1,...,n}, (4.4)

5
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ou 'égalité vient de ’hypothése (4.2)).
Ces inégalités sont en fait équivalentes aux suivantes :

l; < Zli pour tout j € {1,...,n},
i#]

qui généralisent le critére classique de constructibilité des triangles.

Proposition 3. Les condition (4.3)) et (4.4) caractérisent l'image de .

Démonstration. On peut démontrer le résultat par récurrence sur n, et on peut se contenter
de le faire pour n > 3.

Supposons n = 3. Les conditions expriment alors le critére classique de construc-
tibilité des triangles : trois nombres réels positifs sont les longueurs des cotés d’un triangle
si et seulement si chacun est mineur de la somme des autres deux. On voit donc que ces
condition sont suffisantes dans ce cas-ci.

Passons a I’étape de récurrence, et supposons le résultat vrai au rang n — 1. Soit 1 € R"
un vecteur qui satisfait les conditions et .

Sil'on avait [; + [;;1 > 1 pour 1 <17 < n — 1 alors on aurait Z?Zl [; > 2, car n > 4. Quitte
a permuter les [; on peut donc supposer que [,,_1 + [, < 1.

La (n —1)-uple ' := (I, ..., ly_2,ln1 +1,) € R""! satisfait alors les conditions (4.3)) et
(4.4) au rang n — 1. L’hypothése de récurrence permet de conclure qu'il existe un polygone
P’ an — 1 cotés de longueurs données par 1'.

On coupe alors le dernier coté de P’ en deux arétes de longueurs [, et [, en rajoutant
un n-iéme sommet, et on construit bien un polygone P € P, tel que m(P) = 1. ]

On note maintenant :

Ny, =Im(m) = {(ll, o ly) €RT

0<lp<1pourtout 1 <k<net Zli:Q}
i=1
(4.5)
qui est un ouvert d'un n-simplexe de R".

Pour des raison qui seront évidentes apreés le théoréme [20, on a envie de considérer

les sous-ensembles W; C A, ,, suivants, qu’'on appelle murs. Si @ ¢ J ¢ {1,...,n} est un
sous-ensemble (propre, non vide) de {1,...,n}, on pose :
WJ = {(ll,. .. 7ln) € AQ,n le = 1}
icJ

On appelle puis chambre de Ay, la cloture de toute composante connexe de

AM\< U WJ>

oCJG{1,...,n}
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4.3 Premiers exemples

Voyons & quoi ressemble 'espace de modules de polygones si I'on a peu de cotés.

Exemple 4.1 (cas n = 1). Dans ce cas-ci, on a un seul coté e; € E® de longueur
1 =1 € Ry, qui satisfait la condition de cloture (4.1)) : e; = 0.
On a deux conditions incompatibles, d’ott My, ; = @ pour tout 1 € Ry.

Exemple 4.2 (cas n = 2). Dans ce cas-ci, on a deux cotés e = (e, e5) € (E*)? de longueurs
1= (I1,15) € (Rsg)?. La condition devient e; = —ey, d’ou forcément i, = lo.
Notre 2-gone n’est alors rien d’autre qu'un segment de E® parcouru 2 fois avec deux vers
différents. Comme P’action de SO(3) est transitive sur E®, on conclut que My est réduit a
un singleton {x}.

En syntheése :

J, il l
M2,1 _ S? 1 # 2
{x}, sili=1

Exemple 4.3 (cas n = 3). Dans ce cas-ci, on a trois cotés e = (e, e, e3) € (E*)? de
longueurs 1 = (I, 1, 13) € (Rso)?.
Supposons les conditions vérifiées pour 1, car sinon M3 = @.

Maintenant on peut montrer que tous les triangles dont les cotés ont longueurs données
par 1 sont dans la méme SO(3)-orbite; ceci est en fait une conséquence d’un des critéres
de congruence classiques pour les triangles.

Pour le voir, choisissons deux triangles T}, Ty € P3;. Comme 'action de SO(3) sur E®
est transitive, il existe une isométrie positive qui envoie le premier coté de 717 sur le premier
coté de Ty. Ces deux sont maintenant deux segments coincident dans I’espace euclidien.
Quitte & translater les triangles, on peut supposer que leur premier sommet soit dans
I'origine. Considérons alors les rotations d’axe la droite contenante le premier coté de T,
qui sont éléments de SO(3). Il en existe une qui raméne 7} dans le plan de E* qui contient
1.

On a alors deux triangles dans un plan II C E? avec un coté en commun et avec cotés de
méme longueurs. On a deux possibilités :

1. ils coincident
2. la réflexion du plan Il d’axe passant par le coté commun aux deux triangles
transforme 1'un en I'autre

Bien str, la réflexion de II est un élément de O(2) de déterminant négatif, mais on peut la
réaliser par une rotation de E* de 7 radiants autour du méme axe de tout a I’heure.
En syntheése :

Mo = {*}, sil satisfait (4.4)
e &,  sinon

Exemple 4.4 (cas n = 4). C’est le premier cas intéressant.
Pour un choix de longueurs 1 € (R+()* qui satisfait (4.4) on peut maintenant distinguer au
moins deux cas :

1. il existe i € {1,2,3,4} tel que Z#i =1

7
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2. ceci n’arrive pas

Dans le premier cas, 'espace de module est réduit a un seul point, puisque les seuls
polygones qu’on peut construire correspondent au choix d’un segment de E* (de longueur
égale a celle du coté plus long).

Dans le deuxiéme cas, on peut montrer que 1’espace de module est homéomorphe a
C P!. Une facon intuitive pour justifier ce fait est la suivante, mais seulement dans un cas
particulier.

Prenons un 4-gone P avec cotés e = (eq, ey, €3, €4) de longueurs 1 = (I3, 13,13,14). On
suppose que P ait un coté long, c’est a dire un coté e; dont la longueur I; satisfait

Li+1; > Z I pourtout je{1,2,3,4} (4.6)
ke{ig}

Cette condition exprime le fait qu’on ne peut pas avoir de cotés paralléles a e; afin que P
puisse se fermer, et elle est par exemple satisfaite par la 4-uple (5,2,2,2), ou le long coté
est bien sir ey.

Supposons que e; soit le coté long de P : cette hypothése n’est pas restrictive par [4]
Notons d; := e + e la diagonale de P sortant de son premier sommet. La longueur de
cette diagonale varie dans un intervalle contenu dans [l; — l2,l; + 3) C R.

Il faut penser a I'application A; : My, — R qui envoie [P] dans |di| = (< dy,dy >)2
comme la fonction hauteur sur S?.

Pour tout choix de |d;| € Im(\;), on a maintenant un degré de liberté pour les polygones
dans notre espace de module, qui revient & considérer une rotation du quatriéme sommet
de P autour de d;. Ceci permet de définir une deuxiéme fonction ¢y : My; — R /27 Z qui
a [P] associe 'angle diédral entre les plans de E* qui contiennent {ey, ey, d;} et {dy, es, e4}
respectivement.

Il faut penser a cette fonction comme a la paramétrisation d’un paralléle de S2.

Finalement, on trouve les poles en correspondance des points de maximum et minimum
de A;. Pour le minimum |d;| = [; — ls, la diagonale est paralléle & e; et eg, qui sont
antiparalleles. La rotation autour de cette diagonale ne change pas la classe de P dans
I’espace de module, et donc on trouve un seul point dans My;.

De méme, si |d;| est maximale, alors e3 et e4 sont paralléles. Encore une fois, la rota-
tion du sommet qui les sépares autour de d; ne change pas la classe dans 1’espace de modules.

Cette discussion heuristique deviendra plus claire aprés avoir introduit les coordonnées
action-angle sur M.

Ce dernier exemple souléve une question : est-ce que Mj est muni d’'une structure de
variété différentielle pour un choix de 1 convenable ?
Dans le cas d'un 4-gone avec un coté long, on a méme trouvé des fonctions sur M, qui
pourraient définir des coordonnées locales.
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La réponse a la question est positive : il se trouve que M est une variété lisse pour des
choix génériques de 1. Dans ce cas-la il admet méme une structure symplectique naturelle,
car il peut étre réalisé comme un quotient de Marsdem-Weinstein lisse.

La justification de cette derniére proposition est le contenu du chapitre

4.4 Autres propriétés

On énonce ici des autres propriétés de M, utilisées dans la suite.

Proposition 4. Soit o € ¥, une permutation de {1,...,n}.
Les espaces My et M,qy sont homéomorphes, ot l'on note o (1) := (lo(1), - - -, lon))-

Démonstration. La démonstration suit du fait que ¢ induit un homéomorphisme & : S§ —
Si(l) défini par (e1,...,en) — (es(1)s - - -, €a(n))-
En effet, ¢ est continue d’'inverse 7, si 7 € ¥, est la permutation inverse a o.

On remarque que & envoie M, dans My, et qu'elle est SO(3)-invariante :
7(g-(e1,.-.,en)) =0(g-€1,...,9.€n) = (g-Co(1)s - - -+ J-Co(n)) =
= g.(€x(1),- - €om)) = g.(G(e1,...,€n))

et donc elle induit une application continue aux quotients M; — M,(y). C'est facile de
voir que 7 induit I’application inverse. O

Dans la suite on pourra donc ordonner les longueurs des cotés de nos polygones comme
on veut.

Il y puis deux propriétés beaucoup moins élémentaires qui portent sur la topologie de
My, et qu’on ne démontrera pas.

Théoréme 5. Sil,l' sont deuz multi-longueurs dans la méme chambre de Ao, alors les
espaces de modules My et My sont homéomorphes.

Notons A; I'unique chambre maximale de Ay, contenante le mur Wy, = {l; =1}.
On remarque que dans le mur considéré [; est toujours la longueur d’un long coté.

Théoréme 6. il est dans lintérieur de A; alors My est homéomorphe & C P"3.

Ce résultat contient ’exemple [4.4] comme cas particulier.

Des références possibles pour ces résultats sont les articles de Yi Hu : [Hu95| et [Hu98|.
Ces articles trés avancés relient 1’espace de module de polygones M, a la compactification
de Deligne-Mumford de Iespace de module My, de n points distincts sur C P' modulo
'action de PSL(2,C). On n’entrera pas dans les détails de cette correspondance.



Chapitre 5

Réduction Symplectique

Dans ce chapitre on rappelle la construction des quotients de Marsdem-Weinstein de
variétés symplectiques par actions hamiltoniennes de groupes de Lie, et on réalise M,
comme un tel quotient.

Une référence utilisée pour ce chapitre est [Audin].

5.1 Actions hamiltoniennes et moments

Dans cette section on considérera une variété symplectique de dimension finie (M, w).
Fixons aussi un groupe de Lie G d’élément neutre e et de dimension finie, agissant sur M

a gauche de fagon lisse, dont on note g l'algébre de Lie. On écrit (g, x) — g.z 'action de
G.

Définition 5.1. On dit que 'action de G est symplectique si G*w = w.

Dans la suite on ne considérera que des actions symplectiques.

A toute G-action sur M on peut associer une action (dite action infinitésimale) de g
sur M par des champs de vecteurs, comme suit.

On note exp : g — G l'application exponentielle de G, et pour £ € g on définit
&M e C°(M, TM) par :

M(z) = 4 exp(t&).x, pour z € M (5.1)
dt|,_g
Remarque 6. Ceci revient en fait a différentier le morphisme de groupe de Lie p : G —
Aut(M) qui définit Paction de G. La discussion est délicate puisque Aut(M) a en général
dimension infinie.
Déja, il faudrait montrer que Ialgébre de Lie de Aut(M) est C°(M, T M), ce qui se justifie
intuitivement comme suit dans le cas ou M est compacte.

Soit I C R un intervalle contenant 0 dans son intérieur, et soit {p;}ic; une famille
d’automorphismes de M lisse en t, avec ¢y = Id,;. On définit alors un champ de vecteur
sur M par la formule

X(z) = =1 wulx)
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Ceci exprime le fait que le vecteur tangent a la courbe {¢;}ier € Aut(M) au point Idy,
est le champ de vecteur lisse X, d’ou l'inclusion Ti4,, Aut(M) C C°(M,TM).

Pour la réciproque, soit X un champ de vecteur lisse sur M. On note ¢ € Aut(M) le
flot de X au temps t. Comme M est compacte X est complet, c’est a dire qu’il existe un
temps d’existence minimal € > 0 pour ¢ valide pour tout point de M.

Le champ X est alors la dérivée en zéro de la courbe {p; }e(—ee), d’ott I'inclusion opposée.

On peut alors essayer de calculer dp, : g — C*°(M,TM). Si £ € g, on a bien

d
dp.(&) = — t
pe(8) = t:Opov( )
ot t — 7(t) est une courbe dans G avec v(0) = e et 4(0) = &.
Bien siir, la courbe ¢t — exp(t£) convient, et donc on retrouve la formule (5.1)).

On rappelle que sur une variété symplectique (M, w) on a deux sous-algébres remar-
quables de C*°(M, T M), a savoir les champs symplectiques (o localement hamiltoniens)
et les champs hamiltoniens.

Définition 5.2. On pose :
1. symp(M,w) :={X € C*(M,TM) | Lxw = 0}
2. ham(M,w) :={Xy | H € C*(M,R)}

ou l'on a noté avec Xy le champ hamiltonien associé a la fonction lisse H.

La convention de signe utilisé pour le champ hamiltonien d’une fonction lisse est la
suivante :

Lxyw =dH (5.2)

Remarque 7. On remarque que l'isomorphisme b : X — vxw : C°(M, TM) — Q'(M,R)
entre les sections lisses de T'M et T M permet de décrire les relations entre les sous-algébres
ham(M, w) C symp(M,w) C C*°(M,TM) avec une suite exacte de R-algebres de Lie :

0 — HIR(M,R) — C*°(M,R) — symp(M,w) — Hiz(M,R) — 0

Ici les fleches non triviales sont, dans l'ordre :
— L’inclusion des fonctions localement constantes dans C*°(M R).
— Le morphisme F'—— —Xp d’algebres de Lie.
— La fleche induite par I'isomorphisme b.
En effet, b identifie symp(M,w) & Zjg (M, R) et ham(M,w) & Big(M,R).
Revenons maintenant a notre G-action symplectique & gauche sur (M, w) : son action
infinitésimale associée est & valeurs dans symp(M,w).

On veut maintenant considérer le cas ou I'action soit a valeurs dans ham(M,w). Dans
ce cas-1a, pour tout £ € g il existe une fonction lisse p(§) sur M telle que &Y = X, ¢).
On remarque qu’une application p : g — C°°(M R) peut se caractériser de fagon duale
comme étant définie de M vers g*, par :

< plx), € >=p()(z) pour z€MEEg

11



Mémoire CHAPITRE 5. REDUCTION SYMPLECTIQUE

ol <, >: g* X g — R est la dualité standard entre g et g*.
En choisissant une R-base de g on peut demander a ce que £ — p(§) soit R-linéaire,
mais c’est standard de demander aussi une propriété d’équivariance en plus.

Définition 5.3. L’action symplectique de G sur (M,w) est hamiltonienne s’il existe une
application p: M — g* qui satisfait les propriétés suivantes :

1. leMW = d(< JTRS >)

2. plg.x) = Ady(u(z))
ou Ad" : G — GLg(g*) est la représentation coadjointe de G.
On appelle g un moment pour la G-action.
On dit aussi que (M, w) est une variété G-hamiltonienne.

Exemple 5.1. Soit G = V un R-espace vectoriel agissant sur M :=T*V =V x V* par
translations.

Si 'on identifie g = V et g* = V*, alors la projection verticale p : M — V* sur le
deuxiéme facteur est un moment pour l'action.

Dans le contexte de la mécanique classique, on aurait les coordonnées position-moment
(q,p) sur T*V, et donc application pu se lirait u(q,p) = p, c’est a dire le moment usuel.

Cet exemple est censé motiver la terminologie pour la définition plus générale.

Exemple 5.2. Ceci sera crucial dans la suite.

Considérons I’action canonique de SO(3) sur S7 C E* donnée par la restriction des
automorphismes de SO(3) a la sphére de rayon [ > 0.
Munissons S? de la forme volume Vol', définie par la formule :
1
Vol;(v,w) =0 <p,vAw> pour p€SEuv,wéeT,S} (5.3)
ot A : E* x E® — E? est le produit vectoriel standard. Cette 2-forme est partout non
dégénérée, et elle est fermée pour des questions de dimension.

L’action de SO(3) est donnée par restriction d’isométries de E*. D’autre part, la forme
Vol' sur S? est (un multiple de) la restriction de la forme volume standard sur E*, qui est
donnée par le déterminant.

Ceci signifie que I'action de SO(3) est symplectique. La proposition suivante montre qu’elle
est de plus hamiltonienne.

Proposition 7. L%inclusion canonique 1 Sl2 — E3 est un moment pour Uaction canonique
de SO(3) sur S}, ou l'on a identifié s0(3)* a E>.

Remarque 8. L’identification so(3) = E* est donnée par I'isomorphisme ¢ : E* — s0(3)
défini par :

0 —2
o:(ry,2)— | 2 0 —x (5.4)
-y z 0

Puis on identifie E* a (E®)* par la dualité standard induite par <, >.

12
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Démonstration. On commence en calculant explicitement ’action infinitésimale de s0(3)
sur S?. On peut montrer qu’elle est donnée par :

ASi(p) =v Ap

ot p €S}, A€ s0(3) et v €E? correspond & A par I'isomorphisme ([5.4).
En effet on a :

d d
— | exp(tA)p=—| “p=Ap
dt|,_q dt|,_,
ou la juxtaposition dénote le produit matrice fois vecteur.
On remarque que < p, Ap >=< Alp,p >= — < Ap,p >= — < p, Ap >, car s0(3) est

I'espace des matrices antisymétriques, d’ott < p, Ap >= 0. Ceci montre que Ap € T, s?,
comme il fallait.

Pour montrer que AS (p) = v A p, il suffit alors de prouver la formule suivante, pour
w,q € E:
e(w)g=wAq
ce que 'on peut faire directement. On note (€1, €9, €3) la R-base canonique de E3.
Si w = (wy,wq, w3) et ¢ = (q1,q2,q3) on a alors :

0  —w3z 1w 73 —w3q2 + Waqs3
p(w)g= | ws 0 —uw G| = | wsq —wigs
—wWy Wy 0 q3 —Waq1 + W1G2
et
€1 €2 €3 Wa(q3 — W3QG2
wAg=det |w; wy wz]| = |wsq —wigs
91 Q92 g3 W1q2 — Wa2q1

ce qui conclut.

Pour terminer il faut alors démontrer la formule suivante :
P <v,w>=<p,(vAp)Aw> pour pES,veE weT,S; (5.5)

En effet I'inclusion canonique p de S7 dans E? est la restriction de l'identité, et donc la
différentielle de ¢ —< ju(q), v > au point p € S} est la forme linéaire dans T S} donnée
par w —< v, w >.

De méme, on a :

2 1
)Volé(w) = Vol (A% (p), w) = <D (vApP)ANw >

L o2
A% (p

Démontrons donc (j5.5)).

On remarque que la formule est R-linéaire en p, v, w, et que donc il suffit de la montrer
pour p € {ley, leg, leg}. On détaille les calculs pour le cas ou p = le;, et on remarque que
la condition w € T, S? équivaut a < p,w >= 0.
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Ecrivons v = (v1, g, v3), w = (0, wy, ws3). On a bien w € spang{es, 3} car ce plan est
I'orthogonal de la droite R e; engendrée par €;. On va montrer que :

(VAp)ANw=<v,w>p
Ceci conclut, car alors :

<p, (VAP Aw >=<p,<v,w>p>=<p,p><v,w>=1<v,w>

Calculons :
€1 €2 €3
(VAN P = det V1 Vg Vs = (0, lU3, —lvg)
[ 0 0

et de méme :

€1 €9 €3
(0, l?]g, —l112> A (0, Wa, wg) = det 0 l’U3 —l'UQ = (lvgwg + lvgwg, 0, 0)
0 Wa w3

On adonc (WAp) ANw =1<wv,w > e =<v,w > p, comme on voulait. O]
Pour la suite on aura aussi besoin de la propriété suivante.

Proposition 8. Soit G un groupe de Lie qui agit sur les variétés symplectiques (M, wyy)
et (N,wy) de fagon hamiltonienne, avec moments pp : M — g* et uy : N — g*.
L’action diagonale G x (M x N) — M x N est hamiltonienne par rapport a la forme
symplectique somme directe wyr B wy, avec la somme pyr + py comme moment.

Démonstration. On considére ici la G-action g.(m,n) := (g.m, g.n) sur M x N. Si (m,n) €
M x N,on aTy,,yMxN=T,M®T,N, et par définition :

War ) CUN((’Ul D wl), (UQ D wz)) = (.UM(Ul,Ug) + wN(wl,wg)
pour vy, v, M et wy,wy € T,,N.

Si€&r— M et € — £V sont les actions infinitésimales de G sur M et N, alors laction

diagonale infinitésimale est & — M @ &N, car Vopérateur de dérivation §|,_ est linéaire :

d d d
x|, exp(t€).(m,n) = t:O(e><p(1t£).m) + 5 tzo(exp(tf),n) pour £€g

Le résultat suit alors de la linéairité de la différentielle de de Rham :

d(< par + pn, € >) = d(< par, € >) + d(< py, € >) = wn (€Y, ) +wn (€Y, =

= LgmxNWy O wy

14
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Exemple 5.3. Considérons l'action diagonale de SO(3) sur Sj, pour 1 € (Rsg)". Ceci est
I’exemple qui nous intéressera dans la suite.
Notons € € Q%(S{,R) la 2-forme définie par :

0 = @ 77 Vol'* (5.6)
k=1

ott Vol'* € Q*(S} ,R) est la forme volume sur la sphére définie par (5.3), et 74 : Sf — S},
est la projection canonique.
Ceci est une forme symplectique sur le produit des sphéres.

En effet, elle est fermée puisque le pull-back par m; commute avec la différentielle de
de Rham, et Vol" est fermée.

La non dégénérescence suit du fait que dr; est la projection canonique de @;_, T, S?k
sur T;, S; , pour e = (e, ..., e,) € S}.

Pour le voir explicitement, prenons un vecteur tangent v = (v1,...,v,) & S} en
e = (e1,...,€,), et supposons que ¢, = 0.
Fixons ¢ € {1,...,n}. Pour montrer que v; = 0, on choisit une R-base (wy,wy) de T, Si,
on pose u; := (0,...,0,w;,0,...,0) et on calcule pour j =1,2:

0=Q(v,uy) = ZW,: Vol (v, u;) = Z\/oll’“(dwk(v), dmi(u;)) =
k=1 k=1

= Z VOIZk (Uk, (uj>k) = VOIZi (’UZ', U}j)
k=1

ou l’'on a sous-entendu les évaluations aux points corrects.
Le résultat suit de la non dégénérescence de Vol'.

D’aprés les proposition [7] et on sait alors que le moment 1) pour l'action diagonale
de SO(3) sur la variété symplectique (Sj,€) est la somme des inclusions canoniques
g S?k < B3 clest a dire :

e, ... e,) = Zek (5.7)
k=1

5.2 Actions lisses de groupes de Lie

Dans cette section on considére un groupe de Lie compact de dimension finie G' qui
agit de facon lisse sur la variété de dimension finie M.
On rappel un certain nombres de résultats qui portent sur les singularités de ’espace
quotient M /G, dont le plus important est le slice theorem.

On commence avec un peu de terminologie autour des G-actions.

15



Mémoire CHAPITRE 5. REDUCTION SYMPLECTIQUE

Notation 1. Siz € M, onnote G.x := {g.x | g € G} sa G-orbite et G, := {g € G | g.x =z}
son stabilisateur.

Définition 5.4. La G-action sur M est dite :
— propre, si application G x M — M x M qui envoie (g,x) € G x M sur (z, g.x)
est propre.
— fidéle, si (,cps G2 = {e}
— libre, si G, est trivial pour tout = € M.
— localement libre, s'il existe un voisinage U C G de e qui agit librement.
— transitive, si G.x = M pour tout x € M.

Remarque 9. Toute G-action peut étre remplacée par une action fidele, quitte a quotienter
G par le sous-groupe distingué fermé (1, ., G

En effet cet ensemble est un sous-groupe fermé en tant qu’intersection de sous-groupes
fermés, et les calculs suivants montrent qu’il est distingué :

(ghg H).x = g.(h.(97 .2)) = g.(¢"'.x) =2, pourtout x € M,g € G,h € ﬂ G..
xeM

Si G est simple, ce qui est le cas de SO(3), toute G-action est alors soit fidéle soit
triviale.

La propreté de la G-action sera toujours automatique, grace au fait suivant.
Proposition 9. Si G est compact toute G-action est propre.

Démonstration. On peut utiliser la caractérisation de la compacité avec suites convergentes,
car G et M sont espaces métriques.

Soit donc {(gn, Tn) }nen une suite dans G x M telle que la suite image { (2, gn-Tn) bnen
admet une sous-suite convergente dans M x M. Le but est de montrer qu’alors {(g,, T,) }nen
admet une sous-suite convergente.

Quitte & extraire, on peut supposer que (Z,, g,.z,) — (z,y) pour n — +o0o. Ceci
entraine en particulier que x, — .

Comme G est compact, on peut supposer que {g, }nen converge vers un élément h € G, a
une extraction pres, et donc on a bien (g,,x,) — (h,x) pour n — +o0. ]

Remarque 10. On rappel que si H est un sous-groupe fermé de G alors il est un sous-groupe
de Lie, d’apreés le théoréme de Cartan. De plus, 'espace quotient G/H est une variété lisse
(compacte).

Dans le cas d’une G-action, tous les stabilisateurs G, pour x € M sont fermés.
En effet, si 'on a une suite {g, }nen dans G, qui converge vers g € G, alors on a bien

r= lim z= lim g, x=gu=x
n—- —+00 n—>—+00

ot la derniére égalité utilise la continuité de 'action G x M — M.
Le quotient G /G, est donc lisse.

On rappel encore un résultat qui porte sur les stabilisateurs.
Pour z € M, on note g, := {¢ € g | £¥(z) = 0}, et Lie(G,) lalgebre de Lie de G,.
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Proposition 10. Lie(G,) = g,.

Démonstration. Montrons les deux inclusion qu’il faut.

Supposons £ € Lie(G,). Alors on sait que t — exp(t€) est contenue dans G, pour
tout ¢t € R.
On calcule £M(x) directement :

d d
M
r)= — exp(t).z = — z=0
M) = 4 . p(t).z = — .

Réciproquement, soit & € g,. On a alors £M(x) = 0, ce qui signifie que = est un point
singulier du champ de vecteur £ € C*°(M,TM). On sait alors que le flot de ¢ préserve
x, autrement dit que {x} est une orbite dégénérée de M.

Il suffit alors de montrer que le flot gpr est donné par la formule :

o8 () = exp(té) @

D’autre part, ceci suit de la définition méme de M.
Ceci montre que &M est complet, et que exp(tf).z = x pour tout ¢t € R, d'ou £ €
Lie(G,). O

Le quotient M /G n’est rien d’autre que I'espace des G-orbites dans M. La derniére
proposition permet de montrer qu’elle sont des sous-espaces réguliers de M.

Proposition 11. Toute G-orbite dans M est une sous-variété (plongée) de M.

Démonstration. Fixons x € M, et considérons l'application orbitale f, : G — M, qui
envoie g € G sur g.x € G.x : on va montrer que f, induit un plongement de G/G, dans
M, d’image G.z.

C’est clair que f, induit une application lisse surjective

T :G/Gy — G

par la propriété universelle du quotient, car f, est constante a x sur G,. De plus, cette
application est injective, par la définition du stabilisateur.

Si 'on montre que f, est une immersion on a conclut, car la compacité de G/G,
entraine que fx est propre.
Finalement, par G-équivariance, il suffit de montrer que la différentielle de f, est injective
en [e] € G/G,.

Pour faire ¢a, montrons que le noyau de la différentielle de f, en e est donné par :

Ker(dfx)e = {f SN a

exp(t&).x = O}

t=0

En effet, si £ € g, la courbe lisse v : t — exp(t€) définie sur un voisinage de 0 € R est
telle que v(0) = e et 4(0) =&, d'ou :

d

d
- & fxO’}/(t) .

(d1)-(6) - 3

exp(tf).x
t=0

t=0
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La proposition [10] dit alors que Ker(df,). = g,, I'algébre de Lie de G,.
_ Drautre part I'espace tangent en [e] au quotient G /G, est g/ g,, ce qui entraine que
f. est immersive en [e], car Ker(df,). = Ker(df,)./ g, O

Remarque 11. On peut donc bien considérer 1'espace tangent T,(G.z) a une G-orbite
dans M. La derniére proposition montre de plus que T,(G,) = g/ g,., avec I'identification
donnée par I'isomorphisme d( f,) [e]-

Explicitement, c’est 'application linéaire ¢ — M (x) : g — T,(G.x) qui induit
I'isomorphisme ci-dessus.

Une premiére propriété qui porte sur la régularité du quotient M/G pour G compact
est la suivante.

Proposition 12. Si G est compact, le quotient M /G est sépareé.

Démonstration. Soient G.x et G.y deux G-orbites distinctes dans M. Elles sont compactes,

en tant qu’images des application continues f,, f, : G — M, dont le domaine est compact.
Comme M est séparée, il existe un voisinage ouvert U de z tel que UNG.y = @ : on

peut séparer les compactes et les points.

De plus, on peut supposer que U est compact, car M est localement compacte.

Considérons Vouvert saturé V' := 7~ (7(U)) = U,cq(g-U) contenant z. On veut

montrer que V NGy = O.

Pour le prouver, il suffit de voir que V' = | geG(g.U), c’est a dire que la cloture du
saturé de U est le saturé de la cloture de U.
Montrons les deux inclusions.

Comme g.U C V pour tout g € G, on a bien UgeG(g.U) CV.

Pour la réciproque, il suffit de montrer que |J geG(g.U ) est fermé.

En effet, comme on sait que V C J geG(g.U), la cloture de V' serait encore contenue dans
le fermé geG(g.U) contenant V.

Pour montrer que |J geG(g.U ) est fermé, on peut utiliser la caractérisation par suites :
soit {g,.un }nen une suite dans la réunion convergente vers w € M. On a donc g, € G et
u, € U pour tout n € N.

Comme G et U sont compacts, quitte a extraire on peut supposer que g, — g € G et
U, — u € U pour n — +o00. Par continuité de I’action on a alors g,.u,, — g.u pour
n — 400, dott w = g.u € Ugea(g.U) par l'unicité de la limite.

Considérons maintenant la projection canonique au quotient 7 : M — M /G, qui est
une application ouverte.

On regarde les deux voisinages ouverts w(V), 7(M \ V) C M/G de [z] = G.z,[y] =
G.y € M /G, respectivement. Pour conclure, il suffit de montrer qu’ils sont disjoints.
Par I’absurde, supposons d’avoir un point [z] dans l'intersection. On aurait alors G.z =
G.p = G.q pour deux points p € V,q € M \ V. Ceci est absurde, car par construction
toute G-orbite qui part d’un point de V reste dans V. O

Finalement, il se trouve que pour trouver des cartes sur M /G c’est suffisant d’avoir
une G-action libre.
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Ce résultat est un corollaire du slice theorem, qu’on va énoncer dans le cadre des actions
de groupes de Lie (compacts), aprés avoir introduit un peu de notation.

Remarque 12. Si x € M et g € G,, la différentielle dg, de g : M O en z est un
automorphisme R-linéaire de T, M. Ceci définit une représentation de GG, dans T, M, qu'on
appelle représentation d’isotropie :

P G — GLr(T, M) (5.8)

De plus, le sous-espace T,(G.x) est bien un sous-G,-module de T, M.
En effet, soit £¥(z) un vecteur tangent a la G-orbite de z en x. On calcule :

g€ ) = & olexplte)x)

car t — exp(t.£) est une courbe dans G.x qui vaut x en t = 0 et dont la dérivée en zéro
est égale a M (x).
Maintenant :

g.(exp(t€).z) = (gexp(t&)g).(g.2) = Cy(exp(t)).(g.x)

o I'on a noté le produit de G par juxtaposition, et la conjugaison par g avec C,.
On a bien Cy(exp(t€)).(g.x) = Cy(exp(t€)).x, car g € G,.
D’autre part, la théorie générale des groupes de Lie nous dit que :

Cyoexp =expoAd,

car Ad, : g — g est par définition la différentielle de Cy en e.
De plus, I'action adjointe étant linéaire :

exp(Ady(t§)) = exp(t Ad, &)
On en tire :

d

S olewe.0) = S| ewltAd, 0.0 = (Ad,9)"(2)

dt|,_q

et on a bien dg,(¢M(z)) € T,(G.z).

On peut donc considérer la représentation quotient de p, sur V, := T, M/T,(G.x).
On note G x¢, V, 'espace défini par :

Gxg, Voi=GxV,/~

ou 'on déclare que (g,v) ~ (h,w) sil existe s € G, tel que :

gs=nh
(dsz) v =w

Ceci est bien une relation d’équivalence sur G' x V,,, et on a une identification naturelle

G e, {0} = G/G, (5.9)
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En fait, G xg, V, est un fibré vectoriel sur G/G, de fibre générique l'espace V. La
construction qu’on vient de faire revient a considérer le fibré vectoriel associé au G,-fibré
principal G — G/G,, via la représentation d’isotropie p, : G, — GLr(Vy).
L’identification est donc celle de la section nulle de G x¢, V, — G /G, avec l'espace
de base du fibré vectoriel.

On peut maintenant énoncer le slice theorem.

Théoréme 13. Il existe un C*°-difféomorphisme G-équivariant d’un voisinage de la
section nulle G/G, C G Xg, Vi avec un voisinage de G.x dans M. La restriction de ce
difféomorphisme 4 G /G, envoie la section nulle sur l'orbite G.x, et c’est Uapplication f,

de [11].

Remarque 13. La G-action sur G Xq, V, est définie par la multiplication dans G sur le
premier facteur, tandis qu’elle est triviale sur le deuxiéme.
On remarque aussi que les dimensions sont celles correctes :

DlmR<G X Gy V;r) = DlmR G+ DlmR ‘/m — DlmR Gx = DlmR M
Démonstration. On ne donnera pas tous les détails de la preuve, qui utilise des résultats

de géométrie riemannienne, mais on fera attention a expliquer les idées fondamentales.

Soit v la mesure de Haar du groupe de Lie compact G de masse 1. Si Rj est une
métrique riemannienne quelconque sur M, alors

R::/g*ROdV(g)
a

est une métrique riemannienne G-invariante sur M.

On note exp, : B(0,7) — M l'exponentielle riemannienne de la variété riemannienne
(M,R) en x, ou B(0,7) C T, M est la boule de rayon r (assez petit) centrée en zéro. On
sait que l'on a par définition exp,(v) 1= v;.,(1), si 7z, est la géodésique sur M qui part
avec vecteur vitesse v en x : elle est bien unique par le théoréme de Cauchy-Lipschitz.

Pour 0 < 7’ < r, on définit 'application :

o Gx B(0,r") — M, (g,v) — g.exp,(v)

Comme R est G-invariante, la G -action sur V, préserve les boules B(0,r’). On peut
maintenant montrer que ¢,» induit une application au quotient G X, V,, c’est a dire que :

o (gs, (dsm)’lv) = pu(g,v) pour g€ G, s€eG,,ve B,r)

Ceci suit du fait que la G-action sur M préserve les géodésiques, car elle est par
isométries :
g.exp,(v) = exp, ,(dg.(v)) pour g€ G,veTM

On obtient donc une famille d’applications lisses :
@ G xg, B(O,r") — M, [(g,v)] — g.exp,(v)
On voit bien que B([g,0]) = g.exp,(0) = g.x = f.(9).

Pour terminer la preuve, il faut montrer deux choses :
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1. @7 est G-équivariante.

2. @,/ est un diffeomorphisme (sur son image) pour r’ assez petit.

Ceux-ci sont les détails qu’on omet. O

Remarque 14. Ce résultat fournit des modéles locaux pour le systéme dynamique G : M O.
Plus précisément, il décrit la dynamique autour d’une G-orbite fixée.
Une autre maniére de I’énoncer est que 'on peut trouver des voisinages tubulaires des
G-orbites dans M, dont la composante orthogonale est linéairisée par le fibré normal au
fibré tangent des orbites.

En fait, on a bien une identification V, = (T,(G.x))* "=, par rapport a la métrique
riemannienne G-invariante fixée sur M dans la trace de la preuve.

On est surtout intéresse au cas ou l'action est libre. Dans ce contexte-1a, le théoréme
peut étre utilisé pour définir des cartes locales sur le quotient M/G.

Corollaire 14. Si G agit librement sur M alors le quotient M /G est une variété lisse.

Démonstration. Déja, on sait que le quotient est séparé par [12] Il faut plutot construire
un atlas lisse pour 'espace topologique M/G.

Fixons un point x € M.
D’apres il existe un voisinage U, de G.x C M et un réel positif r, > 0 tels que 'on ait
un C'*°-difféeomorphisme G-équivariant :

Or. = @p : GX B(0,r,) — U, (g,v) — g.exp,(v)

avec les notations ci-dessus.
Ceci induit un homéomorphisme aux quotients, par rapport aux respectives G-actions :

0z B(0,r,) — U, /G =W,, v+ [p.((e,0))]

Les espaces W, C M /G sont ouverts, car les U, le sont et la projection 7 : M — M /G
est ouverte.

On conclut maintenant en montrant que {(W,, g5 ) }zenr est un atlas lisse sur M/G,
Cest a dire que @, ' 0 @y ¢ P (We NW,) — 5, (W, NW,) est lisse pour W, N W, # @.

Pour montrer ¢a, on utilise le fait que I'on sait déja que ¢, Lo, est lisse ot elle est
définie, et que si v € g, (W, NW,) alors :

oyt o pul(e,v) = (9,8, 0 u(v))

ou g = g(v) € G dépend de v.
En effet, p,(w) = [pz(e,v)] si et seulement si [, (e, v)] = [¢y(e,w)], c’est a dire si et
seulement s’il existe un élément g = g(v) € G tel que p,(e,v) = g.p, (e, w) = @ (g, w).
Finalement, ceci équivaut a ¢! o ,(e,v) = (g, w), avec w = By 0 pa(v).

La composée qui nous intéresse est donc la deuxiéme composante d’une application
lisse, et elle bien lisse. O
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Remarque 15. En général, il se trouve que (G x¢g, B(0,7,))/G = B(0,71,)/G., et donc
M /G est localement homéomorphe au quotient d'un ouvert de R" (n = Dimg M).

L’homéomorphisme (G x¢, B(0,7,))/G = B(0,r,)/G, suit du fait que la G-action
g.9',v] = [gg’,v] et la G -action g.[¢',v] = [¢'g, (dg;')v] commutent, et donc on peut
prendre les deux quotients possibles de G x B(0,r,) en n’importe quel ordre.

Si G est compact et l'action est localement libre, on sait alors que |G| < 400 pour
tout x € M, et M/G est localement le quotient de R™ par I’action d’un groupe fini. C’est
ce que 'on appelle un orbifold.

Malheureusement, les singularités qu’on va obtenir sur nos espaces de modules sont pires
que ¢a : elle correspondent & des points avec SO(2) par stabilisateur.

5.3 Reéduction symplectique

Dans cette section on veut définir un quotient dans la catégorie des variétés G-
hamiltoniennes.
La définition du quotient naif ne peut pas marcher. Par exemple, méme si I’action était
propre et libre, le quotient n’aurait aucun raison d’étre de dimension réelle paire.
La construction qu’on va présenter est due & Marsdem, Weinstein et Meyer, et date du 1974.

Dans la suite on considére un groupe de Lie de dimension finie G' qui agit sur la variété
symplectique de dimension finie (M, w) avec moment p : M — g*.

Pour £* € g*, on note Og C g* la G-orbite de £* par 'action coadjointe. La G-
équivariance de p assure que p~'(Og-) € M soit G-invariante, et on peut donc considérer
le quotient u=(O¢+)/G.

Il y a bien sir la question (difficile en général) de savoir quand cet espace quotient est
lisse, et quels types de singularités peuvent apparaitre. Dans la suite on pensera toujours
a lorbite dégénérée Oy = {0}, c’est a dire au quotient x~(0)/G.

Le premier probléme est que I'ensemble de niveau p~1(0) € M n’est par forcément une
sous-variété. Un condition suffisante serait que 0 € g* est une valeur réguliére de p.

Proposition 15. 0 € g* est une valeur réguliére de p si et seulement si G agit localement
librement sur p='(0).

Démonstration. Supposons que G agit localement librement sur p~1(0).

Par hypothése, les stabilisateurs des points de M sont discrets dans G, comme le neutre
est un point isolé de tout stabilisateur.

Par I'absurde, supposons que du, : T, M — g* soit non surjective pour un certain
point z € 1~ 1(0). Il existe alors un vecteur non nul ¢ dans le perpendiculaire de I'image
de dji,, c’est a dire dans

(dpo(T,M))" = {x € g | ¢(x) = 0 pour tout ¢ € du,(T,M)} C g
Pour ce vecteur £ € g, et pour tout w € T, M, on a :

0=< dﬂm(w)7§ >= d(< 1§ >)m(w) = LﬁM(x)wz<w) = w(£M<x>7w>
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ou 'on a utilisé le fait que <, >: g* x g — R est R-linéaire pour calculer la différentielle.
La non dégénérescence de w, : T,M x T,M — R permet de conclure que £ (x) = 0.
D’aprés la proposition ceci entraine que g, = Lie(G,) a dimension positive, ce qui
contredit le fait que Dimg(G,) = 0.

Supposons maintenant que 0 € g* soit une valeur réguliére de p.
On peut montrer que Papplication & — M (x) : g — T,(G.x) est injective.
En effet, si v € T, M, alors :

< dps(v), € >= d(< p,§ >)a(v) = wa(€Y (2),v)

et donc £M(z) = 0 entraine que £ € (du, (T, M))*+ = (g*)* = {0}.
D’apreés la proposition [10} on a alors Lie(G,) = {0}. Ceci signifie que cette sous-variété
est discrete. O

Remarque 16. On a de plus montré que si 0 € g* est une valeur réguliére alors T, (G.x) C
To(u1(0)) 1, car si v € T,(u=*(0) alors du,(v) = 0 : v est tangent & une sous-variété ou
w1 est constante.

D’autre part, on a Dimg(7,(G.z)) = Dimg(G), qui est égale a la codimension de p~*(0)
dans M. De méme, Dimg (7T, (z~1(0))**) = Dimg M — Dimg(p~1(0)), et donc on obtient :

T(G.x) = Tp(p'(0)) (5.10)

qui sera utile dans la suite.

Supposons pour un instant que G soit compact et qu'’il agit librement sur x~1(0). Ceci
entraine que 1~ '(0) est lisse d’apres , et le corollaire du slice theorem permet de
conclure que le quotient x~1(0)/G est une variété lisse.

La construction du quotient de Marsdem-Weinstein se termine avec la construction d’une
forme symplectique sur ce quotient, qui se reléve a la forme w de M.

On admet le résultat suivant.

Proposition 16. Soit G un groupe de Lie compact agissant libre sur la variété lisse M.
La variété quotient M /G est un G-fibré principal avec la projection canonique w: M —

M/G.

On a maintenant besoin d’'un lemme technique pour lequel on rappel un peu de
terminologie et notation.
Si 7 : P — M est un G-fibré principal, on note QF(P,R)% I’espace des k-formes réelles
G-invariantes sur P.
Une k-forme a € QF(P,R) sur P est dite horizontale si elle s’annule sur tout vecteur
vertical, c’est & dire si elle s’annule sur le sous-fibré Ker(dr) du fibré tangent TP & P.

Lemme 17. Soit 7 : P — M un G-fibré principal, et soit o € QF(P)¢ une k-forme
G-invariante horizontale.
Il existe une unique k-forme @ € Q¥(M,R) sur M telle que 7*a = a. De plus :

1. « est fermée si et seulement si @ l’est.
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2. si a, @ sont des 2-formes, alors @ est non-dégénérée si et seulement si Ker(a) =

Ker(dr).

Démonstration. La définition de @ est presque forcée.
En effet, si @ existe, p € P, n(p) = x et vy, ...,vx € T, M, alors il faut avoir :

Qg (V1 ory V) = ap(wy, ..., wg)

ol Wy, ..., wy, € T, P satisfont dm,(w;) = v; pour 1 <1i < k.
Réciproquement, si la formule a un sens alors elle définie @ uniquement car 7 est une
submersion surjective. En effet, la formule entraine bien que 7*a = «, et l'injectivité de

7™ : QF(M,R) — QF(P,R) conclut.

Commengons en fixant une préimage p € P, =: 7 !(z), et montrons que la valeur de
a,(wy, ..., wg) ne dépend pas des relevés wy, ..., wy, de vy, ..., vy. Il suffit pour ¢a de montrer
que si dm,(w;) = dmy(w)) = v; alors ay(wy, ..., wi—1, w; — W, Wity,...,wi) = 0, pour tout
ie{l,.. k}

Ceci suit de 'hypothése d’horizontalité de o : on aurait dm(w; —w;) = 0, A0l Ly, v = 0.

Continuons en choisissant deux points distincts p,p’ € P,. On veut montrer que
ap(wy, ..., wi) = ay(uq, ..., uy) si dmy(u;) = v; pour 1 <i < k.
Par définition, il existe un (unique) élément g € G tel que g.p = p’. On remarque puis que
dmy (dg,(w;)) = v; pour tout i € {1,...,k}, car dmy o dg, = d(m o g), = dm,. On utilise ici
le fait que m o g = 7 pour tout g € G.
D’aprés ce qu’on vient de montrer, on peut prendre w; := dg,(w;) pour tout i. Calculons :

(U1, .oy u) = agp(dgp(wr), ..., dgp(wi)) = g ay(wy, ..., wy) = ay(wy, ..., wy)
Dans le dernier passage on a utilisé la G-invariance de a.

Notons maintenant d” et d* les différentielles de de Rham sur P et M respectivement.
On veut montrer que d”a = 0 si et seulement si d¥a@ = 0.

On sait que 7* est un morphisme d’algébres graduées différentielles qui commute aux
différentielles extérieures : d¥ o m* = 7* o dM.
Mais alors on a d’a = dP(r*a) = m*(dM@), et donc d”a = 0 si et seulement si
7 (d™(@)) = 0. Comme 7* est injective, on a bien ce qu’on veut.

Pour le dernier point, on observe que @ est non-dégénérée si et seulement si ¢,a = 0
entraine v = 0, pour v € T'M. Mais on a maintenant ¢, 7@ = tgr(w)@ pour tout w € T'P,
et donc la condition donnée équivaut a la suivante : si w € TP est dans Ker(«), alors
w € Ker(dr).

Ceci donne l'inclusion Ker(a) C Ker(dr), d’ou 'égalité car « est horizontale. O

On peut maintenant présenter la réduction symplectique en zéro d’une variété sym-
plectique par rapport a une action hamiltonienne d’un groupe de Lie compact, sous la

forme du théoréme suivant.
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Théoréme 18. Soit G un groupe de Lie compact qui agit sur la variété symplectique
(M,w) avec moment jn: M — g*.
Supposons que G agit libre sur u=(0).

Le quotient M//G = u=1(0)/G est lisse, et il existe une unique forme symplectique
we € V(M//G,R) qui satisfait 1*w = T wg, ot ¢ : u~1(0) < M est Uinclusion canonique
etm: M — M//G la projection canonique.

On appelle la variété symplectique (M /]G, wq) le quotient de Marsdem-Weinstein de
(M,w) en 0 € g* par rapport a l'action G x M — M et au moment fi.

Une expression aussi utilisée est réduction symplectique, qui donne le nom a ce chapitre.

Démonstration. On a déja remarqué que M//G est lisse avec ces hypothéses.
D’aprés , m: M — M//G est un G-fibré principal, et la forme (*w est G-invariante car
G agit symplectiquement.

Pour conclure il suffit de montrer que t*w € Q2(u~1(0),R)“ est horizontale et que
Ker(:*w) = Ker(dr), en utilisant [L7]: on pourrait alors poser wg := t*w, avec les notations
du lemme.

*

Il s’agit donc de montrer que Ker(dr) = Ker(t/*w).
D’autre part, si € u~1(0), on sait que Ker(dr,) = T,(G.x), et Ker(t*w) = T, (1~ 1(0)) 1.
La conclusion suit alors de la relation ([5.10)). m

Exemple 5.4. L’espace projectif complexe peut se présenter comme une réduction sym-
plectique.

Considérons I'action de U(1) = S' sur C"*'\{0} par multiplication :
0.(z1,...,2n) = (0z1,...,02,)
On peut munir C"**\ {0} de la structure symplectique canonique w := Y reo dzi A dyg,

si I'on a pris les coordonnées réelles définies par z, = xp + 1y, pour 0 < k < n.
L’action de S' est alors symplectique, et pour tout ¢ € R>o on a un moment donné

par :
>+c

( 2LJzilr)édu(ition symplectique C"™1\{0}// S* par rapport & ce moment est alors le quotient
§2ntl) /gl
Ve

|21, |?
2

lhe : cntl {0} — u(1) =R, pe(z1,...,2,) = — (Z

Si ¢ = 0 on ne trouve rien, puisque pg(21, - .., 2,) # 0 toujours.
Si ¢ > 0 alors on trouve le quotient d'une (2n+1)-sphére par 'action de S' de multiplication,
ce qui définit l'espace projectif complexe de dimension (complexe) n.

La forme réduite wg: sur C P" est la forme de Kéhler de Fubini-Study.

25



Mémoire CHAPITRE 5. REDUCTION SYMPLECTIQUE

5.4 Retour a ’espace de module de polygones

Fixons 1 € (R.g)" qui satisfait les conditions (4.4)). On considére I’action diagonale de
SO(3) sur Sf comme dans 5.3 dont on a calculé explicitement le moment yy en (5.7)).

On voit bien que p; '(0) = M, dott Si//S0(3) = //\\/l/l/ SO(3) = M,.

Une question se souléve : quand est-ce que M est lisse, en tant que réduction sym-
plectique de S§ par SO(3) ?
La réponse fait intervenir de la nouvelle terminologie.

Définition 5.5. Un n-gone P € P, est dit dégénéré s’il est contenu dans une droite affine
de E3.

Bien str la possibilité de construire un tel polygone dépend des longueurs de ses cotés.
Si P € P, est dégénéré, avec cotés e = (eq, ..., e,) € Si, alors il existe un vecteur v € S
tel que e; = n;l;v pour tout ¢ € {1,...,n}, ou les n; € {£1} sont des signes : tout coté¢ de
P est soit paralléle soit anti-paralléle & v.
On trouve en particulier une relation de dépendance parmi les [; & coefficients dans {£1} :

Zmli =0 (5.11)
i=1

Définition 5.6. Une n-uple 1 € (R-()" est dite générique s’il n’existe pas de relation du

type (5.11)) parmi les I;.

On voit alors que P,,1 (donc M) ne contient pas de polygones dégénérés si et seulement
si | est générique.
On va montrer que dans ce cas-ci M est lisse.

Lemme 19. Supposons n > 2.
L’action diagonale de SO(3) sur iy *(0) est libre si et seulement sil € (Rso)" est générique.

Démonstration. 11 suffit de montrer que si une isométrie g € SO(3) fixe deux vecteurs
linéairement indépendants alors g = Idgs.

Pour ceci, on utilise le fait géométrique bien connu suivant : si g € SO(3) fixe v € E
alors g est une rotation d’axe v.

Supposons alors que g fixe v et w, qui sont linéairement indépendants. Alors g équivaut
A une rotation du plan II := spang{v}t. D’autre part ce plan contient la projection
orthogonale de w sur II le long de v, et cette projection est fixée par la rotation.

On conclut en considérant qu’une rotation du plan avec un point fixe est l'identité. [J

On peut finalement donner un critére sur les longueurs 1 afin que M, soit une variété
lisse.

Théoréme 20. Sil est générique alors M, est une variété lisse.
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Démonstration. D’aprés , la SO(3)-action sur M est libre si et seulement si 1 est

générique.

Maintenant, le quotient de Marsdem-Weinstein S // SO(3) est lisse si SO(3) agit libre sur
-1 o a1

pi ' (0) = My, par[t5] et [14]

L’homéomorphisme de Gauss ¢ : M; — S} //SO(3) identifie alors M a la réduction

symplectique lisse de S} par SO(3). O

Remarque 17. On a en fait montré un peu plus.

Si1est générique, on a M 2 (S} //SO(3), ()som)), out 4 a été définie dans m Notre
espace de module est alors muni d’une forme symplectique qui se reléve aux produit des
formes volumes sur les sphéres Sl2

On utilisera cette structure dans la suite pour discuter les singularités de M lorsque 1
n’est pas générique.

On déduit aussi la dimension de M, dans les cas favorables.
Corollaire 21. Si M, est lisse, sa dimension réelle est 2(n — 3).

Démonstration. Avec[20] il s’agit de montrer que Dimg(S} // SO(3)) = 2n — 6.

On a S} //SO(3) = p;'(0)/SO(3), et donc sa dimension est celle de p; ' (0), moins 3.
Finalement, la dimension de la fibre de 0 par s est égale a la codimension de {0} dans E?,
a savoir 3. 0

Remarque 18. On peut penser la construction qu’on vient de faire de fagon différente.

Avec I'identification so(3)* = R® qu’on vient de donner, on a vu que le moment pour
Iaction de SO(3) sur S? est I'inclusion canonique de la sphére dans R®.
On peut pousser un peu plus, et constater qu’avec la méme identification 'action de SO(3)
sur S} n’est rien d’autre que I'action coadjointe sur une orbite coadjointe Og- C s0(3)*.
La théorie générale nous dit alors que le moment doit étre I'inclusion Og« < s0(3)*, ce
qu’ici on a préféré montrer directement.

On peut alors généraliser cette construction comme suit. On choisit un groupe de
Lie (disons compact) K et n orbites coadjointes Og:, ..., Og C £, et puis on considére
I'action coadjointe diagonale de K sur le produit Og; X -+ X Og: C (£)" des orbites.

Cette action sera hamiltonienne avec moment g : Ogr X -+ - X Ogr — £* donné par :

/J’(xla"wmn) = Zmz
i=1

Bien siir, chaque orbite coadjointe est une variété symplectique de fagon naturelle : elles
sont feuilles symplectiques du feuilletage de la variété de Poisson €*.

On peut donc considérer le quotient de Marsdem-Weinstein Og:, ..., O //K, et par
exemple essayer de comprendre quand il est lisse (i.e. une variété symplectique).

Voici donc un procédé pour construire espaces de modules.

Dans le prochaine chapitre on s’intéressera aux singularités de M;.
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Chapitre 6
Singularités

Dans ce chapitre on se demande se que se passe avec M si 1 n’est pas générique.
Choisissons donc 1 € (Rs¢)™ tel qu'il existe des signes (1, ...,1,) € {£1}" pour lesquels
on a une relation du type [5.11}

6.1 Enoncé sur les singularités et remarques prélimi-
naires

En utilisant les résultats du chapitre précédent, si I’on note avec 33 C M, ’ensemble
des classes des polygones dégénérés, alors M\ X est une variété symplectique.

Pour le voir, notons 7 : M, — M/ SO(3) la projection canonique, et posons
S := 7 (e(%))). Cet ensemble correspond aux n-gones dégénérés de P, 1.

On remarque que S} \ENI est un ouvert de la variété symplectique (S7, ;) définie en
0.9
En effet, se donner une suite convergente de polygones dégénérés revient a se donner une
suite convergente de vecteurs dans S?, dont le vecteur limite définit les cotés d’un polygone
dégénéré.

On sait maintenant que I'action diagonale de SO(3) sur M, \ & est libre, sans modifier
la preuve de . Le fait que cet espace soit SO(3)-invariant est assez clair.
On a donc 'identification

M\Z1 = (SP\E1)//S0(3)

et la réduction symplectique a droite est lisse d’apres les résultat du chapitre précédent.

Le but est maintenant de trouver des voisinages des points singuliers de M; qui
permettent de décrire le type de singularités qui arrivent : on verra que ces singularités
correspondent & des cones quadratiques homogénes dans C" 2.

Plus précisément, considérons la classe d’un polygone dégénéré [P] avec cotés de longueurs
1. Supposons que dans la relation on ait p+ 1 plus et ¢+ 1 moins, avec p+q=n — 2.
On a alors le résultat suivant.
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Théoréme 22. [l eziste un voisinage de [P] qui est homéomorphe a U//SO(2), ou
U C(CPxC% Y icpicjcq A2i N dwj) est un voisinage (SO(2)-invariant) de zéro, l'action
de SO(2) = S' C C* est donnée par

AN(21y o 201, wg) = (A2ny ey A2, A0y, AT wy)

et le moment est donné par ’hamiltonienne
P q
h:CPxC!— R=s50(2)", (21,...,%, W,..., W) —> Z|zz|2 - Z\wj|2
i=1 j=1

Remarque 19. Pour la preuve, il nous faut rappeler qu’est-ce qu'un slice dans un contexte
plus général de [13] On rappelle qu’on considérait un groupe de Lie compact G agissant de
facon lisse sur une variété M, toujours en dimension finie.

On a été capable de décrire un voisinage d’une G-orbite G.x dans M en utilisant une
fibration sur le quotient G/G, (en fait un fibré vectoriel). La fibre générique était V,, =
T.M/T,(G.x), que 'on identifie au fibré normal a l'orbite grace une métrique G-invariante
sur M.

En conclusion, la G-action autour de G.x est séparée en deux morceaux :

1. Le quotient G/G, qui agit (libre) sur G.z
2. Le sous-groupe G, qui agit sur un espace normal a G.x

La décomposition de G en G, et G/G, se reflet donc en une décomposition d’un voisinage
de G.x

Ici on a utilisé un espace vectoriel comme espace normal a G.x. D’autre part, I’expo-
nentielle riemannienne de M par rapport a une métrique G-invariante envoie un petit
disque dans cet espace sur un sous-espace de M contenant x, et de facon G-équivariante.
De tels espaces seront justement appelés des slices pour la G-action sur M en x.

Voyons une définition plus précise.
Définition 6.1. Considérons un groupe de Lie compact G qui agit lisse sur la variété

M. Un sous-espace S C M est un slice pour la G-action en = € S si I'on a les axiomes
suivants sont vérifiés :

1. G,.S C S (G, agit sur 5).
2. U :=J,cg G5 est un voisinage ouvert de G.x (c’est le saturé de S).
3. Si G xg, S — G/G, est la fibration localement triviale de G/G, de fibre S, il

existe un C*°-difféomorphisme G-équivariant de G x¢, S sur U.
De plus, ce difféomorphisme est donné par I’application naturelle [g, s] — g.s.

Remarque 20. On rappelle que G x¢, S := (G x 5)/G,, ou G, agit comme suit :
h.(g,s) == (gh,h"'.s) pour g€ G ,secS heG,
Bien sir, 'action de G sur G X, S est donné par la multiplication de G sur le premier

facteur.

On remarque aussi que 'on pourrait donner cette définition avec hypothéses plus
générales, de nature purement topologique. Il suffirait une action propre d’un groupe
topologique localement compact sur un espace topologique séparé.
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Si S est un slice pour la G-action en z, on a alors un homéomorphisme S/G, = U/G,
et on a décrit un voisinage ouvert de [x] € M/G comme on disait : la dynamique de
G : M O autour de x équivaut a l'action du stabilisateur de = sur un slice en x.

On admet le fait suivant.

Proposition 23. Avec les notations de un espace S C qui satisfait les propriétés|l,
(9 et les deux propriétés suivantes est un slice pour la G-action en x :

4. S est fermé dans U.
5. 81g.SNS # & alors g € G,

Ceci signifie que 1'on peut montrer [I], 2] [ et [5] pour déduire I’existence du difféomor-
phisme qu’on veut.

Remarque 21. Se donner un slice theorem pour une G-action sur une variété M revient
donc a se donner des conditions suffisantes afin qu’il existe un slice en correspondance
d’un point x € M. Le théoréme , dont la premiére formulation revient a Koszul (1953),
s’énonce alors en disant qu’il existe un slice pour la G-action sur M pour tout point z € M.
La construction donnée pour monter ’existence est quand méme non constructive.

Dans la preuve de [22| on commencera plutot par construire un slice explicite pour un
point de S qui reléve un polygone dégénéré de M,. L’action de SO(3) autour de ce point
sera alors équivalente a une action de son stabilisateur sur le slice.

Avant de donner la preuve, a laquelle on consacre la section suivante, on énonce et démontre
un lemme qu’y sera utilisée.

Lemme 24. Soit G un groupe de Lie agissant sur la variété symplectique (M,w) avec
moment p: M — g*. Supposons que G agit aussi sur la variété lisse N, et que l’on ait
un C*°-difféomorphisme G-équivariant ¢ : N — M.

Si laction de G est symplectique sur (N, ¢*w), alors elle est hamiltonienne avec moment
donné par ppop: N — g*.

Démonstration. L’application p o ¢ est bien G-équivariante, car ¢ et p les sont.
Il s’agit donc de montrer la formule suivante :

d(< pop,&>)=tenp*w pour £ Eg

Fixons un point z € N et un vecteur tangent v € T, N. Notons y := ¢(x) € M.
A droite on lit :

LgN(gc)QD*wx(v) = ‘P*Wac(gN(x)v v) = wy(d@m(gN(x))v depz(v))

Tandis qu’a gauche :

d(< pop, & >)a(v) =< d(po)e(v),§ >=<duy(dp.(v)),£ >

Maintenant dy,(v) € T,M, et comme 4 est un moment sur M on obtient :

< d:uy(d@:v(v))af > = d(< JTNS >)y(d90a:(v)) = LEM(y)wy(dwx(v)) =

= wy (6" (y), dpa(v))

30



Mémoire CHAPITRE 6. SINGULARITES

Pour conclure, il faut montrer que £V (y) = dp, (€N (z)). Ceci suit de la G-équivariance
de ¢ :

d d d
My) = — t6).(y) = — t&).x) = dp, | — te).x | =
W) =5 . exp(t&)-(y) = o t:OsO(eXp( §).x) = do (dt . exp(t§) x)
= dip, (£" ()
ott 'on a noté de méme fagon les G-actions sur M et N. m

6.2 Preuve de 22

Fixons une classe [P] € M, correspondante & un polygone dégénéré P, et choisissons
un élément u = (uy,...,u,) € My qui reléve [P]. On a donc un vecteur v € S? tel que
u; = n;l;v pour tout ¢ € {1,...,n}.

On peut supposer sans perte de généralité que v = €1, ou (€g,¢€9,€3) dénote la base
canonique de E*, orthonormale pour <, >.

D’apres , on peut aussi supposer que 1y = -+ =11 = —1, N0 =---=n, = L.
Ceci revient a supposer que P ait p + 1 back-tracks suivis par ¢ + 1 forward-tracks.

On a donc :
Z el = =1y,
k=1

Le fait que [P] soit un point singulier de M, revient au fait que le stabilisateur de
SO(3)y de u soit non trivial. Ce stabilisateur est le sous-groupe de SO(3) qui fixe €;, c’est
a dire le groupe des rotations de E* d’axe ¢;. Il est naturellement isomorphe au cercle
SO(2) = S! par I'isomorphisme :

1 0 0
SO(2) — SO(3)y, €+— [0 cosf sind
0 —sinf® cos6

qu’on sous-entendra dans la suite.

La preuve de [22 s’articule en trois parties :

1. La construction d’un slice en u pour la SO(3)-action sur Sj.
2. La linéarisation de l'action autour de u.

3. La conclusion.

Construction d’un slice

Construisons un slice pour la SO(3)-action sur Sj en u.
On pose :
S:={s€S}|s,=lne1}
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Cet espace S est bien une sous-variété lisse fermée de S} de codimension réelle égale a
deux.
En effet, S =7, ' (I 1), et m, : S — S}, est une submersion lisse.

Montrons que l'on a les axiomes [1] [2], [ et [5] d'un slice.

1. Si g € SO(2), alors g.€; = €1, car g est une rotation autour de €1, d’'ot SO(2).S C S.

2. Considérons U := | J,.4SO(3)s. On peut montrer que U = Sj.
Ceci revient en fait & montrer que toute SO(3)-orbite dans Sj rencontre S, ce qui
est vrai puisque 'action de SO(3) sur an est transitive.

4. On a déja remarqué que S est fermée dans S} = U.

5. Supposons g.5 N S # & pour g € SO(3).
Ceci signifie qu’il existe s’ = (s7,...,5,) € S tel que ' = g.s pour un s =
(S1,-..,8,) € S.L’action diagonale donne donc la condition g.s; = s, pour 1 <i < n,
d’ou en particulier g.s,, = s,,. D’aprés la définition de S, ceci signifie que ¢ fixe €,

et donc il est une rotation d’axe €;, c’est a dire un élément de SO(2).

On en déduit l'existence d'un C*°-difféomorphisme SO(3)-équivariant
(o7 SO(B) X80(2) S — 812
ott 'on considére la fibration localement triviale SO(3) xg0(2)S — SO(3)/SO(2) de fibre S.

Ce qui est mieux, ici on peut voir directement que « est donné par l'application
naturelle :

a(lgs]) = gs

On a quand méme montré les autres propriétés du slice S puisque on va les utiliser pour
montrer que « est un difféeomorphisme.

C’est clair que la formule ci-dessus définit une application lisse SO(3)-équivariante :

a(g.lg',s]) = allgg’,s]) = g9's = g.(g"s) = g.a([g, 8])

La vérification de 4 montre qu’elle est surjective. Pour I'injectivité, supposons g.s = ¢'.s'
dans S7, c’est a dire g~'¢'.s' = s.
Ceci signifie que g71¢’ € SO(2), d’aprés la vérification de[5| car g71¢g’.S NS # @.

-1/ /

Mais alors [g,s] = [¢/,8'] dans SO(3) Xso(2) S, caron a ¢’ = g(g7'¢'), et (¢7'¢ ) 's =+

Pour conclure, il suffit de voir que « est un difféomorphisme local. La SO(3)-équivariance
de a nous permet de se restreindre au voisinage des points [e,s] € SO(3) xgo(2) S, car
a([g,s]) = g.a(le, s]) pour tout g € SO(3), et 'action de SO(3) est par automorphismes
de S;.

On remarque que l'on a une identification Tj. ¢ (SO(3) Xso(2) S) = (s0(3)/50(2)) @ T3S
pour tout s € S, car la fibration est localement triviale : on a un voisinage de [e, s] dans
SO(3) Xso(2) S qui est difféomorphe au produit U x S, ot U C SO(3)/SO(2) est ouvert.
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On considére maintenant que « est 'application induite au quotient par & : SO(3) X
S — S}, qui envoie (g,s) dans g.s; la définition de la SO(2) action sur SO(3) x S est
donnée justement pour que ceci soit vrai :

a(gh,h 's) = gh.(h '.s) = g.s pour g€ SO(3),s€ S heSO?2)

On peut alors essayer de montrer que le noyau de déycg) : 50(3) @ T3S — T 812 est
50(2) @ {0} pour tout s € S.
En effet, la restriction de & a la fibre {e} x S n’est rien d’autre que le plongement de S
dans S, et donc la différentielle est bijective sur {0} @ T5,S.
Par contre, la restriction de & a SO(3) x {s} est I'application orbitale g — g.s. On sait
bien qu’elle induit un plongement de SO(3)/SO(2) dans S} d’image la SO(3)-orbite de s,
et on a bien Ker(da(.s)) = s0(2) & {0}.

Ceci signifie que day.g) est injectif, puisque en fait :

d()é[e’s} = d&(e’s)/<50(2) S7) {0})
dayes est donc un isomorphisme pour questions de dimension :

=3+ (2n—2)—1=2n=DimgS;}

Maintenant on transfére la forme symplectique ©; sur S7 a SO(3) Xs0(2) S par pull-back.
L’action de SO(3) sur (SO(3) xso2) S,a* () est alors hamiltonienne, avec moment u

donné par :
w(lg.s]) =g. (Z 3i> = o a(lg,s])

ol i : 512 — E? est le moment défini dans
La preuve de ce fait-ci est le contenu du lemme [24]

On définit maintenant deux autres fermés Sy C S; C S :

S = {s = (81,...,8,) €8 ZSZ' € SpanR{El}}

=1

SO = {S:(Sl,...,sn)es ZSZZO}:MHS
i=1

On voit tout de suite que SO(2) préserve S;.
On remarque que I'on a a(u~1(0)) = p; *(0) = My, car 1= 0 .
De plus, on a = 1(0) = SO(3) xs0(2) So-
En effet, g. (31—, si) = 0 si et seulement si > " ; s; = 0, car ¢ est inversible.
On déduit que « induit un homéomorphisme :

a:So/S0(2) — My
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Ou I'on a utilisé I'homéomorphisme (SO(3) Xso(2) So)/ SO(3) = Sp/ SO(2), qui vient
du fait que la SO(3) action sur SO(3) x Sy commute a la SO(2) sur cet espace.

On a exploité le slice S autour de u € Sy avec succes : I'action entiére de SO(3) sur M,
se raméne a une action du stabilisateur SO(2) de u sur un sous-espace fermeé Sy C M

On peut maintenant essayer de trouver un voisinage V' de u dans Sy tel que V/SO(2)
soit isomorphe & un voisinage de zéro dans le quotient symplectique C? x C? // SO(2) décrit
dans I’énoncé du théoréme.

Linéarisation
On note f : S — E? la restriction du moment py; & S :

n

fls) =) s

=1

Soient fi, f2, f3 les composantes de f, et posons g := (f, f3) : S — E®. On a alors
97'(0) = Si.

On peut montrer que dgy : TS — E? est surjective, et donc il existe un voisinage V
de u tel que V' N S; soit une sous-variété lisse de codimension 4 dans Sj. On peut méme
supposer que ce voisinage soit SO(2)-invariant.

On a alors :

VﬂSoZ{SGVﬂsl|f1(S):0}

car fi(s) =0 et f(s) € Re; impliquent que s € Sj.

On remarque puis que f; =< p, €1 > est le moment pour la SO(2)-action sur S.
En effet, on a l'inclusion canonique ¢ : SO(2) — SO(3) qui définit application duale
t* :50(3)* — 50(2)*, et le moment de la SO(2)-action sur S n’est rien d’autre que (* o f.
D’autre part, 'identification de SO(2) avec les rotations d’axe €; donne 'identification
50(2) = spang{e; }, et ¢* est alors la projection orthogonale par rapport a <, >.

Tout ceci signifie que (VN S;)//SO(2) = (V N Sy)/SO(2) : le but maintenant est de
montrer que le voisinage V' N .Sy/SO(2) de [P] a les propriétés qu’on veut.

Pour faire ¢a, on travaille directement avec la réduction symplectique V' N .S;//SO(2),
et on approxime (V' NSy, ) par U'espace tangent (T, (V N S1), (S4)u)-

On considére la représentation d’isotropie de SO(2) sur T,(V N S}), comme dans 5.8}
donnée par :

pu: S0(2) — GLr(Tw(V N S1)),  pu:l+— dby

elle est bien définie puisque #(u) = u pour 6 € SO(2).
Comme la SO(2)-action est déja linéaire, on a bien p,(0)(v) = (0.vq,...,0.v,), si v =
(Ul, . ,’Un) € Tu(V N Sl)
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Ce sera utile dans la suite d’avoir caractérisé les espaces tangents en u a S et S;. On

TWS ={veT,S}|v, =0}

TuS1 = {V € THS‘ ivi = 0}
i=1

ot bien str T, S} = {v € (E*)" |< v;, e, >= 0 pour 1 <i < n}.
La condition qui définit le tangent a S est assez claire. Pour ce qui concerne 5, la
condition infinitésimale serait a priori :

(Z vi> € spang{€; }

mais la condition d’orthogonalité donne :

n n
< Zvi,ﬁ >= Z < v,60>=0
=1 =1

et on y est.

On a maintenant une structure complexe canonique sur T, (V N Sy), a savoir :

J:T,(VNS) O, J:(v)—uAv= (llul/\vl,...,llun/\vn) (6.1)
1 n
On a bien J? = —1d, car I'application v; — u; A v; définit une rotation de v; de 5
radiants dans le plan orthogonal & €; : le produit vectoriel est orthogonal a u; et v;, et le
module de lluZ est 1.
Donc J? revient a considérer une rotation de 7 radiants, c’est a dire que u; A (u; Av;) = —v;.
De plus, cette structure complexe est préservée par p,. Ceci est évident avec la carac-
térisation géométrique de J qu’on vient de donner, car deux rotations du plan orthogonal
a €; commutent toujours entre elles.

On a encore plus de structure, a savoir la forme bilinéaire alternée non dégénérée
()u- On peut la penser comme une forme symplectique sur le tangent, en identifiant
T(Tuw(V N Sy)) aveec Ty(V N Sy) x Tu(V N SY).

Cette forme est aussi préservée par la représentation d’isotropie, car 'action de SO(2) est
symplectique des le début.

Une version du théoréme de Darboux équivariant nous permet alors de conclure que,
quitte a rétrécir V, il existe un voisinage U C T,(V N S;) de zéro tel que 'exponentielle
riemannienne exp,, : 7,(V NS;) — V' NS; induit un isomorphisme symplectique SO(2)-
équivariant U — V' N .S} qui envoie 0 sur u.

Ceci entraine que l'on a un isomorphisme symplectique de quotients symplectiques
U//SO(2) = (VN Sy)//SO(2), et on a effectivement réduit le probléme au cas linéaire.
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Conclusion
Considérons maintenant la représentation d’isotropie infinitésimale :
(dpu)ld : 50(2) — COO(TU(V N Sl), T(Tu(V N Sl>))

Dans ce contexte si, on a identific GLgr(7 (V' NS1)) & un sous-groupe de Aut(7, (V' NSY)), et
donc on a aussi une inclusion naturelle glg (7w (V N S1)) C C®(Tu(V N SY), T(Tu(V NSY))).
En effet, si A est un endomorphisme de 7,(V N Sy), et v € T, (V N Sy), alors A(v) €
Tu(V N Sy) s’identifie & un vecteur tangent en v, via Ty, (Ty(V N Sy)) = Tu(V N SY).

On appelle ¢a un champ de vecteurs linéaire sur Ty (V N Sy).

On peut montrer que le champ de vecteur linéaire qui définit (dpy)iq est donné par
I’endomorphisme suivant :
F(v):=(e1 Av1,...,e1 Avy)

En effet, ceci n’est rien d’autre que (dpu)ia(35)(v).

On veut maintenant calculer ’hamiltonienne A de F sur T,(V N .Sy), et voir qu’elle est

une forme quadratique hermitienne de signature (2p, 2¢) sur I'espace complexe Ty, (V' N.Sy) =
cn2.
On commence en calculant 'hamiltonienne de F' sur 'espace plus grand T,,5.

On va montrer que h est donnée par :

En effet, si v,w € TS :

De méme :

3
L
| —
3
L

Lre) (1) u(W) < milier, (61 Avg) N w; >= Z% <€, (61 ANvy) Nw; >=

i=1

o~
[\

w
Il
—
o

—1 n—1
7—<€1,<Ui,’wi>€1 >:Z%<Ui,’wi>

i=1 i=1

3

ou l'on a utilisé I'identité déja démontrée :
(61 A ’UZ‘) Nw; =< v, W; > €1

On remarque que h est une forme quadratique de signature (réelle) (2p,2q + 2), car on
a supposé que 7, = 1, et ici il n’apparait pas.
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Si J dénote 'extension de la structure complexe sur 7,,(V N S;) au tangent a .S, on a

alors :
h(J(.),J(.)) = h(..)
ou l’'on a séparé les variables de h par polarisation.
En effet on a :
n—1 n—1
h(J(v),J(w)) = LI ni€1 N\ Ui, mi€1 N w; >= Z% < €1 ANwj,mier N w; >=

i=1

< v, w; >= h(v,w)

ol l'on a utilisé que n? = 1 pour tout 7, ainsi que l'identité déja démontrée < e; A vy, €1 A
w; >=< v;, W; >.
Donc h est une forme hermitienne sur 7,5 = C"* L.

On va maintenant montrer que la signature de sa restriction a 7,,(V N Sy) est (2p, 2q).
Pour faire ¢a, c’est suffisante de montrer que h est définie négative sur le complément
orthogonal W C T,,S de T,(V N Sy).

On peut montrer que W est engendré par les vecteurs linéairement indépendants :

wy := (mliez, Malaca, - . Mn1ln1€2,0)

ws ‘= (7711163, nala€s, ... Mu_1ln_1€3, 0)
En effet, si v € T,(V N Sy), et k € {2,3}, alors :

n—1 n—1 n—1

h(wg, v) = Z < mili€g, v; >= Z < €, 0; >=< €, Zvi >=0

i=1 i=1 i=1

|

o~

(2

Pour montrer que Ay < 0, on calcule h(ws, ws) et h(wy, wy) pour k € {2,3}; on
trouve :

[y

n—

h(w2>w3> = % < niliea, milies >=0
i=1
car < €g,€3 >= 0.
De méme : ) ,
h(wy, wy) = Z %|7hli€k|2 = Zmli =—1, <0
i=1 " i=1

Tout ceci montre bien que h : T, (V' N.S;) — R est une forme quadratique de signature

(2p, 29).
On a une identification T,(V N S;) = CP x C? donnée par notre structure complexe, et
quitte a changer de base on peut supposer que h soit donnée par :

p q
Wzt ozpwn, . wg) = [z =) fwy?
i=1 j=1
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L’action de SO(2) est par rapport & ce moment est alors celle donnée dans 1'énoncé du
théoréme, et on a achevé la preuve de 22

Remarque 22. On remarque que ceci montre que les singularités de M sont isolées, car le
voisinage U// SO(2) est lisse hors de zéro. Elles sont donc en nombre fini, puisque M est
compact.

Dans le chapitre suivant on expliquera en quel sens la singularité en [P] est de type
cone homogéne quadratique, ot 'on donnera aussi une structure complexe au voisinage
trouvé.

Aprés cet approche local, on essaiera de définir une structure complexe globale pour M,
peut-étre avec singularités
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Chapitre 7

Structure Complexe

Le but du chapitre est de décrire une structure d’espace complexe sur M.
Dans le cas lisse il n’y a pas grandes choses a dire.

Dans le cas singulier, on essayera de caractériser notre espace de module comme un
quotient complexe au sens de Mumford. La théorie générale permet de définir des quotients
de variétés (algébriques) complexes projectives par actions de groupes algébriques (affines)
complexes réductifs. On supposera toujours de travailler avec variétés lisses, pour rester
dans la catégorie analytique.

1 Des outils techniques assez avancés de ce que l'on appelle théorie géométrique des
1mvariants permettent de relier ces quotients de Mumford aux quotients de Marsdem-
Weinstein. Le résultat central dans ce cadre-ci est le théoréme de Kirwan-Kempf-Ness.
Dans la suite on essayer de rester élémentaires, sans utiliser trop de techniques de la
géométrie algébrique. Le but est toujours de montrer que M; est un exemple parfait
pour effectuer explicitement des construction abstraites qui sont étudiées pour espaces de
modules bien plus complexes.

7.1 Structure kahlerienne

Supposons d’abord que M, soit lisse.
D’apreés les résultats du chapitre 5], ceci signifie qu’il est un quotient symplectique lisse.
La variété symplectique (S7,€) est bien kihlerienne avec la structure (presque-
)complexe SO(3)-invariante J définie dans (6.1)), et donc sa sous-variété fermée M Dest
aussi. On a aussi montré que J est )-compatible.
Pour conclure qu’il existe une structure complexe sur M, il suffira de rappeler quand la
réduction symplectique lisse d'une variété kélerienne est kdhlerienne.

Soit (M, J,w) une variété kidhlerienne munie d’une action hamiltonienne du groupe de
Lie compact connexe GG, avec moment p : M — g*. Supposons que G agit librement sur
©~1(0), de fagon que M//G = pu=1(0)/G soit lisse, et que J soit G-invariante.

La G-invariance de J s’exprime par 'identité G*J = J, c’est a dire que :

Jo(v) = (g% )z (v) = Jy4(dg,(v)), pour tout z € M,v e T, M, g€ G
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Dans la preuve de (13| on a montré que l'on peut identifier Tj,;(M//G) au complé-
ment orthogonal de T,,(G.X) dans T, (¢ *(0)) par rapport & n’importe quelle métrique
riemannienne R sur g~ *(0). Dans ce contexte-ci on a un choix de métrique naturel, c’est a
dire :

que l'on restreint a T'(u~1(0)).

On peut maintenant montrer qu’avec ce choix le complément orthogonal de T, (G.x)
dans T, (u71(0)), qu'on note désormais (T, (G.x))*%= avec un petit abus, est J-invariant.

En effet, on a vu dans (5.10)) que l'on a T, (u=1(0)) = (T,(G.x))*, d’ou :
T(p=(0) NT(u="(0)™ = Tu(G.w)

Donc (T,(G.x))* = est un sous-espace symplectique de T, M, et on a une décomposition
orthogonale pour w :

T,M = (T,(G.2)) = @ (T,(G.x)) =)t

Ceci est juste un résultat de géométrie symplectique linéaire, si l'on veut.
De plus, cette décomposition est bien G-invariante, car w ’est.

Pour conclure on pourrait montrer que .J, préserve le deuxiéme facteur de cette
décomposition, car alors il préserve aussi (T,(G.z))* = par w-invariance.

Ceci permet de définir (Jg)[ comme étant le seul endomorphisme de T, (M//G) qui se
reléve & J, par rapport a la projection canonique 7 : u~(0) — M//G, qui est un G-fibré
principal.

Cette définition montre bien Jg est une structure presque-complexe wg-compatible
sur M//G, car wg se reléve a wy,—1(0) par définition. L'intégralité de Jg suit aussi de celle
de J et du fait que dr : T(p~1(0)) — T(M//G) est compatible aux commutateurs de
champs de vecteurs.

La traduction de tout ¢a pour ’espace de module de polygones est immédiate, et on a
donc presque montré la proposition suivante.

Proposition 25. Si M, est lisse, c’est une variété kdihlerienne.

Passons maintenant au cas ou il y des singularités, pour lequel on introduira les
quotients de Mumford.

7.2 Le cas affine

Soit X une variété algébrique affine lisse définie sur C, et G un groupe de Lie complexe
agissant (a gauche) sur X par automorphismes de X. On sait alors que X est aussi une
variété analytique complexe (de Stein).

On veut définir un quotient de X par 'action de G, noté X//G (et les liens avec les
quotients symplectiques sont déja suggérés par cette notation).
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Pour le faire, on commence en fixant un peu de notation.
Supposons que le fermé de Zariski X C C" soit défini par les polynoémes Fi,..., F) €
ClZ,...,Z,]. L’anneau des fonctions réguliéres de X est alors par définition Ax :=
ClZy, ..., Z,]/1(X), ou I(X) := (Fy, ..., Fg) est I'idéal engendré par les équations de X.

D’apres la nullstellensatz, on sait que X est en correspondance avec I’ensemble des
idéaux maximaux de Ay, qu’on note Max(Ax).

Maintenant, on remarque que l'action de GG sur X induit une G-action sur Ax donnée
par :

(9./)(x):==g.f(g7 .x) pour feAx, g€

et on peut donc considérer 1’anneau des tnvariants :
AS = {f € Ax | g.f = f pour tout g € G}

Cet ensemble est bien un anneau, car l'action de G est par morphismes de variétés alge-
briques.

On peut finalement considérer la variété affine Max(A$) associée a cet anneau d’inva-
riants, et on pose :

X//G = Max(A%)

On appelle ceci le quotient de Mumford de la variété affine X par rapport a I'action de G :
c’est le quotient de la théorie géométrique des invariants dans le cas affine.

Remarque 23. On aurait pu partir d’une action de GG sur une C-algébre de type fini Ax
par automorphismes d’anneaux. On sait alors que G agit aussi sur Max(Ax), c’est a dire
sur la variété affine complexe définie par Ay.

Construire un quotient de Max(Ax) par G revient alors a se donner une C-algébre de
type fini, dont le spectre maximal sera la variété affine recherchée. Sans I’hypothése de
finitude on ne pourrait pas plonger la variété dans un espace affine de dimension finie.

Toutefois, ce n’est pas dit en général que A§ soit de type fini, ni qu’il existe une
identification Max(Ax)/G = X//G. Une hypothése qu’on peut faire sur G pour avoir au
moins la finitude est qu’il soit réductif.

On reviendra sur cette propriété dans la section suivante.

On remarque maintenant que M est en fait le quotient d'une variété algébrique
projective complexe, & savoir le fermé M, dans un produit de copies de C P. Il faudrait
donc étudier la théorie qui permet de définir les quotients de variétés projectives.

Dans la section prochaine on donnera une idée de cette construction générale, et on
énoncera le théoréme de Kirwan-Kempf-Ness.

Pour terminer, voyons des exemples de quotients de Mumford affines. On verra en fait
trois variations sur un méme exemple.

Exemple 7.1. Considérons X := C? et G := C*, avec action définie par :
)\.(Zl, 22) = ()\.21, )\71.22)

On trouve trois types d’orbites :
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1. Si 23 # 0 # 25 alors on a orbites du type {z120 = ¢}, pour ¢ € C*.

2. Siz; = 0,29 # 0, on trouve l'orbite dégénérée a l'axe {(0,z2) | z € C}, et symétri-
quement pour z; # 0, 25 = 0.

3. Si (21,22) = (0,0) on trouve 'orbite dégénérée a l'origine {(0,0)}.

Le quotient "standard" C?/C* n’est donc méme pas séparé. Essayons plutot de
construire C? // C*.

Déja, on a A2 = C[Z1, Z5], car C* est définie par le polyndome nul : les fonctions
réguliéres sont seulement les polynomes.

On peut montrer que AS; = C[Z], ot Z := Z,Zs.
En effet, soit ' = >, .. a;;Z{Z3 un polynome invariant dans C[Z1, Z5], avec donc les
a;; € C presque tous nuls. On trouve alors la condition :

Z aij)‘g‘ijzizg = Z aijZfZS pour tout A € C*.

4,520 1,520

Si l'on avait un mondéme a,-jZ{Zg de coefficient non nul avec 7 # j, on trouverait alors
ai;AN'N # a;;, ce qui est absurde. Ceci signifie précisément que F' est un polynome en la
nouvelle variable Z; Z,.

Finalement :

C?//C* = Max(AS: ) = Max(C[Z]) = C

Ce qui s’est passé est que l'on a identifié les orbites dégénérées.
En général, la construction de la théorie géométrique des invariants identifie les orbites
dont les clotures s’intersectent.

Exemple 7.2. Considérons encore X := C? et G := C*, mais cette fois-ci avec action :
)\.(21, ZQ) = ()\1, )\2)

On a encore Ax = C[Z}, Z5], mais cette fois-ci les seuls polynémes invariants sont
les constantes, car la condition d’invariance devient (avec les notations de l'exemple
précédent) :

aijA"7 = a;; pour tout A€ C*

ce qui donne a;; = 0sii+ 7 > 0.
On trouve donc :

C?//C* = Max(C) = {*}

le singleton donné par l'idéal nul, le seul maximal de C.
Ceci nous géne, puisque le quotient naturel serait été C P!, et nous montre aussi que le
cas projective est plus compliqué a traiter.

Exemple 7.3. Considérons X := CP x C?, G := C*, et 'action donnée par :
MN(21, s 2p w0, wy) = (A2, Az, Ay, o AT )
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On aici Ax =C[Zy,...,Zp,Wi,...,W,], et on peut présenter la C-algebre des invariants
comme le quotient :

x C [(Tz“)l<2‘<p 1<j<q}
C[le'wZwal,,_,,W]C o~ J/LSsp,1S)s
! (TijTji - Tz’z’ﬂ‘j)lgigp,gqu

ou les variables T;; sont définies par T;; := Z;W;.
Pour justifier ¢a, écrivons

F= Z ap Z'W7

IeNP JeN?

un polynome invariant, on 27 := ZH . Zlr et WY = W W pour T = (14, .. 1)
et J = (Jl,...,Jq).
Ses coefficients a;; satisfont alors :

ar NN =a;,  pour tout A € C*

ou [I|:= 377 Ij,|J| := 375_, J; sont les longueurs des multi-indices 7, J.
Ceci signifie donc que si ay; # 0 alors il faut avoir |/| = |J|. Dans ce cas-ci, on peut
toujours écrire le monéme Z/W+7 comme un produit du type

IT =

1<i<p,1<j<q

o l'entier o;; compte le nombre de fois que le couple Z;W; apparait dans Z/W".

I1 faudrait maintenant montrer que I'on n’a que les relations T;,T;; = T;;1}; parmi les
générateurs T;; de 'anneau des invariants, ce que 1'on ne fait pas.

On a donc :

CP x C?//C* = Max C [(Ej>1§i§p,1§j§q]
(T35T5i — TiTj5)1<i<p1<j<q

D’aprés la nullstellensatz, ceci revient a considérer le fermé de Zariski suivant, dans CP? :
CP x C4 //C>< = {(ZU) € cr | ZijRii — RiRjj = 0}

qui est défini par des équations homogénes de degré 2.
Cet ensemble est donc un céne homogene quadratique : on I'appelle un cone puisque il est
fermé par homothéties.

Remarque 24. Revenons a I'énoncé 22 qui décrit un voisinage d'une classe [P] € M; d’un
polygone dégénéré. On a montré que ce voisinage est donné par la réduction symplectique
U//SO(2), ot U C CP x C? est un voisinage de zéro et le moment A est donné en énoncé.
On a donc le quotient (U N A71(0))/SO(2), c’est a dire le quotient d’un sous-espace de
CP x C? par la restriction de l'action de tout a 'heure a SO(2).
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On peut maintenant définir une application bijective canonique ¢ : U//C* —
(UNh1(0))/SO(2), qui donne au quotient symplectique (non lisse) & droite une structure
d’espace complexe : c’est celle induite par U'inclusion (U NA™1(0)) < U.

En effet, supposons d’avoir SO(2).(z,w) = SO(2)(z',w’') pour (z,w), (z',w’) dans
U N h=1(0). La bonne définition de ¢ suit alors du simple fait que C* .(z, w) = C*(z/, w’),
car SO(2) C C*~.

La bijectivité est moins triviale, et suit de la décomposition C* = Ry x SO(2), ce qui

nous permet de décomposer l'action de C* en deux morceaux : Ry agit par homothéties,
et SO(2) par rotations.
D’autre part la condition qui caractérise h=!(0) porte justement sur les modules carrés
de z et w : il doivent coincider. Ceci signifie précisément que si 'on a une SO(2)-orbite
SO(2).(z,w) dans (U N h~1(0))/SO(2) alors il existe une et une seule C*-orbite dans
U/ C* qui la contient.

On remarque que SO(2) est un compact maximal dans C*. On a donc était capable de
construire une bijection explicite (& posteriori une équivalence d’espaces complexes) entre
un quotient de Mumford par un groupe de Lie complexe et un quotient symplectique par
un sous-groupe compact maximal de ce groupe complexe.

Dans la section suivante on discutera sans preuves en quel sens cet exemple est universel.

7.3 GIT

Une référence trés exhaustive pour toute cette section est [DOLO3].

On considére cette fois-ci une variété algébrique projective lisse définie sur C, notée
encore X, et un groupe de Lie complexe G qui agit sur X par automorphismes. On sait
que X est aussi une variété analytique complexe.

On expliquera de fagon heuristique la construction du quotient X//G de la théorie géomé-
trique des invariants, qui est censé étre une variété projective.

Pour commencer, on remarque que dans ot X était affine on a utilisé un plongement
explicite X < C". Ceci était donné par les fonctions réguliéres X — C, qui nous font
défaut dans le cas projectif : une fonction réguliére sur une variété projective est constante.
La construction standard d’un plongement X — C P" utilise plutot des fibrés en droites
holomorphes 7 : L. — X, dont les sections globales n’ont pas raison d’étre constantes.
On note H°(X, L) l'espace des sections holomorphes globales du fibré.

Définition 7.1. Un fibré en droites 7 : L — X est tres ample si 'application
o X — P(H(X, L)), ¢p:x+— {s€ H(X,L)|s(z) =0}
est un plongement fermé.

Dans la suite on supposera ca.

Remarque 25. On rappelle que le projectivisé du dual de H°(X, L) s’identifie a I'ensemble
des hyperplans de H(X, L), ce qui explique la définition de . De plus, le fait que I'on a
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supposé que le domaine de @y, soit X toute entiére signifie que pour tout point x € X on
a une section holomorphe de L qui s’annule pas en x : on dit que le fibré est sans points
base.

Il nous faut maintenant un hypothése supplémentaire sur ’action, qui permet de faire
agir G sur les sections de L.

Définition 7.2. Supposons que 'action de G sur X se souléve en une G-action sur L qui
est C-linéaire fibre a fibre, et que g € G envoie L, sur Ly, pour tout = € X.

On dit alors que cette G-action sur L linéarise la G-action sur X, et que le fibré L est
linéarisé.

On en tire une action sur les sections de L, d’ou une action sur P(H°(X, L)*) tel que
le plongement ¢ soit G-équivariant. L’action sur les sections est la méme que dans le cas
affine :

(g.5)(z) :==g.(s(g".2)), pourx € X,s € H'(X,L)

Sil’on note 7 : C*"**\{0} — P(H°(X, L)*) la projection canonique, alors 7—*(X)u{0}
est une variété affine invariante par dilations. L’action de GG se souléve en une action sur le
cone 7 1(X)U {0}, et on peut répéter la construction du cas affine en considérant ’anneau
des invariants homogénes : ceci définit X//G.

Il y a une autre fagon pour définir le quotient qu’on souhaite, qui passe par la notion
de stabilité.

Les définitions et notations utilisées varient beaucoup avec les auteurs. De plus, il y a
deux approches pour la définition des points stables d’une action réductive sur une variété
projective ; la premiére utilise encore les fibrés en droites linéarisés, et la deuxiéme les
complexifications des groupes et des actions.

Commencons par les fibrés. On considére alors un fibré en droites trés ample 7 : L — X
avec une G-action qui linéarise celle sur X.

Définition 7.3. Un point z € X est dit :

1. Semi-stable, s'il existe m € N et une section G-invariante s € H°(X, L®™)% avec
s(x) # 0 et telle que X := {s # 0} C X soit affine.

2. Stable, s'1l est semi-stable et si la G-orbite de x est fermée.

3. Instable, s’il n’est pas semi-stable.

Cette définition dépend bien stir du fibré L. On notera quand méme X** (respectivement
Xt X% les points semi-stables (respectivement stables, instables), sans référence a L.

Pour construire X//G on prend louvert (de Zariski, peut étre vide) X*' C X, et on
le recouvre par des ensembles affines X, ou les s; sont sections convenables. On peut
maintenant définir les quotients de Mumford affines de ces sous-variétés affines comme
dans la section précédente, et puis les recoller ensemble de fagon convenable pour définir
un quotient X*//G. Ceci est par définition notre quotient de Mumford X//G.
Cette construction, dont on ne discutera pas le détails, transforme les G-orbites de points

45



Mémoire CHAPITRE 7. STRUCTURE COMPLEXE

stables en points de X//G, tandis que les G-orbites de points dans X\ X** sont iden-
tifiées si leurs clotures s’'intersectent. On appelle X'\ X' I'ensemble des points de cuspide.

Passons maintenant a la définition par actions complexifiées. On considére alors notre
groupe de Lie complexe G, sur lequel on va rajouter une hypothése.

Définition 7.4. G est dit réductif si tout G-module (complexe) se décompose en somme
directe de G-modules irréductibles.

Cette définition vient de la théorie des représentations, mais on est surtout intéressé a
une propriété équivalente qui porte sur les complexifications de groupes de Lie.

On va présenter la complexification d’un groupe de Lie compact sous la forme de
proposition.

Proposition 26. Soit G un groupe de Lie compact.
1l existe un groupe de Lie complexe réductif Gc qui contient G en tant que sous-groupe
compact mazimal, et qui satisfait la propriété universelle suivante.

St H est un groupe de Lie complexe et p : G — H un morphisme de groupes de Lie
alors il existe un et un seul morphisme de groupes de Lie complexes ® : Gc — H qui
étend .

On appelle G¢ la complezification de G.

Remarque 26. La complexification G¢ de G est unique a isomorphisme unique prés, étant
la solution & un probléme universel. Ce procédé est assez typique en théorie des catégories.

De plus, si 'on note g¢ l'algébre de Lie de G, alors on a une décomposition :

gc =g xig=gerC

Finalement, on a une décomposition de G¢ dite polaire, ou de Cartan, qui s’exprime

en un C*°-difféomorphisme :
G x g— GCa (gag) — gexp(zf) (71)

Ceci montre en particulier que GG est une rétractation de G¢ par déformation.
Exemple 7.4. Les exemples de couples (G, G¢) a retenir sont les suivants :

L (8%, (C*)")

2. (SU(k),SL(k,C))

3. (U(k),GL(k,C))

4. (SO(3),PSL(2,C))
pour k > 1.

On reconnait alors la décomposition polaire usuelle dans ces exemples comme un cas

particulier de [7.1]

Le lien avec les groupes réductif est le suivant.

Proposition 27. Le groupe de Lie complexe G est réductif si et seulement s’il est la
complezification d’un groupe de Lie compact.
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Démonstration. Voyons seulement une fléche.

Supposons G = K¢, ou K est un groupe de Lie compact. C’est un résultat élémentaire en
théorie des représentations qu’un G-module (complexe) p: G — GLc(V) est totalement
réductible si et seulement si tout sous-G-représentation admet un supplémentaire G-
invariant.

Fixons un tel sous-G-module W C V.

Comme K est compact, il existe sur V' un produit hermitien K-invariant, obtenu en
moyennant n’importe quel produit hermitien sur V' avec la mesure de Haar de K de masse
1.

Le complément orthogonal de W par rapport a ce produit hermitien est alors K-invariant.

D’autre part, comme la décomposition est en sous-espaces complexes de V', elle est
aussi G-invariante. O]

On peut finalement introduire la notion de stabilité par actions complexifiées.
Dans ce cas-ci on part en considérant un groupe de Lie compact K qui agit sur X de fagon
hamiltonienne, avec moment p : X — €.
Supposons que 0 € £ soit une valeur réguliére de pu.

On remarque que l'action de K s’étend en une action holomorphe du complexifié
G := K¢, qui est un groupe réductif.
En effet, I'action de K revient a se donner un morphisme de groupes de Lie px : K —
Aut(X), et le groupes des automorphismes de X est un groupe de Lie complexe puisque
X Test. La propriété universelle de GG assure alors qu’il existe un morphisme de groupes
de Lie complexes pg : G — Aut(X) qui prolonge pg, mais un tel morphisme est par
définition une application holomorphe.

Définition 7.5. L’ensemble des points stables de ’action complexifice G : X O est le
G-saturé de p=1(0) :
X, = G.u~(0)

On peut montrer les choses suivantes :

1. X, est un ouvert de X.

2. L’action de G sur X est propre.

3. Sil'action de K est libre sur x~1(0), alors celle de G est libre sur Xj.
4. Toute G-orbite intersecte = *(0) dans une et une seule K-orbite.

Le deuxiéme et troisiéme point assurent que le quotient X/G soit une variété complexe,
et on définit ceci comme étant le quotient de Mumford de X par G.
Le quatriéme point, par contre, entraine que ’on a une bijection ¢ : X//K — X,/G. On
pourrait méme montrer que X, est un G-fibré principal sur X//G.
Le théoréeme de Kirwan-Kempf-Ness, qu’on énonce pour terminer cette section, dit que
cette bijection existe toujours, méme si on utilise des autres construction du quotient de la
GIT. De plus, cette bijection est aussi réguliére que possible, en fonction de la régularité
du quotient de Mumford et du quotient symplectique.
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Remarque 27. Essayons de résumer ce que 'on a fait jusqu’a ici.

On est parti avec une variété complexe projective lisse X, munie d’une action d’un
groupe de Lie complexe G.

Pour construire le quotient de Mumford de X par GG, on a besoin d’'une hypothése en
plus :

1. Soit on suppose d’avoir un fibré en droite trés ample 7 : L — X qui linéarise
I’action de G.

2. Soit on suppose que G = K¢ soit réductif, que la K-action sur X soit hamiltonienne
et que 0 € £ soit une valeur réguliére pour le moment de la K-action.

Dans ces deux cas, on peut définir un lieu de points semi-stables X et un lieu de
points stables X, respectivement.
L’espace final qu’on on va construire est soit un quotient de X®' par G, soit un quotient
de X, par G.

Si I'on suppose que l'action de K soit libre sur ~1(0), ce qui entraine que la réduction
symplectique X//K soit lisse, alors on peut montrer que toutes les conditions de stabilité
sont équivalentes. Malheureusement, on ne travaille pas toujours avec cet hypothése dans

M,.

On conclut cette section en énongant le théoréeme de Kirwan-Kempf-Ness. Pour I’énoncer,
on a choisi d’utiliser la caractérisation du quotient de la GIT avec fibrés en droites.

Théoréme 28. Soit G = K¢ un groupe de Lie complexe réductive qui agit sur la variété
(complexe) projective lisse X .
Supposons que X soit munie de la forme symplectique w, et supposons d’avoir un fibré

en droites tres ample linéarisé w: L — X tel que c1(L) = [5Z].

Supposons de plus que la K-action sur X soit hamiltonienne avec moment p : X — €*.
Alors :

1. p1(0) C X,
2. Linclusion p=1(0) < X induit un homéomorphisme ¢ : p=*(0)/K — X*'//G.

De plus, si le quotient symplectique u=(0)/ K est lisse alors ¢ est un C°°-difféomorphisme,
et sl est complexe analytique alors c’est un biholomorphisme.

Remarque 28. Dans 'énoncé on a noté avec ¢1(L) la premiére classe de Chern réelle de L :
dans le chapitre [9 on reviendra sur ce genre de questions.

Pour plus de détails sur ’énoncé du théoréme et sur sa preuve on peut lire [WOOD10]

et [THOO6].
Une autre référence possible pour ces deux derniéres sections est [Knuts].

7.4 Retour a I’espace de modules de polygones
Dans cette section on va justifier 'existence d’une équivalence d’espaces complexes :
S? //PSL(2,C) = M,/ SO(3)

48



Mémoire CHAPITRE 7. STRUCTURE COMPLEXE

Le deuxieme est bien stir notre espace de module de polygones.
Bien str, d’aprés [25] le cas intéressant est celui o le quotient symplectique est singulier.

On commence par quelques remarques.
Déja, si | € Ry, alors S7 22 C P!, et donc PSL(2,C) agit bien sur cette sphére. Il agit
donc aussi de facon diagonale sur le produit Sj.

Remarque 29. Pour munir le quotient d’une structure de variété algébrique il faut supposer
que 1 € (Q.)", ce que l'on va faire, méme si ceci est en fait un détails technique dans la
construction du quotient de Mumford que I’on n’a pas traité. De toute facon, les chambres
de Ay, qui est défini dans , sont ouvertes, et donc elles contiennent toujours des
points rationnels. Le théoréme [5| assure alors que le choix d’un point rationnel n’influence
pas la topologie de M.

On remarque aussi que l'inclusion SO(3) — PSL(2,C) réalise PSL(2,C) comme la
complexification de SO(3) :

SO(3)c = PSL(2,C)

Plutot quappliquer Kirwan-Kempf-Ness dans ce contexte-ci, on peut essayer de dé-
monter le résultat qui nous intéresse directement.
Il faut donc d’abord construire explicitement le quotient S //PSL(2,C) de la GIT. On
commence en adaptant les conditions de stabilités, en suivant [KMspace|.

Définition 7.6. Un point s € S} est stable (respectivement semi-stable) si I'on a

Z l; <1 (respectivement < 1)

ljv=s;
pour tout v € S%.

On note (S7)* et (S7)** les ensembles des points stables et semi-stables, et on pose
aussl :

(SH)™P = (S))™ \ (S])"

On remarque que ’on obtient ces points de cuspide comme suit.

Considérons une partition {1,...,n} = S;I1.S5 en deux sous-ensembles non vides (donc
propres) Sy = {i1,...,ix}, 82 = {j1,- -, Jn-k} tels que Y ;.o li =1 =3, o l;. Un point
2ycusp o |’ it Lg —...—=Llg. it Lg, =...=—L g.
s est alors dans (S;)°"*P si I'on a soit LS = = oS SOIb posy = e = s

On comprend bien que si s € M N (S7)°uP satisfait les deux ensembles d’équations
ci-dessus alors il correspond par l'application de Gauss a un n-gone dégénéré. Il aura
forward-tracks donnés par Sy et back-tracks donnés par Ss.

On sait que le quotient de Mumford qu’on veut construire est un quotient de (S})** =
(S7)** I (S§)°"P par une relation d’équivalence telle que :

1. Est la relation usuelle pour la PSL(2, C)-action sur (S7).
2. Identifie deux PSL(2, C)-orbites de points dans (S7)°*P si elles sont adhérentes.
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On peut montrer que la relation d’équivalence correcte, c’est a dire celle qui donne le
quotient de la théorie géométrique des invariants, est la relation ~ sur (Sj)*' définie par :

ot {PSL(2,C).S — PSL(2,C).t, pour s, t € (S2)*
~ S1

les partitions de s et t coincident, pour s,t € (Sj)°"P

On pose puis Q% := (S?)5/ ~.
Il s’agit maintenant de montrer que I'on a un homéomorphisme Q' = M;/ SO(3).
Comme tout a I’heure, I’homéomorphisme sera obtenue grace a 'inclusion My < (S2)sst

il n’y a pas besoin de Kirwan-Kempf-Ness pour voir ¢a dans notre contexte.
En effet, la condition implique celle de semi-stabilité. Si I'on avait levzsj [; > 1 pour

un v € S? alors on aurait un n-gone avec des cotés paralléles dont la longueur somme & un
nombre plus grand que 1. On suppose toujours que nos polygone aient périmeétre égal a 2,
d’apres [4.2] et donc ceci est absurde.

Pour rendre le lien entre les polygones et la PSL(2,C)-action sur S} plus fort, on
introduit une autre classe de points, en suivant [KMspace)|.
On dira que s € S} est nice semi-stable s'il est soit stable, soit semi-stable avec PSL(2, C)-
orbite fermée dans (S7)*. On note (S;7)™** I’ensemble de ces points. On remarque qu'un
n-gone dégénéré correspond & un point dans (S7)°UP N (S7)"s N M.
En effet, si {i1, ..., 04} 0{j1, ..., jn—r} = {1,...,n} est une partition comme ci-dessus, alors
onas € (S7)"PN(S7)™* si et seulement si isil == islk et isjl == ﬁsjnfk.

sst

On peut maintenant montrer que l'inclusion (S7)"* C (S7)*! induit un homéomor-

phisme Qnsst — ((S%)nsst/ N) ~ stt.
En effet, on a s ~ t pour s,t € (S7)™* si et seulement si PSL(2,C).s = PSL(2,C).t.
Ceci est clair si les deux points sont stables, et donc il suffit de le montrer pour s,t €

(S7)euP N (S7)™*. Dans ce cas-1a, on a une seule partition {i1,... 3} 0 {j1,..., fnr} =

1 - .= 1lg e _ .. _1 4 Ly — = Lg
{1,...,n} telle que oS = = oS g Sh = = S gt = = 7 la et
Atj, == ——t; .. Il suffit alors de choisir un élément de PSL(2,C) qui envoie s;, sur
J1 In—k

til et Sj, sur tjl'
Un tel élément existe toujours puisque l'action de PSL(2,C) par homographies sur C P!
est (strictement) tri-transitive.

Si I’'on note aussi QP := (S})°™P/ ~, c’est alors clair que cet ensemble est fini : une
classe dans (Q°"*P est uniquement déterminée par une partition d’un ensemble fini en deux
sous-ensembles non vides. Ceci montrera une fois de plus que les singularités de M sont
en nombre fini, si elles arrivent.

Pour conclure que 'application naturelle Q5" — Q' est bijective, il suffit de remar-
quer que tout classe d’un point de cuspide contient une et une seule PSL(2, C)-orbite d'un
point dans (S;)sst,

En effet, a la partition {iy, ..., it} T {j1,...,Jn_r} = {1,...,n} correspond par exemple
un point s défini par isil =...= _Lsik =u szl =...= ;S‘jn_k = v, pour u,v € S?,

Liy, 7 Ly bjp
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et sa PSL(2, C)-orbite contient tous les points de Sf donnés par un couple de points dans S*.

On peut maintenant terminer en montrant que ’application naturelle M; — Q"
préserve les points singuliers et non singuliers. De plus, elle est bijective et continue, et
donc un homéomorphisme dans ce cadre-ci. Il faut puis travailler encore pour montrer que
c’est une équivalence d’espaces complexes.

Pour les détails on peut lire [KMspace)|.

Remarque 30. On peut reprendre et continuer la discussion faite en [18]

On a vu que 'on peut construire des espaces de modules en considérant des quotients
symplectiques de produits d’orbites coadjointes de groupes de Lie compacts.
D’apres les résultats de ce chapitre, on a aussi une fagon naturelle pour munir ces espaces
de modules d’une structure complexe, avec le quotients de Mumford et le théoréme de
Kirwan-Kempf-Ness.

En fait, si I'on a le groupe de Lie compact K et l'espace de modules O, ..., O //K,
ou les Og: sont orbites coadjointes de K, alors on peut considérer le complexifi¢ G := K,
I'espace des points stables (Ogx, ..., Og: ), et le quotient de la GIT (O, ..., O )s/G. Le
théoréme de Kirmwan-Kempf-Ness nous donne alors un homéomorphisme

Oq,...,@g://K—)(051‘7"'7OE;)S/G

qui permet de transporter toute la structure qu’on peut d'un quotient a 'autre.

Dans le chapitre suivant on étudiera la dynamique d’un systéme intégrable sur la
variété symplectique (M, (Q1)so))-
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Chapitre 8

Bending flows et coordonnées
action-angle

Dans ce chapitre on décrit un systéme de coordonnées réelles sur un ouvert dense de
M, € M; qu'on définira. La construction de ces coordonnées généralise 'idée intuitive de
I’exemple : on fixe n — 3 diagonales sans intersection dans nos polygones, en les divisant
en n — 2 triangles, et pour tout n — 3-uple de longueurs admissibles de ces diagonales on
"plie" les triangles autour des diagonales.

On obtient ainsi 2(n — 3) fonctions lisses définies sur My’, que 'on montre étre des
coordonnées action-angle sur un ouvert plus petit M;° € M,’". On rappellera la définitions
nécessaires dans les sections suivantes. La référence classique ici est [Duist].

Dans la suite du chapitre on travaillera avec espaces de modules lisses. D’apres [20], il
suffit de supposer que 1 soit générique.

8.1 Bending flows

Dans cette section on étudie le flot hamiltonien de certaines fonctions définies sur M;.
Soit [P] € M la classe d'un polygone P € P, ), avec cotés e = (ey,...,e,) € Sf. On
définit les n — 3 diagonales principales de P comme étant les vecteurs :

i+1
dk::Zei pour 1<k<n-—3

i=1

Ce sont simplement les n — 3 diagonales du n-gone P qu’on peut tracer sortantes de son
premier sommet.
On pose puis, pour k € {1,...,n—3}:

— 1 1
fo: My — R, (e1,...,e,) — §|dk|2 = §|€1 + ot e

Remarque 31. C’est assez clair que les fonctions fi sont lisses et SO(3)-invariantes, et
donc elles définissent des fonctions lisses sur M,. Dans la suite on pensera toujours aux fi
comme fonctions sur M;, méme si on travaillera avec les notations propres a M.
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Proposition 29. Le champ hamiltonien Xy, € C’OO(/./\\/l/l, TM) par rapport a la forme
est donné par :
ka,(el,...,en) = (dk/\el,...,dk /\6k+1,0,...,0)

ot A : E3 x B> — E? dénote toujours le produit vectoriel.

Bien stir, on muni M; de la restriction de Q) € Q2(S?,R) (définie en . On note la

restriction avec le méme symbole.

Démonstration. Comme f; ne dépend pas des derniéres n — k — 1 composantes, il suffit
de montrer le résultat pour 'application f donnée par :

1
fler, ... en) = §|€1 + -+ en‘Q = |M1(e)’2 =< (e),m(e) >

ol i : W] — E? est le moment défini en .
Le champ hamiltonien X satisfait par définition :

(X, ) = d(< i >)
D’autre part, le moment i satisfait de sa part :
SQ
d(< g, >) =y, )

2 —_—
ou ,ulS‘ est I’action infinitésimale de iy sur S7 : u(e) € E23 =~ s0(3) pour tout e € M.

PP A S
La non dégénérescence de §2; entraine alors X; = p;".
Pour conclure, on remarque que l'action infinitésimale de so(3) pour 'action diagonale

de SO(3) sur M est donnée par :
ASi (e, ... en) = (A% (ey),. .., ASin(e,)) pour A € s0(3)
c’est a dire par 'action infinitésimale diagonale.
On a montré dans [7| que ASlQp = v Ap, si v € E® correspond 4 A € so0(3) par
I'isomorphisme [5.4] et donc on a bien :
Xyi(er,...,en) = (le) Nex, ..., mu(e) Aey)

ce qu’il fallait montrer. O

On va maintenant montrer que les fonctions fj Poisson-commutent.

Proposition 30.

{fi. i} =0 pour kilc{l,...,n—3}
Démonstration. Supposons sans perte de généralité & < [, et fixons un point e =
(e1,...,€,) € My.

Calculons directement le crochet de Poisson de fi et f; :

{fis fiy(e) = (n)e(Xf,(e), X (e)) = Z 7 <ei(dehe) NdAe) >=

= Z < ei,dk/\dl >=< Zeiydk/\dl >=< dk,dk;/\dl >=0
i=1 i=1

Dans ces calculs on a utilisé, dans 1’ordre :
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— la définition de {, } via €.
— le fait que les dernieéres n — k£ + 1 composantes de Xy, sont nulles.
— une petite formule concernant le produit mizte (u,v,w) —< u,v Aw > de E>.
— la linéarité de <, >.
— la définition de dj, = Zf:ll e;.
— le fait que dj A d; est orthogonal a dj.
Le fait moins évident est le passage concernant la formule sur le produit mixte : on
utilise le fait que sa valeur est invariante par permutations cycliques des variables.

Voyons en détails comment 1’on a utilisé ¢a dans les calculs précédents.
Il faut montrer la formule suivante, pour tout ¢ € {1,...,n} :

1
1—2 < ey, (dk A €i) A (dl N 61') >=<e;,dp Nd; >

Dans la preuve de [7] on a montré que 'on a :
(VAp)Aw=<v,w>p pour p€SHvecE weT,S;

On en déduit que :

1 1
_<€i7(dk/\€i)/\(dl/\ei>>:l_2<€z'7<dk7dl/\ei>€i >=

H ;
1
= l_2 < e, e ><dp,dy Ne; >=<d,d; \Ne; >
i
Finalement, la cyclicité du produit mixte donne < d, d; A e; >=< e;,dy A d; >, comme on
voulait. ]
On peut passer a l’étude des flots hamiltoniens associés a fi,..., f,—3. On note

oft M, O le flot hamiltonien de f, au temps t € R (out il est défini), c’est a dire
le flot du champ de vecteur Xy, .

On remarque que ces champs sont complets puisque M est compact.
Calculer gp{ * revient a résoudre le systéme d’équations différentielles :

dt

de — si k+2<i<n

{%:dkAei, si 1<i<k+1 (8.1)

Pour exprimer les solutions de ce systéme, on considére la représentation adjointe de
50(3), c’est & dire le morphisme d’algebres de Lie ad : s0(3) — glg(s0(3)) défini par :

ada(B) :==v Aw

ou v, w correspondent & A, B (respectivement) avec l'identification . Cette identification
donne aussi glz(s0(3)) = glz(E?), et donc ad(s0(3)) s’identifie & une sous-algébre de Lie
de glx(E?).

C’est pas surprenant que ad(s0(3)) C so(3). En effet, si u,v,w € E” :

<ady(v),w >=<uAv,w>=— <v,uANw >= — < v,ad,(w) >
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On a donc exp(ad,) € SO(3) pour tout u € E?, ot :

exp(ad,) = Z (ad.)

k!
k>0

Lemme 31. Soit IT le plan orienté de E® orthogonal & u.
exp(ad,) est la rotation dans I1 d’un angle de |u| radiants.

Démonstration. Déja, exp(ad,,) fixe u :

exp(ady)(u) = Z (aduk?! (u) _ (aduo)! (u)

k>0

=Idgs(u) = u
car (ad,)*(u) = (ad,)* (ad,(u)) = (ad,)* *(u Au) =0, si k > 1.
On sait donc que exp(ad,) est une rotation dans IT; il s’agit de calculer de quel angle.

Par linéarité, il suffit de le faire pour la base canonique (e}, €2, €3) de E*. On détails le
cas de ¢;.

Il s’agit donc de montrer que :

exp(ad,, )(e2) = (0,cos 1, —sin 1)
exp(ade, )(e2) = (0,sin 1, cos 1)

1 0 0
c’est & dire que la matrice de exp(ad,, ) dans la base canonique est [ 0 cosl sinl
0 —sinl cosl

On sait que ad,, (€2) = €3, et que ad, (€3) = —€q, d'ou :
€2, si k=0 (mod4)
(ad. ) (e) €3, si k=1 (mod 4)
? —€3, si k=2 (mod 4)
—€3, si k=3 (mod 4)

On en déduit :

(—1)* (-1)* -
- (Z 2 ) € + (kzzo m) €3 = (cos 1)eg — (sin1)e3

k>0

comme on voulait.
Les calculs pour exp(ad,, )(e3) sont tout a fait analogues. O
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En particulier, la courbe t — exp(t ad,) dans SO(3) a période %
On résout maintenant le systéme (8.1]).

—_—

Proposition 32. Soit P € P, un polygone de cotés e = (eyq,...,e,) € Mj.
Si l'on note @;*(e1,...,en) = (€1(t),...,en(t)), alors on a :

*) exp(tadg, )e;, st 1<i<k+1
€; =
€;, st k+2<i<n

Démonstration. On peut se concentrer sur les composantes ey, ..., ex11 car les autres sont
constantes d’aprés [29,
On considére les nouvelles fonctions (inconnues) ey, ..., €1 définies par :

ei(t) = e1(t) + ... epqa(t), si i=1
o ei(t), si 2<i<k+1

e1(t) est donc la diagonale du polygone P(t) := ¢f*(P).

On peut montrer que ces fonctions satisfont le nouveau systéme différentiel :

En effet on a :
de 4 [ 1ok k+1
o= (Ze) =D =D dihei=di A (Ze) =di Ady =0
i=1 = = i=1
et de méme, pour i € {2,..., k+1}:

O _de _ nei =T AT
—_ = = €, —=c €;
dt — dt " !
On découvre donc que la diagonale dj, est invariante par le flot de fy :
k+1 k+1
Z ei(t) = Z e; pour tout A € C*.

=1 =1

Ceci nous permet de dériver les fonctions ¢ — t'(ady, )(e;) pour I > 0 en toute simplicite,
car ady, est indépendante de ¢.

Calculons alors la dérivée de t — exp(tadg, )e;, pour 2 <i < k+1:
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d d t'(adg, )le; d t'(adg, )'e;
g\ opltada)e) = o (ZT = | T tdene) +ZT -

>0 1>2

tll d ; tl d H_lz
Sdenes DI g 3 o) e

1>2 1>1
t'(adg, )'e; t(adg, ) le;
I>1 1>0

= dj N exp(tady, )e;
ce qui montre que t — exp(tady, )e; satisfait le systéme (8.1]) pour 2 <i <k + 1.
Il nous reste a trouver e;(t).

On remarque que exp(tadg, )dx = dy pour tout ¢, d’ou :

k+1 k+1 k+1
er(t) = dy — Z e;(t) = exp(tady, )dy — Z exp(tady, )e; = exp(tadg,) (dk - Z e,) =

1=2 =2 1=2

= exp(tady, )er
[l

Corollaire 33. La courbe intégrale t —— go{k(el,...,en) de Xy, par (eq,...,e,) est
pértodique, avec période ?\—:, ol g := |dg|.

Démonstration. Ceci suit de la caractérisation (31| de ¢ — exp(tadg, )e; : elle est une
rotation d’axe dj, et d’angle |dy|. O

Remarque 32. On voit finalement que ¢;* est le bending flow dont on parlait dans
I'introduction du chapitre : il plie une partie des polygones autour de la k-iéme diagonale,
avec vitesse angulaire donnée par la longueur de la diagonale.

On voit aussi que si le polygone P € P, & sa k-iéme diagonale principale nulle, alors
il est un point fixe du flot de fy.
En effet, on a bien exp(tady) = Idgs pour tout ¢ € R.

Pour pouvoir normaliser les flots des f, il faut donc travailler sur I'espace des polygones
qui ont toutes les diagonales principales non nulles. Comme ¢a, on aura des flots périodiques
avec période 27, c’est a dire une action d’un n — 3 tore sur M,.

On pose alors :

={[Ple My |dp#0 pour 1<k<n-—3}
Cet ensemble est ouvert dans M, étant 'intersection ﬂz;f {f #0}.
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Considérons les fonctions |di| = A\, : My’ — R, pour k € {1,...,n — 3}.
Elles sont lisses sur My’ puisque v — |v| = /< 0,0 > : E> — Rxg est lisse sur E\{0}.

De plus, elles satisfont A2 = 2f;, d’out 2\pd\;, = 2dfy,, c’est a dire d\;, = df’“
On en déduit alors qu’elle Poisson-commutent, et que X, = Xy, /s

En effet, on a :
0 =4{fi. i} = {0 AT} = 20N AT = A\, A

d'ott { g, N} =0 car A\ # 0 # N\ sur M.
Ici on a utilisé V'égalité {FG,H} = F{G,H} + G{F, H} valide pour n’importe quelles
fonctions lisses F, G, H sur n'importe quelle variété de Poisson.

Pour le flot, on voit que :

1 1
Lxg, S = PR O = )\_kdfk; = d\y

En modifiant légérement la preuve de , et en notant avec 90? * les flot de A, sur My,
on obtient la proposition suivant.

Proposition 34 Soit [P] € My la classe d’un polygone de cotés e = (eq,...,e,) € M.
Si 'on note ©}*(eq, ..., en) = (e1(t), ..., en(t)), alors on a :

t) exp(tadg, /Ap)e;, si 1<i<k+1
€; =
ei7 SZ- k + 2 S Z S n

On en déduit que ¢* est une rotation d’une partie de [P] autour de d; # 0, avec
vitesse angulaire constante a 1.
Les flots (p;\’“ sont donc 27-périodiques, et on a montré le résultat suivant.

Théoréme 35. L’ouvert M," C M, admet une action hamiltonienne libre d’un n — 3-tore.
On remarque que n — 3 = %DimR My d’aprés , comme il est un ouvert de M.
Démonstration. On définit p : T3 x My — M|’ comme suit :
(01, 0ns), [P]) i= @5l 00 oy 2 [P]
avec T" 3 :=8!' x ... x St =R"? /27",

n—3 fois
Les flots des A\, commutent puisque les Ay Poisson-commutent, et donc :

PO+ 61, s + 6, 5), [P]) = @5l 0 oyt [Pl =

n—3
A"L "l
= (ppl o ppt) 00 (93 o gy )P = (gl 0 oy 2) o (pt 00 ) [P] =

= p((61, -, On3), p((61, .., 0, _3), [P]))

ce qui montre bien que T" % agit & gauche sur My’
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C’est clair que I'action est par automorphismes de M,’, puisque gog: : My O est un
automorphisme pour tout k € {1,...,n — 3}.

L’action est bien libre, puisque les polygones P € /./\>l/1 et @g‘: (P) ne sont pas dans la
méme classe par rapport a I'action diagonale de SO(3) si 0 # 0.
Ecrivons e = (eq,...,e,) les cotés de P. Si l'on avait g.e = cpg‘: (e), alors on aurait
g.e; = exp(tady, )e; pour tout 1 <i < k+1, et g.e; = e; pour tout k+2 < i < n. Or,
I'angle entre ejyq et exio est différent de celui entre exp(tady, )ert1 et exro, ce qui est
absurde puisque g € SO(3) respecte les angles.
De plus, si 'on applique maintenant un automorphisme gpé\; pour k # [, on trouvera
forcément une classe différente de celle de P, puisque I'action est autour d’une diagonale
différente.

Finalement, il nous faut un moment s : M, — t* pour l'action de T"73, si t = R"®
est l'algebre de Lie du tore (avec crochet trivial).
Posons :

w([P]) == (M([P]), - - -, Ans([P]))
avec I'identification naturelle t* 22 R"™® donnée par la dualité standard de R"™. On va
montrer que cette définition convient.

L’action coadjointe de T" 73 sut t* est triviale, car T"~3 est abélien. La T"*-équivariance
de p s’exprime alors par :

w(0.[P]) = w([P]) pour tout 6 ¢ T"?

Il faut donc montrer que les A, sont T" >-invariantes.

D’autre part, dans la preuve de |32| on a montré que les diagonales dj, étaient invariantes
par les flots des fonctions f;. Elles sont donc aussi invariantes par le flots des \g, puisque
leurs flots sont des renormalisations des flots des fj.

Il faut puis montrer que l'on a :
d(< p,€>) = temyh pour €t

Ecrivons € = (t1,...,t,_3).

On adp = (d\,...,d\,_3), et donc d(< p, & >) = S0 tid),.

On peut alors montrer que la formule est vraie en prouvant que M’ = Z?;lg t;X,,, car

alors :
n—3 n—3
tery = D0t (1, ) = Y tad,
i=1 =1

par définition des champs hamiltoniens Xj,.
D’autre part &MV ([P]) est par définition :

/ d
(P = 5

n—3
pis oo ([P]) = Y X ([P))
=1

t=0
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On veut maintenant montrer que les fonctions Ay se complétent en un systéme de
coordonnées action-angle sur un ouvert M;° C My’. Elles seront en particulier les actions.

Dans la section suivante on rappelle le contexte général ot 'on travaille.

8.2 Systémes intégrables et coordonnées action-angle

Dans cette section on fixe une variété symplectique (M, w) de dimension finie 2n.

Définition 8.1. Une famille de fonctions lisses Fy,..., F,, € C*(M,R) est un systéme
intégrable si {F;, F;} = 0 pour tout 7,7 € {1,...,n}.

{Fi,...,F,} est un systéme totalement intégrable si de plus la famille des différentielles
{dF; |1 <i<n}CQYM,R) est libre sur un ouvert dense de M.

On remarque que I'ensemble ou les 1-formes dFy, ..., dF, € Q'(M,R) sont indépen-
dantes est toujours un ouvert de M.

Remarque 33. Historiquement, cette notion est née pour la solution de systémes dynamiques.
La formulation hamiltonienne de la mécanique classique considére un systéme dynamique
comme étant une variété symplectique (M, w) muni d’une fonction lisse H : M — R, dite
I'’hamiltonienne du systéme (souvent ’énergie mécanique totale). Les équations de Hamil-
ton assurent alors que les trajectoires du systéme sont les orbites du gradient hamiltonien
Xp de H : il faut donc calculer le flot hamiltonien ¢ de H.

Pour faire ca, on peut essayer de restreindre le probléme a certaines sous-variétés
N C M qui sont invariants par le flot de H ; ceci revient a résoudre un systéme dynamique
avec des contraints supplémentaires (donnés par exemples par des lois de conservations
différentes de la conservation de I’énergie, c’est a dire de H).

Une fagon pour trouver de telles sous-variétés est de considérer des fonctions lisses
F : M — R qui Poisson-commutent avec H. En effet la condition {F, H} = 0 équivaut a
Xy (F) =0, ce qui dit que F est constante le long des curbes intégrales de Xy, i.e. le long
des trajectoires du systéme. On I'appelle une intégrale du systéme.

La condition sur F entraine que {F = c} = F~!(c) C M est réunion d’orbites de Xy
pour tout ¢ € R. Si ¢ est une valeur réguliére de F alors M, := {F = ¢} est une sous-variété
de M de codimension 1, et on peut essayer de résoudre le systéme dynamique restreint
(M, win, ), avec hamiltonienne Hyy, : M, — R.

A priori, il faut trouver 2n — 1 fonctions Fy, ..., Fb,_; qui commutent avec H pour
résoudre le systéme de départ. On aimerait aussi que

2n—1
{Fl =C1y..., anfl = anfl} = m {Fz = Ci}
i=1
soit une sous-variété de M pour un choix convenables de (cy,...,c9,-1) € Rl Gi par
exemple on sait que la famille des différentielles des F; est libre sur I'ouvert U C M, alors
UN{F, =c,...,Fs,_1 = cop_1} est bien une sous-variété, car (Fy,..., Fo, 1) : U —
R2"~! est alors submersive.
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En fait n — 1 fonctions suffisent, et ceci explique 'origine de la notion d’un sys-
téme intégrable [8.1] Si l'on prend H := Fj on retrouve bien la discussion physique qu’on
vient de faire, mais dans la définition mathématique on considére les F; sur le méme niveau.

On définit finalement les coordonnées action-angle pour un systéme intégrable.

Définition 8.2. Soit {Fy,..., F,,} un systéme intégrable sur (M,w).

Considérons un point ¢ € R" tel que 'ensemble de niveau commun M. = {F} =
1y ..., Fy = ¢, } soit difféeomorphe a un n-tore.

Un systéme de coordonnées action-angle pour {Fi, ..., F,} autour de M, est un systéme
de coordonnées canoniques {61,...,0,,\1,..., A\, } défini sur un voisinage U de M, tel
que :

1. (6,...,6,) envoie U sur le n-tore T".
2. les F; ne dépendent que des );.

Plus précisément, les #; sont les angles, et les \; sont les actions.

Remarque 34. On rappelle que les coordonnées {1, ..., Tn, Y1, ..., Yn} sur la variété sym-
plectique (M, w) sont dites canoniques si en ces coordonnées w s’écrit dans la forme normale
du lemme de Darboux :

=1

Le résultat qui nous intéresse sur les systémes intégrables de dimension finie, parfois
appelés systémes de Liouville, est le théoréme de Liouville-Arnold.
Il permet de montrer que tout systéme intégrable admet des coordonnées action-angle
autour de fibres favorables, et il montre aussi que la condition topologique donnée pour
les fibres de F' = (Fy,..., F,) n’est pas trés restrictive.

Théoréme 36. Considérons un systéme intégrable {Fy, ..., F,} sur (M,w).
Pour ¢ € R", posons encore M¢ := {Fy =c1,...,F, =c,}.

1. Si M. est lisse, compacte et connexe alors il existe un difféomorphisme @ : M, —
T" avec le n-tore.

2. Le diffeomorphisme ¢ s’étend en un difféomorphisme @ d’un voisinage U C M de
M. invariant par les flots hamiltoniens des F; avec un voisinage T xV CT*T" =
T" xt* de la section nulle du cotangent du tore.

Ecrivons ®(z) = (0(x),\(x)), ow § = (6,...,0,) sont coordonnées sur T et A\ =
(A1, ..., An) sur t*. Elles définissent donc des coordonnées locales sur V' par pull-back,
qu’on écrit encore (0, \).
4. 27{;; =0 pour tout i,5 € {1,...,n}.
Avant de donner une trace de la preuve, essayons de décrire en deux mots ce qu’il dit.
Déja, le théoréme caractérise la classe de difféomorphisme des ensemble de niveau
communs du systéme intégrable Fi, ..., F},, dans les cas plus favorables. De plus, il donne

un modeéle local pour la dynamique du systéme totalement intégrable Fi, ..., F, autour
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d’un tore invariant M,.

Finalement, le résultat démontre aussi 'existence de coordonnées action-angle pour
{F},...,F,} autour de M,. La forme symplectique w est en fait localement équivalente a
la forme symplectique canonique sur 7% T", c’est a dire la différentielle de la 1-forme de
Liouville (= Y7, \idb;) € QY(T*T",R).

Démonstration. On démontrera seulement que M, est difféeomorphe a un tore, ce qui est
déja assez compliqué.

Notons W C M l'ouvert ou les différentielles des F; définissent une famille libre.

On sait que le gradient hamiltonien de F; est tangent a {F; = ¢;} pour tout valeur
réguliére ¢; € R de F;.
En effet, on a 0 = {F;, F;} = Xg/(F;), et donc F; est constante le long des orbites de
Xp,. Donc, si z € {F; = ¢}, la courbe t — !*(z) est contenue dans {F; = ¢;}, et
Xr(x) = %‘tzo ol (x) est dans T, {F; = ¢;}.

Choisissons ¢ € R" tel que M, soit lisse, compact et connexe.
Supposer M, lisse équivaut a supposer M, C W, ce qui entraine que

spang{ Xp (2),..., Xpg,(x)} =T, M. pour tout z € M,

pour des questions de dimension. En effet, la famille { X (x),..., Xf, ()} C T, M, corres-
ponde & la famille duale {(dF}),,...,(dF,).} € TFM par 'isomorphisme v — w, (v, .) :
T, M — Ty M, par définition des champs hamiltoniens Xp,.

Les hypothéses faites assurent que la famille {(dF}),,...,(dF,),} soit libre, et donc
{Xp(),...,Xpg,(x)} est aussi.

Comme M, est compact, les champs de vecteurs Xz, sont complets une fois restreints
a Me..
On en tire une R"-action sur M, :

p:R"xMe — Me, p:((t1,...,tn), ) >—>gp,ilo---ogp£”(x)

Les remarques ci-dessus assurent que p soit une action a gauche bien définie et lisse. Encore
une fois, les axiomes d’action a gauche se vérifient en utilisant le fait que les flots des F;
commutent, par 'hypothése d’intégrabilité.

On peut montrer que cette action est transitive et localement libre.

En effet, fixons un point x € M., et considérons son orbite R" .z C M.. On veut
montrer qu’elle est ouverte et fermée dans M., ce qui entraine que R" .x = M, puisque
M, est connexe par hypotheése.

D’autre part M, est réunion disjointe des R"-orbites de ses points, et donc il suffit de
montrer que R".x est ouverte, car alors le complémentaire de R" .z serait une réunion
(disjointe) d’ouverts :

MARz= ] R*y

y¢R™ .x
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Finalement, on montre que l'orbite de x est ouverte en montrant que 'application
orbitale f, : R" — M, qui envoie t € R" dans p(t, x) est un difféeomorphisme local.
Comme fy(s +1t) = f1,(s)(t), il suffit de le montrer en t =0 € R"™.

On a donc (df;)o : R" — T, M., avec 'identification naturelle 7o R" = R". On va
montrer que I'image de cette différentielle contient Xz (x) pour tout 1 < i < n. Ceci montre
que (df;)o est surjective d’apres la remarque ci-dessus, et donc elle est un R-isomorphisme
pour questions de dimension.

L’idée maintenant est que (dfy)o(€;) = Xp, () pour tout i € {1,...,n}, si (€1,...,€,)
est la R-base canonique de R".

On détails les calculs pour i =1 :

_ d _ d Fy Fy F, _ d P _
(dfe)oler) = t:Ofw((t?O,-..,0)) ~ @ PR R (@) = = P (z) =
:XFl(x)

On a bien montré que R.xz = M., c’est a dire que 'action est transitive.

On sait maintenant que le stabilisateur R? C R"™ de = est un sous-groupe discret,
puisque 'application orbitale est un difféomorphisme local, qui a donc fibres discrétes.

En définitive on a un difféomorphisme R" / R} — M.. Comme M, est compact par
hypothese, le rang du sous-groupe R}, doit étre n. On remarque que ceci est le rang le plus
grand possible pour un sous-groupe discret de R".

En effet, supposons d’avoir un sous-Z-module G C R" de rang plus grand de n. Ceci

signifie qu’il existent n 4 1 élément vy, ..., v,41 € G qui sont Z-linéairement indépendants,
et donc aussi Q-linéairement indépendants.
D’autre part il ne peuvent pas étre R-linéairement indépendants pour questions de dimen-
sion, et donc il existe un automorphisme A € GL,(R) C Autz(R") qui envoie deux parmi
les v; dans une méme droite vectoriel de R". Cette transformation respecte la topologie de
G, ainsi que sa structure de Z-module : A(G) est un sous-groupe de R", et s’il n’est pas
discret alors G ne I'était pas.

On peut supposer sans perte de généralité que v, et vy soient dans la méme droite par
'origine de R". Le sous-Z-module de A(G) qu'ils engendrent est contenu dans cette droite.
C’est maintenant un résultat classique que si I’'on a deux points Q-linéairement indépen-
dants dans R (i.e. dont le rapport n’est pas rationnel) alors le sous-groupe qu’ils engendrent
est dense dans R. En particulier, il n’est pas discret.

Notons alors k :=rkz(R}) € {1,...,n}, et montrons que k = n.
On peut trouver une Z-base du Z-module R, car il est un module de type fini sans torsion
sur le PID Z. Si 'on note (v, ..., vx) cette base, on a alors :

R"/RI=R/nZx---xR/uy ZxRx--- xR
N———

n—k fois

Il faut bien avoir n — k = 0 par compacité, et donc M, est le quotient de R" par un
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réseau, c’est a dire un n-tore.

La preuve continue en étendant le difféomorphisme ¢ : M. — T" ainsi construit, mais
on ne donnera pas de détails. n

On énonce encore un dernier résultat sur les tores invariants, en préservant les mémes
notations.

Proposition 37. Si M, est lisse, elle est une sous-variété lagrangienne de (M, w).

Démonstration. 11 suffit de montrer que la restriction wyy, est nulle, pour questions de
dimension.

Soit donc & € M. un point, et v, w € T, M. deux vecteurs tangents.
Dans la trace de la preuve de [36| on a montré que T, M. = @;_, Xr,(z) R. Il existent donc
des scalaires \;, y; € R, avec 1 <1 < n, tels que :

v = Z)‘iXFi(x) et w= Zqupj(x)
i=1

J=1

On calcule alors w, (v, w) directement :

wg (0, W) = wWo (Z )\z‘XFz-(%),ZMjXFj (I)) = Y dipwe(Xp(2), X (2) =

1<i,j<n

= Y Ap{F, Fj}z) =0

1<ij<n

8.3 Retour a I’espace de modules de polygones

On a envie d’appliquer les résultats de la section précédente aux espaces de modules
de polygones.

Plus précisément, on veut définir n — 3 fonctions 0y, ..., 0,_3 sur un ouvert M;° C My’
pour obtenir un systéme de coordonnées action-angle avec les fonctions A\, déja définies

sur My’
L’idée géométrique derriere les angles 6 est la suivante.

Aprés avoir tracé les n — 3 diagonales principales d’un polygone P, on l'a divisé
en n — 2 triangles, qu’on note Ay, ..., A, 5. On a envie de considérer les plans affines
I,...,1,_5 C E® qui contiennent ces triangles, mais ceci a un sens seulement s’ils sont
tous non-dégénérés. On va donc exprimer une condition ouverte qui assure ga.

Si P € M, acotés e = (ey,...,e,), on note d,,_y := Z:‘;ll e; = —e,. Ce segment n’est
par une vraie diagonale du polygone P, mais la notation est commode pour donner la
condition dont on parlait.
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On pose :
.//\/71/" ={e¢€ //\>l/1 | di n’est pas colinéaire & egyq pour 1 < k <n — 2}

et puis M’ := /W/ SO(3).
On voit bien que M,° est ouvert dans M,’. De plus, le triangle A; a toujours dj, et e,
parmi ses cotés, pour tout k € {1,...,n — 2}, et donc il est bien non dégénéré.

On définit alors 6y : M;° — R /21 Z comme étant 'angle diédrale orienté entre Ay
et A1, pour 1 < k < n — 3, et on veut montrer que {6y,...,60,_3,A1,..., A3} est un
systéme de coordonnées action-angle pour les intégrales {f1,..., fn_3}.

Encore une fois, on travaillera dans ﬂ/l avec fonctions SO(3)-invariantes, ce qui permet
d’exprimer tous les résultats dans M.

Le théoréme |36 nous permet de conclure qu'un systéme de coordonnées action-angle
pour les f; existe autour de toute ensemble de niveau commun qui soit lisse, compact
et connexe, mais le fait intéressant ici est plutét que 'on peut donner un systéme de
coordonnées action-angle explicite.

Commencons en caractérisant 'ouvert ou les différentielles des f; donnent une famille

libre.
Proposition 38. La famille de 1-formes {df1,...,df,—s} est libre sur M,°.

Démonstration. C’est équivalent de montrer que la famille de champs de vecteurs { Xy, ..., Xy, .}

est libre sur /\f/\l? , car §2; induit un isomorphisme de T*M sur Tﬂ/] qui envoie une famille
dans 'autre.
D’autre part, dans 29 on a montré que :

ka(e) = (dk/\eh...,dk/\61€+1,0,...,0)

pour 1 <k <n-—3.
La condition qui définit M;° nous assure que dj A ery1 soit non nul, et donc la famille
de vecteurs { Xy, (e),..., Xy, ,(e)} € TeM, est libre si e € M,°. O

Corollaire 39. {f1,..., [} est un systéme totalement intégrable sur (M, Q).
Démonstration. 11 suffit de montrer que ./Wl/" est dense dans M
En effet, tout polygone P peut s’écrire comme limite d'une suite de polygones qui satisfont

les propriétés qui définissent M. n

Enoncons maintenant le résultat qui nous intéresse.

Théoréme 40. Les fonctions 01, ...,0,_3,\1, ..., A\_3 donnent un systéme de coordonnées
action-angle pour le systéme (totalement) intégrable {fi,..., fn_s} autour de toute fibre
lisse, compacte et connexe de F = (f1,..., fu_3).
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On remarque que F' : M — R"? est une application propre, puisque /./\\/l/l est compact.
En effet, il est fermé dans le compact S}.

Si donc une fibre de F' est connexe et contenue dans /\//\l? alors elle est un n — 3-tore,

d’apres [38] et [36]

Démonstration. On sait déja que (01, ...,60,_3) est a valeur dans le n — 3-tore, et aussi
que les fr ne dépendent que des Ay, car fr = %)\z

Il s’agit donc de montrer que {0y, ...,6, 3, A1,..., A\,_3} est un systéme de coordonnées
canoniques, selon la définition [8.2]

Le lemme 41| qui suit dit alors que c’est suffisant de montrer les relations de Poisson-
commutativité suivantes :

2. {0:,60,} ={ i, N} =0

pour i,j € {1,...,n—3}.
On sait déja que les )\, Poisson-commutent. Montrons plutét les autres deux familles
de relations.

Commengons par démontrer que {6;, \;} = 0;; pour tout 7,j € {1,...,n — 3}.
Pour le faire, on utilise la description qu’on a donné des flots hamiltoniens des A\, dans

[34] Précisément, pour tout é,j € {1,...,n —3} on a:

0;(¢) (€)) = 0;(e) +t6;; (mod 27 Z)

pour tout e € M;°.

En effet, le flot de A; plie le polygone de cotés e autour de la diagonale d;, avec vitesse
angulaire constante a 1. Donc il modifie seulement ’angle diédrale 6; entre les plans II; et
IT;11, et d'un angle de ¢ radiants au temps ¢.

En dérivant cette relation par rapport a ¢, et en évaluant en zéro, on obtient ce qu’on
veut :

0ij = T (0i(e) +tdy;) = % 0i(i2" (e)) = (db;)e (&

t=0 t=0

= (dbi)e(X, (€)) = X (0i)(e) = {0:, A;} (e)

Il faut finalement montrer que {6;,6;} = 0 pour tout ¢, j € {1,...,n — 3}. Pour le faire,
on utilise le plongement de I'espace de modules des polygones planaires N dans M; : voir
|[KMplane| pour les détails.

Pour ce qui nous intéresse ici, il suffira de connaitre les propriétés suivantes :

1. M1 C M, est une sous-variété isotrope.
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2. Si [P] € My, il existe une suite de pliages autour des diagonales de P qui le
transforment en un polygone planaire.

Pour montrer le premier point, on rappelle que N se caractérise comme ensemble des
points fixes d’une involution de M;.
Précisément, on fixe un plan affine IT C E?, et on considére la réflexion o de E® par rapport
a II. Celle-ci induit une involution [P] — [o(P)] de M), et M s’identifie & M7, qui est
I’ensemble des polygones contenus dans II.

En effet, si [P] = [0(P)], alors il existe g € SO(3) telle que g(P) = o(P). Si les sommets
de P engendraient E? alors on aurait ¢ = ¢, ce qui est absurde puisque det(o) = —1.

On a de plus o*((U)so) = —(SU)so(s), et donc N est I'ensemble des points fixes
d’une involution qui renverse la forme symplectique de M. Ceci entraine que la restriction
de la forme symplectique a A soit nulle :

(Wso@)m = (0" (U)soE)) v = —((1)soe))m

N est donc isotrope.

Pour montrer le deuxiéme point, on remarque qu’il est évident pour les 4-gones, et
qu’on peut aprés le montrer par récurrence sur le nombre des cotés de fagon assez simple.

Revenons aux fonctions #;. On remarque que 0*0; = —6; pour 1 < < n — 3, car les 0;
sont des angles orientés.
Ceci donne o*df; = —db;, et comme o*(£)so@3) = —($h)so(s) on en tire o* Xy, = X,

On voit donc que les champs de vecteurs Xy, sont tangents a A pour tout i : Xy, ([P]) €
TipyM pour [P] € M.

Prenons maintenant un élément quelconque dans M,°. 1l existe une suite de pliages
qui transforment P en un polygone planaire ().
Si on note avec b : M,° O cette suite de pliages, on a alors Q = bP, et [Q] € M.

On sait maintenant que (£21)sos) est invariante par b, car b est un automorphisme
symplectique donné par la composition de flots d’applications lisses sur M.
De méme, le fait que {6;,\;} = 0 (qu’on vient de montrer) implique que les champs
hamiltoniens des #; sont aussi invariants par b :

X, (1Q]) = Xo,([bP]) = db(Xo,([P]))

On peut finalement conclure avec un dernier calcul, ot ’on sous-entend 1’évaluation de
la forme symplectique points corrects (parfois [P], parfois [Q] = [bP)]) :

10,05} ([P]) = ()so) (X, ([P]), Xo, ([P])) = b"(S1)so) (Xe, ([P]), Xo, ([P])) =

= ()sos) (db(Xo, ) ([P]), db(Xe,)([P])) = ()sos) (Xe, ([Q]), Xo, ([Q1)) = 0

Dans le dernier passage on a utilisé que les X, sont tangents a N, et que A} est
isotrope. O

Lemme 41. Soit (M,w) une variété symplectique de dimension 2n.
Les coordonnées {x1,...,xn,y1,...,Yn} sur (M,w) sont canoniques si l'on a les relations
de Poisson-commutativité suivantes :
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2. {ZL‘Z‘7 yj} = (5@‘
pour tout i,7 € {1,...,n}.
Démonstration. Localement, w s’écrit :
W = Z wmdxi VAN dy]

1<i,j<n

pour des fonctions lisses w; ; convenables. Il s’agit de montrer que w; ; = d;; pour tout ¢, j.
Soient X, X, les gradients hamiltoniens des coordonnées choisies.
On a alors, pour 1 <k <n:

d.Tk = W(Xxk, ) = Z wmda:i A dyJ(Xxk, ) = Z ww(dx,(Xxk)dyJ — dyj(Xxk)diEl) =

1<i,j<n 1<i,j<n
= D wii(Xa (i) dy; — X (yj)dei) = Y wij({ms, an}dy; — {yj, e }da;) =
1<4,j<n 1<i,j<n
= Z wz-7j(5jkdxi) = sz‘,kdﬁfi
1<i,j<n i=1

D’ol w;; = 0 pour tout i € {1,...,n}.
Comme k € {1,...,n} était arbitraire, on a bien terminé. ]

Dans le prochain et dernier chapitre on essaiera de quantifier M; de facon géométrique,
ainsi que de quantifier une version généralisée des coordonnées action-angle qu’on vient de
construire.
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Chapitre 9

Quantification

Le but de ce chapitre est de quantifier M, de fagon géométrique.
On rappellera le minimum de théorie nécessaire pour pouvoir attacher le probleme de
quantifier une variété kidhlérienne quelconque, mais on posera l’accent sur la solution
explicite du probléme dans le cas de M;.

On décrira une généralisation des coordonnées action-angle du chapitre précédente qui
est décrite dans [CHAquant|, et on essayera de quantifier ces observables classiques.

9.1 La motivation physique

Dans la suite on va présenter une construction purement mathématique qui s’est
imposée a partir des années ‘60 comme une des solutions possibles au probléme purement
physique de la quantification. Sans entrer dans les détails, on peut encadrer la question
comme suit.

Etant donné un systéme physique classique, la mécanique quantique nous indique
certaines conditions que, si vérifiées, permettent de conclure qu’il admet un systéme
quantique sous-jacent. Ceci signifie que notre systéme de départ est en fait la limite
classique d'un systéeme qui suit les lois de la mécanique quantique, ol le passage a la limite
consiste souvent & faire tendre la constant de Planck A vers zéro. Ce principe est connu
en mécanique quantique avec le nom de principe de correspondance, dont la formulation
revient a Bohr.

On aimerait donc étre capables de reconstruire ce systéme quantique, en définissant au
moins une correspondance entre les états des deux systemes et les observables qu’on peut
mesurer sur les deux systémes.

L’énoncé du probléme est pour 'instant trop imprécis pour chercher des solutions : il
faudrait commencer par donner un sens mathématique plus précis a tous les termes qu’on
vient d’utiliser, ce qui ameéne a plusieurs formalisation possibles.

Ces formalisations conduisent bien stir & des approches différents pour traiter le probléme,
et historiquement on en a eu beaucoup. On cite les suivants :

1. Quantification canonique.

2. Quantification de Feynman (via path-integrals).
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3. Quantification de Moyal.
4. Quantification de Weyl-Wigner.
5. Quantification géométrique.

On ne va discuter que le dernier.

Le dictionnaire entre physique et mathématiques qu’on va utiliser, dont la motivation
vient des du formalisme hamiltonien en mécanique classique et des axiomes de la mécanique
quantique, est le suivant :

— Un systéme classique est une variété symplectique.

— Un état d’un systéme classique est un point de sa variété symplectique correspon-

dante.

— Une observable classique est une fonction réelle lisse sur sa variété symplectique

correspondante.

— Un systéme quantique est un espace de Hilbert complexe séparable.

— Un état quantique est un vecteur de son espace de Hilbert correspondant.

— Une observable quantique est un opérateur hermitien sur son espace de Hilbert

associé.

Le but sera le suivant.

Si on se donne une variété symplectique (M, w), on veut construire un espace de Hilbert
complexe H ), avec une application

Q : (COO<M7 C)v {7}) — (EndC(HM>> [7])7 Q P F— QF (91)

qui satisfait aux axiomes suivants :
1. @Q est C-linéaire.
si I est réelle, Qp est un endomorphisme autoadjoint de H
Q1 = Idy,, : @ préserve les constantes.
Q(rcy = 1h[Qr, Qc]
Si{Fi,....,F,} € C*(M,C) est un ensemble complet d’observables classiques,

alors {Qp,,...,Qr,} € Endc(Hr) est un ensemble complet d’observable quan-
tiques.

ARl R

Ceci sont parfois appelés les axiomes de Dirac pour la quantification. L’axiome [4| exprime
bien sur l'indétermination de Heisenberg.

On rappelle que {F}, ..., F,,} € C*°(M, C) est un ensemble complet d’observables classiques
si les seules fonctions qui Poisson-commutent avec toutes les F; sont les constantes. Par
contre, {Qp,, ..., Qr,} € Endc(Hys) est un ensemble complet d’observables quantiques
s’il agit de fagon irréductible sut H,,;. Grace au lemme de Schur, ceci signifie que tout
endomorphisme de H ), qui commute avec les (), est un multiple de 'identité, en analogie
avec le cas classique.

En fait, il n’existe pas une construction générale pour une telle application. Les axiomes
et [5| donnent des problémes, et expriment peut-étre des obstructions intrinséques a la
quantification. Les soucis arrivent dés que l'on essaie de quantifier ’algébre C*>°(M, C)
toute entiére, et donc en général il faut se restreindre & des sous-algébres particuliéres.
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La suite du chapitre présente 'approche dit géométrique pour une solution partielle de
probléme ci.
On travaillera avec les unités de mesure dites naturelles, pour lesquelles h := 1.

9.2 Préquantification

Fixons une variété symplectique (M, w). Dans cette section-ci on essaiera une construc-
tion naive de 'application (9.1)).

L’idée est de construire Hj; comme espace de sections d’un fibré en droites complexes
m: L — M sur M. L’action des fonctions lisses de M sur cet espace utilisera puis
une connexion V sur L. Afin d’obtenir les axiomes [9.1] il nous faudra une condition de
compatibilité entre la courbure de V et la structure symplectique de M, ce qui donne déja
une premiére obstruction a la quantification de M.

Définition 9.1. La variété symplectique (M,w) est préquantifiable si la forme 2 est

] 27
entiere.
Cette définition est bien siir suivie par la suivante.

Définition 9.2. Une k-forme a € QF(M,R) est dite entiére si elle est dans 'image de
I’application canonique ¢ : H*(M,Z) — H¥: (M,R).

ou I'on note avec H*(M,Z) la cohomologie singuliére de M & coefficients entiers, et
avec Hjip(M,R) la cohomologie de de Rham de M.

Remarque 35. L’application canonique dont on parle utilise I'isomorphisme canonique
H*(M,R) = Hi;(M,R) donné par l'isomorphisme de de Rham. On la construit alors
considérant que l'inclusion canonique ¢ : C*(M,Z) — C*(M,R) sur les k-cochaines
singuliéres de M commute aux différentielles respectives, et induit donc un morphisme en
cohomologie singuliére.

Ici on a bien C*(M, A) := Hom(Cy(M), A), ott Cy(M) est I'ensemble des k-chaines
singuliéres de M et A un Z-module quelconque.

Définition 9.3. La variété préquantifiable (M, w) est préquantifiée par le fibre en droites
complexes hermitien avec connexion (7 : L — M, h, V) si l'on a :

O(V) = —iw (9.2)
ot O(V) € Q*(M,Endc(L)) = Q*(M, C) dénote le tenseur de courbure de V.

On ne rappellera pas la définition d’un fibré en droites complexes hermitien avec
connexion, ni de la courbure de sa connexion.
On rappelle seulement que la compatibilité entre V et h entraine que O(V) soit une forme
imaginaire pure :
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Remarque 36. La condition (9.2)) entrain¢ que £ soit enticre, car la forme réelle 5= ©(V)
I'est. En effet, celle-ci n’est rien d’autre que (un représentant de) la premiére classe de
Chern réelle du fibré L.
Le fait que 'on peut soulever [££] de H3i(M,R) a H*(M,Z), c’est a dire du continu au
discret, est une des raisons pour la terminologie utilisée.

Ce qui n’est pas évident est que la condition d’intégralité pour la forme soit suffisante
pour l'existence d’un fibré préquantifiant. Ce résultat non trivial est devenu le théoréme

de Konstant-Souriau-Weyl.

Théoréme 42. Soit N une variété lisse, et o € Q*(N,R) une 2-forme fermée et entiére.
Il eziste alors un fibré en droites complexes hermitien avec connezxion (w: L — N, h,V)

tel que
1

2
Considérons maintenant le C-espace vectoriel Hy := Q°(M, L) des sections lisses de L.

Une fonction F € C*°(M,C) agit sur H, par (au moins) deux opérateurs. Si ’'on note s
une section globale lisse de L :

O(V) = —ia

1. mp:s+— Fs

2. iVx, :s—1iVx,.s
Ce sont les opérateurs de multiplication par F' et de dérivée covariante par rapport au
champ hamiltonien de F' (multipliée par 7).

Remarque 37. Ces deux opérateurs généralisent les opérateurs quantiques usuellement
associés aux observables classiques de position et moment sur un espace des phases plat.
A titre d’exemple, considérons la variété symplectique (R x R*,dg A dp), ou ¢ est une
coordonnée sur R et p sur R*. C’est alors usuelle de quantifier g et p avec les opérateurs :

1. mg: f—qf

-0 . -0f

2. Z% . f — 'L&
qui sont définis sur L?*(R, C), ol 'on a noté avec x la variable sur R. Bien sfir, on prend la
mesure et l'intégrale de Lebesgue pour définir L?(R, C).

Pour définir notre application (9.1)) on utilisera la somme des deux opérateurs mp et
Y Xp -

Qr(s) :=mp(s) +iVx,s

Elle est bien C-linéaire. On peut voir que 'axiome [] est vérifié aussi.

Proposition 43.
Q{F,G} = Z[QFa QG] pour tout F7 G e OOO(M7 C)

Démonstration. Calculons Qrcys et [Qp, Qgls, en fixant une section s € H.
A gauche on lit :

Q{F’G}(S) = {F, G}S + Z'VX{F’G}S
Calculons maintenant l'autre coté. On a :

QF(Qg(S)) = QF(GS + iVXGS) = F(GS + iVXGs) + ’iVXF(GS + iVXGs) =

= FGs + ’iFVXGS + ZﬁXF(G)S + iGVXFS - VXFVXGS

72



Mémoire CHAPITRE 9. QUANTIFICATION

ou l'on a noté¢ avec Lx,.(G) la dérivée de G par rapport au champ de vecteurs Xp. Clest
un cas trés particulier d’une dérivée de Lie (pour une O-forme) : la notation est versatile,
et sera utilisée aprés dans un contexte plus général.

On rappel que la dérivée covariante satisfait la régle de type Leibnitz :

Vx(fs) = X(f)s+ fVxs, pour s€Q°(M, L), feC®M,C).
De méme :

Qc(Qr(s)) =GFs+iGVx,s+iLlx (F)s +iFVx,s — Vx,Vx,.s
Donc, a quelques simplifications pres :

[@r, Qcls = Qr(Qa(s)) — Qa(Qr(s)) = —=[Vxp, Vixels — 2ilx, (F)s

ou l'on a utilisé que Lx,.(G) = —Lx.(F).
D’autre part, on a :

[VXF; VXG]S = @(V)(XF,XG>S + V[XF,Xg]S = —iw(XF,Xg>S — VX{F,G}S

ou l'on a utilisé la définition du tenseur de courbure et le fait que F' — Xp : C*°(M,C) —
C>°(M,TM) soit un antimorphisme d’algeébre de Lie avec la convention choisie dés le
début.

Alors, en se rappelant que par définition w(Xp, X¢) = {F,G} = Lx,(F) :

[Qr,Qcls = i{F,G}s + VXirays— 2{F,.G} = —i{F,G}s+ VXiras =

= —1Q(rcS
Il

Il faut maintenant donner a H, la structure d’un espace de Hilbert.
Pour introduire un produit hermitien sur H, on utilisera la métrique h et la forme

volume de Liouwville sur (M, w) :
1
o= —w"
n!
oun:= %DimRM.

On considére maintenant le sous-C-espace vectoriel

Hy = {SEHO / h(s,s)u<oo}§’Ho
M

des sections lisses a carré intégrable.
Pour s,t € H; on pose alors :

< s,t >L2::/ h(s,t)p
M
et on a bien que <, >;2: Hy X H; — C est C-sesquilinéaire hermitien et positif, car h

I’est en tout point de M.
On peut voir aussi que I'axiome [2] est vérifié.
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Proposition 44. Considérons F € C*°(M,R) et s,t € H; telles que Qr(s), Qr(t) € H;.
Alors :

< Qp(s),t >r2 — < 8,Qp(t) >12=0

Démonstration. Fixons F, s,t comme dans 1’énoncé.

Déja, on a < F's,t >72 — < s, Ft >;2= 0 par la sesqui-linéarité de <, >;2, car ' = F
par hypotheése.

Il s’agit donc de montrer que < 1Vx,s,t >r2 — < 5,iVx,t >2= 0, c’est a dire que
< Vxps,t >4 <s5,Vx,t >= 0, par la sesquilinéaire de <, > 2.
La formule s’écrit :

/h(VXFs,t)u+/ h(s,Vx,t)u=0
M

M

Comme V est métrique, on a bien

[ 1Vxes.ut [ ns. Vo= [ Lxnlis. )

M

car ceci est vrai pour les formes dans les intégrales.

On remarque puis que I'on a Lx,w =0, d’ott Lx,pu = 0.
Ceci suit de la formule Ly (A B) = Lxa A+ a A Lx B, vraie pour tout champ de vecteur
X € C®(M,TM) et toute forme différentielle o, § € Q*(M, C).

De plus, avec la méme formule, on a :

L (h(s,t)p) = Lx,p(h(s, 1))+ h(s, 1) Lxpp

car le produit A entre fonctions et formes différentielles est le produit ordinaire dans C.
On trouve donc Lx,. (h(s,t)u) = Lx,(h(s,t))p par la remarque ci-dessus.

D’autre part, avec la formule de Cartan :
Ly (s, 1) = (A 1, + 1, 0 d) (s, ) = do 1, ((s, )11)

car h(s,t)pu € QP(M,C) est forcément fermée.

En conclusion on a Lx, (h(s,t))u = do tx,.(h(s,t)u), d'ou :

| nsps.tns [ ns, Vet = [ xphistnn= [ dove(nis.m =

— [ ixlhts) =0
oM

Dans 'avant-dernier passage on a utilisé la formule de Stokes, et puis le fait que
oM = @. m
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On note finalement 37-[\1\//1 = L*(M, L) le complété de H, par rapport a la norme
s — |s| :== (< s,5 >12)2. Ceci est par définition un espace de Hilbert.

On pourrait essayer d’étendre la définition de @) a ’;l\]/v[, mais ceci donne des problémes
techniques qu’on n’est pas tellement intéressés a résoudre, puisque de tout fagon I'axiome
de la quantification selon Dirac ne vaut pas.

Remarque 38. Du point de vue physique, il y a un probléme que 'on peut exemplifier
comme suit.

Considérons une particule libre dans @ := R®. Son espace des phases associé est
M:=TQ=R?x (Rg)*, avec la forme symplectique canonique w qui s’écrit en coordonnées :

3
W= Z dq; N dp;
i=1

On peut appliquer la construction vue dans cette section avec des données préquanti-
flants (7 : L — M, h, V) qu’on va construire.

Déja, on sait que [w] = 0 € H2,(M,R), car w admet le potentiel de Liouville A €
QY(M,R). Donc (M,w) est préquantifiable.
On prend L := M x C : le fibré trivial.
Dans ce cas-ci, ce donner une connexion V revient a se donner une 1-forme globale o €
QY(M,C). On prend alors « := i)\, de fagon que O(V) = —iw : en effet, w = d\ =i O(V).
Finalement, on prend la métrique triviale h sur L, qui est constante au produit hermi-
tien standard sur C en toute fibre.
La condition de compatibilité est vérifiée, en utilisant que o + @ = 0.

L’espace de Hilbert de la préquantification est alors L*(R* x (R*)*, C) le complété de
I'espace des section lisses a carré intégrable, qui est contenu dans C=(R* x (R*)*, C), par
rapport a la norme induite par le produit scalaire qu’on a défini précédemment.

Voici le probléme : 'espace de Hilbert construit est trop grand. Plus précisément, les
axiomes de la mécanique quantique demandent qu’il n’y ait pas dépendance en les variables
moment. Il aurait fallu trouver L?(R?, C).

Il faut donc choisir un sous-espace convenable de notre espace préquantifiant, pour
couper le nombre de variables en deux.
Une facon possible de faire ¢a, qui présente d’autres difficultés techniques, est I'introduction
d’une polarisation sur (M, w).

9.3 Polarisations complexes et quantification de variété
kahleriennes

On peut introduire (au moins) deux type de polarisations sur une variété symplectique,
a savoir des polarisations réelles ou des polarisations complexes. Dans la suite on va utiliser
des polarisations complexes, qui sont plus générales. Par exemple, (SIQ, Voll) n’admet pas
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de polarisations réelles, car une telle polarisation donnerait un champ de vecteur jamais
nul sur la sphére.

Toutefois, il faut savoir qu’il existe des variétés symplectiques qui n’admettent aucun type
de polarisation. Dans ces cas-ci, le procédé de quantification géométrique comme on est en
train de le présenter ne peut pas étre achevé : 'analogie physique serait avec des systémes
classiques qui n’ont pas d’analogue en mécanique quantique.

Commencons avec des rappels sur les distributions de plans et les feuilletages.

Définition 9.4. Soit M une variété lisse.

Une distribution de plans A dans M est la donnée pour tout point x € M d’un sous-R-
espace vectoriel A, € T, M.

Si la dimension de A, est constante a p € {0,...,dimg(M)} alors on appelle A une
distribution de p-plans, et on dit qu’elle est de rang constant.

On est surtout intéressé aux distributions lisses de plans. Dans le cas de rang constant
a lentier p, la lissité peut s’exprimer en considérant le fibré grassmannien des p-plans du
fibré tangent de M : une distribution de plans est lisse si elle est une section lisse de ce
fibré au dessus de M.
On va utiliser une caractérisation équivalente moins technique.

Définition 9.5. Soit A une distribution de plans dans la variété lisse M.

On dit que A est lisse si pour tout point € M il existe des champ de vecteurs lisses
Xy, ..., Xy sur M tels que X,;(y) € A, pour tout y € M et (X;(z),..., Xx(x)) soit une
R-base de A,.

Avec les notations du dernier énoncé, un champ de vecteurs X € C*°(M,TM) est dit
tangent a A si son image est dans (J,.,, Ay € TM.

Remarque 39. Si A est une distribution de plans lisse, il se peut bien qu’elle ne soit pas de
rang constant. Toutefois, la fonction dim® : M — Rsq qui envoie x € M sur dimg(A,)
est semi-continue inférieurement sur M.

En effet, si les champs de vecteurs lisses X7, ..., X sont une base de A,, alors ils sont
en particulier R-linéairement indépendants en z. Ils vont donc encore engendrer des
sous-R-espaces vectoriels de dimension &k dans les espaces tangents a M, au voisinage
de z. Par hypothése, ces espaces sont contenus dans la distribution A, et on a donc
dim®(y) > dim*®(z) pour y dans un voisinage convenable de z.

Pour arriver aux feuilletages, il faut encore savoir qu’est-ce qu'une feuille de A, et puis
il y des questions d’intégrabilité.

Définition 9.6. Soit A une distribution de plans lisse dans M.

On dit que deux points x,y € M sont dans la méme feuille de A §’il existe un chemin
lisse v : I — M reliant = & y tel que §(t) € A, pour tout ¢t € I.

Un tel chemin est dit tangent a A.

On a donc définit une partition de M en feuilles de A.

Finalement, la notion d’intégralité qu’on va donner généralise celle d’'une courbe
intégrale d’un champ de vecteurs (qui définit bien une distribution de 1-plans ou il est non
singulier).
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Définition 9.7. Soit A une distribution de plans lisse dans M.
On dit que A est intégrable si pour tout x € M les champs de vecteurs X7, ..., X} tangents
a A qui donnent une base de A, peuvent étre choisis de sorte que leurs flots préservent A.

Ceci signifie que d(p;").(Ay) = Agaxi(x) pour tout i € {1,..., k}.
t
On a (au moins) trois autres caractérisations possibles d’intégrabilité.

Théoréme 45. Soit A une distribution de plans lisse dans M.
Sont équivalentes :

1. A est intégrable.
2. Le flot de tout champ de vecteur tangent a A préserve A.

3. 1l existe un ensemble de champs de vecteurs tangents a A dont les flots préservent
A et tel que A est engendrée par ces champs de vecteurs en tout point.

4. Toute feuille F de A est une sous-variété immergée de M, et on a T, F = A, pour
tout x € F

Ce résultat est parfois appelé le théoréme de Frobenius général. Le théoréme de Frobe-
nius classique porte par contre sur les distributions de rang constant.

On rappelle qu’une distribution de plans A est dite involutive si pour tout champs de
vecteurs X, Y tangent a A leur crochet de Lie [X, Y] l'est aussi.
De plus, cette condition est nécessaire pour 'intégrabilité.

En effet, soit A C T'M est une distribution de plans intégrable, et soient X,Y €
C>®(M,TM) deux champs de vecteurs sur M tangents a A.
Comme le flot de X préserve A, on a bien ((¢;*)*Y)s € Ay, car Y (o (2)) € A x(,). Mais
alors :
d b's

[X,YN(2) = Lx(Y)(2) = — _0((%

)Y), €A,
Le théoréme de Frobenius classique dit que la réciproque est vraie si A est de rang
constant.

Théoréme 46. Une distribution lisse de rang constant est intégrable si et seulement si
elle est involutive.

Finalement, on appelle feuilletage une distribution de plans lisse de rang constant et
intégrable. Avec cette terminologie & disposition, revenons aux polarisations.

On commence en rappelant que si M est une variété lisse alors on peut considérer
son fibré tangent complexifié T¢M := TM ® C. Ceci est un fibré vectoriel complexe sur
M dont la fibre au point & € M est la complexification TSM = T, M ®g C de I'espace
tangent de M en x. Cette complexification est un C-espace vectoriel avec une conjugaison
naturelle :

pour v € T, M, \ € C.
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Maintenant, si (M,w) est une variété symplectique, on peut étendre de fagon unique w
en une 2-forme complexe définie sur 7¢M, qu’on note encore w. Elle est donnée par :

we (V@ A, w @ p) 1= Apwy (v, w)
oux e Mv,weT,MMpueC.

Définition 9.8. Soit (M, w) une variété symplectique.
Une polarisation complexe pour M est la donnée d'un feuilletage lagrangien P C TCM tel
que dimc(P N P) soit constante.

On a donc une distribution de plans lisse, intégrable et de rang constante. Une telle
distribution est lagrangienne si P, C TSM est un sous-espace lagrangien de (TS M, w, )
pour tout point z € M, c’est & dire si (TSM)*+ = TSM pour z € M. On sait alors que

On a deux cas extrémaux :

— PN P = {0} partout, ce qu'on appelle une polarisation kihlerienne.

— P = P partout, ce qu’on appelle une polarisation réelle.

On remarque que si P est réelle alors il existe un et un seul feuilletage lagrangien
@@ C TM tel que P soit la complexification de (). C’est pour ¢a qu’on considére les
polarisations réelles comme un cas particulier de celles complexes.

Exemple 9.1. Considérons une variété Kéhlerienne (M, w, J). On pose, pour x € M :

P, = {v € T*M|J,(v) = —iv}

On a simplement considéré le fibré tangent anti-holomorphe T )M C TCM, qui est celui
ol les deux multiplications par ¢ qu’on peut définir sont opposées.

Pour comprendre ¢a, fixons un point x € M. On a I’endomorphisme J, : T,M — T, M
qui satisfait J? = — Idy, s, ainsi que l'espace tangent complexifié¢ TM = T, M ®g C. Ce
complexifié admet une multiplication par ¢ € C naturelle, & savoir :

i(v @ p) = (v@ip)
pour v € T, M, u € C.

De méme, on peut étendre J, en un endomorphisme C-linéaire de T°M dont le carré
est encore 'opposé de l'identité. Cet endomorphisme admet les valeurs propres =i, et
(Ti0,1)M ), est justement défini comme ’espace propre de cette extension de J, pour la
valeur propre —i.

On a donc une décomposition naturelle 7€M = ThoyM @ To1)yM, si T(1,0)M est I'espace
propre de l'extension de J par la valeur propre 1.

On a bien défini une polarisation complexe pour la variété symplectique (M, w), en

oubliant pour un instant sa structure complexe. Pour le voir il suffit de montrer que P est
une distribution de plans isotropes, pour questions de dimension.
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Soient alors v @ A\, w ® pu € Py, et montrons que w,(v ® \, ®u) = 0.

On sait que la formule (y, 2) — w,(J(y), z) définit une forme C-bilinéaire symétrique
sur T¢M, d’ot :
We(J(v @A), w® p) = wy(J(w® p),v® N)

D’autre part, on a J(v ® A\) = —i(v® A) = v ® —i\, par définition de P,, et de méme pour
J(w @ p).
Donc on a :

_iAuwz@Ja w) = U.J(U @ _i>‘7 w & :U’) = wx(‘](v ® )‘)7 w & M) =
=w(J(w@p), v @\ = we(w® —ip, v A\) =
= —ipdw, (w,v) = IApw, (v, w)

qui donne ce qu’on veut.

De plus, on a T°M = T, (0,0 M @ T(o,1yM par définition du complexifié du fibré tangent,
ce qui signifie que PN P = {0} partout. Ceci explique la notation dans .
Dans la suite on supposera toujours d’avoir muni une variété kiahlerienne de cette polarisa-
tion naturelle.

Remarque 40. On peut se demander quand une variété symplectique (M,w) admet des
polarisations kithleriennes. Une telle polarisation P donne un splitting de 7°M en tout
point, ce qui permet de définir une structure presque complexe J € C°(M, TM @ T*M)
sur M en déclarant que les vecteurs du type (v + J,(v)) engendrent P, pour tout z € M,
ounve T, M.
On a alors P, = (T{o1)M), pour tout x € M, si T°M = TaoyM @ Tio1yM est la
décomposition donnée par la structure presque-complexe J.
Le fait que P soit un feuilletage lagrangien signifie que w est une (1, 1)-forme. Ceci
signifie en particulier que w(J(.),.) définie une forme bilinéaire symétrique en tout point.
Le théoréme de Newlander-Nirenberg assure que J est intégrable si et seulement si
To,1)M Test, ce qu'ici vaut par hypothése. La variété (M, w, J) est alors complexe, et si
w(J(.),.) > 0 alors elle est kithlerienne (par définition).

Exemple 9.2. Soit ) une variété lisse, et posons M := T*(). On muni le fibré cotangent
de sa structure symplectique canonique w. On note 7 : M — (@) la projection canonique,
et M, la fibre de 7 au-dessus de ¢ € Q.

La polarisation verticale de (M,w) est défini par :

P, = Tx(MW(m)) ®gr C

On prend en tout point x € M la complexification de la fibre de 7 au-dessus de 7(z). Ceci
définit bien une polarisation complexe de M.

De plus, on a P, = P, pour tout € M, et cette polarisation est donc réelle.

On peut maintenant corriger I’espace 7/-[]\/4 construit dans la section précédente.
Considérons une variété symplectique préquantifiable (M, w) préquantifiée par (7 : L —
M, h,V). Supposons (M,w) munie d’'une polarisation complexe P C T<M.
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Définition 9.9. Une section s € QY(M, L) est polarisée si I'on a Vys = 0 pour tout
champ de vecteur tangent a P.

Le dernier résultat de la théorie générale de la quantification géométrique qu’on rappelle
est le suivant.

Proposition 47. Soit (M,w, J) une variété kihlerienne préquantifiable préquantifiée par
(m: L — M,h,V), ot L est holomorphe et NV est la connexion de Chern du fibré
holomorphe hermitien (L,h). Soit P := Ty M C TCM la polarisation kéhlerienne
naturelle de ’exemple [9.1]

L’espace des sections lisses polarisées de L est [’espace des sections holomorphes globales
HY(M,L).

Démonstration. Soit s € Q°(M, L) une section polarisée. Il faut montrer que dzs = 0, oil
Jr, : QU(M, L) — QY(M, L) est I'opérateur différentiel de Dolbeault pour 7 : L — M.

On rappelle que si e : U — Ly est un repére holomorphe local de L au-dessus de
Iouvert trivialisant U C M alors 0, coincide avec 'opérateur de dérivé anti-holomorphe
0 sur les ouverts de C". Cette propriété caractérise en fait Jy.

Si I'on écrit s = fe pour f € C*°(U,C) alors la condition dzs = 0 signifie que df = 0,
c’est a dire que f satisfait les équations de Cauchy-Riemann, et elle est donc holomorphe.

On rappelle encore que la connexion de Chern V, de (L, h) est par définition la seule
qui soit compatible avec h et avec la structure holomorphe de L au méme temps. La
compatibilité avec la structure holomorphe s’exprime en disant que la partie (0,1) de V,
coincide avec 0.

On a donc, pour X € C*(M, P) :

0= (VL>XS = (V(O’l))XS = 5LS
ce qu’on voulait. O

Avec ce résultat on considérera d’avoir la solution au probléme de la quantification
d’une variété kihlerienne.
Si on se donne (M, w,J) kihlerienne préquantifiable, on notera H,; := H°(M, L), ou
(m: L — M,h, V) est un fibré préquantifiant holomorphe muni de sa connexion de
Chern. Ceci revient a considérer I'espace des sections lisses polarisées de L par rapport a
la polarisation kihlerienne naturelle de (M, w, J).

Remarque 41. 1l y aurait encore un certain nombre d’étapes avant de pouvoir construire la
quantification qu’on voulait, mais on préfére s’arréter ici avec la théorie générale, pour
revenir & I’espace de module des polygones. On se content de remarquer les problémes
techniques qu’il faudrait encore résoudre.

Pour commencer, les sections polarisées sont constantes le long des feuilles de P, et
donc elle ne sont jamais intégrables par rapport a I’élément de volume de Liouville si
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ces feuilles ne sont pas compactes. Une solution possible serait d’intégrer les sections sur
I'espace des feuilles M /(P N P).

Il faut donc supposer que la distribution réelle PN P = P NTM soit un feuilletage, et
que l'espace des feuilles soit lisse. Ceci améne a la définition d’une polarisation fortement
admissible.

Maintenant la difficulté technique est qu’il n’existe pas de forme volume canonique sur
'espace M/(P N P). Pour la surmonter, on peut travailler avec demi-densités ou demi-
formes, ce qui ameéne aussi a la définition d’une structure métaplectique sur M. Il y a une
obstruction topologique en plus pour I'existence d'une telle structure métaplectique, a savoir
la deuxiéme classe de cohomologie de Stiefel-Whitney de M, qui vit dans H*(M,Z | Zy).

Avec un fibré de demi-formes 0 := Q2(M/P N P) on peut finalement considérer les
sections polarisées du produit tensoriel L ® &, par rapport a une connexion convenable sur
le fibré 4. Deux telles sections peuvent étre multipliées pour obtenir une forme volume
qu’on peut intégrer sur M /(P N P), ce qui nous donne un C-espace vectoriel & produit
hermitien (pre-hilbert) : sa complétion nous donne 'espace de hilbert de la quantification
qu’on souhaite, et avec un peut de travail en plus on peut définir une action de C*°(M, C)
sur cet espace.

Il y a puis des complications liées au fait que les feuilles de P N P peuvent étre non
simplement connexes. Plus précisément, toute feuille doit avoir holonomie triviale. L’idée
est que si une section s @ v de L ® § est constante le long des feuilles de P N P, alors elle
ne pas prendre une phase non triviale par 'action d’un élément du groupe d’holonomie
d’une feuille.

Il faut donc que cette section soit nulle, ot que la représentation d’holonomie du groupe
fondamental de la feuille soit triviale.

On se restreint alors a la sous-variété Mp_g de M définie comme la réunion des feuilles de
P N P a holonomie triviale. On Pappelle la sous-variété de Bohr-Sommerfeld de M.

Pour conclure, il se peut a priori que I’espace de hilbert construit soit nul.

Tous ces problémes ont amené & chercher une construction géométrique plus naturelle
pour la quantification. Un approche plus récent utilise des structures spin et des opérateurs
de Dirac sur les variétés symplectiques, mais on ne s’en intéressera pas.

9.4 [QR] =0

Dans cette section on discute les liens entre quantification géométrique et réduction
symplectique. On est intéressé & montrer des résultats de commutativité parmi les deux
opérations.

Des références classiques sont [GS82] et [V00|.

On considérera ici une variété symplectique préquantifiable (M, w), préquantifiée par
(m: L — M, h,V). On supposera de plus d’avoir un groupe de Lie compact connexe
G qui agit de facon hamiltonienne sur M avec moment p : M — g*, et librement sur

= 1(0).
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On peut alors définir la réduction symplectique (lisse) M//G, et I'espace de hilbert de
la quantification Hy,.
Le but est de quantifier M//G aussi, et de décrire les liens entre Hyr/ e et Ha.

Pour I'instant on essayer de construire les données préquantifiantes pour la variété
symplectique (M//G,wq), en utilisant ceux de (M,w).

Il faudra tout de suite supposer qu’il existe une G-action sur L qui linéarise celle sur
M, tout comme dans[7.2] Ceci nous permet de faire agir G sur :

— Les sections lisses de L.

— Les métriques hermitiennes sur L.

— Les connexions sur L.

L’action sur Q°(M, L) est donnée par la formule (7.3).

L’action sur les métriques est la suivante.
Si h est une métrique hermitienne sur L et g € G, on définit g*h par :

g hy(u,v) = hy.(g.u, g.v)
our €M, u,ve L,.

L’action sur les connexions est la suivante.
Si V est une connexion sur L et g € G, on définit VY par :

Vs = g.(Vg*X(g’1.3)>
ot X € C°(M, TM) et s € Q°(M, L).

Ce n’est pas tout a fait évident que cette formule donne une deuxiéme connexion sur L.
Montrons & titre d’exemple que Vys = fV%s pour s € Q°(M, L), X € C=(M,TM) et
f e C®(M,C), c’est a dire la C*°(M, C)-linéairité en X.

Pour commencer, on a bien ¢*(fX) = (¢*f)(¢*X). En effet, si z € M

(6" (fX))(x) = dg, " (fX(g.x)) = dg, ' (f(9.2) X (9.x)) = f(g.x)dg, (X (g9.x)) =

= ((g"N)(@)(g" X (z))

Donec :

Vixs = 0. (Voun(079) = 0V ls9) =

= .(("Vyrx(g7s)) = FV%s

Le dernier passage se comprend en évaluant les deux sections considérées en un point
x € M. Sil'on note s’ := Vg x(g7'.s) alors :

(9.(g" fs") () = g-(g" f$' (g7 @) = g.(g" Flg~ 2)s' (g7 x) = g.(f (99~ ")-2)s' (g x)) =

= f(2)g.(s'(g7" @) = (f(g.5))(x)
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comme on voulait.

Pour construire un fibré préquantifiant pour M//G on commence en choisissant des
données préquantifiantes G-invariantes pour (M, w).

Proposition 48. Il existe une métriqgue hermitienne G-invariante h' sur L et une
connezion hermitienne G-invariante V' pour (L,h') telles que :

(V') = —iw

Démonstration. On ne donnera pas tous les détails. L’idée est toujours de construire les
objets qui nous intéressent en prenant des barycentres, i.e. en moyennant par rapport a la
mesure de Haar de G de masse 1, qu’on notera v comme dans

Déja, la formule
h' = / g hdv(g)
G

définit bien une métrique hermitienne G-invariante sur L, & partir de la métrique h.
On pose puis :

V= /G Vidu(g)

ce qui définit bien une connexion G-invariante sur L.
Le probléme est qu’il n y a pas de raison pour que V soit A'-hermitienne.
La preuve se termine en corrigeant V pour obtenir la connexion qu’on veut. O]

Dans la suite on supposera donc que (M, w) soit préquantifiée par (7 : L — M, h, V),
avec h et V qui sont G-invariantes.

Pour 'instant on n’a pas utilisé le moment p : G — g*, mais seulement la G-invariance
de w (c’est a dire le fait que la G-action est symplectique) et le relévement de l'action a L.
On va voir qu’il y a toujours un choix canonique pour le moment avec ces hypotheéses.

Il nous faut maintenant introduire ’action infinitésimale de GG sur les sections de L,
c’est a dire une action de g sur Q°(M, L).
Pour € € g,s € Q°(M, L) et x € M on pose :

d

(exp™® .5)(2) = —| exp .(s(exp(t).z)

Les(z) a|

-l

On appelle L¢s la dérivée de Lie de la section s par rapport au vecteur £. Elle est simple-
ment la différentielle en e de Paction de G sur Q°(M, L) définie avant.

On peut vérifier que si € € g alors 'opérateur
(Le — Ven) : QUML) O (9.3)

est C°(M, C)-linéaire. On 'appelle I'opérateur de Konstant-Souriau de 'action soulevée

G:LO.
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La C*°(M, C)-linéairité entraine que la valeur de (L — Veur)s(x) ne dépend que de la
valeur de la section s en z : on a un opérateur ponctuel, et pas un opérateur local. Ceci
suit du principe de tensorialité, essentiel en géométrie différentielle pour définir des tenseurs.

Dans notre cas, on a bien (L — Veu) € C°(M, L ® L*) = C*(M,C). De plus, I'endo-
morphisme (L¢ — Veu)(2) : Ly — L, est bien antihermitien par rapport a h,, car Veu
et L¢ le sont.

Pour V c’est le cas puisque elle est une connexion hermitienne par hypothese.
Pour L, le fait que G*h = h signifie que G agit par automorphismes h-unitaires fibre a
fibre. L’action de son algebre de Lie est alors a valeurs dans 1’algébre de Lie du groupe
unitaire de (L, h,) pour tout z € M, et cette algébre de Lie est justement

u(La,ha) ={¢: Lo O Jha(0(), ) + hal., () = 0}

En conclusion, avec les identifications naturelles on a (L¢ — Venr) € C°(M,iR), et on
peut donc penser & cet opérateur comme une fonction réelle sur M.

On énonce alors le théoréme de Konstant, qui donne un moment canonique pour une
G-action symplectique qui se reléve & L en préservant h et V.

Théoréme 49. Considérons 'application lisse p : M — R définie comme suit, pour

Eeg:
<, & >=i(Le — Ven) (9.4)

Cette application est un moment pour la G-action symplectique sur M.

Passons finalement & construire les données préquantifiantes pour la réduction sym-
plectique (M//G,wg), ou I'on peut supposer de travailler avec le moment (9.4). On note
7g w1 (0) — M/ /G le G-fibré principal donné par la projection canonique au quotient.

Commencons avec la définition d'un fibré en droites complexes 7 : L — M/ /G.
L’idée est de le construire en utilisant les sections G-invariantes de L. Pour x € M//G on
pose :

(Lg). = Q(n5' (z), L|7ral(:p))G

Ceci est espace des sections lisses G-invariantes de L au-dessus de 75" (z) C M.

On peut montrer que Dimc((Lg),) = 1 pour tout x € M//G.

En effet, on a une identification naturelle L, = (L¢), pour tout y € Wal ), qui au
vecteur v € L, associe 'application lisse g — g.v, en utilisant que G = 77&1(35) car la
G-action sur ;1(0) est libre.

Le fait que 7 soit une fibration localement triviale entraine alors que Lg — M//G
le soit aussi, et on a donc bien un fibré en droites complexes sur le réduction symplectique.

On a de plus une identification naturelle entre les sections lisses de Lg et les sections
lisses G-invariantes de L au-dessus de p~1(0) :

p: QU (M//G,Le) — Q(1(0), Li-10)®, (9()(2) = (s(ma(@)))(2)

84



Mémoire CHAPITRE 9. QUANTIFICATION

Comme h est G-invariante, elle induit une métrique G-invariante hg sur Lg.
Maintenant il faut construire une connexion hermitienne pour (Lg, hq).

Soit Y € T,,(M//G) un vecteur tangent a M//G en x. On choisit une section lisse X du
fibré tangent de 1~ 1(0) au-dessus de 7' () telle que drg(X) =Y, et si s € Q°(M//G, L)
on pose :

(Vg)xs = Vys

Il faudrait montrer que ceci définit bien une connexion hermitienne sur (Lg, hq).
On a terminé la construction des données préquantifiantes qu’on voulait.

On va terminer cette section avec trois résultats dont on donnera pas la preuve. Le
premier confirme ce qu’on vient d’écrire.

Proposition 50. La variété symplectique (M//G,wq) est préquantifiée par (7 : Lg —
M//G, hg, V).

On est préts pour passer au cadre qui nous intéresse, c’est a dire la quantification de
variétés kihleriennes. Faisons toutes les hypothéses de [A7]
On a déja vu que la réduction symplectique d’une variété kédhlerienne (M,w, J) avec
structure presque-complexe G-invariante est kihlerienne, pour montrer [25]
Si 'on suppose de plus que l'action de G soit holomorphe, les données préquantifiantes
qu’on vient de construire sur la réduction symplectique satisfont toutes les relations de
compatibilité qu’il faut.

Proposition 51. Supposons que G agit de fagon symplectique et holomorphe sur (M,w, J),
et que l'action de reléve a (m: L — M, h,V) en préservant h et V.

Alors (Lg, hg) est un fibré en droites holomorphe hermitien et V¢ est sa connexion de
Chern.

Le résultat suivant, qu’on utilisera de fagon cruciale dans la prochaine et derniére
section, est un cas particulier des résultats de commutativité entre quantification et
réduction.

Théoréme 52. Soient (M,w, J) et (7 : L — M, h,V ) comme dans[{], et G, pu, M//G, L¢
comme ci-dessus.

On a alors :
HO(M//G7 LG) = HO(M7 L)G

Dans le contexte de la quantification géométrique ceci signifie donc que Hyy//q = 7—[%,
et on a bien trouvé une relation du type souhaité.

Démonstration. L’idée est de considérer I'application naturelle o : H°(M,L)¢ —
HY(M//G, L) qui a une section holomorphe G-invariante s : M — L associe la section
holomorphe globale de L induite par la restriction s|,-1(g).

Cette application est bien C-linéaire.

La partie difficile de la preuve est montrer qu’elle admet une inverse, ce qui revient
a montrer qu'une section holomorphe G-invariante s : u='(0) — L1y peut toujours
s’étendre en une section holomorphe G-invariante globale (de fagon unique).
Pour les détails on peut lire [GS82]. O
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Remarque 42. L’application naturelle ¢; qu’on vient de décrire peut en fait se définir
pour n’importe quelle puissance tensorielle L®* du fibré préquantifiant. On en tire des
isomorphismes C-linéaires :

o HO(M, L") — H(M//G, LE")

Le parameétre entier k joue ici le role de 'inverse de la constante de Planck h, et donc la
limite & — +o0 est la limite semi-classique h — 0.

Toutefois, ces applications naturelles ne sont pas unitaires par rapport aux produits
scalaires standard sur les espaces des sections holomorphes (qui sont aisement définis si M
est compacte) : elles ne sont méme pas asymptotiquement unitaires.

L’introduction d'un fibré de demi-formes, dont on parlait dans I} permet de corriger nos
isomorphismes pour les avoir unitaires. Pour les détails on peut lire [HKO7].

On remarque que dans le contexte de la quantification géométrique de variété kih-
leriennes, un fibré de demi-formes est une racine carrée v K du fibré canonique K :=
APPOT* M de M.

On rappelle finalement que Teleman et Zhang ont étendu le dernier théoréme aux
groupes de cohomologie de Dolbeault supérieurs :

H"(M//G, Lg) = H*(M, L)%, pour tout k >0

9.5 Retour a I’espace de modules de polygones

Dans cette derniére section on quantifie M; de fagon géométrique.
Il faut tout de suite supposer que 1 soit non générique, c’est a dire sans relations du type
(6.11)). On sait alors que (M, (2)so(3), Jso(s)) est une variété kihlerienne d’apreés [25]

On peut utiliser les résultats de la section précédente pour la quantifier, en trouvant
d’abord un fibré préquantifiant sur Sy, ce qui déja nous améne a caractériser les longueurs
1 pour lesquelles € est entiére.

Proposition 53. Si les [; sont entiers (positifs) alors la forme Oy € H23(Si,R) de (5.6))
est entiere.

Démonstration. C'est assez clair que € sera entiére si et seulement si chaque facteur Vol'*

sur Sl2k I’est. On va donner directement un fibré préquantifiant sur (ka,\/oll’“), ce qui suffit.
Si I'on suppose lj, € N+, alors on peut considérer le fibré en droites (1) := O(1)%'

sur S; = C P,

Ici on a noté avec @(1) le fibré dual du fibré tautologique &(—1) sur C P1. On rappelle

que le fibré tautologique a les fibres suivantes :

O(—1)py) := spanc{v}

ot v € C*\{0}.
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Ce fibré est muni de la métrique canonique h, qui est pour tout [v] € C P! la restriction
du produit hermitien canonique de C* a la droite complexe & (=D
On muni donc €(1) de la métrique duale h=1, et &(1},) de la métrique produit h='.

Les fibrés ainsi construits sont bien holomorphes, et on peut donc considérer leur
connexion de Chern V;, . La théorie générale de la courbure des connexions sur fibrés en
droites nous dit que l'on a V;, = [;V;.

A priori, on aurait

Uk

Vi =) Mooy ®- - @1do) (V1) @ Ido) @+ @ Idoq)
=1 kfrfois

Mais cette somme s’identifie bien & [,V car on est en dimension complexe 1.

Ceci nous dit que ¢1(0(ly)) = lyc1(O(1)), mais on sait de plus que ¢;(€(1)) = [wps],
si wrg est la (1, 1)-forme de Fubini-Study, c¢’est a dire la forme de Kéhler standard de
Cc P
Elle coincide bien avec la forme volume Vol sur S?, qui est un cas particulier de (5.3).

Pour conclure que (O(l), h=',V,, ) préquantifie (S?k, Voly), il suffit alors de montrer

que A*(Vol*) = [, Vol', ot A : S? — S;. est 'homothétie de facteur .
On a en effet, pour p € S® et v, w € TpS2 :

(A (Vol')), (v, ) = (VoI )5y (dAy(0), dAy (1)) = VOIi (I, L) =

1
=5 <lLpp, o Nlpw >= 1), < p,v Aw >= 1, Vol;)(v,w)
k

]

Remarque 43. Dans la suite on supposera donc 1 € (N()”. On remarque qu’il suffit donc
de supposer d’avoir longueurs rationnelles, quitte a chasser les dénominateurs, ce qui ne
change pas le type topologique de M.

La construction d’un fibré préquantifiant sur Sj se fait alors par un produit tensoriel
avec poids, tout comme () était une somme avec poids.
Si oy, 812 — Slzk est la projection canonique, on pose :

L] = (871’;k ﬁ(lk>
k=1

ce que 'on note aussi par un produit tensoriel exterieur :

Sur ce fibré on met bien str la métrique produit A et la connexion (de Chern) :

vi=Y ldpg,) ® - ®1dgg,_,) ®(mpVy,) @ ldgg,.,) @ ® 1dgq,)
k=1

~
k—1 fois

On rappelle la propriété suivante qui porte sur les sections de produits tensoriels
externes.
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Proposition 54. Soient 7: L — M et w: L' — N deux fibrés en droites holomorphes
sur les variété lisses M, N .
L’espace des sections holomorphes du produit tensoriel externe LKL — M x N satisfait :

H(M x N,LR L")~ H°(M,L) ® H(N, L)
Démonstration. On donnera seulement 1'idée de la preuve.

Il s’agit de considérer 'application C-bilinéaire naturelle p : HO(M, L) x H(N, L') —
H°(M x N,LX L), donnée par :

p((s,8))(m,n) := s(x) @ 1(z)

ot (m,n) € M x N.

Elle est bien définie, car la fibre de L X L’ au-dessus de (m,n) € M x N est identifiée
aLl,®L.

¢ induit donc une application C-linéaire H(M, L)® H°(N, L') — H°(M x N, LK L'),
d’apreés la propriété universelle du produit tensoriel.

On conclut en montrant directement que cette application est bijective. O

On a maintenant envie d’appliquer le cas particulier du résultat [@), R] = 0 de Guillemin
et Sternberg avec lequel on a terminé la section précédente. Toutefois, on préfére changer
le groupe de Lie qu’on considére, en passant de SO(3) a SU(2).

Ce choix est fait pour au moins trois raisons :

1. Le groupe SU(2) est lié de fagon au spin des particules en mécanique quantique :
une raison physique.

2. SU(2) est le revétement universel de SO(3), et donc il est simplement connexe : une
raison topologique.

3. Les espaces H'(S}, O(I;)) s'identifient a des SU(2)-modules irréductibles : une
raison algébrique.

Remarque 44. On peut argumenter un peu mieux la troisiéme motivation.

SU(2) admet un représentation C-linéaire naturelle sur le C-espace vectoriel C|[Z;, Zs]
des polyndémes a coefficients complexes en deux variables, p : SU(2) — GLc(C[Z1, Z4)),
donnée par la formule suivante :

b
p ((Z d) ,P(Zy, ZQ)) = P(aZ) + bZs, cZy + dZs)

Il se trouve que les sous-C-espaces vectoriels Cy[Z7, Z5| des polynomes homogenes de degré

k sont des sous-représentations irréductibles de SU(2).

On notera py, : SU(2) — GLc(Vy) ce SU(2)-module irréductible, qui est de dimension

complexe (”Zk) C’est ce que les physiciens appellent la représentation de spin % de SU(2).
De plus, il se trouve aussi que l'on a un isomorphisme C-linéaire H°(C P*, 0(1)) =

Ci[Z1, ..., 2], ce qui donne HO(S} , O(1},)) = Vi, pour tout I, € Nxg.

lk7
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D’aprés [54] on a donc un isomorphisme C-linéaire :
H0<8127L1) g ‘/ll ® e ® wn = ‘/l

Si 'on note 7 : SU(2) — SO(3) le revétement universel a deux feuillets de SO(3), qui
est un morphisme de groupes de Lie surjectif, on définit alors I’action diagonale de SU(2)
sur S par composition :

g.s:=m(g).s pourge SU(2),s €S}

Topologiquement, 7 est le revétement de R P? par la sphére S®, qu’on peut penser comme
la sphére unité des quaternions.

Dans cette action donc la matrice — Id agit trivialement. Réciproquement, toute SU(2)-
action ou — Id agit trivialement factorise par une SO(3)-action via 7, car le noyau de 7
est justement {+1d} C SU(2).

C’est clair que I’action diagonale de SU(2) reste hamiltonienne sur S} avec le méme
moment (5.7). En effet su(2) est isomorphe a s0(3) car 7 est un difféeomorphisme local, et
induit donc un isomorphisme R-linéaire entre les algébres de Lie des deux groupes.

Ceci nous assure que la réduction symplectique Sj // SU(2) soit encore lisse, et de plus
difféomorphe a M.

On peut finalement appliquer Guillemin-Sternberg.
Le groupe de Lie compact connexe SU(2) agit sur la variété kihlerienne (S7, €, J) de
facon hamiltonienne. Cette variété est préquantifiée par (7 : Ly — Si, h, V), qui est un
fibré en droite hermitien holomorphe avec sa connexion de Chern.
De plus, 'action de SU(2) se linéarise en une SU(2)-action sur L tel que I'action sur
I’espace V] de ses sections holomorphes corresponde au produit tensoriel des représentations
irréductibles p;, : SU(2) — GLc(V;,) décrites ci-dessus. L’action linéarisante préserve hy
et Vl.

Les deux derniéres propositions de la section précédente nous assurent alors qu’il
existent des données préquantifiantes (7 : (Li)sue) — St //SU(2), (M)su), (Vi)sue))
sur la variété kihlerienne (S7 //SU(2), ()sue), Jsuz)) telles que I'on ait :

HY(S}//SU(2), (Li)sucy) = HO(S], L)™'

c’est & dire :
H'(My, (L)su) = (V)Y

Avec les notations de la théorie de la quantification géométrique, on pose alors :
Hum, = (VI)SU@)

et ceci sera ’espace de Hilbert de la quantification de I'espace de modules de polygones M.

Remarque 45. On remarque que 1’on peut maintenant étudier ces espaces de fagon purement
algébrique, en considérant les régles de fusion pour produit tensoriels de SU(2)-modules
irréductibles. Pour cette raison c’est aussi raisonnable de supposer que Y ., ; soit paire.
Cette condition est liée a celle de Clebsch-Gordan, qui permet de décomposer un produit
tensoriel Vi, ® V; en somme directe de représentations irréductibles.
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La derniére étape consiste maintenant & quantifier des observables classiques sur M,
c’est a dire des fonctions lisses F' : M; — R. En suivant [CHAquant|, quantifier F'
revient a construire un opérateur de Toeplitz qui ait F' comme symbole principal.

On ne se plongera pas dans la théorie des opérateurs de Toeplitz, qui est centrale en
analyse semi-classique, mais on essayera d’expliquer les étapes principales de la construction.

On commence en rappelant une extension des coordonnées action-angle introduites
dans [§] : celles-ci sont les observables classiques qu’on veut quantifier.
On avait introduit les actions comme étant les longueurs des diagonales principales d'un
polygone, i.e. celles sortant de son premier sommet, ce qui divise le polygone en triangles.
On a puis considéré les angles diédrales orientés entre deux triangles adjacents pour trouver
les coordonnées angle.

L’idée est que n'importe quelle décomposition d'un n-gone en n — 2 triangles marcherait
aussi. De plus, cet approche est plus naturel dés que 'on considére des autres espaces
de modules importants en TQFT (théorie quantique topologique des champs) : dans ce
cas-la, on divise une surface > en pantalons, et I'espace de modules considéré est celui des
SU(2)-fibré principaux plats sur ¥ avec holonomie fixée au bord.

On ne dira pas plus que ¢a sur cet argument, sur lequel on peut lire [JW92].

En revenant aux décompositions en triangles, on a une fagon combinatoire agréable
pour les classifier, en utilisant un peu de terminologie empruntée par la théorie des graphes.

Définition 9.10. Un graphe simple fini & demi-arétes I' = (V) Eiy I Eyar) est dit admissible
s’il est un arbre trivalent.
Ehae est ensemble des demi-arétes, et iy celui des arétes intérieures.

Remarque 46. On rappelle qu'un graphe est simple s’il n’a ni d’arétes paralleles ni boucles,
et qu’arbre est un graphe connexe sans cycles. De plus, les demi-arétes dans Fy, ¢ sont
définies comme étant des singletons {v}, pour v € V.

On peut maintenant associer & un n-gone décomposé en n — 2 triangles un graphe
admissible & n demi-arétes et n — 2 sommets : les sommets corresponds aux triangles, les
demi-arétes aux cotés, et les autres arétes relient deux sommets entre eux si et seulement
si les triangles correspondants partagent un coté. On aura alors forcément n — 3 arétes
intérieures. Réciproquement, un graphe admissible comme ¢a identifie uniquement une
décomposition en triangles.

Dans la suite on écrira simplement Ep.r = {1,...,n}, en supposant d’avoir numéroté
les demi-arétes.

Les nouvelles fonctions d’action qu’on considére sur M sont définies comme suit.
Si on se donne un graphe admissible I', on suppose d’avoir orienté les arétes Fiy. Sia € Eiy

est une aréte intérieure, on note I(a) C {1,...,n} 'ensemble de demi-arétes qui peuvent
étre reliées & a par un chemin dans I' qui ne rencontre pas le sommet terminal de a.
On remarque tout de suite que I(—a) = {1,...,n} \ I(a), si —a dénote l'aréte a avec

orientation opposée.
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On définit la fonction de longueur A\, : M; — R par :

Aa[s]) == | > s

i€l(a)

ol s € M, et [s] est sa classe modulo Daction diagonale de SU(2). On remarque que
Ao = A_g, car la condition ) | s; = 0 donne Ziel(a) 8; = — Zig{[(a) s;, et donc les normes
euclidiennes de ces deux vecteurs coincident. Donc A, ne dépend pas de 'orientation de a.

On notera M," le sous-espace ouvert de M, ot les A\, sont toutes non nulles, qui est
dense dans Mj. Sur M," les fonctions \, sont aussi lisses.

Si 'on note f, := £A2, on obtient alors un systéme intégrable {f,}acp,, sur M,", car
on peut voir que {f,, fr} = 0 pour tout a,b € Ey,. La preuve est tout a fait similaire a
celle du chapitre [§] et utilise encore le fait que les flots hamiltoniens des f, donnent des
pliages autour des arétes intérieures de la triangulation.

Avec les notations de [34] si 'on note @*([(ey,...,en)]) = [(e1(t), ..., en(t))] le flot de

Aa, alors on a :

ei,i & I(a)

ol a == ) . I(a) € €St le segment dans E® qui correspond & l'aréte intérieure a de la
triangulation.

En restreignant encore le domaine des A, on peut les coupler avec n — 3 fonctions angle
{0.}acE,, pour obtenir un nouveau systéme de coordonnées action-angle sur un ouvert
dense M" € M,*. L’ouvert M;' a considérer dépend bien str du graphe I, ce qui signifie
que 'on a des domaines différents pour tout choix de coordonnées action-angle.

Cette fois-ci 6, sera I'angle diédrale entre (les plans affines contenants) les deux triangles
qui ont le segment correspondant & a € Fj,; comme coté commun.

On n’entrera pas dans les détails de cette construction, mais on remarque que finalement
on pourra écrire

eit) = {exp(t ada/Aa)es, i€ 1(a)

(QsoE = Y draAb,

aeEint

sur M;'.

Pour quantifier nos actions )\, il nous faut introduire des opérateur de Casimir sur
Honm,-

On rappelle que si 'on a une représentation de dimension finie p : SU(2) — GL¢c(V),
alors son opérateur de Casimir @), : V' O est 'endomorphisme autoadjoint donné par :

Qp = —(p(&1)? + p(&)? + p(&3)%)

ou (&1, &2,&3) C su(2) est une R-base orthogonale pour le produit scalaire standard de su(2),
et ot 'on a noté avec un petit abus p : su(2) — gle(V) la représentation infinitésimale
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associée a p.
On choisit la normalisation suivant pour le produit scalaire invariant sur su(2) :

1
<& >i= =g tr(én)
On admettra le lemme suivant.

Lemme 55. Considérons une représentation produit de dimension finie py X py : SU(2) X
SU(2) — GLc(V). Notons p := (p1 X p2) ot la représentation de SU(2) donnée par
Uinclusion diagonale ¢ : SU(2) — SU(2) x SU(2).

Alors :

1. Les opérateurs de Casimir Q),, et Q),, commutent.

2. Les restrictions de Q,, et Q,, a la partie p-invariante V? C V' coincident.

Revenons maintenant aux SU(2)-modules invariants py : SU(2) — GLc(Vj).

Pour tout I C {1,...,n} on considére la représentation p;; : SU(2) — GLc(V1)
donnée par :

i), 1€1
,0[’1<g)(1}1 I ®Un) = W1 I ®U)n, ou Ww; = {pk(g)<v) !

B (U Zg[

En particulier, pgi,..»11 est la représentation diagonale sur 1, d’ou le{l """ = Hnm,
par définition.

On note note maintenant 7 I'opérateur de Casimir de la représentation py .
D’aprées le lemme, les restrictions de Q) et Qi,..n1\71 & Haq, coincident, car prp X
P{1,...n\I,1 = P{1,..n}1- On note Hy) cette restriction.

Pour a € Fy,; on a en particulier nos ensembles d’indices I(a) C {1,...,n} = Epayr, qui
nous donnent des opérateurs auto-adjoints Hyq)1 : Hag, O. La remarque ci-dessus assure
que leur définition de dépend pas de l'orientation de a.

Finalement, on peut montrer qu’une modification de ces opérateurs quantifie les
observables classiques A\, au sens des opérateurs de Toeplitz.
Jusqu’a ici, on a utilisé Uexistence d'un isomorphisme H pq, = H(M,, (L1)sy(2)), mais on
peut aussi définir des isomorphismes C-linéaires pour des puissances tensorielles du fibré
préquantifiant :

Vi s (Via, @ -+ @ Vi, )3V — HO(My, (L) )
On arrive finalement au résultat suivant.

Théoréme 56. La suite d’opérateurs suivante est un opérateur de Toeplitz dont le symbole
principal est A\, :

1 _
{EVM © Ql(a),kl O Vk,ll : HO(Mla (Ll)%(g)) O }

k>1

Pour les détails de la preuve, voir [CHAquant)|.
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Chapitre 10

Feuilletages : Définition et premiéres
propriétés

10.1 Définitions

On Considérera toujours une n-variété différentielle M de classe C", avec r € N U{oo,w}.
On fixe 0 < p < n un entier.

Définition 10.1. Un atlas de cartes feuilletées de dimension p et de classe CF, k < r, sur
M est un atlas A = {(U,, Pa) aca de classe C* sur M tel que :

— on a p,(Uy) =V x T pour tout a € A, avec VC RP et T'C R"? ouverts

— on a des changements de coordonnées du type

ppopy'  (2,y) — (fap(2,9), 9as(y))

pour tout a, 5 € A et pour tout (z,y) € wo(Us N Up).

Un feuilletage F de dimension p et de classe O sur M est un atlas mazimal de cartes
feuilletées de dimension p et de classe C*. Si M est de dimension n, on appelle 'entier
n — p la codimension du feuilletage. Une variété feuilletée de classe C* est une couple
(M, F), ot M est une variété C” et F un feuilletage C* sur M.

On remarque que si ¢ : U — V xT est une carte feuilletée C* alors o1 : Vx{y} — U
est un plongement pour tout y € T'; de méme pour ¢~ ' : {z} x T — U,z € V.

On introduit encore quelques notats.

Définition 10.2. Si ¢ : U — V x T est une carte locale d'un feuilletage F alors les
sous-variétés de classe C* de U données par ¢~ 2(V x {y}) sont appelés les feuilles locales,
ou plaques locales, de F dans cette carte. Les sous-variétés ¢~ ({x} x T) sont les transverses
locales de F.

Remarque 47. Les feuilles locales sont indépendantes des cartes, dans le sens suivant : si
(U, ), (U, ¢') sont deux cartes feuilletées de F et si z,y € UNU’, alors ,y sont dans une
méme feuille locale pour la carte (U, ¢) si et seulement s’ils le sont pour la carte (U, ¢').
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Cela suit directement de la définition du feuilletage. Supposons par exemple =,y €
e IV x{t}),oup:U—VxTetteT.Onauradoncz = (), y=¢ V1),
pour z’,y' € V convenables.

Alors :

¢(z) = @' (p7 (1) = ¢ o7 (@, 1) = (f(2', 1), (1))

ou f, g sont des fonctions données par I'atlas de cartes feuilletées.
De méme :

¢ (y) = (e (Y1) =¢ oo (Y, t) = (f(¥/, 1), 9(t))

On voit donc que z,y € ¢’ (V' x (g(t))), ou 'on a supposé¢ ¢ : U — V' x T". Ici f
est & valeurs dans V', et g & valeurs dans T".
Réciproquement, avec un raisonnement similaire, si x,y sont dans des feuilles locales
différent selon ¢ alors le méme est vrai pour ¢'.
On peut dire que la définition du feuilletage F est donnée afin que les feuilles locales soient
bien définie, c’est a dire indépendantes de la carte locale choisie.
On remarque en passant que deux feuilles locales différentes sont disjointes.

Maintenant on a une fagon naturelle, purement topologique, pour définir les feuilles
globales d'une variété feuilletée.

Remarque 48. L’espace topologique R" = R? x R"™" est muni de la topologie standard
(euclidienne), en tant que variété topologique. Cette topologie coincide avec le produit de
cette topologie standard sur R? et R" 7.

On peut quand méme définir une deuxiéme topologie sur notre espace produit, qui résulte
plus fine de l'originelle, afin de “séparer” le feuilles R” x{y} du notre feuilletage : I'idée est
de considérer le produit de la topologie usuelle sur R? et de la topologie discréte sur R"™
(espace des parametres des feuilles).

On remarque que cette topologie est strictement plus fine de celle usuelle si 0 < p < n, et
que ses composantes connexes sont les sous-espaces affines R? x{y}, pour y € R"77.

La remarque cruciale est que les homéomorphismes locaux de R" de la forme

(z,y) — (f(z,9),9(y))

sont aussi des homéomorphismes locaux pour cette nouvelle topologie sur R".
Cela va devenir le modeéle local d’une variété feuilletée (M, F), en modifiant de fagon
convenable la topologie naturelle de M.

Définition 10.3. Soit (M, F) une variété feuilletée.

La variété M admet une seule topologie telle que les cartes feuilletées de F soient des
homéomorphismes entre des ouverts de M et des ouverts de R", muni de la nouvelle
topologie qu’on vient d’introduire. On appelle topologie des feuilles cette nouvelle topologie
sur M.

Si A C M est une partie de notre variété, on appelle encore topologie des feuilles sur A la
topologie induite sur A par la topologie des feuilles sur M.
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Remarque 49. La topologie des feuilles est plus fine de la topologie originelle sur M ; de
plus, si 0 < p < n alors elle est strictement plus fine.

Comme la topologie de M était séparée, la topologie des feuilles I'est encore.

Les feuilles locales sont ouvertes pour la topologie des feuilles. En effet, si ¢ : U — V x T
est une carte feuilletée, alors V' x {y} est un élément de la base de la topologie produit de
V x T, car on a la topologie discréte sur 7.

Remarque 50. Cette derniére définition contient en effet une petite prop, qu’on admettra,
et que décrit la topologie des feuilles comme une particuliére topologie faible sur M ; on
peut donner une précision.

Proposition 57. Soit X un ensemble, et {X;}ic; une famille de parties de X. On suppose
chaque X; munie d’une topologie.
L’ensemble X admet une unique topologie vérifiant la propriété suivante :
— un sous-ensemble O C X de X est ouvert si et seulement si O N X, est ouvert
pour la topologie de X;, pour tout 1 € 1
Cette unique topologie est appelée la topologie faible de X définie par la famille {X; }ic;.

Remarque 51. La propriété de la prop entraine les deux suivantes :

1. une partie F' C X est fermée pour la topologie faible sur X si et seulement si F'NX;
I’est pour la topologie de X;, pour tout ¢z € [

2. pour tout espace topologique Y et toute application f : X — Y, f est continue
pour la topologie faible sur X si et seulement si la restriction fy, : X; — Y est
continue pour la topologie de X;, pour tout ¢ € [

Ezemple 10.1. Un espace topologique X est discret si et seulement si sa topologie est la
topologie faible définie par la famille des singletons {{x}},cx.

Dans notre contexte, on considére la variété feuilletée (M, F), ou 'on suppose F =
{Us, Pataca, €t @ : Uy — V, X T,. On a défini sur V,, C RP la topologie induite par
celle euclidienne, et sur T, C R""? la topologie discréte (induite par la topologie discréte).
Fixons a € A. On peut définir sur U, 'unique topologie tel que ¢, soit un homéomorphisme
avec le produit de ces topologies a I'arrivée : on déclare que ¢ ~1(O) est ouvert pour tout
O CV, x T, ouvert dans cette topologie produit, et que rien d’autre n’est ouvert.

Alors on peut définir la topologie des feuilles sur M comme la topologie faible définie par
la famille {U, }4ca, avec les topologies ci-dessus.

Définition 10.4. Soit (M, F) une variété feuilletée, et x € M un point.
On appelle feuille du feuilletage F passant pour x la composante connexe de x dans la
topologie des feuilles de M. On la note F,.

10.2 Champs de p-plans

On introduit maintenant les champs de p—plans, objets que I'on peut penser comme
généralisation des champs de vecteurs. Ils seront utilisés dans la suite pour donner une
autre définition de feuilletage, en utilisant le théoréme [64]

Si V' est un R —espace vectoriel de dimension n, et si k& € {0,...,n}, on note G(V) la
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variété compacte de dimension n(n — k) des sous-espaces vectoriels de dimension k de V.
On l'appelle la variété grassmannienne de rang k de V.
On introduit la fibration grassmannienne d’une variété, en admettant la prop suivante.

Proposition 58. Soit p: E — B un fibré vectoriel C" de rang n, et soit k € {1,...,n}.
On note Gy E = [1,c5 Ge(p™1 (b)) la somme disjointe des variétés grassmanniennes de
rang k des fibres de p. On note aussi Gyp : GrE — B l’application qui a un élément de
Gr(p~1(b)) associe le point b € B.

Cette projection admet une unique structure de fibration C" telle que, pour toute inverse de
trivialisation locale h : U x R* — p~Y(U) de p au dessus d’un owvert U de B, lapplication
(z, A) — h(z, A) de U x Gr(R") dans (Gep)~'(U) soit linverse d’une trivialisation locale
de Gr(p) au dessus de U.

Cette fibration s’appelle la fibration grassmannienne de rang k du fibré vectoriel E, ou fibré
des k—plans de E.

Définition 10.5. Soit M une variété C"1. On appelle fibration grassmannienne de M
da rang k la fibration grassmannienne de rang k de son fibré tangent = : T'M — M, qui
est de classe C".

Précisément, on a donné un nom a la fibration G,m : G,/TM — M, qui & un sous-espace
de dimension k de T, M associe le point z, pour tout x € M.

Définition 10.6. Un champ de p-plans de classe C* sur M est une section C* de la
fibration grassmannienne de rang p de M.

Remarque 52. En termes intuitifs, un champ de p-plans de classe C* sur M, qu'on note A,
est la donnée, pour tout point x de M, d’un sous-espace vectoriel A, de dimension p de
'espace tangent T, M qui “dépend de maniére C* de z”. L’écriture A, C T, M a un sens.
En raisonnant dans un ouvert de carte U C M, notre champ de p-plans s’identifie & une
application Ay : U — G,(R") de classe C*.

Un feuilletage C* définit de facon naturelle un champ de p-plans de classe C*~! dans
une variété feuilletée.
Si (M, F) est une variété feuilletée C*, il suffit de poser A, := T,F, : on associe & tout point
x de M 'espace tangent de dimension p a la feuille F,, qu'on démontrera étre une p-variété.

10.3 Orientation transverse

On définit ici la notion de feuilletage transversalement orientable, qui sera utilisée dans
le démonstration du théoréme de Novikov.
On considére A un champ de p-plans C" sur M.
On dit qu’un deuxiéme champ de p-plans ¢’ sur M est complémentaire & A (o0 transverse
a A)silonaT,M = A,®A! pour tout z € M. Simplement, on veut qu’ils soient
complémentaires en tout point de M.
Evidemment, A’ est alors un champ de n — p-plans sur M.



M&HGIPETRE 10. FEUILLETAGES : DEFINITION ET PREMIERES PROPRIETES

Remarque 53. Supposons A soit de classe C" sur M. On peut fabriquer un complémentaire
de A de méme régularité comme suit.

Tout d’abord, on fixe une métrique Riemannienne <,> sur M, que 'on peut définir grace
a une partition de I'unité : il suffit de recoller les pull-backs de la métrique euclidienne
standard sur les images des ouverts de carte d'un atlas de M. On note <,>,: T, M X
T,M — R le produit scalaire sur T, M défini par <, > au point x € M.

Posons, pour x € M :

Ay i={veT, M| <uv>,=0 pourtout u€A,}

On a alors T,M = A, ® AL pour tout x € M, et on peut vérifier que A+ est un
champs de plans C" de codimension p sur M.

On peut maintenant donner notre notion d’orientation par champs de plans transverses.

Définition 10.7. Soit A un champ de p-plans continu sur la n—variété M.
On dit que A est transversalement orientable s’il admet un complémentaire orientable.

On aurait pu demander que tous les champs de plans complémentaires étaient orien-
tables, grace a la prop suivante.

Proposition 59. Si A est transversalement orientable, tout champ de plans continu
complémentaire a A est orientable.

Si M était orientable, avoir champs de plans orientables ou transversalement orientable
est la méme chose.

Théoréme 60. Soit A un champ de p—plans C" sur une variété M.
On a alors les propriétés suivantes :

1. si A est orientable et transversalement orientable, alors M est orientable

2. si M est orientable, alors A est orientable si et seulement si il est transversalement
orientable

Revenons aux feuilletages.

Définition 10.8. Soit F un feuilletage C" de dimension p sur une variété M.
On dit que F est orientable si le champs de p-plans tangents a F 1'est.
On dit que F est transversalement orientable si le champs de p-plans tangents & F l'est.

10.4 Revétement double d’orientation
Le revétement double d’un champ de p-plans A est défini comme suit. Posons :

M = {(z,0)|z € M, O orientation de A, }

Considérons la projection naturelle 7 : M — M, avec m(x,0) 1= x.
Avec cette donnée, il existe un et un seul atlas sur M qui fait de M une variété différentiable
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et de 7 un revétement a deux feuillet.
Le revétement double de A est par définition son tiré-en-arriére 7*(A), défini par :
(), = D)2 (Ane)

On a alors la prop suivante, qu’on ne démontrera pas.

Proposition 61. Supposons M conneze, et soit A un champ de p-plans sur M. Soit puis
(M, 7, m*(A)) le revétement double d’orientation de A.
Alors :

1. ™ (A) est orientable

2. M est conneze si et seulement si A n’était pas orientable

10.5 Autres propriétés

Voici quelques propriétés immédiates des feuilletages :

Remarque 54. Les feuilles de F, étant les composantes connexes de M pour la topologie
des feuilles, définissent une partition de M.

En général, I'ensemble des feuilles sera non dénombrable.

De plus, on peut montrer que I'espace topologique F,, muni de la topologie des feuilles
induite par celle de M, est séparé et a base dénombrable. Elles sont donc des variétés
différentiables, grace a 'atlas défini par le feuilletage. La séparation a déja été mentionnée.

Le fait que F, soit a base dénombrable suit du fait que ’on peut choisir F de facon
que F, soit réunion dénombrable de feuilles locales, pour tout = € M.
Pour montrer ¢a, on va choisir un atlas convenable pour la variété M. On sait que toute
variété différentiable M admet une ezhaustion en compact, ¢’est & dire une famille { K}, }nen
de parties compactes de M telle que M = (J, .y K» et K, C Int(K,,41) pour tout n < 1.
On dit aussi que M est dénombrable a l'infini.
On peut alors choisir un atlas feuilleté (Uy, px)rea de M tel que :

L. card(A) =N,
2. les U, sont relativement compacts

3. pour tout A € A, on a Uy N Uy = @ sauf pour un nombre fini de \' € M

Disons : le graphe des intersections des domaines de carte de notre atlas a tous les
sommets de degré fini.
Fixons un point x € M, et soit F, le feuille passant par x. On veut I’écrire comme réunion
dénombrable de feuilles locales.
On commence en choisissant un indice A\g € A tel que z € U,,, et on prend la plaque locale
contenant x dans U),, a savoir F, N U,,. Puis, pour tout A € A tels que U), N U\ # 9,
on prend la feuille locale dans U, d’un point quelconque de l'intersection Uy, N U). La
famille Ay := {\ € A]A\g N A # @} est finie par hypothése, et on numérote ses éléments
ainsi : AO = {)\071, ceny )\071'0}.
Maintenant on fait de méme pour tout indice Ao, ot 1 < k < iy, en obtenant des familles
finies Ao := {A € A|Uy,, NUx # @}, et en choisissant toujours la feuille locale d’'un point
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quelconque de Uy, , N U,.

On peut continuer comme ¢a, et comme card(A) = X, on ne peut construire qu’une infinité
dénombrable de parties finies de A (voir figure . De plus, le cardinal de la réunion
disjointe de ces parties finies est encore V.

Enfin, la réunion de toutes ces feuilles locales donne F,, car on ne peut trouver une feuille
locale qui lui correspond si ’on ne suit pas un parcours de plaques parmi les domaines
de carte de notre atlas feuilleté. C’est la définition de feuille globale comme composante
connexe pour la topologie des feuilles qui entraine ca.

Notons encore qu’'une feuille rencontre un domaine de carte feuilletée en une réunion
(disjointe) au plus dénombrable de feuilles locales ; cela peut se montrer directement avec le
méme raisonnement qu’on vient de faire, en utilisant un atlas qui a cette bonne propriété
d’intersections finies.

Remarquons enfin que cette famille au plus dénombrable de plaques peut s’accumuler dans
le domaine de carte considéré.

FIGURE 10.1 — Parcours de plaques

On peut maintenant exprimer de maniére précise le fait qu'un feuilletage de dimension
p sur une variété M définit une partition de M en variétés de dimension p, avec la remarque
suivante.

Remarque 55. Comme les feuilles locales de F sont des sous-variétés CF, chaque feuille F,,
munie de sa topologie des feuilles et de son atlas des feuilles locales est une variété CF.
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De plus, si on munit F, de la topologie induite par la topologie originelle de M, alors elle
résulte en une sous-variété immergée de M, avec I'inclusion canonique.

En général F, n’est pas une sous-variété (plongée) de M : il se peut que l'inclusion
canonique ne soit pas un homéomorphisme sur son image (on verra un exemple de ¢a).
Par abus de notat, on utilise la méme notat pour le feuilletage F et la partition de M en
feuilles de F.

Remarque 56. On peut définir le quotient d’une variété feuilletée par son feuilletage.
Soit (M, F) une variété feuilletée, avec F de codimension k. Supposons que les feuilles de
F soient fermées dans M.

On définit Uespace des feuilles de la variété feuilletée (M, F) comme 'espace topologique
quotient M/ ~, par la relation d’équivalence ot x ~ y si et seulement si F, = F, : on
identifie les point de M dans la méme feuille de F.

Cette construction donne des exemples de ce qu’on appelle des variétés non séparées, car
I’espace des feuilles est en général localement homéomorphe & R¥, mais par contre il n’est
pas toujours séparé.
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Chapitre 11

Exemples

11.1 Submersions

Soit f : M — N une submersion entre variétés de classe C*, avec M de dimension m
et N de dimension n.
D’apres le théoréme de forme mnormale des submersions, on voit que si x € M et
y = f(z) € N, alors on a deux cartes locales (U, ) autour de x dans M et (V,v)
autour de y dans N telles que p(U) = Uy x Uy, avec Uy C R"™™ et Uy C R™ ouverts et
(V) = Vo D Uy, de facon que o fop!: U x Uy — U, coincide avec la projection sur
le premier facteur.
Si on choisit des telles cartes pour tout point € M, on construit alors un atlas feuilleté
C* de M, de dimension m — n. De plus, avec ces hypothéses sur f on voit que les ensemble
de niveau f~!(c) sont des sous-variétés de dimension m —n de M pour tout point ¢ € N de
fibre non vide : cela suit encore du théoréme de forme normale pour les submersions : il nous
assure que les fibres de valeurs réguliers sont des sous-variété. On peut vérifier que les feuilles
de ce feuilletage sont exactement les composantes connexes des sous-variétés de niveau de f.

Exemple 11.1. Voici un exemple concret.

Considérons la submersion f : R® — R donnée par f(zy, 29, 23) 1= a(r?)e®, ot r =
r(x1, ) == /22 + 23 et @ : R — R est une fonction lisse telle que a(1) =0, a(0) =1 et
o/(t) < 0 pour tout t € R.

Notre submersion définit un feuilletage lisse de dimension 2 sur R?, qu’on appelle F.
Dans ce cas-1a, on peut étudier les classes d’homéomorphismes des feuilles de F. Soit
C := {(z1, 79, x3) € R*|2? + 22 < 1} le cylindre solide d’axe la droite {z; = 5 = 0} et de
rayon de base 1.

Il se trouve que le bord OC = {(x1, 2, 23) € R*|z? + 22 = 1} du cylindre est une
feuille, a savoir f~1(0). Les feuilles a I'extérieur de C, c’est a dire celles contenues dans
R*\C, sont toutes homéomorphes & des cylindres. Par contre, les feuilles dans l'intérieur
de C sont homéomorphes a R?*; on peut les paramétrer par la famille d’applications

e (21, 29) — (:L‘l, X9, log <ﬁ)), définies sur la boule unitaire de R? (par la métrique

usuelle) dans R?, oti ¢ > 0.
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11.2 Champs de vecteurs sans points singuliers

Soit X un champ de vecteurs C*~! ne s’annulant pas sur M (avec la convention
o—1=00,w—1=uw).
Le théoréme du redressement local de champs de vecteurs autour d’un point non singulier
montre que M admet un feuilletage C* de dimension 1, dont les feuilles sont les courbes
intégrales de X.
Le résultat auquel on s’appelle est un théoréme de forme normale locale pour un champ de
vecteur ne s’annulant pas en un point. Sur R", le champ de vecteurs constant X,, : © — ey,
ol ey est le premier vecteur de la base canonique de R", est un exemple de tel champ.
Le théoréeme suivant dit que, localement et a difféomorphismes prés, c¢’est le seul.

Théoréme 62. Soit X un champ de vecteurs C* sur une variété M de classe C*1.
Pour tout point xy de M tel que X (o) # 0, il existe une carte locale (U, p) en xy de classe
C* telle que

P« (X)) = (Xey) o)

On rem que Xy dénote la restriction de X a 'ouvert U, et que ¢, (X|y) est le push-
forward du champ de vecteurs Xy sur ¢(U) (bien défini puisque ¢ est un diffeomorphisme).

Remarque 57. Cet exemple est un cas particulier de la construction de I'espace des feuilles
d’une variété feuilletée.

Soit X un champ de vecteurs C* sans points singuliers sur une variété M de classe C!,
tel que les courbes intégrales de X soient fermées dans M. Alors 'espace topologique
quotient de M par la relation d’équivalence “appartenir a la méme courbe intégrale de X”
est localement homéomorphe a R.

11.3 Fibrations

Commencons en définissant les fibrations.

Définition 11.1. Une fibration (parfois fibré localement trivial) de classe CF est une
application 7 : E — B de classe C* entre variété C*, de sorte que pour tout b € B il existe
une variété F' de classe C*, un voisinage ouvert U de b dans B et un C*-difféomorphisme
o : 71 (U) — U x F, tels que le diagramme suivant commute :

7N U) —E2—>UxF

Ot l'on a noté pry la projection “verticale” du produit U x F' sur la premiére composante
U.

Voici un peu de terminologie.

12
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Notation 2. On dit que B est la base, E ’espace total, 7='(b) la fibre au-dessus de b, U un
ouvert trivialisant, @ une trivialisation locale de 7.

Si la variété F' ne dépend pas du point b on parle alors d’une fibration de fibre F. On
désigne souvent une fibration par son espace total, par abus de notat.

On rem encore quelques autres notions pour donner des exemples.

Définition 11.2. Soient p: £ — B et p’ : B/ — B’ deux fibrations C*. Un morphisme
de fibrations de p dans p’ est une couple d’application (f,g) de classe C* tel que le
diagramme suivant commute :

E-—2s F

pl/ l/p’
B—1sp
Un isomorphisme de fibrations de p vers p’ est un morphisme de fibrations (f,g) qui
admet un inverse, c’est a dire un morphisme de fibrations (f’, ¢’) de p’ vers p tel que :

gog =1Idp,g' og=1Idg,fof =Idp, [ of=1Idg

Deux fibrations sont isomorphes s’il existe un isomorphisme entre eux.

Définition 11.3. Soit p : E — B une fibration de classe C*.
Pour k' < k, une section globale de classe C* de p est une application s : B — E de
classe C* telle que po s = Idp.

En général des telles sections globales (c’est & dire définies sur B tout entier) n’existent
pas.

Exemple 11.2. Si M, F sont variétés C*, la projection canonique pry; : M x F — M
sur la premiére composante du produit est une fibration de fibre F'. Elle est dite une
fibration triviale.

Toute fibration isomorphe & une fibration triviale est dite trivialisable

Exemple 11.3. Les revétements a au plus un nombre dénombrable de feuillets sont des
fibrations de fibre discréte.

Exemple 11.4. Les fibrés vectoriels réels C* de rang n sont des fibrations C*, de fibre la
variété R".

En général, une fibration de fibre R™ n’admet pas une structure de fibré vectoriel évidente,
c’est a dire compatible avec celle de fibration.

On peut retourner aux feuilletages.
Considérons une fibration 7 : £ — B de classe C*, de fibre une variété F' et dimension p,
sur une variété B de dimension n.
Fixons une carte locale (U, ) de B, ou U est un ouvert trivialisant pour 7, une carte
locale (V1) de F', et une trivialisation locale 6 : 7=1(U) — U x F de 7 au-dessus de U.

13
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Considérons I'application de louvert W := 6~ (U x V) de E dans 'ouvert p(U) x (V)
de R™ x R? définie par

z = (o x ) o b(x) = (p(0(x)), ¥ (0(x)))

On peut vérifier que la collection de ces applications donne un atlas de cartes feuilletées
CF sur E.

11.4 Pull-backs

On peut définir le pull-back d’un feuilletage.
Soient f : M — N un C*-diffeomorphisme local entre deux variétés C*, et F un
feuilletage de N défini par l'atlas {(U;, ;) }ier. Pour tout point € M, notons V, un
voisinage ouvert de = dans M tel que f(V;) soit ouvert dans N et tel que fy, soit un
C*-diffeomorphisme sur son image.
Alors Vatlas { f~H(U;) N Ve, @i © fig-1w,)nv, tiereem est un atlas de cartes feuilletées C* sur
M. Cela définit un feuilletage C* sur M qu’on note f*F, et qu'on appelle le feuilletage
image réciproque de F par f, ou pull-back de F par f.
L'image f((f*F),) d'une feuille de f*F est la feuille Fy(,) de F, mais en général I'image
réciproque d’une feuille de F n’est pas réduite a une seule feuille de f*F.
Avec cette notion, on peut définir un isomorphisme de feuilletages.

Définition 11.4. Un isomorphisme d’une variété feuilletée (M, F) de classe C* dans une
autre (M’, F') est un C*-diffeomorphisme f : M — M’ tel que f*F' = F. On dit alors
que (M, F) et (M',F') sont équivalentes.

De maniére équivalente, les applications f, f~! lue par cartes (feuilletées) préservent
les familles des sous-espaces horizontaux.

11.5 Actions de groupes

Soit G un groupe discret agissant librement et proprement discontinument par C*-
difféomorphismes sur une variété M de classe C*. Soit puis F un feuilletage de M
G-invariant, c’est a dire tel que ¢g*(F) = F pour tout g € G.

On peut vérifier que la variété quotient M /G admet un unique feuilletage F’ tel que
m*F = F,ou l'on anoté m : M — M/G la projection canonique au quotient. Ce
feuilletage est appelé le feuilletage quotient de F par I'action de G.

Exemple 11.5. Si F' est un R-sous-espace vectoriel de dimension p de R", alors R" admet
un feuilletage dont les feuilles sont les sous-espaces affines translatés de F. De plus, ce
feuilletage est Z"-invariant, si 'on fait agir Z" par translations.

Notre feuilletage induit donc par passage au quotient 7 : R" — R" /Z" un feuilletage
(analytique) de dimension p du tore T™ = R™ /Z" ; on I'appelle un feuilletage linéaire du
tore.

Si on choisit n = 2, et si F C R? est une droite de pente irrationnelle dans le plan, on sait
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que 7(F) est une variété immergée du tore difféomorphe a R qui n’est pas une sous-variété
plongée. En effet, elle résulte dense dans T?, mais pas ouverte.
On voit donc un exemple d’un feuilletage dont les feuilles ne sont pas des sous-variétés.

11.6 Actions de groupes de Lie

On commence par un rem.

Définition 11.5. Un groupe de Lie G est une variété lisse muni d’'une opération de groupe
(g,h) — gh : G x G — G telle que 'application (g,h) — gh™' : G x G — @G soit
.

Une sous-variété immergée H — G qui est aussi un sous-groupe est dite un sous-groupe
de Lie de G.

La définition donnée équivaut au fait que les applications du produit p : (g, h) — gh
et d’inversion + : g — ¢! soient C°° pour l'atlas de G.
On peut maintenant considérer des action (a gauche) de groupes de Lie sur des variété
lisses. Une action C* d’un groupe de Lie G sur une variété lisse M est une application
p:Gx M — M de classe C* telle que p(e,z) = z et p(g, p(h,x)) = p(gh, ) pour tout
x € X, g,h € G,oulon anoté avec e € G I'élément neutre de G.
Dans la suite, on note 'action ainsi : p(g,x) := gz.
La terminologie usuelle pour les actions de groupe est utilisée dans ce contexte aussi. On
appelle G-orbite d'un point x € M l'ensemble Gz := {gz|g € G} C M, et stabilisateur de
x € M le sous-groupe Stabg(x) := {g € G|gz = z} de G. Ici 'action p est sous-entendue,
mais on parle aussi des orbites et des stabilisateurs de p dans le méme contexte. On
remarque que le sous-groupe stabg(x) est fermé dans G, et un résultat en théorie des
groupes de Lie dit que alors il est un sous-groupe de Lie de G.
Fixons x € M. L’application 9, : G — Gz qui a g € GG associe gx est surjective par
définition. De plus, elle est constante sur les classes latérales du sous-groupe stabg (), et
donc factorise au quotient en une application 1, : G/stabg(x) — Gz. Le quotient est un
quotient d’ensembles, qui a structure de groupe si et seulement si le stabilisateur de x est
distingué dans G.
On peut montrer que le quotient G/stabg(x) admet une structure différentiable telle que
1, soit une immersion injective

Pour revenir aux feuilletage, on a besoin d'une autre définition.

Définition 11.6. Soit p : G x M — M une action C'*° du groupe de Lie G sur la variété
lisse M.

On dit que l'action est feuilletée si la dimension des espaces tangents aux orbites de p est
constante.

Si l'on a en particulier dimg(T,,Gx) = k pour tout z € M et g € G, on dit que I'action
est feuilletée de dimension k. Si de plus k est la dimension de G alors on dit que ’action
est localement libre.

Voici le lien avec les feuilletages, qu’on admet sans démonstration.

Proposition 63. Les orbites d’une action feuilletée de dimension k définissent un feuille-
tage lisse de M de dimension k.
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11.7 Feuilletage de Reeb de S°

On donne un exemple de feuilletage sur S3, le feuilletage de Reeb. Cela est un exemple
concret qui & été beaucoup étudié pendant le développement de la théorie des feuilletages.
On va décrire la construction de ce feuilletage, qui commence en définissant un feuilletage
sur un tore solide D? x S', ou I'on note avec D? la boule unité fermée dans R? pour la
métrique euclidienne.

D’abord, on considére une modification de la submersion de I’exemple dans la section [I1.1]
Posons f : D? xR — R, donnée par f(xy, T, x3) := a(r)e®, our = r(zy,x2) := /22 + 22
et a(r) := exp (—exp (15)).

Le feuilletage lisse défini sur D? x R par f a comme feuilles les graphes des fonctions
p 1 (11, 22) — exp (ﬁ) +b, définies sur D? a valeurs dans R, pour b € R. Ce feuilletage
s'étend en un feuilletage lisse de R®, qu'on note F, dont les feuilles & U'extérieur du cylindre
C := D? x R C R® sont les cylindres d’équations 22 + 22 = p?, avec p > 1.

On identifie maintenant les points des deux bases du cylindre compact D? x [0, 1] en disant
que (x1,T9,0) ~ (y1,y2,1) si et seulement si z; = y; et x5 = yo. Le quotient D? x [0,1]/ ~
est homéomorphe au tore solide D? x S, et puisque le feuilletage F sur D? x R est invariant
par translations le long de l'axe {x; = 25 = 0} on peut définir un feuilletage quotient lisse
sur D? x S!. Cela suit de 'exemple dans la section [11.5]

Ce feuilletage est appelé le feuilletage orientable de Reeb de D? x S!. Il admet une feuille
compacte, & savoir le tore S' x S! qui donne le bord. De plus, ce feuilletage n’est pas donné
par une submersion.

Si on avait considéré l'identification des points de D? x {0} avec ceux de D? x {1} définie
par (z1,22,0) ~ (y1,y2,1) si et seulement si x; = y; et 9 = —yo, On aurait trouvé comme
quotient D? x [0,1]/ ~ une 3—variété non orientable, qu’on note K3, dont le bord est
C>°-difféomorphe a une bouteille de Klein. Le feuilletage quotient sur cette variété, encore
premible puisque l'action du groupe des translations “verticales” préserve les feuilles de F,
définit un feuilletage sur K3.

Ce feuilletage est appelé le feuilletage non orientable de Reeb de K3. Le bord est encore
une feuille compacte, et les feuilles & U'intérieur sont toutes homéomorphes a R2.
Maintenant on va construire un feuilletage sur S en recollant deux feuilletages de Reeb
sur D? x S,

L’idée topologique & la base est de considérer I'espace S* = {(x1, 19, 73, 74) € R*| Z?:l r? =
1} comme la réunion de deux tores solides T}, T, = D? x S!, identifi¢s le long du bord
par des difféeomorphismes qui envoient les méridiens de 9T} sur les paralléles de 075, et
réciproquement. A ce point 14, le tore solide T est défini par les équations

4

1
Zx?zl et x%+x§§§
i=1
et Ty par
. 1
Zx?zl et x§+x§2§
i=1

Il y a plusieurs premibilités pour décrire cette décomposition de S dans deux tores solides,
utilisant par exemple la projection stéréographique du pole nord 7 : S*\ {N} — R?, ou
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N :=1(0,0,0,1).

Aprés cette opération purement topologique, il y a une seule facon pour recoller les feuille-
tages de Reeb sur T} et T, afin d’obtenir un feuilletage lisse sur S? tel que 0T = 9T, soit
une feuille.

Ce feuilletage est appelé le feuilletage de Reeb de S3. 1l est un feuilletage de codimension
1 ayant une feuille compact, homéomorphe au tore 7? = S! x S', & savoir le bord des
tores solides qu’on a utilisé pour construire la sphére. De plus, les autres feuilles sont
homéomorphes & R? et s’accumulent sur la feuille compacte.

Cette situation particuliére d’existence d’une feuille compacte a été étudiée dans le contexte
plus général des variétés compactes de dimension 3. On verra a ce propos, dans le cha-
pitre [L5, un théoréme d a Nowvikov, qui donne une condition purement topologique pour
qu’'une 3-variété feuilletée compacte admet une feuille compacte (condition liée au groupe
fondamental de la variété considérée).
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Chapitre 12

Théoréme de Frobenius

Dans la suite on travaille avec des variétés C'*°, et on donne une définition qui généralise
le fait qu'un champ de vecteurs dans une variété soit intégrable.

Définition 12.1. Un champ de vecteurs X sur M est dit tangent au champ de p-plans A
si pour tout z € M on a X(z) € A,.

Définition 12.2. Un champ de p-plans A, de classe C*> sur M, est dit intégrable s’il
existe un feuilletage F lisse de dimension p sur M tel que A, = T, F, pour tout x € M.

Cela dit qu’il existe une variété tangente au champ de p—plans en tout point, a savoir
la feuille de notre feuilletage.

Remarque 58. Un tel feuilletage est unique.

En effet, considérons deux feuilletages F, F' sur M tel que T, F, = T, F,. pour tout = dans
M. Alors la composée ¢’ op~! d'une carte feuilletée (U, ) € F et d'une autre (U', ') € F’
est (localement) de la forme correcte

@ op—1:(x,y) — (f(z,9),9(y))

car la dérivée partielle % de sa seconde composante par rapport a la premiére variable
est nulle.
Cela dit que les atlas F, F’ sont compatibles, et la condition de maximalité donne F = F.

Voici un critére trés utile pour 'intégrabilité d’'un champ de p-plans.

Théoréme 64 (Théoréme de Frobenius). Un champ de p-plans A de classe C* sur M est
intégrable si et seulement si, pour tous les champs de vecteurs lisses X,Y sur M tangents
a A, le crochet de Lie [X,Y] sur M est tangent a A.

Pour la démonstration, on utilisera la caractérisation suivant des champs de p—plans
C*, qui dit que I'on peut travailler avec p champs de vecteurs C* indépendants en tout
point.

Proposition 65. Un champ de p—plans A : x — A, sur M est de classe C* si et
seulement si, pour tout point xg € M, il existe un voisinage ouvert U de xy et p champs
de vecteurs X, ..., X, sur U, de classe C*, tels que {X:(z), ..., X,(z)} soit une R-base de
A, pour tout x € U.
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Démonstration (théoréme . Supposons d’abord que A soit intégrable, défini par le
feuilletage F de dimension p. Soient X,Y deux champs de vecteurs sur M tangents a A,
et x € M un point.

Si 'on montre que [X,Y](x) € A, on a démontré la premiére implication.

Le résultat suit d’un raisonnement local. Si on avait M = R", et F le feuilletage standard
R"™ = RP x R"7", alors on aurait X(z),Y(z) € R? x{0}, pour tout z € R", car notre
feuilletage définit ce champ de p—plans, si ’on identifie T, R" avec R".

En effet, { 0 0 } est une R —base de T, R" pour tout z € R", et donc X, Y sont

or1 |27 777 0Tn |z

combinaison linéaire des opérateurs de dérivée partielle 8%1 e %. Mais un crochet de
R P
d

deux tels champs de vecteurs est encore une combinaison linéaire de 8%1, ) Bay
[X,Y] est bien tangent a A.

La conclusion suit du fait qu’on peut se ramener a cette situation autour de x, en choisissant
une carte locale (U, ¢) en x et en remplacant X, Y par ¢.(X|¢) et ¢.(Y|y) (respectivement).

, et donc

Réciproquement, supposons que la condition sur le commutateur soit satisfaite. Comme le
probléme est local, on peut supposer que M soit un voisinage ouvert de 0 € R"; quitte
a le réduire, il existe un p—uplet (Xi,...,X,) de champs de vecteurs sur M tels que
{Xi(z),...., X,(x)} soit une base de A, pour tout z € M.

Par définition, les champs Xj, ..., X,, sont tangents a A, et donc I'hypothése est que
(X, X;](x) € A, pour tout = € M, pour tout ¢,j € {1,...,p}.

On termine la preuve en deux étapes :

1. On montre qu’on peut se réduire au cas oul les champs commutent entre eux :
[Xi, Xj] =0 pour 1 <4,j <p
2. On démontre la deuxiéme implication avec cette hypothése supplémentaire

On essaye alors de modifier les champs Xj, ..., X,, en des champs X7, ..., X;, qui com-
mutent entre eux, et qui engendrent encore A, en tout point x € M.
On peut supposer que X;(0) = 8%”0, pour tout ¢« = 1,...,p, & un changement linéaire
prés. On aura maintenant une matrice de fonction lisses (a; ;)1<i<pi<j<n, qui donnent les
coordonnées de X1, ..., X, dans la base canonique de T, M, pour tout = € M. Cela signifie

que 'on & l’écriture :

n
Xi(a) = Y, le) 5
j=1
pour x € M et 1 <1 <p.

Quitte & réduire M, on peut supposer que la matrice carrée (a;;(x))1<ij<p, qui vaut
I'identité en zéro, soit inversible pour tout x € M (pour la continuité du déterminant).
Soit (b; ;())1<ij<p son inverse en tout point de M. Les formules de Cramer montrent que
les fonctions b; ; sont encore lisses. Posons :

p
j=1

On va montrer que le p—uplet (X7, ..., Xz’j) de champs de vecteurs convient.
Les Xj, ..., X}, sont des nouveaux champs de vecteurs C> sur M. De plus, si on fixe z € M,
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on voit que les vecteurs Xi(z), ..., X, (r) sont une nouvelle base du sous-espace de T, M
engendré par Xi(x), ..., X,(x ) c est a dire de A

Par construction, on a X = a:c +3 impt1 Cii B (% , pour des fonctions lisses ¢; ; convenables.
En utilisant les propriétés élémentaires du crochet de Lie, on voit que :

u 0
o
(XL X =) ik g

k=p+1

pour des autres fonctions lisses d; jr : M — R.
Notre hypothese nous dit que [X;, X}](r) €< X{(z), ..., X, (z) >r= A, pour tout x € M,
et donc on aura des fonctions e; ;5 sur M telles que :

Ze”’“Xk Z(@xk+ 2. 9 0a, )

j=p+

En soustrayant, on trouve que

p
0
Z ei’j’ka_xk =0

k=1
ce qui, par indépendance des 5, donne e; j, = 0 pour tout 4,5,k € {1,...,p}.
Alors [X}, Xi] = >0 eijn X} = () et pour tout i,j € {1,...,p}, ce qu’il fallait montrer.

Démontrons maintenant le théoréme avec les hypothéses A, =< Xi(z),..., X,(z) >
pour tout x € M, et [X;, X;] =0 pouri,j =1,...,p.

Notons t — gp{ le flot du champ Xj, et, pour zy € M fixé, ¢ > 0 convenable, considérons
I’application suivante :

Y [—e el — M
(t1, .o tp) — @) 0.0 oy (o)

Cette fonction a pour image une sous-variété intégrale de A.
En effet, on a, pour 1 < j<p:

0 0
g Vb1 ta) = 5 (9h 0 0 9t (a0) =

) - !
= o (gl owl 0ol opltlo. ol (x)) =
= X;(l, 0ol 0ol opltl o0l (x)))

ou l'on a utilisé le fait que les flots commutent, ainsi que la définition de go{g. comme
flot de Xj.
Comme les champs Xj, .. X sont linéairement indépendants en tout point, on voit alors

que Dy,,..1,) = 25— at (tl, ..., t,) est injective pour tout (t1,...,t,) € [—¢,¢|?, pour ¢
convenable.
De plus, I'image de D, ... +,) est contenue dans Ay, . 4,), d’apres les calculs ci-dessus,
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car A est engendré par Xi, ..., X, en tout point. Donc I'image de 1) est une sous-variété
tangente a A ; comme les deux ont méme dimension, elle est une sous-variété intégrale, et
on a conclut.

]

Remarque 59. On peut donner une deuxiéme définition d’un feuilletage (dans le cas C™).
On peut dire qu'un feuilletage C'*° de dimension p d’une variété lisse M est la donnée
d’un champ de p—plans lisse A sur M qui soit intégrable. Les feuilles de notre feuilletage
seront les sous-variétés tangentes a A.

D’aprés le théoréme de Frobenius, on aurait pu demander la propriété suivante pour A.
Tout point o € M admet un voisinage U C M, avec p champs de vecteurs Xi,..., X,
lisses sur U satisfaisants :

1. A, =< Xi(2),..., X,(z) > pour tout z € U
2. [X;, Xj](x) € A, pour tout x € U
En effet, soient X, Y deux autres champs de vecteurs sur M tangents & A. Pour tout

xog € M, si on fixe un voisinage U C M de xy comme ci-dessus, on pourra trouver des
fonctions lisses f1, ..., fp, 91, ..., gp sur U telles que :

p p
XlU = Zfz’Xi,Yw = ZgiXi
i=1 i=1

Mais alors, si on choisit € U quelconque, le vecteur [ X, Y](x) est contenu dans Iespace
vectoriel engendré par les [X;, Xj|(x), par les propriétés élémentaires du commutateur.
Cela entraine que [X, Y] soit tangent a A, et donc le théoréme de Frobenius nous assure
que A est intégrable.
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Chapitre 13

Propriétés topologiques des feuilles

Fixons une variété feuilletée (M, F) de classe r et codimension q.

13.1 Cartes distinguées et lemmes techniques

Définition 13.1. On dit qu'une carte feuilletée (U, ¢) de F est distinguée s’elle satisfait
les conditions suivantes :

1. il existe une carte feuilletée (U’, ¢') telle que U C U’ et ¢'|y = ¢.

Q. f—a

]

FIGURE 13.1 — Carte distinguée

C’est clair que tout point p de int(M) appartiennent & une carte distinguée (U, ¢) avec
6(p) = (0,...,0).

Dorénavant, on notera 7 : (—1,1)" — (—1,1)? la projection sur les derniéres ¢
coordonnées.

Si (U, ¢) est une carte distinguée et x € (—1,1)7, on appelle aussi, dans la suite du
chapitre , I'ensemble ¢~ (77!(z)) plaque de U, et on la notera souvent par @, ou
. Notons que chaque plaque @) est contenue dans une seule feuille de F, qu’elle est
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diffeomorphe a (—1,1)""7 et que

v= U Q.

ze(—1,1)9
Lemme 66. Si (U;, ¢;) et (U;, ¢;) sont deux cartes distinguées avec U; C U; et si @Q); est
une plaque de U;, alors il existe un carte distinguée (Ul ¢}) telle que :
1. Q; C U/ CU; et Q; est une plaque de U/ ;
2. st Qj est une plaque de U; avec Q; NU; # O alors Q; NU; est une plaque de UJ.
Remarque 60. Notons que la condition 2 du lemme n’est pas triviale : en effet, a priori, il

se pourrait que ¢); N U; ait plusieurs composantes connexes (figure [13.2)) ; il faut vraiment,
donc, se restreindre & une carte distinguée U/ plus petite de U; pour éviter ces problémes.

FIGURE 13.2 — Exemple de charte distinguée ne vérifiant pas le lemme

Démonstration. Pour le choix de U; et U;, chaque plaque de U; est contenue dans une
plaque de U;. Donc, pour chaque z € (—1,1)%, on a un unique 2’ € (—1,1)? tel que
Qz C Qu. Posons ¢ : (=1,1)7 — (—1,1)4, ¢(x) = a’; alors, ¢ est une immersion C". De
plus, si on fixe une plaque Q; = (7 o ¢;)~!(2) dans U;, pour un certain & € (—1,1)%, on
peut trouver un € > 0 tel que, si l'on pose

q
U= H(il —€,T; +€),
i=1

alors (|, est un plongement C”.
Donc, finalement, il suffit de poser U! := (7 o ¢;) ' (U) et ¢} := ¢;|; pour obtenir,
quitte & modifier le domaine par une homothétie, la carte distinguée (U/, ¢;) voulue. [
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Soit maintenant € = {U,,,...,U,, } une suite de cartes distinguées (Uy,, ¢»,), i =
1,...,m. Soit & un point dans une plaque ); de U,,. S’il existe des plaques @); de U,,,
i=1,...,m telles que Q; N Q;s1 # 0,7 =1,...,m, on appelle € une chaine en x et on

appelle longueur de € Uentier m (figure [13.3)).

LS

FIGURE 13.3 — Exemple de chaine en x de longueur m

Remarque 61. Si € est une chaine en x € @) alors elle ’est en tout point y € Q.

On commence a étudier les propriétés des chaines par un lemme immeédiat :

Lemme 67. Soit € = {U,,,...,U,,} une chaine en = et
O ={z €U, |C est une chaine en z}.

Alors O est un ouvert de Uy, qui est réunion de plaques de Uy, .

Démonstration. Soit O,, = U, et, par récurrence,
Oi = (ﬁ- © ¢l)\l>(7% © (b/\z)(U)\z N Oi+1)7
pour ¢t =m — 1,...,1. Alors on a simplement O = Oy, qui est bien ouvert dans U,,. [

On va maintenant remer un lemme classique sur les espaces métriques qui sera utile
pour la suite de cette section ainsi que pour 1’étude de ’holonomie au chapitre suivant :

Lemme 68. Soit X un espace métrique, K un sous ensemble compact de X et U],
i=1,...,v, ouverts de X tels que K C Uf/:IUi’. Alors il existe des ouverts U;, i = 1,... v

tels que :
2. siU;NU; # 0, alors U; UU; C Uy, pour un 1 < k <’
Démonstration (Idée). Comme K est un espace métrique compact, on peut trouver un

nombre de Lebesgue 6 > 0 associé au recouvrement ouvert {U/ N K}; de K. Alors, il suffit

de choisir les U;, i = 1,. .., v, satisfaisants la condition 1 avec diamétre d(U;) < g. O
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Voici un autre lemme sur les propriétés des chaines en un point fixé :
Lemme 69. Soit F' une feuille et soient x,y € F. Alors il existe une chaine € =
{Ur,,..., Uy, } enx telle que :
1. x €Uy etyecU,,;
2. si € est aussi un chaine en un certain point z € Uy, contenu dans une feuille F' et
si{Q; | i=1,...,m} est une chaine de plaques associée a € en z telle que

Q.CcU.NF', z€@Q,, i=1,...,m,

alors, pour chaque i =1,...,m —1, Q;,, est l'unique plaque de Uy,,, qui intersecte

Q; et, de méme, Q; est l'unique plaque de Uy, qui intersecte Q; .

Démonstration. Soit | : [0,1] — F une courbe continue avec [(0) = z et (1) = y.
Recouvrons ([0, 1]) par des cartes distinguées et choisissons finies des cartes parmi elles
pour construire une chaine ¢” = {Ug,...,Ue ,} en x, telle que z € Ug, et y € U .

En regardant U?ZlU&, comme un espace métrique, on peut appliquer le lemme a
Ui = Ug, v' =m’ et K =1(([0,1]) pour obtenir une chaine ¢ = {Uy.,..., Uy, } en x, avec
y € Uy et telle que si Uy, N UA;, # () alors Uy, U UA;, C Ug, pour un certain k.

Soit, maintenant, Q);, i = 1,...,m, une chaine de plaques associ¢e & € en z, avec
r€Qrety € Qp. Comme ) # Q1NQy C Uy NUy, il existe un k tel que U, UU,\;_ C Us,.
En appliquant, or, le lemme [66(a Uy, C Uy, et Uy, C Uy, , on obtient des cartes distinguées
(Uxr, o) et (Uny, day) telles que

Qi1 CUy, Q2CUy,

chacune satisfaisante la propriété 2] du lemme [66] Maintenant, on peut supposer que
Uxy UUy, C Ug,,, pour un certain k', car on a que ) # QN Q3 C Uxy NUy, ; donc, on
peut appliquer le lemme a Uyy C Ug, et Uy, C Ug, pour obtenir des (Uxy, ¢ay) et
(U Ve ¢>\’3’) qui vérifient le deux conditions du lemme. En itérant cette procédée, on obtient
(Uny, dar) (déja construite) et des (Uyw, ), @ = 1,...,m — 1, et une (Uyy,, ¢ar,). On
deéfinit, finalement, (U, ¢,,), pour i = 1,...,m en posant

(Unis0) = (Uxys 0x7) 5 (Uns O3,) = (Ungs @) et
(U)w ng)\Z) = (U)\;//7¢>\4//) s 1= 2, e, — 1.

Clairement les (Uy,, ¢»,) vérifient la propriété [1] du lemme; on veut montrer qu’ils
vérifient aussi la . Comme Uy, NU,, C Ug, pour un certain £, il existe une unique plaque
Qy de Ug, avec @} C Q}. Comme chaque plaque de Uy, qui intersecte ()} est contenue
dans Uy, N Q. et comme Uy, N Q) contient une seule plaque de U,, par le lemme
aucune plaque de U,, différente de Q% peut intersecter (). Le méme argument, appliqué
récursivement a la couple (Uy,, U,,,,) montre que la propriété [2 vaut aussi. O

On peut, finalement, énoncer un dernier résultat technique qui nous permettra d’analy-
ser quelques propriétés topologiques des feuilles.
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Théoréme 70. Soient x et y deuz points d’une feuille F'. Si l’on a une carte distinguée
(U, ¢,) au voisinage de y, il existe une carte distinguée (U,, ¢,) au voisinage de x telle
que pour toute feuille F' avec F' NU, #0 on a F' NU, # 0. De plus, U, peut étre choisie
de fagon que si U, a une plaque Q) avec Q) C F' et x ¢ ()}, alors F' contient une plaque
de U, qui ne contient pas y.

Démonstration. Considérons la chaine € = {U,,,...,U,, } en z donnée par le lemme [69|
On peut supposer que Uy, C U,. En appliquant le lemme [68] & €, on obtient O C Uy, ;
on choisit alors U, ouvert dans O; de fagon que (U, ¢,,) soit une carte distinguée, ot on a
posé ¢, := ¢y, |v,, quitte & ajuster le codomaine. On veut montrer que cette carte satisfait
la conclusion du théoréme.

Choisissons une chaine de plaques @}, i = 1,...,m, qui vérifie la condition [2| du lemme
; alors, les plaques @; et @7, se déterminent réciproquement de fagon unique. Donc, si
r ¢ @), onaaussiy¢ Q) etonaconclu. ]

13.2 Quelques propriétés topologiques
On commence par un résultat sur la cloture des feuilles.

Théoréme 71. Soit {F,}aca un ensemble de feuilles et soit © € UyeaF,. Si F est la
feuille passante par x, alors F C UyecalFy. En particulier, pour chaque feuille F', on a

F=|J r=UF.

FNE'#£) FCF’

Démonstration. Soit y un point de F' et soit (U,, ¢,) une carte distinguée au voisinage de y.
Par la premiére partie du théoréme , on a une carte distinguée (U, ¢,,) au voisinage de =
telle que chaque feuille intersectant U, intersecte aussi U,. Donc, on a U, N (UpeaFy) # 0;
alors, comme on peut choisir U, arbitrairement petit, on a y € UyeaF,. O

On a aussi un résultat relatif au saturé d’un ouvert.

Théoréme 72. Soit O un ouvert de M. Alors

U F

FNO#D
est ouvert aussi.

Démonstration. Notons Y 'ensemble en question : on montre que Y est voisinage de tous
ses points. Si x € Y, on a une feuille F' contenante z telle que F N O # (). Pour y € FNO,
choisissons alors une carte distinguée (U,, ¢,) au voisinage de y, telle que U, C O. Par la
premiére partie du théoréme , il existe une carte distinguée (U,, ¢,,) au voisinage de x
avec la propriété que chaque feuille intersectant U, intersecte U, aussi et, donc, O ; alors
U, C O, c’est a dire que O contient un voisinage de x. O

Le théoréme permet aussi de donner une caractérisation, avec laquelle on peut
travailler facilement, pour le feuilles qui sont des sous variétés plongées.
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Théoréme 73. Une feuille F' est propre si et seulement si il existe une carte distinguée
(Ux, @) telle que F' N Uy est la seule plaque de Uy contenue dans F.

Démonstration. Supposons que F' soit une feuille propre. Alors, si (UJ, ¢)) est une carte
distinguée qui a une plaque @' contenue dans F', comme F' est propre, on a un voisinage V'
de @' contenu dans U} tel que F NV = @Q'. On peut alors construire une carte distinguée
(U, @) qui vérifie I’énoncé du théoréme.

Supposons d’avoir (U, ¢») telle que F'N U, est 'unique plaque de U, contenue dans
F. Soit x € F. Pour le théoréme 7 on a une carte distinguée (U, ¢,,) au voisinage de x
telle que, pour chaque feuille F', F' N U, # () implique F' NU, # 0 et si F’ contient une
plaque Q)] de U, avec x ¢ @)} alors F’ contient aussi une plaque de Uy qui est différente
de F'NU),. Mais la seule plaque de U, contenue dans F' est F'N U, et, donc, si z ¢ F’ on
a que F' # F. Alors la seule plaque de U, contenue dans F' est la plaque contenant x et F
est plongée. O]

On peut, finalement, énoncer une caractérisation des feuilles compactes, qui sera tres
utile dans la suite :

Théoréme 74. Si F' est compacte, pour chaque carte distinguée (Uy,¢y), F N U, est
constituée d’un nombre fini de plaques de Uy. De plus, s’il existe un ensemble compact E
tel que ' C E C M, alors cette condition est aussi suffisante pour la compacité de F.

Démonstration. Pour la premiére partie, supposons F' compacte et supposons, par absurde,
(Uy, ¢») carte distinguée avec F'NU, constituée d'une infinité de plaques. Mais alors, comme
chacune de ces plaques est ouverte dans la feuille ' par définition méme de la topologie
des feuilles, on peut trouver un recouvrement infini de F' dont on ne peut pas extraire un
sous recouvrement fini : ¢’est absurde par compacité de F.

Supposons, or, qu’il existe un ensemble E compact tel que F C E C M et que, pour
chaque (U, ¢y), F'N U, est une famille fini de plaques. Comme E est compact, il est
recouvert par un nombre fini de cartes distinguées. Donc, F' est une réunion finie de plaques
fermées et est, alors, compacte. O
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Chapitre 14

Holonomie et théorémes de stabilité

Soit M une variété C* de dimension n feuilletée par F de codimension ¢ et de classe
C", r > 1. Dans cette partie on va étudier les propriétés locales au voisinage d’une feuille
F de F.

Remarque 62. Aprés une section dédiée a des lemmes techniques, on passera aux résultats
géométriquement plus importants. En premier lieu, on va associer a chaque feuille F' de F
un invariant, qui permettra de dire beaucoup sur la topologie de la feuille, c’est & dire le
groupe d’holonomie de F'. On verra, grace a sa construction, qu’il indique rem le feuilles
prés de F' s’entortillent sur /' méme.

Ensuite, on traitera des résultats de stabilité locale et globale, en cherchant une réponse
a la question suivante : qu’est-ce qu’on peut dire de plus sur le comportement des feuilles
prés de F et sur le comportement global du feuilletage F, si on sait que F' est compacte et
avec groupe d’holonomie fini 7 Dans la derniére section de ce chapitre, on va, donc, énoncer
deux résultats, dus a Reeb, qui vont répondre de facon trés satisfaisante a cette question.

14.1 Systémes cohérents de cartes

On montre que, étant donné un compact K contenu dans une feuille F', on peut trouver
une famille de cartes distinguées qui recouvrent K méme et qui ont des propriétés trés
agréables.

Théoréme 75. Soit K un sous ensemble compact d’une feuille F. Alors il existe une
famille W(K) = {(U;, ¢;)|i = 1,...,v} de cartes distinguées qui vérifient les propriétés
sutvantes :
2. pour tout U;, U; N K est contenu dans une plaque Q; de U; : en particulier, on peut
choisir Q; = ¢; 1 (771(0)) ;
3. s5iU;NU; #0, alors UyNU; NK #0;
4. siU;, U sont tels que U;NU; # 0, il existe une carte distinguée (Uyj, ¢y;) telle que :
(0,) []Z UU] - Ui]’ 5
(b) si Qij est une plaque de Uy; et Q;; NU; # 0, Qi; NU; est une plaque de U; et de
méme avec Uj ;
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5. st (Uij, ¢ij) et (Ui, pra) sont comme en avec Uiy N Uy # 0, il existe une carte
distinguée (Ui, ¢ijii) telle que :

(a) Ui UUp C Usjir ;

(b) si Qi est une plagque de Uy et si Qijr MUy # 0, Qijru N Usj est une plaque
de U;; et de méme pour Uy.

On appelle la famille 9(K) un systéme cohérent de cartes sur K.

Démonstration. Comme K est compact, on peut choisir un nombre fini de cartes distinguées
(Ui, ¢i), i =1,...,v, telles que K C UY_,U;. La propriété [1| est, donc, vérifiée.

On a aussi que U; N K est contenu dans une réunion finie de plaques de U;, car K,
compact, est recouvert par la famille des plaques, ouverts dans K, qui sont contenues dans
un des U}, choisis. Alors, étant donnée une plaque @; de U; qui intersecte K, le méme
raisonnement qu’on a fait dans le lemme [66| montre qu’on peut choisir une carte distinguée
(U], %) telle que

1. Q; U CU,
2. la plaque Q; est aussi un plaque de U/,
3. Q; est la seule plaque de U] qui intersecte K.

De plus, c’est facile de voir qu’on peut aussi choisir (U], ¢;) de fagon que Q; =
¢, H(771(0)). Donc, quitte a changer (U}, ¢}) avec (U/, #}), la propriété [2| est vérifiée aussi.
Notons qu’on peut supposer aussi que les U; satisfont la propriété suivante : si Q;NQ); =

0, alors Q; N Q; = 0.

De plus, comme (U;, ¢;), i = 1,...,v, sont des cartes distinguées telles que K C UY_,U;,
en regardant UY_,U; comme espace métrique (cette réunion l'est car sous-ensemble de la
variété M, qui est bien un espace métrique) et en appliquant le lemme , on obtient
des cartes distinguées (V,v;), i = 1,...,v qui vérifient V; UV; C Uy pour un certain
k : on pose alors U;; := Uj. Puis, en appliquant le lemme aux ouverts V; C Uj; et
V; C Uij, on obtient des cartes distinguées (Vir, ¢y ) et (Vir,¢;) telles que Q; C Vyy C V;
et Q; C V;; C V;. Donc, quitte a considérer les (V;, ;) a la place des (U, ¢;), on obtient
aussi la propriété [4 en gardant la[I] et la 2]

Le méme raisonnement appliqué a la famille des U;, qu’on a obtenue tout & I'heure,
montre qu’'on peut choisir {(U;, ¢;)}; vérifiant aussi la propriété [5|

Maintenant, si U; N U; # () mais U; N U; N K = ), pour deux indices i et j, alors,
grace au lemme , on peut trouver deux cartes distinguées (Uj, ¢;) et (U}, ¢}) telles
que Q; C U] C U, Q; C U C Uy, Q; et Q; sont plaques de U; et U; respectivement
et Ui N U; = (. Donc, quitte a changer (U;, ¢;) avec (Uj, ¢;) et (Uj, ¢;) avec (U}, ¢), la
propriété est vérifiée aussi par les (U, ¢;). ]

Fixons, maintenant, K un compact contenu dans une feuille ' et 91(K) un systéme
cohérent sur K de cartes distinguées. Une chaine € = {Uy,,...,U, ,} en x est dite chaine
cohérente en x si (Uy,, ¢y,) € W(K) pour i =1,...,m/.

Lemme 76. Si € = {U,,,..., Uy ,} est une chaine cohérente en x qui est aussi une
chaine en z € Uy, alors on a une unique chaine de plaques Q, C Uy, i =1,...,m/, avec
z € (), associée a €.
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Démonstration. On montre, par récurrence, que les ()} sont uniquement déterminées.

' est clairement uniquement déterminée. Supposons, donc, Q) uniquement déterminée

1 ) ’ 7
pour i = 1,...,j < m/. Par le théoréme [75, on a une carte distinguée (Uy;x,,,, dx;x
telle que Uy, UUy,,, C Uy,y,,, et vérifiante la propriété .

On a alors que () est uniquement déterminée, dés que (’; est entierement contenue

dans une plaque Q; ;11 de Uy;y;,, qui intersecte Uy,,, forcement en une et une seule plaque
de U. by O

j+1°

j+1>

Soit x € K et m un entier positif. Supposons qu’il existe un point z tel que toute chaine
cohérente € = {U,,,...,U, ,} en x avec longueur m', m’ < m, soit aussi une chaine en z.
On dit, alors, que z est un point admissible pour les chaines cohérentes en = de longueur
au plus m.

Lemme 77. L’ensemble de tous les points admissibles pour les chaines cohérentes en x
de longueur au plus m est un ouvert A qui vérifie

(1 UnK)ycAc () U.
UeN(K) UeN(K)
xzeU zelU
Démonstration. On a seulement un nombre fini de chaines cohérentes en x de longueur au
plus m ; en considérant 'ensemble O donné par le lemme [67] pour chaque chaine cohérente,
leur intersection est 'ouvert A cherché, qui vérifie bien les inclusions dans ’énoncé. [

Soit [ : [0,1] — K une courbe continue dans K. On dit chaine cohérente au dessus de l
une chaine cohérente en I(0) € = {U,,,...,U, ,} telle qu'il existe ¢;, i = 1,...,m’ avec

O=th<ti <...<tp=1

et
l([tz_l,tz]) C U/\H 1= 1, ce ,m'.

Evidemment, donnée une courbe [ continue sur K, il existe toujours une chaine cohérente
avec [(0) € Uy, et I(1) € Uy .

Avant de procéder avec I’étude des propriétés de ces chaines cohérentes au dessus des
arcs continus, on donne un résultat qui suit de tout ce qu’on a dit jusqu’alors mais qui
sera aussi trés utile dans la suite. Pour cela, on écrit, en utilisant la notat du chapitre 13|
7:(—=1,1)" = (—1,1)? la projection sur les derniéres composantes, n étant la dimension
de M et q étant la codimension de F.

Lemme 78 (de trivialisation globale). Soit [ : I — M un arc continu, injectif et avec
image contenue dans une feuille F' de F. Alors il existe un voisinage W de I(I) et un
difféomorphisme h : (=1,1)""% x (=1,1)7 — W tel que les feuilles de h*F soient données
par 77 Y(y), pour chaque y € (—1,1)%.

Démonstration. Fixons, avec les notats qu’on a utilisé tout & I'heure, € = {Uy,,..., Uy ,}
une chaine cohérente au dessus de [ telle que [([t;_1,t;]) C Uy, i =1,...,m'.

On construit W et h par récurrence : pour chaque 1 < k < m/, on va construire W,
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voisinage de [([0,?;]) et un diffécomorphisme hy, : (—1,1)""7 x (—1,1)9 — W}, tel que les
feuilles de (hy)*F soient données par les fibres de 7.

Pour k£ =1, cela suit immédiatement de la définition de carte distinguée : en effet, il
suffit de poser Wy = Uy, et hy = gb;ll (=1, 1)™ — Uy,, ou ¢y, est Papplication de la carte
distinguée (Uy,, ¢a,)-

Supposons, maintenant, d’avoir construit jusqu’a Wy_; et hy_q.

On aura alors {([0,t;]) C Wy_1 UU,,, ou, par hypothése de récurrence, on a aussi Wy_; C
U;:ll Uy, Alors on a, en particulier, que Wy, N Uy, C Uy,_, NU,,, ou, pour les propriétés
des chaines cohérentes qu’on a énoncées dans le théoréeme , Or, (U, MUY, ) est de la
forme (a,b)""% x (¢,d)?. Grace a tout ga, c’est facile de construire un voisinage Wy de
[([0,tx]) et un difféeomorphisme hy, : (—1,1)" — W}, qui vérifie la propriété voulue ; on omet
les détailles de la construction. O]

On revient maintenant a la discussion des propriétés des chaines au dessus des arcs
avec le lemme suivante :

Lemme 79. Soient € = {U;,,...,U; ,} et & ={Uj,,...,U; ,} deux chaines cohérentes
au dessus de | telles que Uy, = Uj et U , = U; , et m',m" < m. Soit z € Uy, un
point admissible pour les chaines cohérentes en 1(0) de longueur au plus m et soient Q)
i=1,....metQ!,i=1,...,m", avec Q| = QY, les chaines de plaques en z dans € et

[
¢’ respectivement. Alors Q.., = Q" ..

Démonstration. On prend des subdivisions
O=to<t;<...<tpw=1 0=t,<ti<...<t .=1

telles que I([ty—1,tx]) C U;, k=1,...,m" et [([t,_,,t;]) C Uj., k=1,...,m". On peut,
alors, trouver un raffinement commun 0 =¢; <] < ... <t”,, =1 tel que pour chaque k"

[t;c/”717t/k/”] C [tkfl,tk] et [t%nil,t%//] C [tklfl,tk/]

pour k, k' convenables; en particulier, on a aussi ([t} _,,t},]) C l([ts_1,tk]) C U;, et
L([thn s tin]) C U([t 1, 1)) € Uy, Alors, Uy, NU;,, # O et, par la proprieté i du théoreme
, on peut trouver un carte distinguée (Uj,j,,, ¢i,;,,) telle que U; UU;,, C U;

T’
On montre maintenant par récurrence sur k, k' et k”, qu’il existe une plaque Qup de
telle que Q) N QY C Qy,j,,- Si kK" =1, on peut choisir k = k' = 1 et, comme on a

kjk/ :

Ui
Q} = Q! cest clair qu'il existe une plaque Qq; de Ui s, telle que Q) U QY C Q1.

Supposons, donc, d’avoir trouvé une telle plaque jusqu’aux indices k, k', k. Si 6,0’ =0
ou 1, on a alors

kjk/

[tgn, Z//+1] C [tk_1+§7 tk+§] ﬂ [t%/71+5/, tggq,(;/].

En particulier, U;, , NU;,, ., # () et, par la propriété [4| du théoréme , on peut trouver
une carte distinguée (U; telle que U;, ,, UUj,,,,, C Ui .. - Comme
# (). Donc, grace a la propriété
¢ [ ) T telle
que Qrr N Qrisr+s # 0. Comme on sait aussi que Qrisx+s N Us, .5 est une plaque de

k+6:JK/ 467 ¢ik+5,jk/+5/)
!/ " . A
Qhys Qs C Ui UUG,, ,, on aaussi Qe NU;

k+§7jk/+5/
du théoreme c’est facile de voir qu’il y a une unique plaque Qg5x+s de U;
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Ui, ; donc, elle doit forcement étre égal (), 5. De méme, Qpis416 N Uy, ,, doit coincider

avec 0}, 5. On a, donc,
/ " A
Qk+§ U Qk'+§' C Qk-l—é,k’—i—é’;

ce qui conclut le pas inductif.
Dongc, on a, pour k =m/, ¥ =m” et k” = m’, une unique plaque @, telle que

Q,/m/ U Q;/n// C leym//-
Comme U; , = U ,,, on a, par la propriété 5| du théoreme 75, que @, = Q.- O

On se demande, maintenant, quels sont les effets d’'une "modification continue" de la
courbe [ sur les chaines cohérentes associées.
Fixons, donc, deux courbes continues

lo:[0,1] = K, I, : [0,1] = K,

avec = lp(0) = 11(0), y = lo(1) = {1(1), qui soient homotopes & extrémités fixées ; on note
{ls}0<s<1 la famille de courbes donnée par I’homotopie entre Iy et ;.

Soient € = {U,,,...,U; ,} et € ={Uj,,...,U; ,} deux chaines cohérentes au dessus,
respectivement, de lo et [y, avec U;, = Uy, et U; , =U; .

Maintenant, on peut trouver une subdivision 0 = sy < 51 < ... < s, = 1 et des chaines
cohérentes en x

¢® =(u® U k=0,...u-1

k

telles que €0 = ¢, ¢ = ¢/, U® = U, et UW) = U; , et chaque €® est cohérente au
dessus de I, pour s, < s < sp1. On appelle les €*)_ k' =0,...,u— 1, homotopie entre €
et € et 'entier maxy my, la longueur de 'homotopie.

On a, alors, le résultat suivant :

Théoréme 80. Soit €%, k =1,...,u— 1 une homotopie de longueur au plus m entre les
chaines cohérentes € et € au dessus, respectivement, de ly et ly. Soit z un point admissible
pour les chaines cohérentes en 1(0) de longueur au plus m et soient Qi, i =1,...,m’ et

5,3 =1,...,m" les chaines de plaques en z, associées a € et €, respectivement, avec,
en particulier, Q) = QY. Alors Q! , = Q" .

Démonstration. Si Q), k =1,...,m; est la chaines de plaques, associée a ¢ au point

z, comme € = €© et ¢ sont deux chaines cohérentes au dessus de I, , le lemme
implique que Q) = Q.

En appliquant le méme argument, récursivement sur &, a €*)_ on conclut facilement la
démonstration. O

14.2 Holonomie

14.2.1 Germes d’applications

Soient Uy, Uy deux ouverts de R? contenant 0 et soient

fl:U1—>IRqetf2:U2—>]Rq,
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avec f1(0) = f2(0) = 0, deux diffécomorphismes C” au voisinage de 0, pour r > 0.

On pose fi ~ fy ¢'il existe un ouvert U’ de RY, avec 0 € U’ C U; N Us, tel que
filor = falur.

La relation ~ est bien une relation d’équivalence ; chaque classe qu’elle définit est dite
germe d’un diffeomorphisme local C" de R? au point 0 et on note par [f] la classe de f et
par Gy 'ensemble de tous les germes en 0.

Si [f], 9] € G sont représentés par f : U — R7 et g : U — R respectivement, on
peut définir une application

gof: [ (FU)NT) = RO

par g o f(z) = g(f(x)). Alors g o f définit un difféomorphisme local de R? et on pose
[f] - [g] = [f o g]. C’est facile de voir que ¢a donne une loi de composition

QXA G

bien définie, grace a laquelle on peut munir Gf, d'une structure de groupe avec identité [id],
ot id : R? — R? est I'identité, et on I'inverse d’un élément [f] est donné par [f]~* = [f~1],
bien défini car f~! est bien définie au voisinage de 0.

14.2.2 Holonomie d’une feuille

Soit M une variété C* de dimension n et soit F un feuilletage C" de M de codimension
g. On fixe un point Z d’une feuille F' et on considére le groupe fondamental m (F, z) de F'
basé en Z.

On considére un arc continu w : [0,1] — F, et, en fixant un compact K contenant
w([0,1]), on prend un systéme cohérent de cartes sur K N(K) = {(U;, ;) |i = 1,...,v}.

On choisit, maintenant, une chaine cohérente € = {U,,,...,U,, ,,U,, } au dessus de
w, avec w(0) € Uy,. Pour le lemme , Pensemble O de tous les z € U, tels que € soit une
chaine en z est un ouvert de U,,, contenant la plaque )y telle que Uy, N K C ;. Pour le
lemme [76] la chaine de plaques au point z associée a €,
Q(Z), 1=1,....,m, z € ng), avec ng) C Uy, et Qﬁfl) C U,

) m )

est uniquement déterminée par z.
On peut, alors, définir une application f : 7o ¢y, (O) — R? via

F(7 0 60,(Q7) = 7 0 65, (Q), pour = € O,

ou7:(—1,1)" — (—=1,1)7 est la projection sur les derniéres ¢ coordonnées. C’est facile
de voir que, par construction, f est un difféomorphisme local C" de R? au voisinage de
I'origine.

Si¢ ={U,,....,U,, ,U, ,} est une autre chaine au dessus de w, avec w(0) € U,,,
et si on construit un autre difféomorphisme local f” a partir de €', comme on a fait pour

¢ et f, on peut construire h : 7 o ¢y, (Uy, NU,, ) — R? via
h(ﬁ- o Qﬁ)\l (Qll M U)\l)) =70 (b)\l (Qll N UHl)’
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pour chaque plaque Q). Alors h est un difféomorphisme local de R? au voisinage de
Porigine qui satisfait [f] = [h][f'][h]~" : donc, w détermine un unique élément de G, a
automorphismes intérieurs de Gy pres.

De plus, si w : [0,1] = F, w(0) = w(0) et w(1) = w(1) est un autre courbe continue
qui est homotope a w & extrémités fixées, on prend K compact de M qui contient une
homotopie entre w et w. On considére aussi

C={Ux,Uy,...,Ux , Uy}
une chaine cohérente au dessus de @ et f le diffeomorphisme local associé comme ci-dessus.
Par le théoréme [80) . on a alors facilement que [f] = [f].

Avant de parler d’holonomie pour courbes fermées, on va faire une petite digression
pour énoncer un résultat, application immeédiate de ce qu’on a dit ci-dessus. Il s’agit, en
effet, d’un raffinement du lemme [78, vu dans la section [I4.1] de ce chapitre, dans le cas de
feuilletages de codimension 1 transversalement orientables :

Lemme 81. Soit F' une feuille d’un feuilletage F transversalement orientable, de codi-
mension 1, sur une variété M de dimension n. et sotent K un espace topologique compact,
connexe par arcs et fo : K — F une application continue homotope a une application
constante. Alors il existe une famille continue f, : K — M, avec t € [0, 1], telle que, pour
tout t, fi(K) soit contenu dans un feuille Fy et, pour tout x € K, Uarc t — fi(K) soit
normal a F.

Démonstration. Pour le théoréme [75] il existe un systéme de cartes cohérentes n( fo(K)) =
{(U1,01),...,(Un, dm)} au dessus de f(K).

Remarquons la propriété suivante : si v : S — K est une continue, comme f; est homotope
a une application constante, on a que fy o~y : S' — M est une courbe homotope & une
constante. En particulier, tout chemin de plaques au dessus de fy oy construit & partir
d’une chaine cohérente au dessus de son image sera trivial, au sens ou la plaque initiale
coincidera avec celle finale.

Fixons, maintenant, un p € fo(K) et, si (Ui, ¢;) € n(fo(K)) est la carte distinguée
contenant p € U et si ¢;(p) = {x1,T}, pour g € (—1,1) et T = {xy,...,z,} € (—1,1)"!
convenables, posons X(t) = ¢; *({x1,...,2,_1,t}, pour t € (—1,1).

Pour le lemme , il existe € > 0 tel que pour chaque t € [0, €] et chaque arc « : [0,1] — F
avec a(0) = p, il existe un chemin de plaques au dessus de «, relativement a une chaine
cohérente au dessus de o donnée.

Enfin, fixons un champ de vecteurs normal Y & F, qui existe par I'hypothése d’orientation
transverse.

Pour chaque z € K, on fait, alors, la construction suivante : on considére v, : [0,1] — M
avec ¥(0) = p, v(1) = fo(x) et on prend l'orbite Yy, (,) du champ de vecteurs normal a F
passante pour fo(z); on définit, donc, f;(z) comme le seul point d’intersection de l'orbite
Y}y @) avec la plaque terminale de la chaine de plaque au dessus de ;.

Il faut vérifier que cela ne dépend pas du choix de v,. En effet, la remarque qu’on a fait
tout & '’heure nous dit que, si 0, est une autre courbe avec 6(0) = p, 6(1) = fo(x), alors
foo vz x ;" est homotope a une constante.

Donc, f; est une famille bien définie : de plus elle vérifie les propriétés dans I’énoncé. [
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On peut, maintenant, retourner a parler d’holonomie de courbes fermées.
Pour ce qu’on a dit avant le lemme, pour chaque classe d’homotopie a extrémités fixées
de arcs sur F', on a un €élément de Gy, qui est unique a automorphismes intérieurs pres :
en effet, I’élément [f] trouvé dépend du choix de la chaine ¢ au dessus de K, mais la
classe de conjugaison de [f] dans G n’en dépend pas, pour le méme argument qu’on avait
utilisé tout a I’heure pour montrer que la classe de conjugaison dans G} d'une certain [f],
construite a partir d'un courbe fermée w étant donnée une chaine € au dessus de w, ne
dépend pas, en effet, du choix de €.

On peut, en particulier, construire une application

Vs 7T1(F,Zi‘) — G;

en associant a chaque classe [w] € m(F, Z) le germe [f], obtenu comme ci dessus a partir
du représentant w.

De plus, on peut facilement vérifier, en utilisant seulement des chaines cohérentes
qui commencent et finissent avec un Uy, contenant  fixé, que ¥; est un morphisme de
groupes.

Pour ce qui concerne le changement de point base du groupe fondamental, en choisissant
un arc « qui joint les deux points de base, T et 7, et en prenant le difféomorphisme local
[¢] lui associé, on montre sans difficulté que l'on a

pour chaque v € m1(F, Z), ot @ est l'isomorphisme entre 7 (F, &) et 71 (F,y) induit par «
de la fagon habituelle.

Remarquons que si on note, comme d’habitude, m1(F) 'ensemble des classes de conju-
gaisons du groupe 7 (F, Z) on a une application

W i (F) — {classes de conjugaison dans Gy}
bien définie.

Définition 14.1. Le morphisme W; s’appelle holonomie de la feuille F' au point z, et le
sous groupe Hol(F, ) := Wy(m(F,2))) de G}, groupe d’holonomie de F' au point 7.

Exemple 14.1. Considérons le feuilletage de Reeb de la sphére S? et fixons F' comme
étant la seule feuille compacte. Comme F' ~ S x S on a bien m(F, %) ~ Z X Z, ol on
peut choisir comme générateurs le méridien et la longitude de S* x S*. Alors, en faisant
référence a la figure [14.1] on peut voir que le groupe d’holonomie de F' en & est aussi
isomorphe a Z x Z, engendré par [f] et [g], ou

frg:(R,0) = (R,0)

avec f(z) =z pour x > 0, f(z) < x pour x < 0 et g(x) = x pour z <0, g(x) < x pour
x> 0.
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fx)

FIGURE 14.1 — Exemple de calcul d'un groupe d’holonomie

14.3 Stabilité locale

Soit M une variété C* de dimension n, et soit F une feuilletage de classe C", r > 1
et codimension ¢ pour M. Fixons F une feuille compacte de F avec groupe d’holonomie

Hol(F) fini, d’ordre v, et & € F' : on peut, alors, trouver une famille finie
= {[w] 1y Cm(F,2)

telle que ¥ () = Hol(F, z).
En appliquant le théoréme [75|a K = F, on obtient

Alors, pour la propriété [2| de ce théoréme, on a U, N F =Q;,i=1,...,0.

Pour chaque @;, i = 1,...,v, on fixe un point z; € ); et une famille de courbes

continues [; telles que
l; 10,1 = F, L;(0) =21 [;(1) =2; pouri = 1,...,v.
Si U; N U; # 0, pour la propriété [ du théoréme [75] on a
UNnU;NF=Q;NQ; #0.
Pour de tels U;, Uj, on considére, donc, une courbe continue /;; telle que
Lij 10,1] = Q:UQ;, 1;;(0) = 2y, 1;;(1) = x5,

de fagon que l;;(t) = 1;;(1 —t) pour chaque t € [0, 1].

On prend des chaines cohérentes au dessus des courbes [;, 2 =1,...,v, wg, k=1,...

et l;; de facon que :
1. {Uy, Uz(i), . U,(;E_l, U;} soit au dessus de [;, pour i = 1,...,v;
2. {U;,U;} soit au dessus de [;; ;
3. (U, 0P, ... 0"

] 1 U} soit au dessus de wy, pour k =1,...,v.
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Si on note wy, * I; la juxtaposition des arcs wy et [;, bien définie car wy(1) = ;(0) = z,
on a que

e®O — {0y, 047, .. 0% UL Uy U U

est une chaine cohérente au dessus de wy, * I;.

Soit z € Uy tel que €™ soit une chaine cohérente en z; alors z détermine une unique
chaine de plaques associée avec €*)() qui commence par une certaine plaque @} et termine
par une autre plaque Q). Comme @ ne dépend que de €® et de [wy] € 7 (F,x1), on
note Y aussi par QEU;’“]

Supposons que U; N U; # 0; alors on considére la courbe wy, * I; * [;; * lj’l, ou lj’l(t) =
[;(1—t). Comme c’est une courbe fermée pointée en 1, on peut considérer W(wy*l;*l;;*1; ")
qui, par le choix de la famille i, coincide avec W (wy/), pour un &’ convenable. Donc, comme
U est un morphisme de groupes, on a que W(wy * [; * l;;) = W(wy * ;).

Soient, or,

i) (i “r(k ~r(k i i
e — fu, 03,08 ULy U UL U
la chaine cohérente au dessus de wy, * [; * [;; et

N ~ (K A (i . .
Q:(k)(]) = {Ula UZ( )7 .- -vUTSIi/—l’ Ur, Uz(J)v SRR Uéij—lvUj}

w A
cela au dessus de wy * I; et Qf,... ,QE“;’“},Q;.’ et Q... ,Qg. Z’“'] les chaines de plaques
respectives associées.

Comme \I/(’wk * lz * ll]) = \I}(wk_, * l])’ on a, alors, Q;/ — Q[wk/]

5z
Q@i #0 (14.1)

Soit, or, m la longueur maximale de toutes les chaines considérées. On a alors le résultat
suivant :

. en particulier, on a que

Lemme 82. Soit V ’ensemble des point admissibles pour les chaines cohérentes en xy de
longueur au plus m. Alors il existe un ouvert V', avec x1 € V! C V', tel que pour chaque

zeV' ona
v

QU cJui, k=1,...v,i=1...v.

1,2
i=1

Démonstration. Pour m < m, soit € = {U,,,...,U, ,} une chaine cohérente de longueur
au plus m’, avec (Uy,, ¢x,) € N(F). Fixons O,y contenu dans U, , qui soit réunion de
plaques de U, _, et tel que

v
Qx,) C O, O | JU
i=1
On définit par récurrence O;, pour i =m’ — 1,...,1, via la formule

Oz’ = ¢;l1 © ﬁ—_l(ﬁ-(qﬁ)\i(UAi N OZ-H)))

Alors, si on dénote I'ouvert O; ainsi construit a partir de € par Og, on a simplement
que
V= ﬂ {O¢ | € est un chaine cohérente de longueur au plus m},

qui est bien ouvert, car l'intersection est finie. O
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Soient, donc, V' 'ouvert donné par le lemme [82| et z € V' et supposons que z est dans
une feuille F’. Soit aussi

L(z):U{Q%’“] | k=1,...,v,1=1,...,v}.

On a clairement que L(z) C F”’ et qu’il est un ouvert de F”; on montre, maintenant,
que L(z) = L(z), c’est a dire que L(z) est aussi fermé dans M et, donc, dans F".

TN [wi]

Supposons y € L(z); alors, y € (.., pour certains ¢ et k. Donc, par le lemme 82| ci dessus,
y € U; pour un certain j. Si i # j, alors, pour (14.1]), une plaque de U, contenant y doit
A [wy] [wy/]
étre forcement une plaque du type Qj,u;’c telle que Q,EZ’“} N jS’“ # (). Alors, comme L(z)
est ouvert et fermé dans F’, qui est connexe, on a forcement que

F'=L(z) ="

ik

Mais, comme la réunion ci dessus est finie, on a F’ compacte; on a, donc, prouvé la
premiére partie du théoréme suivante :

Théoréme 83 (Théoréme de stabilité locale). Soit F' une feuille compacte d’une feuilletage
F, de classe C" et codimension q, v > 1, sur une variété M de classe C* et dimension n.
Supposons que Hol(F') soit fini. Alors on a :

1. pour chaque ouvert U de M contenant F', il existe un ouvert U’ de M, réunion de
feuilles compactes, tel que F C U’ C U ;

2. sir > 2, on peut choisir U' dans[d] de fagon que chaque feuille F' dans U’ donne
un revétement de F.

Démonstration. 11 faut montrer le point [2] Pour cela, fixons une métrique riemannienne g
sur la variété M
Considérons, pour chaque point p € F, le sous espace vectoriel D,, donné par (T,F,)*, ou
F, est la feuille de F passante par p et 'orthogonal est au sens de la métrique g.
C’est facile de vérifier que I'application ¥ : p — D,, est un champ de g-planes sur F'.

On donne, maintenant, 'idée de rem on peut construire 'ouvert U’ vérifiant la propriété
2 sans traiter les détailles.

C’est un résultat connu en géométrie riemannienne qu’il existe, pour chaque point
p € M, un ouvert O, de T,M contenant 0 et une application Exp, : O, — M qui est un
difféeomorphisme C* sur son image et qui dépend "de facon C'*°" du point p € M.
Par compacité de F', on peut trouver un ¢ > 0, un voisinage U’ de F' dans M, saturé par
rapport a F, et un difféomorphisme C* Exp: V = U’ Ici V ={v e TM |||v|, < €,v €
U(p)dp € F} CTF C TM est le sous-fibré de T'M formé par les vecteurs de T'F, vu dans
TM, de module inférieure & € et contenus dans ¥(p) = D, pour un certain p € F.

Avec tout cela, la vérification de la propriété suivante est immédiate : les sous ensembles
Exp(T“N D,), pour p € F, donnent les feuilles d’un feuilletage F* défini sur tout U’.
Ce feuilletage, par construction, est transverse a F ; donc, si J est la feuille de /™ passante
pour un certain point p € F, on a que, pour chaque F’ feuille de F contenue dans U’,
F5 M F' est un ensemble fini.

On définit 7 : F/ — F comme 7(y) = x si x € F et y est un des points d’intersection
avec F' de la feuille F; de F* passante par x.
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On vérifie facilement, grace a cette construction explicite de F*, que le cardinal de les
fibres de m au dessus de x € F' ne dépend pas du choix de z; a partir de cela, on déduit
aisément que 7 est un revétement de classe C” : on omet ici les vérifications explicites.

Remarque 63. 11 faut montrer le point [2] Pour cela, recouvrons U’ par des cartes distinguées
{(Us, ¢4) Yier-

Considérons, maintenant, un ouvert U;. Comme ¢;(U;) = (0,1)", par définition de
carte distinguée, on a sur le fibré tangent T'(¢;(U;)) = T'((0,1)") une structure euclidienne
naturelle ; donc, pour chaque x € ¢;(U;), on peut considérer 'orthogonal dans 7),(¢;(U;)) ~
R™ a le tangent T, (77 Y(7z)) =~ R"7 a la plaque #~!(#z) passante par z : cet espace

orthogonal a une base ej(x), j = 1,...,q, "naturelle", au sens qu’elle donnée par la
structure euclidienne naturelle sur le fibré T'(¢;(U;)).
On a bien que e;, pour chaque j = 1,..., ¢ est un champs de vecteurs C" sur ¢;(U;).

Donc, en tirant en arriere ces e; via ¢;, on obtient ¢ champs de vecteurs linéairement
indépendants X/, j =1,...,q sur Uj.
Fixons, or, une partition de l'unité¢ {p; | ¢ € I} subordonnée a le recouvrement
{U; | i € I} de U’; Donc,
X;=) X

iel
pour j =1,...,q, sont bien des champs de vecteurs sur U’ et c’est facile de vérifier qu’ils
sont linéairement indépendants, par construction des X:.
C’est aussi clair, en voyant les X; dans le cartes distinguées, ou il sont une somme
finie des X7, qu’ils commutent, c’est a dire que le crochet de Lie de deux entre leurs est

toujours nul. Par le théoréeme 77, donc, ils définissent une feuilletage F de classe C" et
codimension n — ¢ sur U’; par construction des X, c’est aussi clair que F est transverse a
F ’U/ .

Pour construction de F’, & moins de restreindre U’ & un ouvert plus petit, on peut
supposer que U’ soit non seulement comme dans le point [I] de la theése, mais aussi que, fixé
un point x € F quelconque, la feuille FdeF qui contient x rencontre chaque feuille £ de
Flur; en particulier, par transversalité, elle le doit faire en un ensemble discret de points.

Donc, si on fixe F” feuille de F|ys, on peut définir 7 : F/ — F comme 7(y) = x si
x € F et y est un des points d’intersection de la feuille F, de F qui passe par x avec F’.

On vérifie facilement, grace a la construction explicite de F donnée, que 'application
7 ainsi définie est un revétement de classe C” : on omet ici le vérifications explicites.

]

On a un corollaire immédiat du théoréme [83| ci dessus qui correspond, en effet, a la
version plus utile, du point de vue pratique, du résultat de stabilité locale :

Corollaire 84. Soit F' une feuille compacte d’une feuilletage F, de classe C" et codimen-
sion q, sur une variété M de classe C* et dimension n. Supposons w1 (F') fini; alors pour
chaque U ouvert de M contenant F, il existe U ouvert de M avec F C U’ C U et tel que
chaque feuille F' C U" vérifie card(m (F")) < oco.

Démonstration. On note que la condition que 7 (F') soit fini implique que Hol(()F') soit
fini. De plus, si dans un revétement le groupe fondamental de 1’espace de base est fini,
alors celui de 'espace total I'est aussi.

Il suffit, donc, d’appliquer le théoréme O
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14.4 Stabilité globale

Dans cette section, on considére une variété M, de classe C* et dimension n, feuilletée
par F, de classe C", r > 1, de codimension 1.

Fixons un systéme cohérent de cartes M(F) = {(U;,¢;) | i =1,...,v } pour une feuille
compacte F'. Comme F est de codimension 1, on a 7o ¢; : U; — (—1,1) et chaque plaque
de U; est de la forme (7 o ¢;)"!(a), avec —1 < a < 1.

On dit que M(F) est & deuz cotés si pour chaque couple Uy, U; € N(F), avec U;NU; # 0,
7o ¢i(z) et o ¢;(z) ont méme signe pour chaque z € U; N Uj; si ce n’est pas le cas, on
dit que MN(F') est a un coté. On dit aussi que F' est a deux cotés s’il existe une N(F) a
deux cotés et que F' est a un coté sinon.

Remarque 64. En utilisant les propriétés des systémes cohérents de cartes, on peut vérifier

sans problémes que F est a deux cotés si et seulement si il existe un champ C"~! de
vecteurs, défini sur un voisinage de F', qui est transverse a F.

Lemme 85. Avec les hypotheses ci dessus, il existe un ouvert V de M, qui contient F,
tel que chaque feuille F' avec F' NV # () vérifie une et une seule des conditions suivantes :
1. F' est compacte et F' C U{_,U; ; dans ce cas, on a :
(a) si F' est a deuz cotés, F' NU; consiste d’une seule plaque; dans ce cas, sir > 2,
F' est aussi C" difféomorphe a F ;
(b) si F est a un coté et F # F', F' N U; consiste de deux plaques; dans ce cas, si
r > 2, F' donne aussi un revétement C" double de F';

2. F' n'est pas compacte et F' N UY_,U; contient une feuille compacte.

Démonstration. Soit # € F et soit O lensemble des points admissibles pour les chaines
cohérentes en = de longueur au plus v.

En suivant la construction faite dans la preuve du lemme on obtient, & partir de O,
un O’ qui satisfait les propriétés suivantes : pour chaque feuille F” avec F' N O’ # 0, on a
que F'NU; # (), pour i = 1,...,v et que pour chaque i, on a une plaque @, de U; telle
que Q) C F' et Q) C UY_,U;.

Donc, si on énumére par A; 'ensemble {QEA)} rep, des plaques de U; telles que

Qy\) C Fl? Q@O\) C UUH
=1

pour i = 1,..., v, cela est un ensemble non vide, c’est & dire que A; # () pour chaque 1.

Supposons, premiérement, que F' soit & deux cotes; on fixe aussi 9(F') a deux cotes.
Définissons A = {A € A; | o gbi(QE’\)) >0} C A;. Quitte a changer le signe aux images
des ¢;, on peut supposer que A, # () pour i = 1,...,v. On définit, aussi, pour chaque
i=1,...,v, une plaque Q7 de U; en demandant que

o0i(Q) = inf 7odi(@) , i=1....v.

2

Clairement, Q_;/ C U}_,U. De plus, siy € _;-’, alors y € U; pour un certain j, et, en

particulier, y est dans une glaque de U;. Mais on a alors y € @, par définition de Q7.
Donc, Fy := Ul_,Q7 = Ul_, QY est une feuille compacte.
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Dans le cas ou F’ est compacte, on a, par le théoréme [74] que A; est fini et, donc, que
Fy C F'. Or, comme Fj est ouvert et fermé dans F” et F’ est connexe, on a F' = Fjy : en
particulier, pour la propriété [2] des systémes cohérentes énoncée dans le théoréme [75] on a
que F'NU; = QY. Enfin, dans le cas ot F' n’est pas compacte, Fy C F”, par définition des
Q7.

Donc, dans le deux cas,
v= |J F
FInO'#£0
est l'ouvert cherché.

Supposons, maintenant, F' & un cote. On décompose, pour i = 1,... v, A; = A, UAY]
avec 7 o qﬁi(Qg’\)) >0pour A€ Al et o ngi(QZ(’\)) < 0 pour A € A7. On définit, donc, des
plaques Q7, QY C U; N F' via

Fo¢i(Q)) = inf 70¢(QM) |, Fo0¢:(Q") = sup 7o p;(QW),
ACA; XeA!
pouri=1,...,v.

Alors, avec le méme argument que dans le cas a deux cotes, on peut montrer que
Fy = UL, (Q7 UQY) est une feuille compacte. Comme ci dessus, donc, si F’ est aussi
compacte, on a facilement F’ = Fy; si F’ n’est pas compacte, on a F; C F’ et, dans le
deux cas, V = Up oy #QF " est 'ouvert cherché.

Pour vérifier ’énoncé pour le cas r > 2, il suffit d’appliquer le méme raisonnement
utilisé dans le théoréme et on ne le traitera pas en détaille ici. O

Avec tous ces résultats, on arrive finalement au théoréme plus important de cette
section, dii & Reeb :

Théoréme 86 (Théoréeme de stabilité globale). Soit M wune variété C*° de dimension
n, compacte, connexe, et soit F un feuilletage C" de codimension 1 sur M, avec r > 2.
Supposons que F a une feuille compacte avec groupe fondamental fini. Alors chaque feuille
de F est compacte et avec groupe fondamental fini.

Démonstration. Soit {F, | a € A’} I'ensemble des feuilles compactes avec groupe fonda-
mental fini, et soit W = Uy F,.

W est un ouvert de M, car si F' € W, par le théoréme [83] il existe un ouvert U’ de M
tel que F' € U’ et U’ est réunion de feuilles compactes avec groupe fondamental fini, c’est
a dire U’ € W. On veut, donc, montrer que W = M.

Supposons, par 1'absurde, que W # M ; donc, comme M est connexe, W # W. Soit,
alors, W’ une composante connexe de W telle que W’ # W’ : elle existe car W n’est pas
connexe. Soit, alors, y € W/ \W’. Siy € F,, pour un certain v, alors F, C W', car W est
saturé par rapport a F et, donc, par le théoréme , W’ lest aussi.

Soit (Uy, ¢y) une carte distinguée et soit {¢y ' (771 (as, bs))}oex Uensemble des com-
posantes connexes de W’ N Uy. Pour chaque o € X, soit W, 'ensemble des feuilles qui
intersectent ¢} ' (7 (ay, b,)) : alors, par le théoréme [72) W, est un ouvert de W’. D’autre
part, C := {¢,(0,...,0,2,) | ay < 2, < by}, contenu dans U;, est un fermé de W’ N U,.
Donc W, N U, est aussi fermé dans W/ N Uy et on a alors W, = W', par connexité de W".

Alors, pour une feuille F5 C W', on a que le cardinal de I’ensemble des composantes
connexes de Fjg N U, est au moins card(X). Mais, comme Fj est compacte, on a, pour le
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théoreme [74], que Fg N U, a un nombre fini de composantes connexes et, donc, 3 est fini
aussi. Alors aussi /7, N U, a un nombre fini de composantes connexes et, comme ils existent
(Ur,, d»;), @ = 1,...,m, cartes distinguées telles que M C U*,U,,, F, est compacte, encore
par le théoréme [74]

Donc, pour le lemme appliqué a F,, on déduit que 71 (F,) est fini et, par définition
de W,onaye F, CW' CW; ceci est un contradiction avec le choix y € W/\W’ fait
avant.

On a donc montré par absurde que W = M ce qui conclut. O

Le théoréeme de stabilité globale est souvent utilisé en conjonction avec le théoréme
suivant, qui suit du lemme [85| et qui permet de mieux décrire les feuilletages dont toutes
les feuilles sont compactes comme feuilletages induits par des fibrations :

Théoréme 87. Soit M une variété C*® de dimension n, compacte, connexe, et soit F un
feuilletage C™ de codimension 1 de M, avec r > 1. St chaque feuille de F est compacte,
on a une des propriétés suivantes :

1. il existe une application C™ m: M — St telle que F = {r~1(p) | p € S'} et chaque
feuille de F est a deux cotes; de plus, sir > 2, m est un C" fibré et F est, donc,
un feuilletage définie par une fibration ;

2. il existe une application C™ 7 : M — [0,1] telle que F = {n~*(p) | p € [0,1]} et
chaque feuille de F, faite exception pour m=1(0) et m7=1(1), est a deux cotes; dans
ce cas, en plus, si r > 2, toutes les feuilles a deux cotes sont C" difféeomorphes et
chacune forme une revétement a deuz feuillets de 7=1(0) et de 7 (1).

De plus, sir > 2, on a que :

1. dans le cas |1, m est un C" fibré et F est, donc, un feuilletage définie par une
fibration ;

2. dans le cas [, toutes les feuilles a deux cotes sont C" difféomorphes et chacune
forme une revétement a deux feuillets de m(0) et de 7= 1(1).

Démonstration. Si on note l'ensemble des feuilles donné par F avec {F, | a € A}, on
peut définir 7 : M — A par 7(z) = a pour = € F,.

Pour une feuille Fj fixée, soit V comme dans le lemme [85]; comme chaque feuille de
F est compacte, on est forcement dans le cas [I] du lemme. Soit, alors, A, C A tel que
V' = Ugea, Fp, et définissons

Na : Aa = To P (VNU)

via la formule n4(8) = 7 o ¢1(F3 N Uy), dans le cas F; & deux cotes, et via n4(8) =
7(p1(Fs N U) Na~1([0,1])), dans le cas Fj est & une cote.
Notons que 'application 7, ainsi définie est bijective.

Donc, on peut définir sur A une structure "naturelle" de variété, éventuellement
avec bord, donnée par l'atlante {(A,,7.) | @ € A} : en particulier, par régularité des
applications 7, construites, c’est facile de voir que cet ensemble de cartes définit bien une
structure de variété C" de dimension 1, éventuellement avec bord. De plus, cette structure
de variété sur A est telle que m : M — A est une application C". Comme 7 est clairement
surjective et M est compact et connexe, on a que A l'est aussi.
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Mais, alors, A doit étre forcement difféomorphe a [0, 1] ou & S*, ce qui donne la premiére
partie du théoréme.

Si on sait que r > 2, on peut, encore une fois, appliquer le méme raisonnement que
dans le théoréme pour obtenir le résultat dans 1’énoncé ci dessus : on ne traitera pas
le détailles ici. O
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Chapitre 15

Théoréme de Novikov

15.1 Enoncé et idée de la preuve

15.1.1 Enoncé

Le but de ce chapitre est de démontrer le résultat suivant, di & Novikov.

Théoréme 88 (Novikov, 1965). Soit F un feuilletage C* de codimension 1, défini sur
une 3-variété compacte ayant groupe fondamental fini.
Alors F a une feuille compacte.

On va donner la démonstration dans le cas d’une variété lisse et d'un feuilletage
transversalement orientable. On remarquera & la fin de la preuve qu’on peut toujours se
ramener a ce cas-la.

Dans le paragraphe suivant, on présent les étapes fondamentales de la démonstration,
qu’on va donner avec toutes les précisions nécessaires.

15.1.2 1Idée de la preuve

La preuve commence en montrant l'existence d'un wanishing cycle sur la variété
feuilletée en question, (M, F). De fagon informelle, cela signifie que 1'on a une application
fo : St — M contenue dans une famille différentiable d’applications f; : S* — M, ou
t € [0,e] pour € > 0 convenable, telle que :

1. f;(S") est contenue dans une feuille A; de F pour tout ¢ € [0,¢]; cela veut dire
que pour tout t € [0, ¢] il existe une feuille A; de F telle que Fy, ;) = Ay pour tout
xr €St

2. f, : St — M est homotopiquement triviale dans la feuille A, si et seulement si
t>0;

3. pour tout z € S!, la courbe v, : t — f;(x) dans M est transverse a F.

La troisiéme condition signifie que Ty,yM = TY,(z)Ar © Rfyx.(t) pour tout t € [0,¢],

r e Sh
Ce wvanishing cycle est puis modifié en un vanishing cycle simple, dans le sens ou 1’'on
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considere les revétements universels A, des feuilles Ay, pour t > 0, et les relévements
ft S A, des applications de notre cycle. On montrera que I’on peut construire cette
famille différentiable afin que toute application ft soit simple.

Notons que si ces applications ft sont immersives, alors on aura des plongements du cercle
dans M, par propreté.

La fin de la preuve consiste a montrer que l'existence d’'un tel vanishing cycle simple
entraine que la feuille base Ay soit compacte. En effet, notre cycle { fi }sc0,q permet de
définir une famille différentiable d’immersions F; : D? — M telle que, d’aprés ci-dessus :

1. (Fy)jop2 = f; pour tout t € [0, €]
2. F,(D?*) C A; pour tout t > 0
3. pour tout z € D?, la courbe v, : t — Fy(z) dans M est transverse a F

Aprés ¢a, on va montrer que pour tout a > 0 il existe 1,1, € Ravec 0 <ty < t; < «
et tels que :

1. Atl - AtQ
2. Ft1(D2>gFt2(D2)
3. Fy(D?) N Fy,(D?*) = @ pour tout t € (ta,t1)

Il existe alors une région R arbitrairement proche a la feuille Ay qui est disjointe de Agy
et qui est contenue dans les surfaces C', Cs, ot :

Cy:={F(z)|r € 0D* ty <t < t,}

Cy = Ft2(D2)\Ft1<D2)

Par définition de la région R, on voit que toute courbe simple transverse a F qui entre
dans R ne peut jamais y sortir. Comme on peut trouver une telle R arbitrairement proche a
Ay, on conclut qu’il n’existe pas de courbe fermée simple (un lacet sans auto-intersections)
transverse a F qui passe par Ag.

D’autre part, on peut montrer que toute feuille non-compacte A admet un lacet transverse
a F qui passe par A, et donc Ag doit étre compacte.

15.2 Démonstration

15.2.1 Existence d’un vanishing cycle

On commence avec un petit lemme.

Lemme 89. Soit F un feuilletage lisse de codimension 1 d’une variété M. Alors il existe
une courbe vy : St — M transverse a F.

Démonstration. Supposons d’abord que F soit transversalement orientable et notons par
X un champ de vecteurs transverse a F.

Considérons alors une courbe intégrale o de X. Comme M est compacte, on a que
deux premibilités : soit o : S' — M, soit o : R — M avec « injective.
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Dans le premier cas, on a achevé la preuve, car il suffit de poser v := a.

Dans le deuxiéme cas, il existe un point p € M d’accumulation pour la suite {a(n) }nen.
Soit alors (U, ¢) une carte distinguée avec p € U. Quitte a extraire une sous-suite, on
peut supposer que a(n) € U pour tout n € N. Pour définition de carte distinguée, c’est
clair que, pour chaque n € N, la composante connexe de a(RNa~*(U)) contenante a(n)
rencontre la plaque de U qui contient p. Donc « rencontre la feuille /' := F,, en une infinité
de points distincts entre eux, comme « n’est pas fermée ; voir la figure [15.1]

FIGURE 15.1 — Cas « non fermée

Maintenant, soient ¢,t" € R tels que a(t), a(t') € F mais a(s) ¢ F pour tout s € (¢,t') :
ils existent bien car « est transverse a F.
En choisissant un arc [ : [0,1] — F tel que [(0) = a(t') =: pe et I(1) = a(t) =: p1, et en
utilisant le lemme , on peut aisément modifier la courbe fermée oy 4 * [, transverse a F
le long de afyy et contenue dans F' le long de [, en un courbe v fermée transverse a F ;
voir la figure [15.2]

Il reste maintenant le cas de F non transversalement orientable.
Pour ce cas-1a, il suffit de considérer le revétement double d’orientation M associé au
champ de droites A transverse a F, comme dans la prop
Dés que 7*(F) est transversalement orientable de codimension 1 et que M est compacte
(comme M l’est) on est dans le cas qu’on a considéré tout a I’heure : il existe, donc,
7 :S' — M transverse a 7 (F).
Il suffit alors de poser v = 7 o 4 pour terminer la preuve. O

On donne maintenant une définition. Pour cela, on considére M variété feuilletée par
F de codimension 1.
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FIGURE 15.2 — Comment obtenir une courbe transverse & partir de «

Définition 15.1. Soit Ay une feuille de F.
On dit qu'une courbe fermée fy : S' — Ay est un vanishing cycle pour F si fy se prolonge
en une application différentiable F' : [0,¢] x S' — M, pour € > 0 convenable, telle que :

1. la courbe f; := Flyyxst it — F(t,x) est contenue dans une feuille A; de F pour
tout t € [0,¢];

2. la courbe v, : t — F(t, ) est transverse a F pour tout z € S!;

3. la courbe f; est homotope & une constante dans A; pour tout ¢t > 0, et fy n’est pas
homotope & une constante dans Ag.

On dit que le prolongement F' de fy au cylindre [0,¢] x S! est une extension cohérente
du vanishing cycle fj

Exemple 15.1. Dans le feuilletage orientable de Reeb de D? x S! tout méridien du bord
est un vanishing cycle.

Les hypothéses ci-dessus sont suffisantes pour énoncer la définition. Pour obtenir des
résultats d’existence on a besoin d’hypothéses plus fortes, qui figurent parmi celles de
I’énoncé du théoréme de Novikov, a savoir la compacité de la variété sur laquelle on
travaille.

Proposition 90. Soit M une variété compacte de dimension au moins 3, avec groupe
fondamental fini, et soit F un feuilletage lisse de codimension 1 sur M.
Alors F admet un vanishing cycle.

Démonstration. Comme M est compacte et (M) est fini, pour le lemme [89|il existe une
courbe o : S' — M transverse a F qui est homotopiquement triviale. En effet, le lemme
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assure que 'on peut trouver un lacet « transverse a F, et comme sa classe dans (M)
est d’ordre fini on peut alors facilement construire un lacet encore transverse et homotope
a une constante.

Grace a la prop m, il existe maintenant une application lisse g : D? — M telle que le
feuilletage tiré en arriere F* := ¢g*F soit donnée par les orbites d’un champ de vecteurs Y
sur D?, dont les singularités sont des centres ou des selles ; de plus, les selles n’ont que
des auto-connexions entre elles. Cette construction est le centre de la démonstration : on
va exploiter les propriétés spéciales des orbites d'un tel champ de vecteurs sur D? pour
construire un vanishing cycle.

On utilisera, dans la suite, la propriété suivante : il existe une région ouverte R C D? telle
que le bord OR est une courbe d’holonomie non triviale, et telle que les orbites de Y dans
R ont par contre holonomie triviale ; voir 'appendice [A] section [A.4] pour les détailles de
la construction.

On veut, maintenant, montrer qu’il existe une courbe I' C R qui est une orbite périodique
ou un graphe Y-invariant (voir la section de I'appendice [Al pour les définitions) telle
que

1. g(I') n’est pas homotopiquement triviale dans la feuille Ay ;

2. T est le bord d'une bande C' = Ute(o,l] v C R, ou les v; sont orbites périodiques de
Y, et g(v) est homotope a une constante dans Ag(,,).

Cela terminerait la preuve de la prop. En effet, quitte a donner une paramétrisation
des orbites 7, ed de I', on voit bien qu’on peut la composer avec g pour construire une
extension cohérente de g(I').

Comme la tangence de g avec F dans les centres est de type parabolique, toute orbite v de
Y au voisinage d’un centre est fermée et son image g(y) est homotope a un point dans
Agy). C'est donc une bonne idée de commencer la construction de I' & partir des centres
de Y qui se trouvent dans R.

On rem que si le nombre des centres de Y est [ > 1, alors Y a [ — 1 selles, pour le théoréme
de Uindice. Le méme est vrai pour la cloture R de R : si ¢y, ..., ¢, € R sont les centres de
Y contenus dans R (ot k > 1), alors Y a k — 1 selles dans R.

Le théoréme de l'indice lie la caractéristique de Poincaré d'une variété compacte a la
somme des indices d’un champ de vecteur sur cette variété en correspondance de ses zéros.
Dans notre cas, D? est une variété compacte a bord, et le théoréme s’applique seulement
pour des champs qui sont transverses sur le bord. D’autre part la construction de Heefliger
garantie que le champ Y est de ce type la.

La caractéristique de D? est 1, comme il est contractile : son homologie a seulement un
générateur en degré zéro. Comme les centres sont des zéros d’indice 1 et les selles sont
d’indice —1, on voit qu’il faut avoir un centre en plus des selles.

Notons sy, ..., sg_1 les selles de Y dans R. Pour i € {1,...,k}, soit V; la partie connexe
maximale de R qui contient ¢; et qui est réunion d’orbites fermées de Y qui ont image
homotope & une constante dans leurs feuilles. Notons que chaque V; ne contient pas de
centre différents de c;.

On va montrer que I’ensemble V;, non vide et Y-invariant par construction, est ouvert ;

de plus, on montrera que dV; a une seule composante connexe, qui est une courbe fermée
réunion d’orbites de Y.
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Commencons en montrant que V; est ouvert.

Soit 79 C V; une orbite de Y. Le but est de montrer qu’il existe un voisinage tubulaire de
7o contenu dans V.

Comme les orbites de Y dans R ont holonomie triviale par construction, le lemme
permet de conclure la chose suivante. Il existe un voisinage cylindrique Cy C R et
un diffeomorphisme h : (=1,1) X 79 — Cj tel que pour tout ¢ € (—1,1) ’ensemble
v := h({t} X 1) est une orbite fermée de Y. Notons A, la feuille de F qui contient g(7;).
Fixons une métrique Riemannienne <, > sur M. Comme g() est homotope & une constante
dans Ay, il existe une application différentiable fy: D* — A telle que fo(0D?) = g(o).
Le lemme [81] entraine que f; se prolonge en une famille continue d’applications f; : D? —
M, out € (—¢,¢), telle que f;(D?) C A; et telle que pour tout x € D? la courbe t — fi(z)
est normale a F.

Pour ¢t > 0 la courbe f;(0D?) =: §; est clairement homotope & une constante, car elle est
la restriction d’une fonction définie sur D?. De plus, les courbes d; et g(7;) sont homotopes
en A, pour t assez petit. En effet, les familles d’ensembles fermés {g(:)}+, {0:}+ ont une
distance de Hausdorff qui tend vers zéro pour t — 0, car lim;_,o g(y¢) = limy_,0 0; =
9(70)-

Cela entraine que g(7;) est homotopiquement trivial dans la feuille A, pour ¢ assez petit,
et donc on a un voisinage tubulaire (—¢,¢) X vy de 7o qui est contenu dans V;.

On a donc montré que les V; sont ouverts.

Comme V; est Y-invariant, 0V; est soit une orbite fermée soit un graphe de Y. On peut
maintenant conclure la preuve en raisonnant par cas.

S’il existe un indice i tel que JV; est une orbite fermée de Y, disons g, alors g(79) n’est pas
homotope & une constante dans Ag(%), car sinon on aurait eu vog C V;, mais 0V, NV, = &
car V; est ouvert.

Toutes les orbites de Y dans l'intérieur de v, sont fermées, car elles sont contenues dans
V;. De plus, elle ont image homotopiquement trivial dans leur feuille correspondante. Cela
dit que 7y appartient a une famille d’orbites {7 }:cjo,¢) telle que g(y;) est homotope a une
constante dans Ay(,,). Pour la remarque précédente, on a conclu dans ce cas 1a.

Il se peut encore que I'; := JV; soit un graphe de Y pour tout indice 1 < i < k. On a alors
deux premibilités :

1. il existe un indice iy € {1, ..., k} tel que g(I';,) ne soit pas homotope & une constante
dans Ag(Fi) 5

2. pour tout indice i € {1,...,k}, g(I';) est homotope & une constante dans Agyr,).

Dans le premier cas, en raisonnant comme ci-dessus, ¢(I';,) est un vanishing cycle, et
on a terminé.
Supposons donc d’étre dans le deuxiéme cas. On a donc g(I';) homotope & une constante
dans la feuille Ay, pour tout 1 <1 < k.
Comme la différence entre le nombre de centres et selles en R est égal a 1, il existe deux
graphes qui contiennent la méme selle. Quitte & les renuméroter, supposons qu’ils soient
I'y, Ty, contenants la selle s;.
Les situations premibles sont représentées dans la figure ci-dessous.

Dans ce cas-1a, Vi U V5, est homéomorphe soit & un disque fermé, soit a deux disques
avec un point de bord en commun. Considérons le graphe I'! := 9V; U9V, = I'y UTs.
Maintenant on répéte la méme construction ci-dessus a l'intérieur de toute région de D?
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FIGURE 15.3 — Cas malheureux

de ce type-ci.

Comme ¢(T';) et g(T'y) sont contractiles dans leur respectives feuilles, g(T'") est bien
contractile dans Agry = Agr,) = Agry)-

Il existe alors un voisinage U de T'! tel que U \ T'' est réunion d’orbites fermées de YV
homotopiquement triviales dans leur feuilles images. Cela suit du méme raisonnement
qu’on a utilisé tout a I’heure pour montrer que les V; étaient ouverts, via le lemme 81|
Soient maintenant I'f := I'', T, .., T} les graphes de Y obtenus de la méme fagon que I'',
o 1 <k < 1. Pour tout i € {1,...,k}, soit Vi la composante connexe maximale qui
contient I'}, telle que V' \ T'} soit réunion de orbites fermées homotopes & une constante
dans leurs respectives feuilles.

On peut montrer que chaque V;! est ouvert, toujours avec le méme lemme. Le bord 9V;!
est une courbe fermée dans R, réunion d’orbites de Y.

Pour le méme argument qu’on vient d’utiliser, s'il existe un indice i tel que g(dV;!) est
homotopiquement trivial dans Ag(avil), alors on a trouvé un vanishing cycle pour F.

Il se peut encore que g(dV;!) soit contractile dans sa feuille pour tout 1 < i < ky. Dans ce
cas-1a, tous les OV;! sont des graphes de Y'; il y en a au moins deux, disons OV, OV,! qui
contiennent la méme selle. La situation est maintenant comme dans la figure [15.4]

FIGURE 15.4 — Cas malheureux : continuation

Posons I'? := gV} UV, Alors I'? est un graphe de Y, et g(I'?) est homotope a une
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constante dans sa feuille. Si ks est le nombre de graphes défini comme ci-dessus, on a
clairement 1 < ky < %kl < ik:. De plus, I'> admet un voisinage U tel que U \ I'? est réunion
d’orbites fermées contractiles dans leurs respectives feuilles.
Comme OR N OD? = &, et comme il y a un nombre fini de singularités de Y dans R,
on peut procéder récursivement pour obtenir, aprés un nombre fini d’étapes, une orbite
fermée ou un graphe I' de Y tel que g(I") soit un vanishing cycle pour F.

m

15.2.2 Extensions cohérentes normales

Le but de cette partie et de la prochaine est de modifier notre vanishing cycle pour en
obtenir un tel que les relevements de son extension cohérente aux revétements universels
des feuilles soient des courbes simples.

Pour décrire cette construction, on a besoin d’une définition supplémentaire.

Supposons maintenant que F soit un feuilletage transversalement orientable d’une
variété M, et soit X un champ de vecteur normal a F par rapport a une métrique Rie-
mannienne <,>: M — X?T*M fixée sur M.

On note <, >,: T, M x T M — R le produit scalaire défini par <, > en tout point z € M.

Définition 15.2. On dit qu'une courbe y : I — M transverse a F est positive (respecti-
vement, négative) si < y(t), X (7(t)) >y1)> 0 (resp., < 0) pour tout ¢ € I.

Soit fo : S' — Ag un vanishing cycle pour F, et F : [0,e] x S — M une extension
cohérente de fy.

On dit que fy est un vanishing cycle positif (resp. négatif) si les courbes v, : t — F(t,x)
sont (transverses) positives (resp. négatives). Si de plus les courbes 7, sont orthogonales

aux feuilles de F on dit que F' est une eztension normale de fj.

On remarque que 'on peut toujours supposer, si f; est un vanishing cycle, que fy soit
un vanishing cycle positif, quitte a renverser le champ de vecteurs X qui donne I'orientation
transverse.

En effet, si F' est une extension cohérente de fy, on a

< Ye(t), X (2(t)) > # 0

pour tout x € S' et t € [0,¢], dés que les courbes ¢ — 7,(t) sont transverses a F. Par
continuité, le signe de ce produit scalaire sera constant et il suffit donc d’effectuer le
changement X — —X pour avoir la positivité.

On peut maintenant montrer que ’on peut toujours choisir une extension (cohérente)
normale.

Proposition 91. Soit fy : S' — M un vanishing cycle positif.
Alors :

1. il existe une extension cohérente positive et normale de fy;

2. si fo: S — Ay est homotope a fy dans Ag alors f, est un vanishing cycle positif.
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Démonstration. Prouvons le point [T}
Notons par X; le flot engendré par le champ de vecteurs normale a F. Il existe, alors,
6 > 0 tel que Papplication F(t,z) = X;(fo(x)) soit bien définie sur [0,d] x S*.

On montre, maintenant, qu'on peut paramétrer les courbes t — F (t,z) avec un
paramétrage de la forme a — F(t(a,z), z), de facon que F(a,z) = F(t(a, x), z) soit une
extension cohérente positive et normale de f;.

Comme fj est un vanishing cycle positif, ’holonomie positive de f; est I'identité; alors,
les feuilles du feuilletage de (0,8) x S donné par (F| (g xst)*(F) sont, au voisinage de la
composante de bord {0} x S C (0,d) x ST C [0,0] x S*, toutes des courbes fermées et,
clairement, simples.

Fixons, alors, 7y € S' et notons S; la feuille de (F|(g5xs1)*(F) passante par (t,z) €
(0,6) x S*. Pour ce qu'on a dit tout a I'heure, pour a > 0 petit, S, rencontre la courbe
¢+ (t,z) en un seul point, qu’on note (¢(a, x), ) ; voir la figure [15.5]

De plus, c’est facile de voir que ce paramétrage s’étend naturellement a [0, ] x S! tout,
comme F({0} x S') et F({1} x S') sont entiérement contenus chacun dans une feuille de
F. Par construction il existe € > 0 tel que I’application F([0,¢] x S') — M donnée par

@ x) (t{c, x), x)

(a! xO)
(@ xp)

FIGURE 15.5 — Construction du paramétrage t = t(«, x)

F(a,z) = F(t(o, ), z) satisfait les condition I et I de la définition m
Il reste, donc, & montrer que, quitte & restreindre le domaine de F, on a aussi la propriété
I 3| de la définition c’est & dire que, pour a > 0, les courbes f,(z) := F(a,z) sont
homotopes a une constante dans la feuille qui les contient.
Pour cela, considérons F' : [0,€] — M, une extension cohérente positive et normale de
fo et posons fi(x) := F(t,z). Quitte a restreindre le domaine de F' et quitte a changer
paramétrage pour son paramétre ¢, on peut supposer que € < € et que f,(S?) et f,(S!)
soient contenus dans une méme feuille 7; de F. C’est donc clair que, pour ¢ petit, f;(S1)
et f,(S1) sont proche, au sens de la distance de Hausdorff pour les fermées dans F; ; en
particulier, elles sont homotopes dans JF;. Alors, il existe € < € tel que F|pq : [0,€] — M
soit une extension cohérente positive et normale de f;.

Passons a la propriété [2[ de ’énoncé.
Notons, d’abord, que si 70 : St — Aj est une courbe suffisamment proche, selon la
topologie C°, & fy, alors f, est un vanishing cycle. En effet, comme f, est homotope dans
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Ag & fy, par hypothése, f, a holonomie qui est triviale “de 1'un des deux cotes de Ay”;
alors, avec la construction ci-dessus, on obtient une F : [0,8] — M extension positive et
normale de f,. De plus, pour le point (1| qu’on vient de prouver, il existe F : [0,6] — M
extension cohérente positive et normale de f;. Donc, quitte a remplacer ¢ par 5 < 0,
les courbes f,(S') = F({t} x S') et f,(S') = F({t} x S') sont homotopes, car ils sont
“proches” selon la topologie C° sur Ay, la feuille qui les contient, et, donc, F : [0,8] — M
est aussi cohérente.

Si fy et f, sont homotopes via H : [0,1] x ST — A et si f; est un vanishing cycle, pour
compacité de [0, 1] et pour ce qu’on a remarqué tout a ’heure, on a qu’il existe ng € N
tel que si Hx (S') := H({£} x S') est un vanishing cycle positif alors Hei (S") est

no nQ

aussi. Cela entraine, par récurrence, que Hrno (S') = Hy(S') = f, est un vanishing cycle
nQ
positif. O

15.2.3 Extensions cohérentes simples

Supposons désormais que M soit une 3-variété compacte orientable, et que F soit un
feuilletage lisse de codimension 1 sur M.
On a quelques remarques préliminaires.

Remarque 65. Soit fo : S' — Ay un vanishing cycle positif, et F: [0,¢] x S — M une
extension cohérente positive et normale de fy. En admettant quelques résultats de théorie
de la transversalité, et avec le point 2 de la prop précédente, on peut supposer que :

1. fo est une immersion ;

2. les points d’auto-intersection de fy sont doubles et transverses.

Cela suit de la premibilité de considérer f, & homotopie dans Aj preés.
Le point 2 signifie que les fibres f;'(p), ot p € Ay, ont au plus 2 points, et que si 'on a
p = fo(z1) = fo(xa) pour deux points différents 1, x5 € S' alors T,Aq = R fo(il)@R fo(}zcg).
On a alors que I'ensemble By := {p € fo(S!)|card(fy*(p)) = 2} est fini, car discret dans
S'. Posons puis B := {p € f;(SY)|card(f; ' (p)) = 2}}, et n; := card(By).
Comme fy(S') est compact et les courbes v, : t — F(t,z) sont des paramétrages des
trajectoires du champ de vecteurs normal, il existe € > 0 assez petit tel que si zq, x5 € St, les
courbes v,,, V., are soit disjointes soit I'une contenue dans l'autre. Cela est une application
du théoréme de Cauchy-Lipschitz.
Il existe alors un entier ng tel que n; < ny pour tout ¢ € [0, €.
Si A C M est une feuille de F, on note A son revétement universel, qui existe comme elle
est connexe par arcs, localement connexe par arcs et semi-localement simplement connexe.
On note aussi 74 : A — A la projection universelle de revétement. Comme les f; sont
toutes homotopiquement triviales dans A; pour ¢t > 0, il existe un relévement universel
ft de f;, c’est a dire une courbe ft S A, telle que T4, © ft = f;. On peut supposer
d’avoir fixé 'image du point 1 € S* par f;, au dessus du point f,(1) € A,, afin que le
relévement soit unique.

Définition 15.3. Avec les mémes hypothéses de tout a ’heure, on dit qu'une extension
cohérente F' de fy est simple si les relévements f; sont des courbes simples dans A; pour
t>0.
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Proposition 92. Soit fy : St — Ay un vanishing cycle positif, et F': [0,¢] x St — M
une extension cohérente positive et normale de fo. On note encore f; := Flyyxst et Ay la
feuille contenante fi(S').

Il eziste une suite {t, },>1 dans [0,¢| telle que t,, — 0, pour n — oo, et telle que pour
tout n > 1 la feuille A;, contient un vanishing cycle g, : S* — A;, qui premede une
extension cohérente positive, normale et simple.

Remarque 66. Il se peut que t, = 0 pour tout n > 1 : un exemple est donnée par le
feuilletage de Reeb de S?, en choisissant comme A, la seule feuille compacte et comme
fo: (SY 1) = (Ao, o) une courbe dont la classe [fo] est, par exemple, I'élément (1,0) du
7T1(A0,[E0) ~7ZxZ.

Démonstmtion. Soit ft . S1 — A, un relévement de fi et, avec les notats ci-dessus,
= {p € fi(SY)|p = fi(x1) = fi(x2), avec x; # x5 dans S'}. Comme on a déja
remarque on peut choisir € assez petit que ny = card(Bt) < cardBy =: k. Pour t > 0, posons
de méme B, = {p € f,(S)|p = ft(xl) = fi(xs), avec 21 # x5 dans S'}. Clairement,
74,(B;) C By et, donc, iy := card(B,) < n, < k. Notons By = {p1,...,pr} et x; # 2 dans
St tels que fo(xl) fo( ') = p;, pour chaque i = 1,..., k; remarquons que si p € B; alors
il existe 1 < i < k tel que p = fi(x;) = fi(«}), pour unicité des solutions du champ de
vecteurs normal au feuilletage. A
Soient, maintenant, K7 = {t € [0,€]| fi(z1) = fi(2})) } et Uy = {t € (0,¢€)]| fi(x1) =
fi(z}) }. Clairement K est fermée et on a l'inclusion U; C K7 ; on veut montrer que U;
est ouvert.
Soit ST\ {z1, 2]} =: a]] B, ot a et B sont arc ouverts, c’est a dire sans extrémités, de S.
Site U, ona fi(z1) = fi(x}) et, done, la restriction de f, & la cloture @ de o est une
courbe fermée dans A; qui est homotope, dans A; méme, a une constante.
Pour le lemme [81] il existe § > 0 tel que, pour s € (t —0,t+0), fs|s est fermée et homotope
a une constante dans A,, c’est a dire que fs|a est une courbe fermée dans A, ; cela entraine
directement que s € U;. Donc, U; est ouvert.
Notons, maintenant, qu’il y a seulement une des trois premibilités suivantes :

1. Il existe § > 0 tel que [0,0]NU; =0 :
Dans ce cas, quitte a restreindre F' a [0, 0] X Si, on obtient 7i; < ng = k. On procede,
alors, par récurrence avec U, := {t € (0,9] | fx2) = fi5) }.

2. Il existe 0 > 0 tel que [0,0) C Uy :
Dans ce cas, fy(z1) = f;(z}) pour t € (0,6] et, done, fi(z1) = fy(z}) pour t € [0,4].
On peut, donc, considérer gy = fola €t go = fo\g comme applications de S! vers Ay.
Comme fy n’est pas homotope & un point dans Ay, on peut supposer, par exemple,
que go ne le soit pas non plus. Posons, alors, G = Flpsxa et g:(x) = G(t, ).
Comme f,(z1) = fy(z)) pour t € (0,8], g; est homotope a une constante dans Ay,
pour tout ¢ € (0,6]. Donc, si i} := card({ p| gi(z) = Gi(«’),z # 2’ dans @ }), on a
ng < ng < k.

3. Il existe une suite T}, — 0 telle que 7}, € (U \ U;) C K :
Dans ce cas on peut supposer que pour chaque m > 1 il existe ¢, > 0 tel

que (7}, 7} m + €em) C Uy. Comme dans le cas I on a fi(x1) = fi(x1), mais pour

m
t € [T, Tp + €n]. Dés que 7, € K\ Uy, les restrictions f1 |5 et fT1 |7 ne sont
pas homotopes a des points dans A;1 ; par contre, comme (Tgw T 4 €n) C Ui,
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pour 7,, <t < 7 4 €y, les courbes fi|5 et fi|z sont homotopes a des points dans
A;. Donc, pour chaque m > 1, f.1|g est un vanishing cycle positif de A1 et
Fliz1 71 4.1 est une extension cohérente positive et normale de f.1 [5. Alors, si

A = card({p € fi(@) | fi(x) = fi(x'), {z, 2’} # {x1,2,} et 2 # 2’ dans @ }), on a
A < g < k.

Notons que, dans tous les cas, on a obtenu une suite 7}, — 0 telle que, pour chaque
m > 1, la feuille A;1 contient un vanishing cycle g,, qui a un extension cohérente positive
et normale G, : [7}, 7., + €] X S' = M telle que le nombre d’auto-intersections de g, ,,
un relévement de g}, = G} (t,.), est 2}, , < min{k — 1,7, — 1}. En effet, dans les cas 1] et
il suffit de choisir 7.}, = 0 pour chaque m > 1; dans le cas , la suite 7}, est déja donnée
et il suffit de identifier les extrémités de @ pour obtenir un cercle S* et on a la propriété
voulue.

Le méme argument montre qu’on a une suite T,fw — 7 telle que le nombre d’auto-
intersections de g7, , , est 2, < min{k — 2,7, — 2}. En extrayant une sous-suite 7., :=
T%’n(m) — 0, on obtient un vanishing cycle g2, qui a une extension cohérente positive et
normale G2, telle que le nombre d’auto-intersections de Gpp est ng, < min{k — 2,7, — 2}.
En itérant cet argument au plus k& — 2 fois, on obtient une suite 7,,, — 0 telle que, pour
chaque m > 1, la feuille A, contient un vanishing cycle qui admet une extension cohérente

positive, normale et simple. O

15.2.4 Existence d’une feuille compacte
Voici la prop qui nous intéresse pour terminer la preuve du théoréme de Novikov.

Théoréme 93. Soit Ay une feuille de F qui admet un vanishing cycle ayant une extension
cohérente positive, normale et simple. Alors Ay est une feuille compacte.

Ce théoréme suit de nombreuses props.

Proposition 94. Si A est une feuille non-compacte d’un feuilletage F de codimension 1
sur une variété compacte, alors pour chaque p € A il existe une courbe fermée v transverse
a F et passante par p.

Démonstration. Comme M est compacte et A ne l'est pas, on a A\ A # (). Considérons
un point 7o € A\ A et une carte distinguée (U, ) avec xq € U. Soit £ C U un arc normal
a F passant pour zo. Comme o € A\ 4, il existe une suite (z,),>1 de points tels que
x, €ELNA.
Soit a : [0,1] — A une courbe différentiable sans auto-intersections telle que «(0) =
z, # a(l) = x, + 1. Pour le lemme (78 de trivialisation globale, il existe un voisinage V'
de a([0,1]) tel que Fly soit équivalent a F' de D" x (—p, p) qui a comme feuilles les
D=1 x {t}, pour t € (—p, p). On peut supposer, sans perte de généralité, que la situation
soit comme dans la figure [15.6]

Traitons, d’abord, le cas ol F est transversalement orientable.
Dans ce cas, on peut supposer que l'orientation de ¢ soit compatible avec 'orientation
transverse de F|y, de fagon que ¢ coupe V' comme on a représenté dans la figure m
Soient, maintenant, ¢,, et 9,1 les composantes connexes de { NV qui contiennent, res-
pectivement, z,, et x,1 et 7 : [0,1] — ¢ 'arc reliant x,, & x, 1. Alors OV Nd, = {q,¢'},
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Xn

Xn+1

Xg | o

FIGURE 15.6 — Disposition de la suite (z,),>1

avec ¢ < ¢’ dans £, ou < est I'ordre naturellement induit par I'orientation de ¢ choisie.
En travaillant avec le feuilletage F' sur D"! x (—p, p), on peut facilement trouver un
arc 7 : [0,1] — V transverse a F|y, compatible avec l'orientation positive de Fly et tel
que (0) = x,41 et (1) = ¢. On peut, clairement, supposer que les vecteurs tangents de
¥ et ¥ en x,.1 et ¢ coincident, de fagon qu’ils se recollent en une courbe différentiable
~v: S — M. Toute la construction est représentée en figure m Donc, ce qu’on a obtenu

) N\
Vv q
“H‘—"‘--._‘__h‘ ;i-;
- .ﬁ________________“_‘ Xn+t A ‘?
J A
ﬁn 6n+l
q!

\_ J

FIGURE 15.7 — Cas F transversalement orientable : construction de vy

jusqu’alors est une courbe fermée différentiable qui coupe la feuille A donnée. Maintenant,
on va modifier v de fagon qu’elle va passer pour un point x € A donné : cela nous permet
de conclure la preuve, dans le cas ou F est transversalement orientable.

On répéte, ici, la construction faite avant avec le lemme [78] pour travailler dans un
feuilletage dont on connais trés bien les feuilles. Soit, alors, x un point arbitraire de A. Soit
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B :10,1] — A un arc différentiable sans auto-intersections avec 5(0) = x, 11 et 5(1) = x. Le
lemme [78 nous donne un voisinage W de £([0, 1]) tel que F|y est équivalent a le feuilletage
de D" ! x (—¢,€) de feuilles D" x {t} avec t € (—¢,€). Comme v N W est composé
par deux points ¢, ¢, disons avec ¢ > ¢ dans 7, on peut définir un arc différentiable
fi - [0,1] — W transverse a F, avec i(0) = ¢/, i(1) = ¢, i(3) = @ et tel que les vecteurs
tangents de v et i en g et ¢’ coincident. Alors, en joignant i avec la partie de v qui est
dehors de W, on obtient une courbe fermée différentiable i passante par = et transverse a
F ; voir la figure pour une représentation.

4 )

-y

T e e -

N J

FIGURE 15.8 — Cas F transversalement orientable : construction de p

On omet ici les détailles pour le cas F non transversalement orientable : en effet,
I’argument est exactement le méme, sauf pour le fait que, afin que tout marche bien,
on doit appliquer le lemme [78] & un arc qui passe pour trois point successifs de la suite
(n)n>1; on serait, alors, dans un des deux cas représentés dans la figure et, dans tous
les deux, on peut procéder comme avant pour arriver jusqu’a la conclusion. O]

ra
N ) A A T 1
\\ f’
. - A ~ A
Xn =4 H:’ff! +1 X +2 Xp Xn+l |Xn+2
S
L‘\‘\.
Y
e L .

FIGURE 15.9 — Cas F non transversalement orientable : cas premibles de disposition de ¢
par rapport a trois points successifs de la suite (x,,),>1

o7



Meémoire CHAPITRE 15. THEOREME DE NOVIKOV

Pour la prop suivante, on travaille dans les hypothéses du théoréme c’est a dire Ag
est une feuille de F avec un vanishing cycle fy qui admet une extension F : [0, ¢ x S' — M
cohérente, positive, normale et simple. On a, alors :

Proposition 95. Il existe une immersion différentiable H : (0,¢] x D* — M satisfaisant
les propriétés suivantes :

1. pour chaque x € D?, les arcs t — H(t,z) sont positifs et normales ;
2. pour chaque t € (0,¢], H({t} x D?) C A;;

8. la restriction de H a (0,€] x ST coincide avec F|(gqxs-

Démonstration. Premiérement, remarquons qu’on peut supposer que chaque feuille A de
F ait comme revétement universel le plan R%.

En effet, on peut supposer d’abord que notre feuille A soit orientable, quitte a considérer le
revétement d’orientation & deux feuillets. Maintenant, toute surface orientable admet une
structure de surface de Riemann, et les revétements universels des surfaces de Riemann
sont, & homéomorphisme prés, seulement R? et S2. Si I'on était dans le cas de S?, notre
feuille A serait déja compacte : rien a démontrer. Donc, forcement, A ~ R2.

En particulier, alors, A, ~ R%. Comme F est une extension cohérente et simple de
fo, la courbe f. : S' — A, est simple : alors, pour le théoréme de la courbe fermée de
Jourdan, il existe h. : D?> — A, telle que ItbelaDQ = fe. Comme fe(Sl) est une courbe simple
plongée, on peut, de plus, supposer que h, est un difféomorphisme sur EE(DQ), qui serait,
alors, un disque. Donc, on a que f, =m4, 0 fe s’étend, de facon naturelle, & une immersion
h6:7TA€oiAL6 :D? — A,

De plus, par le lemme , h. s’¢tend en une immersion H : (e, ¢] x D* — M telle
que les arcs t — H(t,x) sont positifs et normales et telle que, pour chaque t € (e, €|,
H({t} x D?) C A,.

Soit, maintenant, F la restriction de H a (ey,€¢] x S'. On a, alors, F(e,z) = h(z) =
fo(x) = F(e,z). Les arcs t — F(t,x) et t — F(t,z) sont deux paramétrages d’une orbite
du champ de vecteurs normal, fixé au début de cette section, au feuilletage F. Donc, quitte
a changer le paramétrage de (e, €], on peut supposer que F(t,z) = F(t,z), c’est a dire
que H| (¢ qxst = F(eyqxs1- En résumant, on a obtenu H : (€, €] x S' — M vérifiant les
propriétés suivantes :

1. pour chaque z € D?, les arcs t — H(t,x) sont positifs et normales ;
2. pour chaque t € (e, €], H({t} x D*) C A;;
3. la restriction de H a (eo, €] x ST coincide avec F'|(¢ gxst-

En particulier, si ¢ = 0, on a déja conclut la preuve.

Supposons, donc, d’étre dans le cas malheureux ot €5 > 0. On va, alors, prouver que,
pour chaque z € D?, limHEg H(t,x) existe.
La courbe fermée feo est le bord d’un disque dans 12160 et, donc, en utilisant le méme
argument que tout a 'heure, il existe § > 0 et une extension H' : (¢g— 4, €g+0) x D? :— M
satisfaisant encore les propriétés [I], 2] et [3], avec domaine opportunément changeé.
Si g < tg < €9 + 0, la restriction hj, = H'|{,3xp> est homotopiquement triviale dans Ay,
et, donc, elle se reléve a fj, : D> — A, Par construction, on a d(hj (D?)) = f,,(S") =
d(h,(D?)), comme H' = H = F sur {t,} x S*. De plus, dés que A, = R? et que hy,
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et hj, sont deux immersions, cela entraine que hy, (D?) = hj (D?), c’est a dire que pour
chaque z € D? il existe 2 € D? tel que hy, () = lAz;O(y) Or, par 'unicité des trajectoires
du champ normal au feuilletage, on a H(t,x) = H'(t,y) pour chaque t € (€, €g + d). Donc,
lim,_, + H(t,z) existe et vaut H'(eo, ).

Maintenant, on peut facilement étendre H a (¢y — 6, ¢) x D?, comme f,, est homotope
a une constante dans A, et feo est une courbe simple dans fleo.
Par la connexité de (0, €], on en conclut facilement que H peut étre étendue a (0, €] x D?
tout. Cette H vérifie, par construction, toutes les propriétés voulues ; la seule chose qui reste
a vérifier est le fait qu’elle soit une immersion, mais, effectivement, cela suit directement
du fait qu’on I’a construite & partir des orbites du champ normal a F. O

Un autre résultat technique nous donne des propriétés de 'immersion H qu’on vient
de construire :

Proposition 96. Soit H : (0,¢] x D* — M donnée par la prop @ et soient hy = H gy« p2
et Dy = hy(D?). Alors il existe une suite décroissante 7,, — 0 satisfaisant les propriétés
swivantes :

1A, =A,,
2. D, CD

3. pour chaque n > 1, il existe une application g, : D* — D? telle que g, : D* —
Gn(D?) soit un difféomorphisme et h., = hr,,, © gy.

= A pourn>1;
pourn > 1;

Tn+1

Démonstration. Soit U = {z € D?*| limy_,o+ H(t, ) existe }. On va montrer que U est un
sous-ensemble propre et ouvert de D?, contenant S?.

En effet, U est ouvert puisque les arcs t — H(t,x) sont des paramétrages des orbites du
champ de vecteurs normale & F ; donc, le théoréme d’existence locale du flot nous assure
que, si x € U, alors U contient tout un voisinage de x, c’est a dire que U est ouvert. De
plus, S C U car la restriction de H a (0,¢] x S* coincide avec F'. Enfin, si, par absurde,
U = D? tout, H s’é¢tendrait de fagon continue a {0} x D?, c’est a dire f; serait homotope
a une constante dans Ag, ce qui est absurde.

Considérons, maintenant, un zo € D? \ U. Comme M est compacte, il existe une suite
décroissante s, — 0 telle que, si on note p, = H(s,,xo), il existe py € M avec p, — po;
notons A la feuille passante par py. Soit (V1) une carte distinguée avec py € V. Sans
perte de généralité, on peut supposer que p, € V pour chaque n > 1.

Comme 'arc v(t) = H(t,xo) est normal & F, pour chaque n > 1, il existe ¢, > 0 tel
que ¢, = H(t,,zo) soit dans A et le sous-arc de v qui lie p, et g, soit contenu dans V'; la
figure représente le cas ou s,_1 < t, < S,, mais il se peut bien qu’on ait la situation
symétrique ou s, < t, < S,+1. En tout cas, on a clairement que ¢, — 0 et qu’elle est
une suite décroissante satisfaisant A;, = A, c’est a dire que (¢,,),>1 vérifie la propriété
de I’énoncé. On va, maintenant, extraire une sous-suite de (t,),>1 qui vérifie toutes les
propriétés de la prop.

Notons, d’abord, que py € D;, pour n assez grand.

En effet, si c’était pas le cas, on aurait qu'il existe b, € dD,, avec b, — po, dés que ¢, est
dans U'intérieure de Dy,. Or, on a aussi 9Dy, C f, (S'), qui converge uniformément vers
fo(S); on aurait, alors, py € fo(S*) € A, ce qui est absurde.
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TN :

Pn Pp+y

-

9n  dp+« Po

~_

FIGURE 15.10 — Cas s,_1 < t,, < S,, c’est a dire ¢, < p, dans y

Choisissons, maintenant, py € 7' (po) et des voisinages W, W de po,po dans A, A,
respectivement, tels que 7 : W — W soit un diffeomorphisme. Considérons une suite
Gn € W avec G, — po et 74(Gn) = Gn = ht, (20). Soit, pour chaque n > 1, ht :D? —» Ale
seul relevement de hy, tel que hy, (x0) = G, et soit Dy, = hy, (DQ)

Notons que si m # n sont des entiers positifs, les courbes hy, (S') = f,,(S") et Ry, (S*) =

fi.,(S') sont courbes fermées disjointes de A ; de méme, les ht (S1), by, (S*) sont courbes

fermées et simples dans A et, en particulier, Dt C Dt ou Dtm - ﬁtn, dés que ces disques
s’intersectent au moins sur le point py. Alors, on a aussi D;, C Dy, ou D, C D, .

On rem que avec la topologie des feuilles sur M les feuilles globales résultent des

sous-variétés immergées ; en particulier, elles sont des espaces topologiques métrisables
pour cette topologie. Donc on peut bien fixer une métrique d4 sur A qui donne la topologie
des feuilles sur A méme.
Maintenant, comme la suite de courbes hy, (S') converge vers fy(S'), on a que fo(S') C
A\ A; done, lim,, o da(po, he, (S1)) = +00. On peut, alors, extraire une suite décroissante
Ti = ty, de (t,)n>1 telle que da(pg, hr, (S)) soit croissante et divergeant vers +oo. Cette
suite décroissante (7,,),>1, clairement convergeant vers 0, satisfait alors les propriétés (1 et
de la prop.

Posons, maintenant, D,, = h, (D?) et D,, = h. (D?). Notons, alors, que, pour chaque
n > 1, th D? — Dn est un dlffeomorphlsme et que D C Dn+1 Enfin, on définit

Gn D2 — D? en posant g, = (hs, L) to h., : ces diffcomorphismes g, satisfont, alors,
toutes les propriétés voulues. O

Remarque 67.

Remarque 68. Pour tout t € (0,¢], il existe une suite {r, },en qui tend vers zéro telle que
DTn g At et UTLGN DTn = At'
Ce fait, qu’on montrera tout de suite, implique que Ute(O,E] Dy = Ute(O,g} Ay
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Démonstration (Observation @) On va vérifier ce fait pour la feuille A = A, . L’espace
totale A du revétement universel de la feuille A est muni d’une distance canonlque d. A,
définie en tant que pull-back d’une métrique riemannienne sur la variété A. De cette facon,
pour tout ouvert U C A tel que (7 A+ U = m4(U) soit un diffeomorphisme, la restriction
est aussi une isométrie.
Le fait que da(po, hr, (SY)) — oo entraine que d,(po, by, (S*)) — o0, oil I'on a choisi
Po € (ma) ' (po). Donc Un>1D — A, don Uz Dn = A
Considérons maintenant py comme dans la preuve de la prop [96] Alors, comme on a vu,
po € D, pour n assez grand. On a donc py = H (7, z) pour quelque = € D2 et 7 = 7, fixé.
Remarquons maintenant que py est dans I’ensemble limite w(«y) d’une orbite du champ
de vecteurs normal passant pour le point ¢, = H (T, x¢), avec les notats introduites dans
I'appendice [A.2.2] Comme cet ensemble limite est invariant pour le flot, on conclut que
sit € (0,¢e] alors p, = H(t,x) = lim,,_,o H(r],x0), pour une certaine suite r/, — 0. En
utilisant le méme raisonnement de la prop [96] on conclut qu’il existe une suite r,, — 0
telle que D, C D, ., C A; et p, € D,, pour n assez grand.
En itérant ce qu’on a fait pour la feuille A, , on conclut que |J,~, D,, = A:.

m

Considérons maintenant la variété topologique quotient K, obtenu a partir de la variété
a bord [7,,11,7,] X D? en identifiant le points (7,, ) avec 7,11, g,(7)) pour tout z € D?

(voir figure [15.11)).

gn(0?
Mn
—_— Kﬂ

2
Ty XD

FI1GURE 15.11 — Construction de K,

Soit 7, : [Thi1, Ta] X D* — K, la projection canonique au quotient.
Remarquons que pour tout x € D? on a h, ., (gn(x)) = hs,(2). Donc il existe une
application H, : K,, — M telle que H, = H, o m,. En particulier, H, est une immersion.
Cette construction contient I'idée fondamentale de la preuve du théoréme de Novikov.

Avec tout ce qu’on a dit jusqu’alors, on peut finalement prouver le théoréme [93:
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Démonstration (théoréme @) Supposons par ’absurde que Ay ne soit pas compacte.
Fixons zy € S, et soit qo = fo(wo).

D’apres la prop [04], il existe une courbe fermée positive v transverse a F passant par qo.
Quitte a considérer une courbe homotope a v, on peut supposer que :

1. 4 rencontre F ([0, ] x S!) le long du segment normal { f;(zo)|t € [0,a]}, o0 0 < a <
€;

2. 4 ne rencontre pas le segment normal { f;(z)|t € [0, ]}, pour tout x # xo.
A un reparamétrage prés, on peut supposer que J(t) = fi(x), pour t € [0, a]. Considérons
maintenant la suite 7, comme dans la prop et soit n assez grand de facon que 7, < «,
et soit H,, : K,, = M comme dans la derniére remarque.
Pour tout z € D? considérons la courbe (3,(t) := m,(t,z). Par construction, on a
H,(B.(t)) = H(t,x), et donc la courbe ¢t +— S,(t) est envoyée par H, dans une or-
bite du champ de vecteurs normal. En particulier 7(t) = H, (8., (t)), pour t € [T11, Tn)-
On va tirer en arriére la partie de 7 contenue dans H,(K,,) en une courbe 7 dans K, telle
que H, o5 = 7.
Posons 7(t) 1= B, (t) pour t € [T,11,7,]. Comme 7(t) est contenu dans l'intérieur de
H,(K,) pour 7, <t < 7, + p (ot 1 > 0 est choisi suffisamment petit), on peut relever 7

dans l'intervalle [7,,41, 7, + p] (voir figure [15.12)).

B = Mn(Tp+1 X D?) - in(T, X DY)

ﬂn([Tn.'. 1, Tﬂ] Fad SI}

Kn

FIGURE 15.12 — Construction de 7

Comme H,, est un diffeomorphisme local, on peut continuer & tirer en arriére 7 jusqu’a
ce que 7 reste dans U'intérieur de K,,. A priori on sera obligé a s’arréter quand on rencontrera
0K, . D’autre part, on doit le rencontrer puisque 7 est une courbe fermée et le tiré en
arriere part du bord.

Il y a donc seulement deux premibilités afin que 7 rencontre 0K, :

1. en m,([Toi1, Tn] X SY);
2. en B :=m,({mni1} x D*)\ m,({7.} x D?).
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Or, les deux sont absurdes.
La premiére premibilité est exclue car ¥ coupe H,([Tn41,7n) X S') seulement le long du
segment normal ¢t — fi(zg) = (), pour t € [Ty11, Tnl-
La seconde est aussi impremible. En effet comme H,(B) C A = A, , si 7 touchait le bord
de K,, en un point z € B alors son vecteur vitesse en ce point sortirait de K,,. Donc le
vecteur tangent a 7 en H,(z) serait dans la direction négative. Cela contredit la positivité
de 7.

On a obtenu une contradiction, supposant que la feuille Ay n’était pas compacte. Cela
achéve la preuve de la prop. ]

Remarque 69. Pour raisonner sur un exemple plus visuel, on peut encore une fois considérer
le feuilletage orientable de Reeb F de S*, présenté en [11.7] On considére ce qui se passe
au voisinage de la feuille compacte, qui sépare les tores solides recollés en S3.

Regardons la figure . elle représente la feuille compacte Ay, qu’on sait étre homéo-
morphe & un tore bidimensionnel S* x St. De plus, on y voit un vanishing cycle f; pour Ay
qui admet une extension cohérente positive, normale et simple, dessinée avec des nuances.
Cette extension indique la direction transverse au feuilletage.

A Tintérieur on peut identifier 'immersion de la variété a coin K,, qu’on vient de construire.

FIGURE 15.13 — Situation autour de la feuille compacte S' x St

Supposons maintenant d’avoir une courbe 7 transverse a F qui traverse Ag. Si elle
entre aussi a l'intérieur de I'immersion de K, elle ne pourra jamais y sortir : cela est 1'idée
sur laquelle repose la démonstration de la derniére prop.

En effet, on peut supposer que la courbe soit positive. Si & un certain point elle sortait de
K, on aurait forcément un instant ot la positivité a été perdue; alors, par continuité, on
aurait aussi un point ot la courbe n’était plus transverse a F.

La situation serait comme dans la figure [15.14], ou I'on voit notre courbe qui est censée
rester & l'intérieur de K.
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Ao

FIGURE 15.14 — La courbe piégée

Cela entraine en particulier qu’on ne peut pas avoir une courbe fermée transverse a F
qui traversent K,,. Comme on peut construire des immersion de K,, qui soient arbitrairement
proches & Ay, on conclut que le méme est vrai pour les courbes qui traversent Ag.

15.2.5 Conclusion de la preuve

Comme conséquence des résultats des sections précédents, on obtient une preuve trés
concise du théoréme de Novikov, dont on répéte I’énoncé :

Théoréme 97. Soit F un feuilletage C? de codimension 1, défini sur une 3-variété
compacte ayant groupe fondamental fini.
Alors F a une feuille compacte.

Démonstration. Supposons d’abord F transversalement orientable. D’aprés la prop [90] il
existe un vanishing cycle pour F.

D’aprés la prop F a une feuille Ay contenant un vanishing cycle, qui admet une
extension cohérente positive, normale et simple.

D’aprés le théoréeme [03] la feuille Ay est compacte.

Dans le cas général, on fixe une métrique riemannienne sur M et un champ de droites L
orthonormal & F en tout point. Considérons maintenant le revétement double d’orientation
7: M — M de L, comme dans la prop .

. On peut utiliser 'argument précédent pour conclure que 7*(F) admet une feuille compacte
Ay. Alors la feuille Ay = W(AO) de F est compact, en tant qu’image continue d’un
compact. ]
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Remarque 70. On peut se demander si le résultat est encore valide en dimension n > 4. La
réponse est négative : il existe des variétés lisses de dimension n > 4 compactes ayants
groupe fondamental fini qui admettent des feuilletages de codimension 1 sans feuilles
compactes. Voir, par exemple, 'article [contrex| en bibliographie.
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Annexe A

Feuilletages du disque et construction
de Haefliger

A.1 Singularités d’applications a valeurs réels

Soit M une variété C* de dimension n et soit ¢ : M — R une fonction C*, avec
2<t<s.
On appelle singularité de g chaque point p € M tel que dg(p) = 0.

Remarque 71. Si (U, ¢) est une carte au voisinage d’un point p singulier pour g, on
peut considérer la forme quadratique Q7 : T,M x T,M — R donnée par Q(u,v) =
Hess,(f 0 ¢71)(dpo(u), dpo(v)).

Si (V1) est une autre carte au voisinage de p, Z) = Qﬁ) comme formes quadratiques;
donc, on a une forme quadratique QP en p associée a ¢ indépendante du choix de la carte,
qui est appelée Hessien de g en p, et notée souvent Hess,(g).

Si p est une singularité de g, on dit que p est non dégénérée si Hess,(g) est non dégénérée
comme forme quadratique.
On dit aussi que Hess,(g) est positive (resp. négative) si Hess,(g)(v) > 0 ( resp. Hess,(g)(v) <
0) pour chaque v € T,M ; on appelle enfin indice de f en p la valeur

ind(g,p) = max{dim(E) | E sous espace de T,M avec Hess,(g)|rxr négative }.

Rappelons, sans preuve, quelque résultat classique sur les "formes canoniques" au
voisinage des points singuliers non dégénérés :

Théoréme 98 (Lemme de Morse). Soit p € M un point singulier non dégénéré pour
g: M — R avec ind(f,p) = k. Alors il existe un voisinage U de p dans M, un ouvert
Q C R" contenant 0 et un difféomorphisme p : (U,p) — (Q,0) tels que

gop(zy,..., )= -7 — T2+ ... — 28+ Tpp1 + ...+ T2

Ce lemme nous dit qu’on peut identifier une classe trés agréable de fonctions de M
vers R : on dit que g : M — R est une fonction de Morse si tous ses points singuliers sont
non dégénérés.

Remarque 72. Dans le cas de dimension n = 2, ce qui nous intéressera dans la suite, les
formes canoniques premibles sont les suivantes :

68



Mémdixd® A. FEUILLETAGES DU DISQUE ET CONSTRUCTION DE HAFLIGER

1. gop(z,y) = —2* —y*;

2. gop(r,y) = +2° +9*;

3. gop(r,y) = +a* —y*;
Dans les cas [1] (respectivement [2)) p est un maximum (respectivement minimum) local, et
les courbes de niveau sont difféomorphes & des cercles : dans ces cas, on dit que p est un

centre pour g; par contre, dans le cas |3 p est un point de selle et les courbes de niveau
sont difféeomorphes a des selles avec 4 séparatrices.

Enfin, on énonce, sans preuve, un lemme technique qui sera trés utile dans la suite :

Lemme 99. Soient U,V et W des ouverts dans R" avec U CV C V. C W et W une
boule ouverte et soit h : W — R de classe C*, t > 2. Alors, pour chaque € > 0, il existe
g: W =R, de classe C*, telle que |lg — h|lc: <€, gluny = hlunv et glu est une fonction
de Morse.

A.2 Feuilletages singuliers du disque

A.2.1 Définitions

Dans cette section, on va introduire le concept de "feuilletage singulier" ; on utilisera,
pour éviter de rentrer dans les détailles techniques de la théorie des feuilletages singuliers,
des définitions "non-standard", adaptées au cas du disque unitaire D? C R?, comme c’est
le seul cas qui nous intéresse.

Soit M une variété C® de dimension n > 3, feuilletée par F de classe C” et codimension
1.
Soit, maintenant, ¢ : D?> — M une application C*°. Comme le feuilletage F sur M donne,
de fagon naturelle, une partition de M méme, on peut considérer la partition g*(F), qu'on
indiquera parfois plus simplement F*, induite sur D? via I'image réciproque selon g de la
partition F de M.

Définition A.1. On appelle chaque partition F* de D? construite comme ci-dessus,
feuilletage singulier sur D?.

Remarque 73. En général, on peut pas définir, via le tiré en arriére de F, un feuilletage
sur D? selon la définition qu’on avait donné dans le chapitre .

En effet, la difficulté ne consiste pas seulement en le fait que D? est une variété a bord,
mais aussi en le fait que g*(F) peut avoir des "singularités" (voir la figure ?7). Il existe
aussi une théorie des feuilletages singuliers, qui permet de traiter formellement ces cas-1a,
mais on ne va pas entrer dans les détailles; ici, on se contentera de traiter la question de
facon plus élémentaire.

Notons, que si p € D?*\ 9D? n’est pas un point de tangence de g avec F, F* définit
bien une feuilletage, au sens du chapitre [I0 au voisinage de p. F, est bien une sous variété
(a bord) de M, au voisinage de p.

De plus, si g|s1 : S — M est transverse a F, la partition F* de D? satisfait la propriéteé
suivante : si E € F* est tel que ENJD? # (), alors E est un sous variété (a bord) de D?
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au voisinage de chaque p € E N JD? et y est transverse, en tant que sous variété, a 0D?.
Dans ce cas-1a, on dit simplement que F* est transverse a 0D>.

Par contre, si p € D? est un point de tangence de g avec F et si (U, ¢) est une carte
distinguée au voisinage de p, on a que F* n’est par "régulier" au voisinage de p; on dit,
alors, que :

1. p est un centre pour F* si to¢og: U — R a une singularité non dégénérée de
type centre (au sens des fonctions de Morse) en p;

2. p est une selle pour F* si mogpog: U — R a une singularité non dégénérée de type
selle (au sens des fonctions de Morse) en p.

Enfin, on dit que F* admet des connections entre deux selles distinctes s’il existe
p,q € D? point de selle pour F* et un élément E de F* tel que E est un arc lisse de p
vers q.

A.2.2 Feuilletages singuliers du disque et champs de vecteurs

Avec toutes ces notats, on peut, maintenant, énoncer quelque résultat qui nous sera
utile dans la suite.

Pour cette section, on notera F* un feuilletage singulier sur D?, transverse au bord
0D? et avec un nombre fini de singularité ; on notera aussi I’ensemble des singularités par 7.

On dit que F* est C" localement orientable si pour chaque point p € D? il existe un
voisinage U de p et un champ de vecteurs Y sur U tel que :

l.sigeTonaY(q)=0;
2. sige U\ T on aY(q)# 0 est tangent a I’ensemble E, € F* passant par q.

Remarque 74. Notons que, pour ce qu’on a dit dans la section précédente, si ¢ € U\ T, la
direction tangent a F, est toujours bien définie; donc, la propriété 2| est bien formulée.

On dit aussi que F* est C" orientable s’il existe un champ Y comme ci-dessus défini
sur tout D?.

Proposition 100. Si F* est un feuilletage singulier de D?> C" localement orientable, il
est C" orientable.

Démonstration. Pour chaque p € D? il existe un champ de vecteurs Y de classe C", défini
sur un voisinage U de p, tel que Y soit tangent & F* et Y (q) = 0 si et seulement si g est
une singularité de F*. Par compacité de D?, on en peut trouver un nombre fini Uy, ..., U
qui recouvrent D?; notons Y, ..., Y; leurs respectives champs de vecteurs.

On affirme, maintenant, que trouver un champ de vecteurs Y global équivaut a orienter
convenablement les Y.
En effet, supposons pour linstant de pouvoir obtenir des Y; sur U;, en posant simplement
Y; = Y; ou —Y;, de facon telle que, pour i # j, Yi(q) et f@(q) ont “méme orientation” si
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q € (U;NU;)\ T. Cela signifie quil existe A, > 0 telle que Y;(¢) = \,Y;(q). Alors, si (p;)i_,
est une partition de I'unité subordonnée au recouvrement (U;)*_; de D? on a que

est le champs de vecteurs de classe C” voulu, comme il est défini sur tout D2, il est bien
tangent a F* et, dés que les Y; sont orientés convenablement, Y (q) = 0 si et seulement si
q est une singularité de F*.

Dongc, il suffit de montrer qu’on peut obtenir des Y; comme ci-dessus.
On note, premiérement, que, quitte a diviser les U;, on peut supposer que les U; sont
connexes et que, si U; NU; # 0, U; N U; est connexe. Donc, sur (U; NU;) \ T, on peut
écrire Y; = \;;Y;, ot Aj; 0 (U;NU;) \ T — R est continu et jamais nulle; en particulier, par
connexité de U; N Uj, et donc de (U; NU;) \ T, comme T est fini, on a que le signe de \;;
est constant.
Si A;; > 0, on dit, comme ci-dessus, que Y; et Y; ont méme orientation ; sinon, on dit qu'ils
ont orientation opposée.
Notons que clairement on peut choisir les Y; de facon qu’ils ont méme orientation “le long
d’un arc quelconque”, c’est a dire que si v : [0,1] — D? est tel que v(0) = p; € U; et
(1) = p; € U; on peut aisément trouver un recouvrement (U;, = Uy, U,,, ..., U;,_,,U;, =
U;) de ([0,1]) et des V;, = Y1, Y, ..., Y;_,,Y;, =Y, correspondants qui ont orientation
cohérente, selon la définition qu’on a donnée tout a ’heure. On omet ici les détailles,
comme ceci est un argument classique de géométrie différentielle.
Or, c’est aussi facile de vérifier que si §,7 : [0, 1] — D? sont deux arcs homotopes, choisir
un orientation “le long de " ou “le long de §”, au sens de ci-dessus, donne le méme résultat :
si on note Yy, = Y1, Y, ..., Y, Y}, la chaine de champs obtenue a partir de §, on aura
simplement, }N/km = ~i“ ol }N/il était obtenu a partir de v, comme noté ci-dessus. On omet,
encore une fois, les détailles, comme ceci est aussi un argument trés classique.
Enfin, comme D? est simplement connexe, tous les arcs qui lient deux points donnés sont
homotopes & extrémités fixés : cela montre qu’on peut définir Y sur D? en utilisant la
construction “le long des arcs”, comme cela ne dépend pas de I'arc choisi. ]

-1

m—17

On a un corollaire immédiat de cette prop :

Corollaire 101. Soit F un feuilletage C", r > 1, de codimension 1, sur M et soit
g : D* — M une application C" avec point de tangence non dégénérés avec F, c’est a dire
soit des centres soit des selles. Alors F* = g*(F) est C™! orientable.

Démonstration. Pour la prop il suffit de vérifier que F* est C"! localement orientable.
Soient, donc, p € D? et (U, ¢) une carte distinguée pour F au voisinage de g(p).

Notons, comme on avait fait dans la section du chapitre[13} 7 : (—=1,1)" — (—1,1) la
projection sur le derniére facteur et posons h:= 7o ¢og:U — (—1,1). On a, alors, que
les ensembles de la partition F* N U coincident avec les courbes de niveau de h et que, si
on note par (z,y) les fonctions coordonnées sur U € D? C R?, le champ Y (q) := (%, —%),
pour chaque ¢q € U, est bien un champ de vecteurs tangent a F* N U.

Donc, F* est C"~! localement orientable. O
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Remarquons que, en particulier, le corollaire énoncé tout a I’heure nous dit que chaque
feuilletage singulier F* sur D? de codimension 1 est donné par le courbes intégrales d'un
certain champ de vecteurs Y sur D?.

Maintenant, on veut étudier rem certaines propriétés de F* se traduisent en propriété du
flot du champ Y ainsi obtenu; on va voir, ici, les feuilletages singuliers de D? sous un
point de vue de la dynamique des flots qui les définissent.

Supposons, dorénavant, que F* = g*(F) satisfait les propriétés suivantes :

1. F* est transverse a 0D?;

2. les singularités de F* sont non dégénérées, donc des centres ou des selles ;
3. F* n’a pas de connexions entre selles distinctes.

Soit p € D? un point singulier de Y avec p € W := g~ }(U), ou (U, @) est une carte
distinguée de F qui contient g(p); soit aussi 7 :=7o¢: U — R.

Alors p est une singularité non dégénérée pour f :=mwog: W — R et les orbites de Y sont
contenus dans les courbes de niveau de f.

Pour le théoréme il existe un difféeomorphisme o« : U — V, ou V C W est un
voisinage ouvert de p et a(0) = p, tel que foa(x,y) = f(p)+q(x,y), otonaq(z,y) = x*+y?
ou q(z,y) = —(2* +¢?) ou q(z,y) = 2% — y*.

Dans le premiers deux cas, p est un centre pour Y, c’est a dire que le trajectoires non
dégénérées de Y dans W sont tous fermées et difféomorphes a S'. Par contre, dans le
troisiéme cas, p est une selle pour Y, c’est a dire que f~(f(p)) est constitué par deux
courbes lisses 01, 09 qui s’intersectent transversalement en p de fagon que d; Ud, \ p contient
4 différentes trajectoires régulieres de Y|y, ay, ao, asz et ay, telles que a; U ag U {p} = &1
et as Uy U{p} = ds.

Les a;, pour 1 < ¢ < 4, sont les séparatrices locales de la selle p de Y. Si on dénote
par t — Y;(q) la courbe intégrale de Y qui passe par ¢ pour t = 0, on a que deux entre
ces «y, disons oy et as, sont caractérisés par la propriété lim; ., Y;(q) = p, pour chaque
g € aq U o, et les autres deux, disons as et ay4, par lim,, . Y;(¢) = p, pour chaque
q € as U ay. On appelle stables les trajectoires du premier type et instables celles du
deuxiéme type.

De plus, par construction de Y, le fait que F* est transverse a 9D? équivaut au fait
que Y soit transverse & 0D? = S!.

Si y(t) := Y;(q) est une trajectoire, pour ¢ € D? quelconque, on pose

w(y) :={z € D*|z = lim v(t,), ot t, — co pour n — oo }

n—o0

et
a(y) :={x € D?|x = lim y(t,), oil t, — —00 pour n — 00 }.
n—oo

Notons que, pour le théoréme dans I'appendice [B], les ensembles w(7) et a(7y) doivent
coincider avec :

1. 0, si v coupe D? pour t — +00, —00;

2. une singularité pour Y, c’est & dire un point fixe pour Y ;

3. une orbite fermée de Y ;
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4. un graphe de Y, c’est a dire un ensemble connexe A constitué par des selles et
des séparatrices, de fagon que si p € A est un selle de Y, A contient au moins une
séparatrice stable et une instable pour p.

Notons que, comme Y est transverse a S', on peut supposer que Y|ap2 soit entrant

dans D?, quitte a remplacer Y par —Y ; on a, alors, que w(v) # 0, pour chaque orbite v
de Y.

Définition A.2. On dit que le sous ensemble I' C D? est un cycle limite pour Y si I’
n’est pas une seule singularité et 8’il existe une orbite v de Y, avec v N T = (), telle que
I'=w(y) oul = a(y).

De ce qu’on a dit ci-dessus, un cycle limite non vide I' de Y est soit une orbite fermée
soit un graphe de Y. De plus, c’est facile de vérifier que I' est toujours connexe et que
D?\T a au moins deux composantes connexes, dont une contient entiérement 9 D?, comme
'NdD? = (), pour ce qu'on a dit tout a '’heure. Dans la figure , on a représentés
quelques I' premibles dans le cas ou ils sont des graphes de Y.

FIGURE A.1 — Cas de cycle limite qui est un graphe

e

Or, dans notre cas, effectivement, les cas représentés dans la figure sont les seuls
cas premibles dans lesquels I' est un graphe de Y, car on est dans I’hypothése de F* sans
connexions entre selles distinctes.

Soit, maintenant, ¥ I'ensemble de tous les cycles limites. Etant donné un I' € ¥, on note
R(T) la réunion des clotures des composantes connexes de D? \ T’ qui ne contiennent pas
OD?. Sur ¥, on définit aussi un ordre partiel < en disant que I'y < T’y si R(T';) C R(T,).
Notons, enfin, que, comme I" est invariant par Y, R(I") I'est aussi.

Proposition 102. Soit (I';)),en une suite décroissante de cycles limites et soit ' le bord
de Uensemble (1,5, R(I'y). Alors 'y est soit une orbite fermée soit un graphe de Y.

Démonstration. Comme si la suite se stabilise la preuve devient triviale, on peut supposer
qu’elle ne se stabilise pas; donc, quitte a extraire une sous-suite, on a que I';, # I',,, pour
chaque n # m. De plus, comme le nombre de selles de Y est fini, Y admet un nombre fini
de graphes et, quitte & extraire une autre sous-suite, on peut supposer que chaque I, soit
une orbite fermée. On s’est, donc, ramené au cas ol une suite strictement décroissante, au
sense de <, d’orbites fermées s’accumule sur I' ..
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En particulier, chaque R(T',,) est un ensemble, homéomorphe a un disque, invariant pour
Y et on a que R(I';,) € R(I'y41). Done, N,>1 R(T',,) et T’ sont non-vides et invariants
pour Y. De plus, 'y, contient au moins un point p tel que Y (p) # 0 : en effet, on n’a pas
de centres dans I'y, car les centres ne peuvent pas étre points d’accumulation de cycles
limites, dés que, au voisinage de chaque centre de Y, les orbites sont toutes fermées, c¢’est
a dire périodiques, et coincident, donc, avec leurs points d’accumulation. Par contre, '
peut contenir une selle, mais, dans ce cas, il doit contenir aussi deux ses séparatrices.

Supposons, alors, que I',, ne soit pas une orbite fermée; on veut montrer qu’il est un
graphe de Y.
Prenons p € 'y, un point tel que Y (p) # 0, qu’il existe pour ce qu'on a dit tout a I’heure,
et posons, pour simplicité de notats, w(p) := w(y), ot v est 'orbite de Y qui passe pour p
au temps t = 0.

On veut montrer que, alors, w(p) doit étre une selle contenue dans I',,.
En effet, w(p) ne peut pas contenir un centre de Y, pour ce qu'on a dit ci-dessus. Mais si,
par absurde, w(p) n’était pas une selle, forcement on aurait ¢ € w(p) tel que Y(q) # 0,
comme w(p) est connexe : on veut déduire de cela une contradiction.
Notons que ¢ ¢ O(p) := {Yi(p) |t € R}, comme I's, n’est pas une orbite fermée de Y.
Fixons, donc, § un segment transverse & Y passant par p. Alors, O(p) rencontre § en
une suite de points p, = Y;, (p), ou t, croit (strictement) vers +oo pour n — oo et
lim,, o pn = q : les deux dispositions premibles pour ces points p, sont représentées en
figure[A.2] Soit, maintenant, 7 la courbe fermée de D? qui est réunion de I’arc contenu dans

FIGURE A.2 — Seules fagons premibles pour que la suite p,, converge vers ¢

et joignant p, & p,y1, qu'on note [p,, pni1], et de Varc p:= {Yi(p) [ t, <t <t,1} C O(p);
soit aussi A la composante connexe de D? \ 1 qui contient q.
Or, une orbite qui coupe 'arc [p,, p,+1] ne peut pas étre fermée, car elle doit rentrer dans
A, de laquelle elle ne pourra plus sortir ; donc, p,, ne peut pas étre un point d’accumulation
d’orbites fermées de Y, mais c¢’est une contradiction avec le fait que p,, € I'.
On a, finalement, prouvé que w(p) est un point de selle dans I'.
De méme, on a que «(p) est aussi un point de selle contenu dans T'..

Enfin, comme une selle dans 'y, est un point d’accumulation d’orbites fermées de Y,
['s doit contenir au moins une séparatrice stable et une instable (figure , c’est a dire
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que 'y, doit étre un graphe de Y. O

FIGURE A.3 — Si 'y, contient une selle, il contient au moins deux séparatrices

¥

A.3 Construction de Hafliger

Dans cette section, on notera avec F un feuilletage de classe C", r > 2, et de codimension
1 sur une variété M de classe C® et de dimension n > 3.
Etant donnée une application h : D* — M, de classe C™, oit D? est le disque unitaire de
R?, on dit que p € D? est un point de tangence de h avec F si d,(h)(R*) C ThypF-

On a, alors, la prop suivante :

Proposition 103. Soit A : D> — M une application C* telle que Alpp2 soit transverse
a F. Alors, pour chaque € > 0, il existe g : D*> — M de classe C™ vérifiant les propriétés
sutvantes :

1 |lg — Aller <e;
2. glope est transverse a F ;

3. pour chaque point p de tangence de g avec F, il existe une carte distinguée (U, ¢)
au voisinage de g(p) telle que p soit une singularité non dégénérée pour mo g :
g Y U) =R, ot on a noté ™ := 7 o ¢ ; en particulier, g a seulement un nombre fini
de points de tangence avec F ;

4. siT =A{p1,....;m} est l'ensemble des points de tangence de g avec F, g(p;) et g(p;)
sont contenus dans feuilles distinctes de F, pour i # j ; en particulier, F* = g*(F)
n’a pas de connexions entre selles distinctes.
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Démonstration. Soient (Q1,¢1), ..., (Qk, ¢x) des cartes distinguées pour F dont la réunion
recouvre A(D?) et puis m; := 7 o ¢; : Q; — R la composition des cartes distinguées avec la
projection le long de la composante transverse, pour chaque i = 1, ..., k; avec ces notats,
on peut écrire ¢; = (¢¢,...,¢¢ |, m) et que m; '(¢) est une plaque de F dans Q;.

On écrit aussi ¢; 0 A = (A},..., AL | m o A) et on remarque que A est transverse a F
en p € A7(Q;) si et seulement si d,(m; o A) # 0. On pose, enfin, W; := A71(Q;) pour
i=1,... .k

Clairement on a U¥_ W, = D? et, comme D? est compact, on peut trouver des
recouvrements ouverts plus fins (V;)F_,, (U5, tels que U; C V; C V; € W; pour i =
1,... k.

Soit § = minj<;<p inf{d(A(x),y)|x € V; et y € OQ;}, ol d est une métrique rieman-
nienne fixée sur M. Si f : D? — M est telle que ||f — Al|co < 6, alors f(V;) C Q,. Donc,
les composées m; o f : V; — R sont bien définies ; toutes les applications qu’on considérera
dorénavant satisferont cette propriété.

Notons qu’un point p € V; est un point de tangence de A avec F si et seulement si
dy(m; 0 A) = 0, comme cela équivaut au fait que d,(A)(T,D?) C Ta,Fp.

On va construire g satisfaisant les propriétés [I] 2 et [3] en modifiant récursivement la
restriction A|u{,lwi pour tout j =1,...,k.

Soit j = 1. Pour le lemme [99| il existe f; : W — R telle que fi]y, est une fonction de
Morse, filwvi = (m10 A)lwy, et |[fi =m0 Afer <01
Maintenant on définit g; : D> — M en posant gi|p2\y; = Alpay, et gilwy, = ¢7' o
(Af,..., AL |, f1). Comme 7 0 A = f; sur Wi \ V4, g1 est bien définie et m o g1|p, = filu,
et, donc, g1 est de Morse sur U;. Or, si on choisit §; suffisamment petit, on a aussi que
o — Aller < .

Supposons, par récurrence, d’avoir défini g; : D* — M, pour un indice 1 < j <k — 1,
telle que [|g; — Aller < %, gj]DQ\nglvi = A|D2\u{:1w et m; 0 g;lu, - Ui — R est de Morse,
pour chaque ¢ =1,...,7.

Pour le lemme , il existe fj—i—l : Wj+1 — R telle que fj+1|Wj+1\Vj+1 = <7Tj+1 o gj)le+1\‘/j+1,
flu,.. est de Morse et || fj41 — mj41 © gjller < djpa-

Op pose ‘alors gji+1 : D* — M avec 9j+1|D2\vj+1 = gilp2\vi et givilw,,, = gb]_il o
(g1, 9.1, fi+1), ot on a écrit ¢j11 09 = (g],..., 9,1, Tj+1 0 Gj)-

C’est clair que g;;; est bien définie car fji1]w,,,\v;;1 = Tj+1° Gjlw, 1\v;.,- De plus, si 'on
choisit d;; suffisamment petit on aura que [|g;;1 — gjllcr < § et que m; o gj 41|y, est de
Morse sur U; pour chaque i = 1,...,7 + 1, car ’ensemble des fonctions de Morse est un
ouvert selon la topologie C".

Récursivement, on obtient une fonction g, : D* — M telle que 7; o gi|y, est de Morse,
pour chaque i = 1,... .k et ||gr — A||cr < €. Donc, gy satisfait les propriétés (1| et

De plus, si € est suffisamment petit, gi|sp2 est encore transverse a F.

Du fait que, si m est comme dans [2| de I’énoncé, les singularités de 7 o g5 sont non
dégénérées, le théoréme [98] entraine qu’ils sont isolées, donc, par compacité de D?, finies.
On a, donc, que les points de tangence de g avec F sont finis, comme ils coincident avec
les singularités dégénérées de 7 o g.

Soit T':={p1, ..., } Pensemble des points de tangence de g avec F. On modifiera g
pour obtenir une g, avec les mémes points de tangence, satisfaisant la propriété [
Supposons, par exemple, que g(p;), g(p2) soient contenus dans la méme feuille F' de F,

76



Mémdixd® A. FEUILLETAGES DU DISQUE ET CONSTRUCTION DE HAFLIGER

avec p; € U;. Posons f; := m; 0 gglv, : Vi = R et t; = f;(p1). Fixons des voisinages U C V/
de py avec U CV C V C V et py soit la seule singularité de f; dans V.

Soit a : V — R de classe C*°,
fi = fi + da, avec § > 0. Comme df; = df; + dda, si § est suffisamment petit, p; est
I'unique singularité de fz dans V' et elle est encore non degeneree De plus, les singularités
de f; et de f;, dans V;, sont les mémes, car (f; — fi)|v:
Définissons g, : D* — M en posant gk|D2\V = gk|D2\V et g~k|V,- =¢; o(gF,...,g" |, fi).
On peut facilement vérifier que g satisfait les propriétés [1], [2], [3] et que ’ensemble des
points de tangence de g avec F est T'.

Notons que F' N @; contient au plus une infinité dénombrable de feuilles locales de F
et, donc, il existe § > 0, arbitrairement petit, tel que 7, (t; + 6) = 7 1 (fi(p1) ) € F, cest
a dire gi(p1) et gr(p2) sont contenus dans feuilles distlnctes de F.

En itérant le procédé un nombre fini de fois, on peut obtenir une ¢ : D? — M satisfaisant

les propriétés [T} [2] (3] et O

On énonce, maintenant, un corollaire presque immédiat de la prop ci-dessus :

Corollaire 104 (Construction d'Heefliger). Soit v : S' — M une courbe C™ transverse a
F et homotope a une constante. Alors il existe une application g : D*> — M de classe C™
telle que F* := g*(F) est un feuilletage de D? avec singularités, satisfaisant les propriétés
sutvantes :

1. glap> est homotope a v et F* transverse a OD? ;

2. les singularités de F* sont selles ou centres;

3. F* n’a pas de connexions entre selles distinctes.

Démonstration. Comme 7 est homotope & une constante dans M, on peut obtenir, par
approximation de I’'homotopie, une application C* A : D* — M telle que A|ppz = 7. 1l
suffit, maintenant, de choisir ¢ comme dans [103] avec e suffisamment petit. O]

A.4 Construction de la région R d’holonomie triviale

Avec tous ce qu’on a fait dans 'appendice [A] jusqu’a ici, on peut, finalement, construire
la région R utilisée dans la preuve de la prop [90] du chapitre [I5

Considérons, maintenant, une variété M de classe C*, s > 2, et dimension n > 3 et
supposons qu’elle soit feuilletée par F de classe C? et de codimension 1 tel qu’il existe une
courbe lisse fermée v : S' — M transverse a F.

Pour le corollaire il existe une application C* g : D* — M telle que F* := g*(F) soit
un feuilletage singulier sur D2

De plus, le corollaire entraine qu’il existe un champ de vecteurs Y de classe C!, tel
que :

1. Y est tangent a F*;
2. Y est transverse & 0D? et y entrant dans D?;

3. Y a singularités coincidents avec celles de F* et elles sont toutes non dégénérées;
en particulier, elles sont en nombre fini et soit de type centre soit de type selle;
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4. il n’existe pas de connexions entre deux singularités de type selle distinctes.

Soit ¥ I’ensemble constitué par les cycles limites de Y, et par les orbites fermées et les
graphes de Y qui sont obtenus comme dans la prop [102] c’est & dire ces qui sont le bord
de NuenR(Ty,) ou Iy, sont des cycles limites avec R(I',11) € R(I',) pour chaque n € N.
Notons que ¥ # (}, comme si p € D? quelconque, w(p) est un cycle limite.

Maintenant, comme on 'avait déja fait pour X dans la section , on définit sur ¥ une
relation d’ordre partiel comme suit : si I' € 3, on note, par R(I') la réunion des clotures
des composantes connexes de D? \ T’ qui ne contiennent pas dD? et on pose I'} < T'y si

R(Ty) C R(I).
Pour la prop , on a que si (I'y)nen €st une suite croissante dans X, au sens de <,
c’est a dire telle que R(T,,1) € R(I,), alors il existe I's, dans ¥ tel que 'y, < T',, pour
tout n € N : cela veut dire exactement que (3, <) est un ensemble partiellement ordonné
inductif.

Donc, pour le lemme de Zorn, il existe dans ¥ un élément minimal I'. Donc, par construction,
ce I' est le bord d’une région ouverte R(I') qui ne contient pas de cycles limites, c’est a
dire que pour chaque p € R(I") on a que O(p) est soit une singularité, soit une orbite
périodique soit contenu dans un graphe.

C’est, alors, facile de vérifier que R(I") vérifie les propriétés suivantes :

1. sip € R(I") est régulier pour Y, O(p) a holonomie triviale, vue comme feuille de
F*, qui est bien un feuilletage hors de 9D? et des point singuliers de Y ;

2. sip € OR(I") =T, O(p) n’a pas “holonomie* triviale, c’est a dire qu’elle est un cycle
limite.

Done, R(I") est bien la région cherchée. La figure résume quelque typologies de
R(T") premibles.

FIGURE A.4 — Quelque exemples de régions R(I") premibles
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Annexe B

Théoréme de Poincaré-Bendixson

On va, dans cette bréve appendice, remer un résultat trés connu sur la dynamique des
flots des champs de vecteurs sur le plan.

Soit, pour fixer des notats, Q C R?* un ouvert et soit Y un champ de vecteurs C' défini
sur €.
On considére le probléme de Cauchy associé

Y () =Y (y(), =(0) = zo.

Comme le champ Y est C, il existe pour chaque xo € Q un € > 0 et une solution z = z(t),
définie sur (—¢, €), pour le probléme de Cauchy considéré.
On appelle alors, comme on avait déja fait dans I'appendice ensemble w-limite de x(t),
et on le note w(x), 'ensemble des points d’accumulation de 'orbite x := {z(t) |t € (—¢,€)},
c’est a dire 'ensemble Y \ x.
On appelle, enfin, graphe de Y une réunion quelconque de points singuliers et de séparatrices
pour Y.

Avec toutes ces notats, on peut finalement énoncer le résultat qui nous intéresse :

Théoréme 105 (Poincaré-Bendixon). Etant donné un probléme de Cauchy défini par un
champ de vecteurs C' sur un ouvert du plan R*, chaque orbite admet comme w-limite soit
un point fixe de Y, soit une orbite périodique, soit un graphe de Y .

Démonstration. Pour la preuve de ce théoréme, on renvoie a des références classiques, par
exemple la preuve due a Bendixson qui apparait dans [poincarebendixson)|. O

79



	Motivation physique
	Le contexte
	L'oscillateur harmonique

	Préquantification
	Intégralité
	Préquantification à la Konstant-Souriau

	Quantification
	Polarisations

	Espaces de modules de polygones
	Définition
	Longueurs admissibles
	Premiers exemples
	Autres propriétés

	Réduction Symplectique
	Actions hamiltoniennes et moments
	Actions lisses de groupes de Lie
	Réduction symplectique
	Retour à l'espace de module de polygones

	Singularités
	Énoncé sur les singularités et remarques préliminaires
	Preuve de ??

	Structure Complexe
	Structure kählerienne
	Le cas affine
	GIT
	Retour à l'espace de modules de polygones

	Bending flows et coordonnées action-angle
	Bending flows
	Systèmes intégrables et coordonnées action-angle
	Retour à l'espace de modules de polygones

	Quantification
	La motivation physique
	Préquantification
	Polarisations complexes et quantification de variété kähleriennes
	[Q,R] = 0
	Retour à l'espace de modules de polygones

	Feuilletages: Définition et premières propriétés
	Définitions
	Champs de p-plans
	Orientation transverse
	Revêtement double d'orientation
	Autres propriétés

	Exemples
	Submersions
	Champs de vecteurs sans points singuliers
	Fibrations
	Pull-backs
	Actions de groupes
	Actions de groupes de Lie
	Feuilletage de Reeb de S3

	Théorème de Frobenius
	Propriétés topologiques des feuilles
	Cartes distinguées et lemmes techniques
	Quelques propriétés topologiques

	Holonomie et théorèmes de stabilité
	Systèmes cohérents de cartes
	Holonomie
	Germes d'applications
	Holonomie d'une feuille

	Stabilité locale
	Stabilité globale

	Théorème de Novikov
	Énoncé et idée de la preuve
	Énoncé
	Idée de la preuve

	Démonstration
	Existence d'un vanishing cycle
	Extensions cohérentes normales
	Extensions cohérentes simples
	Existence d'une feuille compacte
	Conclusion de la preuve


	Annexe Feuilletages du disque et construction de Hæfliger
	Singularités d'applications à valeurs réels
	Feuilletages singuliers du disque
	Définitions
	Feuilletages singuliers du disque et champs de vecteurs

	Construction de Hæfliger
	Construction de la région R d'holonomie triviale

	Annexe Théorème de Poincaré-Bendixson

