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On commence par donner dans la première section les définitions générales concer-
nant les marches aléatoires sur les groupes. Ensuite, dans la deuxième section, après
avoir décrit l’histoire du sujet et ainsi motivé la notion de la frontière d’une marche
aléatoire sur un groupe, on énonce deux constructions (mesurablement isomorphes)
de cet objet. La troisième section consiste à introduire la notion d’entropie, l’outil
important de l’étude de la frontière de Poisson, d’une marche aléatoire et énoncer
quelques théorèmes importants permettant de décider - la trivialité ou non de la
frontière de Poisson (la propriété de Liouville), -si une “frontière” donnée est bien la
frontière de Poisson. On finit cette section en donnant quelques exemple des frontière
de Poisson non-triviales. Dans la quatrième section, on énonce et en donne une preuve
rapide d’un critère de type-Liouville qui permet de déduire des propriétés plus fortes
que celle de Liouville. Finalement, dans la dernière section, on introduit une nouvelle
propriété, plus restrictive que celle de Liouville, que l’on appelle 1-Liouville, pour
laquelle on peut se poser plusieurs questions analogues et on finit en donnant une
première propriété élémentaire de la notion d’une marche aléatoire 1-Liouville.

1 Définitions

Dans ce mémoire, les groupes considérés seront des groupes discrets infini-dénomb-
rables. Bien que l’on puisse définir les marches aléatoires sur les groupes localement
compacts et en donner des propriétés analogues, les idées fondamentales étant en
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2 FRONTIÈRES DES MARCHES ALÉATOIRES 2

général semblables, on choisit de se restreindre à ce cas pour la brièveté de l’exposi-
tion.

Soient G un groupe discret infini-dénombrable et µ une mesure sur G. Le support
de µ est l’ensemble {g ∈ G|µ(g) > 0}, notée supp(µ). La mesure µ est dite non-
dégénérée si le semi-groupe engrendré par son support, sgr(µ), est G, symétrique si
µ(g) = µ(g−1).

Définition 1.1 La marche aléatoire à droite est la donnée d’un groupe avec pro-
babilité (G,µ) qui donne la châıne de Markov homogène en temps avec l’espace des
états les éléments de G et les probabilités de transition p(g|h) = µ(h−1g), ∀g, h ∈ G.

Le produit cartésien
∏∞
i=0G, sera noté G∞ et appelé l’espace des trajectoires

et un élément u ∈ G∞, u = (u0, u1, . . .) une trajectoire. Muni de la topologie pro-
duit, c’est un espace polonais (métrisable, séparable et complet). On note Cn, les
applications coordonnées de G∞ sur G : Cn : u = (u0, u1, . . .) 7−→ un n ≥ 0. Les
sous-ensembles cylindriques de G∞ sont les préimages des points par les Cn, notés
Cng := C−1n (g) = {u ∈ G∞|un = g}. On note par Cn1,...,nk

g1,...,gk l’ensemble
⋂k
i=1C

ni
gi . Le

produit cartésien
∏∞
i=1G, que l’on va noter GN+ pour le distinguer de l’espace des

trajectoires G∞, muni de la tribu produit et la mesure produit µ
⊗

N+ avec laquelle
les applications coordonnées sont des variables aléatoires i.i.d. (indépendantes, iden-
tiquement distribuées) de loi commune µ, sera appelé l’espace des incréments de la
marche aléatoire (G,µ). (Une marche aléatoire, dans ce mémoire, signifie une marche
aléatoire à droite.)

Étant donnée une distribution initiale θ, c’est-à-dire une probabilité sur G, on
obtient une mesure de probabilité θP

µ sur l’espace des trajectoires G∞, associée à
une marche aléatoire (G,µ) : c’est la mesure image de la mesure θ

⊗
µ
⊗

N+ par
l’application

G×
∞∏
i=1

G −→ G∞

(x0, x1, . . .) 7−→ (x0, x0x1, x0x1x2, . . .)

(1.1)

On a, par exemple, θP
µ(C0,1...,n

g0,g1,...,gn) = µ(g0)µ(g−10 g1) . . . µ(g−1n−1gn). Pour g ∈ G, on
va noter gP

µ la probabilité sur G∞ provenant de la distribution initiale δg sur G, et

eP
µ sera notée Pµ.

2 Frontières des marches aléatoires

Une fois que la marche aléatoire est définie, une des premières questions qu’on
peut se poser est celle de la récurrence ou transience de la marche aléatoire. Cette
question a été une des principales questions de l’étude des marches aléatoires et était
le sujet d’une conjecture dite de Kesten, dont les travaux avaient débuté le sujet des
marches aléatoires sur les groupes. Cette conjecture, bien qu’affirmée dans certains
cas très particuliers comme les groupes libres, a été résolue par une réponse positive
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par les travaux de Varopoulos [Var85], environ 25 ans après les premières investiga-
tions de Kesten [Kes59a], [Kes59b]. La réponse a affirmé que dans “la plupart” des
cas, la marche aléatoire est transiente.

Le sujet des frontières des marches aléatoires concerne le cas de transience. Tran-
sience implique que la marche aléatoire quitte p.s. (presque sûrement) chaque en-
semble fini quand n→∞. La notion des frontières se présente dans le cas où on vou-
drait obtenir une information plus raffinée du comportement d’une marche aléatoire
transiente : on peut se poser par exemple, est-ce qu’on peut distinguer mesurable-
ment les différentes “directions” suivant lesquelles la marche aléatoire transiente tend
vers l’infini.

Il s’avère que la manière mathématique de concrétiser ce qu’on vient de décrire
d’une façon informelle concerne les représentations des fonctions µ-harmoniques
(d’où le nom frontière de Poisson) bornées associées à une marche aléatoire (G,µ).
Une fonction f : G −→ C ou R s’appelle une fonction µ-harmonique, si elle sa-
tisfait la “propriété de la moyenne” dans le cadre des marches aléatoires : f(x) =∑

y∈supp(µ) f(xy)µ(y).

D’une façon analogue à la formule classique de représentation intégrale de Poisson
pour les fonctions harmoniques dans le disque unité du plan complexe, on peut se
poser la question suivante : étant donné un groupe discret avec une probabilité µ,
peut-on trouver un G-espace B avec probabilité ν sur B tel que l’on aurait un iso-
morphisme analogue entre l’espace H∞(G,µ) des fonctions µ-harmoniques bornées
et l’espace L∞(B, ν). Une première réponse à cette question, qui est trivialement
positive, vient des théorèmes de Blackwell [Bla55], Choquet-Deny [Cho&Den60], qui
disent que toute fonction harmonique bornée sur un groupe abélien est constante.
On peut alors prendre pour B un singleton et trivialement établir l’isomorphisme
voulu. Dans le cas intéressant vis-à-vis de cette question (c’est-à-dire, dans le cas où
il existe des fonctions harmoniques bornées non-constantes sur le groupe en question)
un premier résultat affirmatif a été obtenu par Dynkin et Malyutov [Dyn&Mal61]
pour le cas des groupes libres à k ≥ 2 générateurs. La première construction d’un tel
espace B dans le cas général est dûe à Furstenberg [Fur63], [Fur71] et sa construction
comprend les groupes localements compacts et à base dénombrable d’ouverts, munis
d’une mesure de probabilité.

Une autre définition et construction dans un cadre uniquement mesurable de la
frontière de Poisson est donnée par Kaimanovich et Vershik [Kai&Ver83] et [Kai92].
Ce nouvel objet a aussi la propriété de représenter les fonctions harmoniques bornées
et est mesurablement isomorphe à la frontière de Poisson définie par Furstenberg.
La construction de Kaimanovich et Vershik se fonde d’une façon essentielle sur la
théorie des espaces de Lebesgue-Rokhlin et les partitions mesurables et facilite, par
la théorie d’entropie des partitions mesurables, l’étude de cet objet.
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La proposition suivante clarifie le rôle important, que l’on a mentionné ci-dessus,
des fonctions µ-harmoniques bornées pour l’étude du comportement à l’infini d’une
marche aléatoire.

Proposition 2.1 Soient g ∈ G et ωn := h(gx1 . . . xn), ω0 = h(g) où h est une
fonction µ-harmonique bornée et (xi)i≥1 des variables aléatoires à valeurs dans G
i.i.d. de loi µ (les incréments). Alors ωn converge p.s. En posant limn ωn = ω∞, on
a E[ω∞] = h(g).

La preuve consiste à remarquer que (ωn)n≥0 est une martingale bornée par rapport
à la filtration canonique.

Construction de Furstenberg

On donne maintenant la définition d’une µ-frontière d’une marche aléatoire (G,µ)
et énonce le théorème dû à Furstenberg d’existence d’une µ-frontière maximale ayant
la propriété de représenter les fonctions µ-harmoniques bornées, que l’on va appeler
la frontière de Poisson (-Furstenberg).

Définition 2.1 Une suite de variables aléatoires (zn)n≥1 à valeurs dans un G-espace
B, définies sur un même espace de probabilité qu’une suite de variables aléatoires
(xn)n≥1 i.i.d. de loi µ à valeurs dans G, et qui satisfont

(i) zk est une fonction de xk, xk+1, . . .

(ii) les variables aléatoires zk ont la même loi ∀k ≥ 1

(iii) xk est indépendante des variables zk+1, zk+2, . . .

(iv) zk = xkzk+1

est appelée un µ-processus.

Définition 2.2 Un couple (B, ν) où B est un G-espace admettant une probabilité ν
µ-stationnaire et qui est la loi d’un µ-processus sur B, sera appelé une µ-frontière
de (G,µ).

Théorème 2.1 (Furstenberg’71 [Fur71]) Soit G un groupe discret infini-dé-
nombrable et µ une probabilité sur G, alors il existe une µ-frontière (B, ν) de (G,µ)
avec les propriétés suivantes :

(i)toute µ-frontière de (G,µ) est une image équivariante de (B, ν) ;

(ii)si h est une fonction µ-harmonique bornée sur G, alors il existe une fonction

bornée mesurable ĥ sur B telle que h(g) =

∫
B
ĥ(gξ)dν(ξ).

La fonction ĥ est unique au sens suivant : appelons un sous-ensemble A ⊆ B un
sous-ensemble nul si ν(gA) = 0 ∀g ∈ G, et une fonction sur B, une fonction nulle
si elle est nulle sauf sur un sous-ensemble nul. Alors la fonction ĥ est uniquement
déterminée par la fonction µ-harmonique bornée h modulo les fonctions nulles.
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Définition 2.3 La µ-frontière (B, ν) fournie par ce théorème sera appelée la frontière
de Poisson-Furstenberg de (G,µ) et sera notée B(G,µ) := (B, ν)

La preuve du théorème de Furstenberg consiste à caractériser les G-espaces avec
une probabilité ν µ-stationnaire, admettant un µ-processus de loi ν, construire un
espace topologique M compact (séparé) muni d’une probabilité ν, par la théorie
de Gel’fand en réalisant l’espace des fonctions µ-harmoniques bornées H∞µ comme
une C∗-algèbre commutative et en construire un G-espace B ayant les propriétés
souhaitées encore en partie par la théorie de Gel’fand. (voir [Fur71])

Construction de Kaimanovich-Vershik

Commençons par remarquer que l’espace des trajectoires muni de la tribu borélienne
et la probabilité θP

µ pour une distribution initiale θ sur G, étant l’image par un iso-
morphisme mesurable de l’espace G×GN+ muni de la tribu produit et la probabilité
θ
⊗
µ
⊗

N+ , qui est un produit dénombrable de G, est un espace de Lebesgue. Notons
par ∼ la relation d’équivalence suivante sur G∞ :

x ∼ x′ pour x, x′ ∈ G∞ ⇔ ∃n, n′ ≥ 0 tel que T̂nx = T̂n
′
x′ (2.1)

où T̂ est l’application de décalage sur G∞, T̂ ((un)n≥0) = (un+1)n≥0. Les classes
d’équivalence de la relation v forment une partition mesurable de l’espace des tra-
jectoires, notée η, appelée la partition de Poisson. Par la théorie des partitions me-
surables (voir [Rokh49] et [Rokh67]), il existe un unique (à isomorphisme mesurable
près) espace mesurable, noté Γ := G∞

/
η et une projection bnd : G∞ −→ Γ telle que

la tribu engendrée par bnd sur G∞ cöıncide, aux ensembles mP
µ-négligéables près,

(où m est la mesure de comptage sur G) avec la tribu engendrée par la relation v.
On appelle l’espace Γ, la frontière de Poisson de la marche aléatoire (G,µ).

Si on note par νγ la mesure image de γP
µ par bnd, on a le théorème suivant qui

clarifie cette définition abstraite de la frontière de Poisson :

Théorème 2.2 Les formules F (bnd(u)) = limn f(un), u = (un)n≥0 et f(g) =
< F, gν >, g ∈ G déterminent un isomorphisme isométrique entre H∞µ (G) et L∞(Γ, vθ)
où θ est une probabilité telle que θ v m (c’est-à-dire, θ � m et m� θ)

Dans ce cadre, on définit la notion de µ-frontière à partir de la frontière de Poisson,
comme :

Définition 2.4 Un quotient (Γξ, νξ) de la frontière de Poisson (Γ, ν) par rapport à
une partition mesurable G-invariante ξ sera appelé une µ-frontière.
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3 La propriété de Liouville, critères entropiques, exemples

Entropie d’une marche aléatoire

La notion d’entropie d’une marche aléatoire (G,µ) a été introduite par Avez [Av72]
qui a démontré en l’utilisant que si l’entropie d’une marche aléatoire (G,µ) est nulle
alors toute fonction µ-harmonique bornée est constante. On dit alors que (G,µ) a la
propriété de Liouville. Ceci équivaut par la discussion de la section précédente à la
trivialité de la frontière de Poisson.

Définition 3.1 Soit G un groupe discret infini-dénombrable. L’entropie d’une me-
sure de probabilité µ sur G, notée H(µ), est

H(µ) = −
∑
g∈G

µ(g)log(µ(g)) (3.1)

où on utilise la convention 0.log(0) = 0.

Énonçons la proposition suivante qui est importante pour la suite et dont la preuve
consiste en un simple calcul.

Proposition 3.1 Soient µ et µ′ deux probabilités d’entropies finies sur G, alors
l’entropie de µ ∗ µ′ est finie et on a

H(µ ∗ µ′) ≤ H(µ) +H(µ′). (3.2)

Cette proposition implique que si H(µ) est finie alors la suite H(µ∗n) est sous-

additive, H(µ∗(m+n)) ≤ H(µ∗m) + H(µ∗n). En vue de cela, la limite limn
H(µ∗n)

n
existe et on introduit la définition suivante :

Définition 3.2 Soient G un groupe discret infini-dénombrable, µ une probabilité
d’entropie finie sur G. La limite

h(G,µ) := lim
n

H(µ∗n)

n

s’appelle l’entropie (d’Avez) de la marche aléatoire (G,µ).

Critère de trivialité de la frontière de Poisson

Le théorème suivant, démontré par Derriennic [Der80] et Kaimanovich-Vershik
[Kai&Ver83] généralise l’assertion ci-dessus d’Avez et en contient la réciproque.

Théorème 3.1 (Derriennic’80, Kaimanovich&Vershik’83, [Der80], [Kai&Ver83])
Soit G un groupe discret infini-dénombrable, µ une probabilité d’entropie H(µ) finie
sur G. Alors, la frontière de Poisson (Γ, ν) d’une marche aléatoire (G,µ) est triviale
si et seulement si h(G,µ) = 0.

La démonstration de Kaimanovich-Vershik repose sur la théorie d’entropie des par-
titions mesurables et la relation qu’ils ont établie entre celle-ci et l’entropie d’Avez.
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Un autre théorème essentiel concernant l’étude de l’entropie d’une marche aléatoire
est le théorème suivant démontré par Derriennic [Der80] et Kaimanovich-Vershik
[Kai&Ver83], dont la preuve est une application du théorème sous-additif ergodique
de Kingman.

Théorème 3.2 ([Der80], [Kai&Ver83]) Soit G un groupe discret infini-dénomb-
rable muni d’une probabilité µ d’entropie H(µ) finie. Alors Pµ-p.s. ∀u ∈ G∞ et dans
L1(Pµ)

− lim
n

1

n
log(µ∗n(un)) = h(G,µ).

Un corollaire important que l’on peut en tirer, qui donne un critère “géométrique”
de la trivialité de la frontière de Poisson est le suivant :

Corollaire 3.1 La frontière de Poisson est triviale s’il existe 1 > ε > 0 et une suite
de parties Bn de G vérifiant µ∗n(Bn) > ε et log|Bn| = o(n).

Comme corollaire à ce critère, on obtient la proposition suivante, initialement démontrée
par Avez à l’aide de la notion d’entropie qu’il a introduite.

Proposition 3.2 Si G est un group à croissance sous-exponentielle et µ est une pro-
babilité sur G de support fini, alors toute fonction µ-harmonique bornée est constante.

Critère de maximalité d’une µ-frontière

Le théorème suivant dû à Kaimanovich [Kai00] donne un critère pour tester si
une µ-frontière (qui est par définition un quotient G-équivariant de la frontière de
Poisson) est maximale, c’est-à-dire, si elle est la frontière de Poisson. Ce critère a
plusieurs applications (dont on va exposer deux) à la détermination de la frontière
de Poisson par le schèma suivant : étant donnée une marche aléatoire (G,µ), on
commence par trouver une µ-frontière “raisonnable” et on vérifie par ce critère si
elle est maximale.

On commence par définir l’entropie asymptotique d’une probabilité Λ sur G∞.

Définition 3.3 La mesure de probabilité Λ sur G∞ est dite avoir entropie asymp-
totique h(Λ) si Λ-p.s. ∀u ∈ G∞ et dans L1(Λ), on a − 1

n logΛ(Cnun) −→
n→∞

h(Λ)

On avait vu que pour une probabilité µ sur G, d’entropie H(µ) finie, la mesure
associée Pµ avait l’entropie asymptotique h(Pµ) égale à l’entropie de la marche
aléatoire (G,µ), h(G,µ), théorème 3.2.

Théorème 3.3 (Kaimanovich’98 [Kai00]) Une µ-frontière (Γξ, νξ) est la frontière
de Poisson B(G,µ) si et seulement si h(P γξ) = 0 νξ-p.s. ∀γξ ∈ Γξ (où les probabilités
P γξ sur G∞ sont des probabilités conditionnelles définies νξ-p.s. par la transformée

de Doob des fonctions µ-harmoniques φγ(g) = dgν
dν (γ)).

Exactement comme le corollaire 3.1, on obtient la corollaire suivant qui donne un
critère “géométrique” de la maximalité d’une µ-frontière :
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Corollaire 3.2 Une µ-frontière (Γξ, νξ) est la frontière de Poisson B(G,µ) si νξ-p.s.
∀γξ ∈ Γξ ∃ε > 0 et une suite de sous-ensembles An = An(γξ) ⊆ G telle que

(i) log|An| = o(n);

(ii) Cn∗P
γξ(An) > ε pour tout n assez grand

Exemples d’application du critère de Kaimanovich

Dans cette partie on donne deux exemples (sans preuves) de frontière de Poisson
que l’on détermine grâce au schèma de détermination de la frontière de Poisson décrit
dans la partie précédente avec le corollaire précédent comme critère de maximalité.

Exemple 1.

Théorème 3.4 (Kaimanovich’98 [Kai00]) Étant donnée une marche aléatoire
(G,µ) où µ est une probabilité non-dégénérée de support fini et G un groupe hyper-
bolique non-élémentaire au sens de Gromov, alors le bord hyperbolique ∂G du groupe
G peut être muni d’une probabilité ν tel que (∂G, ν) soit la frontière de Poisson de
la marche aléatoire (G,µ).

La preuve de ce théorème utilise d’une façon essentielle la “géométrie” des groupes
hyperboliques ; Kaimanovich utilise en particulier la finesse des triangles géodésiques
et la propriété que les rayons géodésiques tendant vers un même point au bord
géométrique et ayant les mêmes points initiaux restent à une distance uniformément
bornée.
Notons qu’en toute généralité, on n’a pas besoin de l’hypothèse de finitude du support
mais une autre condition concernant le moment d’ordre 1 de la probabilité µ que
l’on n’a pas défini ici.

Exemple 2 Le deuxième exemple de détermination de la frontière de Poisson
constitue le sujet de l’article [Bro&Sch11] et concerne les marches aléatoires sur
GLd(Q). Notons par P∗ l’ensemble des nombres premiers et posons P = P∗ ∪ {∞}.
Pour p ∈ P∗, notons Qp le corps des nombres p-adiques et par convention posons
Q∞ = R. Si µ est une probabilité sur GLd(Q) de moment logarithmique fini, c’est-
à-dire ∫

log+||g||p + log+||g−1||pdµ(g) <∞,

pour chaque p ∈ P, on note les exposants suivant de Lyapunov associés, qui satisfont
λ1(p) ≥ λ2(p) ≥ . . . ≥ λd(p) et ∀k ∈ {1, . . . , d}

k∑
i=1

λi(p) = lim
n

1

n

∫
log|| ∧k g||pdµ∗n(g),

où ∧ dénote le produit extérieur. Soit Pp le sous-groupe parabolique de GLd(Qp)
qui consiste en les matrices a(p)i,j telles que a(p)i,j = 0 si λi(p) < λj(p). Notons par
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Bp := GLd(Qp)
/

Pp la variété de drapeaux obtenue en quotientant GLd(Qp) par le

stabilisateur d’un drapeau (Ep1 , . . . , E
p
r ) obtenu d’une façon canonique à partir des

exposants de Lyapunov λi(p). Finalement munissons l’ensemble B :=
∏
p∈P Bp de

la topologie produit, qui en fait un GLd(Q)-espace compact, à base dénombrable
d’ouverts. Alors on a :

Théorème 3.5 (Brofferio&Schapira’09 [Bro&Sch11]) Soit µ une probabilité sur
le groupe GLd(Q) telle que∑

p∈P

∫
log+||g||p + log+||g−1||pdµ(g) <∞.

Alors il existe une unique probabilité ν sur B telle que (B, ν) soit la frontière de
Poisson de la marche aléatoire (GLd(Q), µ).

La preuve de cet énoncé se fait en deux parties suivant le schéma décrit : d’abord on
démontre que l’espace Bp (respectivement B) avec une probabilité convenable νp (ν)
est une µ-frontière d’une marche aléatoire (GLd(Qp), µp) ((GLd(Q), µ)), en utilisant
le théorème multiplicatif ergodique d’Oseledec (une version pour les corps locaux
dûe à Raghunathan), et ensuite on applique le critère de maximalité pour en déduire
le résultat.

4 Un théorème de type-Liouville, exemple d’application

Le “théorème de Liouville” pour les marches aléatoires sur les groupes (sec-
tions 2 et 3) dit que pour un groupe G et une probabilité µ d’entropie H(µ) finie,
sur G ; si l’entropie de la marche aléatoire h(G,µ) est nulle alors tout fonction µ-
harmonique bornée est constante (la réciproque est aussi vraie). Rappelons nous
aussi que h(G,µ) = 0 signifie la croissance sous-linéaire de la suite des entropies
des convolutions, H(µ∗n). Dans cette partie, suivant [Ers&Kar10], on montre que,
sous certaines conditions sur µ, une borne plus stricte sur la croissance des H(µ∗n)
implique que non seulement les fonctions µ-harmoniques bornées, mais aussi les fonc-
tions µ-harmoniques à croissance assez lente sont des constantes.

Théorème 4.1 (Erschler&Karlsson’10 [Ers&Kar10]) Soit G un groupe discret
et µ une probabilité non-dégénérée de support supp(µ) = S fini, contenant l’identité
e ∈ G. Soit fc : N −→ R+ une fonction croissante. Supposons qu’une des deux
conditions suivantes est vraie :

(i) Pour une fonction fH : N −→ R+ telle que fH(n)↗∞ et fH(n) ≥ H(n) on a

fc(n)
√
fH(n+ 1)− fH(n) −→

n→∞
0

(ii) Il existe une suite croissante nk dans N telle que

fc(nk)
√
H(nk + 1)−H(nk) −→

k→∞
0

Alors, toute fonction µ-harmonique sur G de croissance au plus fc (par rapport à
l’ensemble générateur S = supp(µ)) est constante.
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On commence par donner une minoration pour les différences des entropies des
convolutions en termes de sommes des différences des convolutions décalées, plus
précisément : soit µ une probabilité non-dégénérée, de support fini sur G.

Lemme 4.1 Soit S un ensemble fini contenu dans le support de µ. Supposons aussi
que e ∈ supp(µ). Alors ∃C0 > 0 tel que

∀g ∈ S ∀n ≥ 1 on a H(µ∗(n+1))−H(µ∗n) ≥ C0.
∑
h:

µ∗n(gh)+µ∗n(h)>0

(µ∗n(gh)− µ∗n(h))2

µ∗n(gh) + µ∗n(h)

Preuve. Puisque S est fini, il suffit de démontrer le lemme pour un g fixé, e 6= g ∈
supp(µ). Soit supp(µ) = {g0, g1, . . .} où g0 = e et g1 = g. Par concavité sur ]0, 1[ de
la fonction −tlog(t), on se ramène au cas où il suffit de démontrer H(12ν0 + 1

2ν1) ≥
1
2H(ν0) + 1

2H(ν1) + CD où pi := µ(gi) > 0, νi = giµ
∗n pour un n ≥ 1 fixé et

D :=
∑
h:

ν1(h)+ν0(h)>0

(ν1(h)− ν0(h))2

ν1(h) + ν0(h)
et P =

p0
p0 + p1

.

Alors l’inégalité voulue s’obtient en sommant l’inégalité suivante que l’on peut démontrer
par les développements limités : ∃C > 0 tel que ∀a ≥ 0, b ≥ 0 avec a+ b > 0,

−1

2
(a+ b)log(

a+ b

2
) +

1

2
(aloga+ blogb) ≥ C (a− b)2

a+ b
.

Corollaire 4.1 Avec les mêmes hypothèses que le lemme précédent, il existe C > 0
tel que ∀g ∈ S, ∀n ≥ 1∑

h

|µ∗n(gh)− µ∗n(h)| ≤ C
√
H(µ∗(n+1))−H(µ∗n)

Corollaire 4.2 Pour toute probabilité µ non-dégénérée, de support fini, en prenant
la longueur lS associée à S = supp(µ), on a : ∃C > 0, ∀g ∈ G∑

h

|µ∗n(gh)− µ∗n(h)| ≤ Cl(g)
√
H(n+ 1)−H(n)

Preuve (du théorème 4.1). On commence par démontrer que la condition (i) im-
plique (ii) : supposons que (i) est vraie alors que (ii) ne l’est pas. Alors ∃ε0 > 0
∃N0 ∈ N tel que ∀n ≥ N0 fc(n)

√
H(n+ 1)−H(n) > ε0 et soit M0 ≥ N0 tel que

fc(n)
√
fH(n+ 1)− fH(n) < ε0

2 alors ∀n ≥M0

√
H(n+ 1)−H(n) ≥ 2

√
fH(n+ 1)− fH(n)

et donc H(n+ 1)−H(n) ≥ 4(fH(n+ 1)− fH(n)). Alors

H(n)−H(M0) =

n−1∑
k=M0

H(k+1)−H(k) ≥ 4

n−1∑
k=M0

fH(k+1)−fH(k) = 4(fH(n)−fH(M0))

En conséquenceH(n) ≥ 4fH(n)+(H(M0)−4fH(M0)) ∀n ≥M0. Puisque fH(n)↗∞
cela implique que pour n assez grand H(n) > fH(n) ce qui est une contradiction.
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Il suffit alors de démontrer le théorème en supposant (ii). Soient φ : G −→ R une
fonction µ-harmonique de croissance au plus fc et g ∈ G avec l(g) sa longueur. Alors

φ(e)− φ(g) =
∑
h

φ(h)µ∗nk(h)−
∑
h

φ(h)µ∗nk(g−1h) =∑
h∈supp(µ∗nk )∪
g.supp(µ∗nk )

φ(h)(µ∗nk(h)− µ∗nk(g−1h)) ≤ fc(nk + l(g))
∑
h

|µ∗nk(h)− µ∗nk(g−1h)|

≤ fc(nk + l(g)).l(g).C.
√
H(nk + 1)−H(nk)

où l’avant dernière inégalité découle de l’hypothèse de croissance de φ et la dernière
du corollaire précédent. Alors l’hypothèse (ii) implique que l’on a φ(e) − φ(g) = 0,
d’où le théorème.

Corollaire 4.3 Soient G un groupe dont la fonction de croissance est bornée par
exp(Cna) pour un a < 1 et P la classe des probabilités non-dégénérées de support
fini sur G. Alors il existe b > 0 tel que ∀µ ∈ P, toute fonction µ-harmonique de
croissance au plus nb est constante. De plus, si pour une fonction µ-harmonique
avec µ ∈ P, il existe une suite nk ↗∞ dans N telle que ∀g ∈ G avec l(g) ≤ nk, on
a φ(g) ≤ nbk, alors φ est constante.

Exemple. Le corollaire 4.3 s’applique à l’important premier groupe de Gri-
gorchuk [Gri80] qui est un premier exemple d’un groupe ayant une croissance in-
termédiaire. Une estimation de Bartholdi [Ba98] montre que a du corollaire 4.3 pour
le premier groupe de Grigorchuk est plus petit que 0.7674 . . .. En utilisant cet esti-
mation, le corollaire 4.3 implique que pour une probabilité non-dégénérée µ sur le
premier groupe de Grigorchuk, il n’y a pas de fonction µ-harmonique non-constante
et de croissance plus petite que n0.116.

5 La propriété “1-Liouville”

Dans cette dernière section, on s’intéresse à l’espace vectoriel des fonctions harmo-
niques lipschitziennes H lip

µ (G) associées à une marche aléatoire (G,µ) sur un groupe.
On commence par exposer certaines relations plus ou moins évidentes entre l’espace
H lip
µ (G) et l’espace vectoriel Hom(G, (R,+)) des homomorphismes des groupes de

G dans (R,+). Ensuite, on en déduit une nouvelle définition intéressante, dite 1-
Liouville, et on en donne une première propriété élémentaire, analogue des théorèmes
classiques de Choquet-Deny et Blackwell.

On se donne un groupe discret G, finiment engendré avec un ensemble générateur
symétrique S, d = dS la métrique associée et µ une probabilité sur G. Soit φ un
morphisme de groupes de G sur (R,+).

Observation 1. φ est une fonction lipschitzienne sur G.

Preuve. Soient g1, g2 ∈ G tels que d(g1, g2) = l(g−11 g2) = n pour un n ≥ 1.
Alors il existe s1, . . . , sn ∈ S tels que g1s1 . . . sn = g2, et soit s0 = e. Alors on a
|φ(g1) − φ(g2)| = |φ(g1) − φ(g1s1 . . . sn)| ≤

∑n
i=1 |φ(g1s0 . . . si−1) − φ(g1s0 . . . si)| =∑n

i=1 |φ(si)| ≤ n.maxs∈S |φ(s)| = d(g1, g2) maxs∈S |φ(s)|.
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Observons cette fois-ci que pour un morphisme φ : G −→ R, ∀g ∈ G, on a∑
h φ(gh)µ(h) =

∑
h[φ(g) + φ(h)]µ(h) = φ(g) +

∑
h φ(h)µ(h). Cela implique que si

µ est une probabilité centrée ou en particulier symétrique de support fini, alors on a

Observation 2. Pour une probabilité centrée µ sur G, l’espace vectoriel Hom(G,R)

est un sous-espace vectoriel de l’espace vectoriel H lip
µ (G) des fonctions µ-harmoniques

lipschitziennes.

Ayant observé cette inclusion, remarquons que la propriété d’être Liouville pour
un groupe peut se reformuler avec une modification triviale de la façon suivante :

G est Liouville si et seulement si l’espace vectoriel H
∞
µ (G)

/
R est isomorphe à un

sous-espace vectoriel de Hom(G,R). En vue de cette reformulation, suivant une
communication orale de Emmanuel Breuillard, on peut donner la définition suivante :

un groupe est dit 1-Liouville si l’espace vectoriel H
lip
µ (G)

/
R est un sous-espace

vectoriel (ou également par l’observation 2, isomorphe à) Hom(G,R). Autrement
dit, la propriété 1-Liouville est la “réciproque” de la deuxième observation : un
groupe est 1-Liouville si et seulement si l’espace vectoriel des fonctions harmoniques
lipschitziennes normalisées (par f(e) = 0) est égale à Hom(G,R). Par l’inclusion

évidente H∞µ ⊆ H lip
µ , il est clair que la propriété 1-Liouville est plus “forte” que la

propriété Liouville : un groupe qui n’est pas Liouville admet une fonction harmonique
bornée non-constante qui n’est donc pas un homomorphisme, mais une fonction
harmonique lipschitzienne, et par conséquent n’est pas 1-Liouville.

On avait mentionné qu’un premier résultat général concernant la propriété Liou-
ville pour un groupe était les théorèmes de Blackwell et Choquet-Deny qui disent
que les groupes abéliens sont Liouville. La proposition suivante dit que les groupes
abéliens sont 1-Liouville sous quelques hypothèses sur G ; par conséquent, elle “géné-
ralise” ces derniers théorèmes classiques.

Proposition 5.1 Toute fonction harmonique lipschitzienne normalisée (f(e) = 0)
associée à une marche aléatoire (G,µ) sur un groupe abélien G avec une probabilité
non-dégénéré, apériodique et d’entropie H(µ) finie, est un homomorphisme sur R.

La preuve consiste en une application du théorème 4.2 de [Kai&Ver83].
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