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Avertissement : Ce texte est une présentation générale d'un domaine. La compréhension glo-
bale nécessite peu de prérequis, le niveau M1 étant su�sant. Par contre, certaines preuves, que
nous avons signalées avec une étoile, nécessitent plus de connaissances pour être comprises. Le
lecteur s'initiant dans le domaine est donc invité à les sauter.

Dans toute la suite, pour chaque corps k, ks désignera la clôture séparable de k et Gk le groupe
de Galois absolu Gal(ks/k) de k.

1 Introduction sur les corps de nombres et les corps p-adiques

1.1 Motivation

Au départ, la théorie des nombres s'intéresse aux propriétés de l'anneau Z et de son corps
des fractions Q. En particulier, la résolution d'équations polynomiales dans Z est au coeur de
la théorie des nombres. Considérons donc f ∈ Z[X1, ..., Xn] et demandons-nous si l'équation
f(X1, ..., Xn) = 0 possède des solutions dans Z. En arithmétique élémentaire, quand on cherche
à montrer qu'une telle équation n'a pas de solutions, on dispose en gros de deux méthodes très
générales :
• prouver que l'équation n'a pas de solutions dans R, ce qui revient à prouver une des deux
inégalités f(x1, ..., xn) < 0 ou f(x1, ..., xn) > 0.
• trouver un entier naturel m tel que l'équation f(x1, ..., xn) = 0 n'a pas de solutions dans
l'anneau Z/mZ. À l'aide du théorème des restes chinois, cela revient à trouver un nombre
premier p et un entier naturel m tels que l'équation f(x1, ..., xn) = 0 n'a pas de solutions dans
l'anneau Z/pmZ.

Or, comme une limite projective d'ensembles �nis non vides est non vide, si l'on �xe un nombre
premier p, l'équation f(X1, ..., Xn) = 0 a des solutions dans Z/pmZ pour tout m > 0 si, et
seulement si, l'équation a une solution dans l'anneau Zp = lim←−m Z/pmZ, appelé anneau des

entiers p-adiques. Par conséquent, les deux méthodes précédentes pour prouver que l'équation
f(X1, ..., Xn) = 0 n'a pas de solutions dans Z consistent à montrer que l'équation n'a pas de solu-
tions dans R ou dans Zp pour un certain p. Il est alors naturel de se demander s'il existe d'autres
méthodes pour montrer que l'équation n'a pas de solutions dans Z. Malheureusement, en général,
il existe bien d'autres obstructions empêchant l'équation d'avoir des solutions. Cependant, pour
certains types d'équations, les deux obstructions précédentes sont les seules :

Théorème 1.1.1. (Théorème de Hasse-Minkowski)
Soit f(X1, ..., Xn) ∈ Z[X1, ..., Xn] une forme quadratique. L'équation f(x1, ..., xn) = 0 a des
solutions non nulles dans Q si, et seulement si, elle en a dans R et dans le corps des fractions
Qp de Zp pour chaque premier p.

Remarque 1.1.2. La preuve de Minkowski n'a jamais été publiée. Hasse a prouvé une version
plus générale du théorème (pour tous les corps de nombres et pas uniquement Q) en 1921 dans
sa thèse.

Démonstration. On pourra lire le théorème 8 du chapitre IV de [Ser77].

Un tel résultat, a�rmant qu'une propriété est vraie sur Q si, et seulement si, elle l'est sur R et
sur tous les Qp, relève de ce qu'on appelle principe de Hasse. Ce principe est particulièrement
intéressant puisqu'il est nettement plus simple de travailler avec les corps Qp qu'avec le corps
Q : en e�et, le lemme de Hensel, un résultat fondamental sur les corps p-adiques, permet de
construire une solution d'une équation dans Zp à partir d'une solution de la même équation dans
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Fp. Il convient donc de disposer de moyens pour passer de Q aux corps Qp. Un de ces moyens
est le théorème de Poitou-Tate.

1.2 Corps de nombres et corps p-adiques

A�n de mieux comprendre les corps Qp et de les généraliser, il convient de les caractériser
autrement. Fixons un nombre premier p. La formule dp(x, y) = p−vp(x−y) dé�nit une distance
ultramétrique sur Q, vp désignant la valuation p-adique sur Q. Ainsi, tout comme R est la
complétion de Q pour la distance usuelle, on peut prouver que Qp est la complétion de Q
pour cette distance, et que la structure de corps de Qp est l'unique unique structure de corps
topologique prolongeant celle de Q.
Nous allons généraliser cette construction à des corps autres que Q. Pour ce faire, introduisons
une notion de distance compatible avec la structure de corps :

Dé�nition 1.2.1. (Corps valués)
On dit qu'un corps K est valué s'il est muni d'une valeur absolue, c'est-à-dire d'une application
|.| : K → R+ telle que :
(i) ∀x ∈ K, |x| = 0⇔ x = 0.
(ii) ∀(x, y) ∈ K2, |xy| = |x||y|.
(iii) ∀(x, y) ∈ K2, |x+ y| ≤ |x|+ |y|.
Une valeur absolue sur K permet de dé�nir une distance (et donc une topologie) sur K par
d(x, y) = |x − y|. On dit que deux valeurs absolues sont équivalentes lorsqu'elles induisent la
même topologie sur K. Une place de K est une classe d'équivalence de valeurs absolues de K.

Si K est un corps quelconque, pour chaque place |.| de K, on peut construire le complété K|.|
de K pour la topologie associée à |.|. Ce complété possède alors une unique structure de corps
topologique prologeant celle de K et la valeur absolue de K se prolonge continûment en une
valeur absolue de K|.|.
En théorie des nombres, on s'intéresse beaucoup aux corps de nombres, c'est-à-dire aux exten-
sions �nies de Q. Il convient donc de savoir quels corps on peut obtenir par complétion à partir
d'un corps de nombres. Pour ce faire, il faut connaître les places d'un corps de nombres :

Théorème 1.2.2. (Théorème d'Ostrowski)
Soit k un corps de nombres. Soit Ok l'ensemble des entiers algébriques contenus dans k. C'est un
anneau appelé anneau des entiers de k. Soit P l'ensemble des idéaux premiers non nuls de Ok.
Le groupe Gal(C/R) agit naturellement sur Homcorps(k,C). Soit R un ensemble de représentants
de Homcorps(k,C)/Gal(C/R). On a alors une bijection :

P ∪R→ {places de k}
p ∈ P 7→ (|.|p : x 7→ e−vp(x))

σ ∈ R 7→ (|.|σ : x 7→ |σ(x)|)

où vp(x) désigne le plus grand entier naturel v tel que x ∈ pv. De plus, pour p ∈ P, k|.|p est
un corps p-adique (c'est-à-dire une extension �nie de Qp) si p ∈ p, et pour σ ∈ R, k|.|σ est
isomorphe à R si Im(σ) ⊆ R et à C sinon.

Remarque 1.2.3. La valeur absolue |.|p est équivalente à |.|s,p : x 7→ s−vp(x) pour chaque réel
s > 1. En général, on ne choisit pas s = e comme dans le théorème précédent, mais plutôt le
cardinal de Ok/p.

Démonstration. On pourra aller voir la proposition 3.7 du chapitre II de [Neu99] pour le cas
k = Q. Il est assez facile d'en déduire le cas k quelconque.
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Remarque 1.2.4. Il sera utile dans la suite de savoir que, si k est un corps de nombres et v
une place de k, alors Gal((kv)s/kv) s'identi�e à un sous-groupe de Gal(ks/k), qui est dé�ni à
conjugaison près et que l'on appelle sous-groupe de décomposition en v.

Dans le cadre des corps de nombres, le principe de Hasse (qui est malheureusement faux en toute
généralité) a�rme que pour étudier une propriété sur un corps de nombres k, il faut et il su�t
de l'étudier simultanément sur tous les complétés de k. A�n de tenir compte simultanément de
tous les complétés de k, il est fort utile d'introduire les adèles et les idèles :

Dé�nition 1.2.5. (Adèles et idèles)
Soit k un corps de nombres. Soit Ω l'ensemble des places de k. L'anneau des adèles de k est :

Ak =

{
(xv) ∈

∏
v∈Ω

kv/pour presque toute place v de k, |xv|v ≤ 1

}

où |.|v désigne le prolongement de v à kv. Le groupe des idèles de k est Ik = A×k . On remarque
que k× se plonge diagonalement dans Ik. Le groupe Ck = Ik/k

× est appelé groupe des classes
d'idèles.

Remarque 1.2.6. Dans la suite (partie 2.3 en particulier), nous aurons aussi besoin des groupes
I = lim−→L

IL et C = lim−→L
CL où les limites inductives sont prises sur les extensions �nies L de k.

2 Cohomologie galoisienne et théorème de Poitou-Tate

2.1 Généralités sur la cohomologie galoisienne

La cohomologie est un outil algébrique permettant de mesurer des obstructions à ce que certaines
propriétés soient vraies. Ainsi, lorsque nous étudions certaines propriétés, nous pouvons faire
apparaître naturellement certains groupes associés, appelés groupes de cohomologie, de sorte
que :
• les groupes de cohomologie sont nuls dès que les propriétés étudiées sont vraies.
• intuitivement, plus les propriétés étudiées sont fausses, plus les groupes de cohomologie sont
gros.

Par exemple, lorsque X est une variété di�érentielle, il est intéressant de se demander si toute
k-forme di�érentielle fermée est exacte. Il est donc naturel d'introduire le quotient des k-formes
di�érentielles fermées sur X par les k-formes di�érentielles exactes : ce quotient est le k-ième
groupe de cohomologie de de Rham de X.
Donnons maintenant un exemple plus intéressant pour la suite. Pour chaque corps K, notons
Pn(K) l'ensemble des droites vectorielles de Kn+1. C'est l'espace projectif de dimension n
sur K et il joue un rôle fondamental en géométrie arithmétique. Il s'identi�e au quotient de
l'ensemble des vecteurs non nuls de Kn+1 par la relation "deux vecteurs sont équivalents si, et
seulement si, ils sont colinéaires". Fixons maintenant un corps K et soit Ks sa clôture séparable.
Remarquons que Pn(K) s'injecte dans Pn(Ks) et que l'action évidente du groupe de Galois
GK = Gal(Ks/K) sur (Ks)

n+1 induit une action sur Pn(Ks). On voudrait alors montrer que
Pn(Ks)GK = Pn(K). L'inclusion Pn(K) ⊆ Pn(Ks)GK est évidente. Soit maintenant u ∈ (Ks)

n+1

non nul tel que Ksu ∈ Pn(Ks)GK . Cela entraîne que pour chaque s ∈ GK , il existe φ(s) ∈ Ks×

tel que s · u = φ(s)u. Des calculs élémentaires prouvent que φ véri�e l'équation fonctionnelle
φ(s0s1) = φ(s0)s0(φ(s1)) et qu'il existe λ ∈ Ks× tel que λu ∈ Kn+1 si, et seulement si, il
existe µ ∈ Ks× tel que φ(s) = s(µ)µ−1 pour tout s ∈ GK . Par conséquent, Ksu ∈ Pn(K) si, et
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seulement si, la classe de φ dans

H1(GK ,K
s×) :=

{f : GK → Ks×/∀(s0, s1) ∈ G2
K , f(s0s1) = f(s0)s0(f(s1))}

{GK → Ks×, s 7→ s(µ)µ−1/µ ∈ Ks×}

est nulle. Il est en fait possible de montrer que cela est toujours le cas (voir 2.1.4(ii)), ce qui
établit l'égalité Pn(Ks)GK = Pn(K).
Ainsi, en s'inspirant de l'exemple précédent, il est naturel d'introduire le groupe :

H1(G,M) =
{f : G→M/∀(s0, s1) ∈ G2, f(s0s1) = f(s0) + s0 · f(s1)}

{G→M, s 7→ s ·m−m/m ∈M}

où G désigne un groupe et M un groupe abélien muni d'une action à gauche de G véri�ant
s · (m1 +m2) = s ·m1 + s ·m2 pour s ∈ G et m1,m2 ∈M . Plus généralement, on dé�nit :

Dé�nition 2.1.1. (Cohomologie des groupes abstraits)
Soit G un groupe.
(i) Un G-module est un groupe abélien M muni d'une action à gauche de G véri�ant s · (m1 +
m2) = s ·m1 + s ·m2 pour s ∈ G et m1,m2 ∈M .

(ii) Soit M un G-module. Considérons la suite :

F(G0,M)
d0 // F(G1,M)

d1 // F(G2,M)
d2 // ...

où G0 = {1} par convention, F(Gi,M) désigne l'ensemble des fonctions de Gi vers M et

dif(s0, ..., si) = s0f(s1, ..., si) +

i∑
k=1

(−1)kf(s0, ..., sk−1sk, ..., si) + (−1)i+1f(s0, ..., si−1)

pour f ∈ F(Gi,M). Cette suite est un complexe au sens où di+1 ◦ di = 0. Par conséquent,
Im(di) ⊆ Ker(di+1) et on appelle r-ième groupe de cohomologie de M le groupe Hr(G,M) =
Ker(dr)/Im(dr−1).

Pour ceux qui connaissent le formalisme des foncteurs dérivés, on peut montrer que, si G est un
groupe, le foncteur Hr(G,−) est en fait le r-ième foncteur dérivé à droite du foncteur exact à
gauche M →MG allant de la catégorie des G-modules vers la catégorie des groupes abéliens.
En géométrie arithmétique, nous voulons utiliser les constructions précédentes en prenant pour
G le groupe de Galois d'une extension algébrique galoisienne (éventuellement in�nie), disons
G = Gal(K/k). Dans ce cas, on sait que G est la limite projective des groupes �nis Gal(L/k)
où L décrit les extensions �nies galoisiennes de k contenues dans K. Un tel groupe, limite
projective de groupes �nis, est dit pro�ni et est muni d'une topologie naturelle, chaque groupe
�ni apparaissant dans la limite projective étant muni de la topologie discrète. Or la construction
précédente des groupes de cohomologie ne tient pas compte des aspects topologiques. Il convient
donc de la modi�er légèrement :

Dé�nition 2.1.2. (Cohomologie des groupes pro�nis)
Soit G un groupe pro�ni.

(i) Un G-module discret est un G-module M muni de la topologie discrète tel que l'application
G×M →M, (g,m) 7→ gm est continue.

(ii) Soit M un G-module discret. Le r-ième groupe de cohomologie Hr(G,M) de M est alors
dé�ni exactement comme dans la dé�nition 2.1.1(ii) en remplaçant F(Gi,M) par l'espace des
fonctions continues de Gi vers M . C'est encore le r-ième foncteur dérivé à droite du foncteur
exact à gauche M 7→ MG allant de la catégorie des G-modules discrets vers celle des groupes
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abéliens. Cela impose en particulier que, pour chaque suite exacte 0→M1 →M2 →M3 → 0 de
G-modules discrets, on dispose d'une suite exacte longue

...→ Hr−1(G,M3)→ Hr(G,M1)→ Hr(G,M2)→ Hr(G,M3)→ Hr+1(G,M1)→ ...

Remarque 2.1.3. Si G est un groupe pro�ni, H est un sous-groupe fermé et M un G-module
discret, on voit immédiatement que l'on peut dé�nir naturellement un morphisme dit de res-

triction Hr(G,M) → Hr(H,M). De même, si H est en plus distingué, on peut dé�nir un
morphisme dit d'in�ation Hr(G/H,MH)→ Hr(G,M).

Dans la suite, lorsque G est un groupe pro�ni et M un G-module discret, Hr(G,M) désignera
toujours le groupe dé�ni dans 2.1.2(ii) et non dans 2.1.1(ii). Il se trouve que la cohomologie des
groupes pro�nis se ramène aisément à la cohomologie des groupes �nis. En e�et, les morphismes
d'in�ation induisent un isomorphisme naturel lim−→U

Hr(G/U,MU )→ Hr(G,M), où U décrit les
sous-groupes ouverts distingués de G et les �èches de transition sont les morphismes d'in�ation,
et G étant pro�ni, les quotients G/U sont �nis. En particulier, si G = Gal(K/k) pour K/k
une extension algébrique galoisienne, on a Hr(G,M) = lim−→L

Hr(Gal(L/k),MGal(K/L)), la limite
inductive étant prise sur les extensions �nies galoisiennes L de k contenues dans K. Dans la
suite, on notera plutôt Hr(G,M) = Hr(K/k,M) et Hr(ks/k,M) = Hr(k,M), où ks désigne la
clôture séparable de k.
Soit maintenant k un corps quelconque, et rappelons que Gk désigne son groupe de Galois absolu.
Deux exemples fondamentaux de Gk-modules discrets sont ks et ks,× et il est donc intéressant
d'étudier leur cohomologie :

Proposition 2.1.4. (i) (Cohomologie de Ga) Pour tout r > 0, Hr(k, ks) = 0.
(ii) (Théorème de Hilbert 90) On a H1(k, ks,×) = 0.

Démonstration.

(i) * Soit r > 0. On sait que Hr(k, ks) = lim−→L
Hr(L/k, L), où L décrit les extensions �nies galoi-

siennes de k contenues dans ks. Or, d'après le théorème de la base normale, HomGal(L/k)(M,L) ∼=
HomZ(M,k), et donc Hr(L/k, L) = ExtrGal(L/k)(Z, L) ∼= Extr{1}(Z, k) = 0. Cela impose que
Hr(k, ks) = 0.

(ii) On sait que H1(k, ks,×) = lim−→L
H1(L/k, L×), où L décrit les extensions �nies galoisiennes

de k contenues dans ks. Soit f : Gal(L/k) → L× non nulle telle que f(s0s1) = f(s0)s0(f(s1)).
Comme les éléments de Gal(L/k) sont linéairement indépendants, il existe c ∈ L× tel que b =∑
s∈Gal(L/k) f(s)s(c) est non nul. On véri�e alors aisément que f(s) = b/s(b) pour tout s ∈

Gal(L/k). Par conséquent H1(L/k, L×) = 0 et H1(k, ks,×) = 0.

On en déduit que la cohomologie du Gk-module ks n'est pas intéressante. Par contre, la coho-
mologie de ks,× est beaucoup plus compliquée, puisqu'elle n'est pas forcément nulle à partir du
rang 2. En particulier, le groupe Br(k) = H2(k, ks,×), appelé groupe de Brauer de k, est un
invariant important associé au corps k.

2.2 Cohomologie des corps p-adiques

Considérons K un corps p-adique. Notons OK son anneau des entiers (c'est-a-dire l'ensemble des
éléments de K de valeur absolue inférieure ou égale à 1) et k son corps résiduel (c'est-à-dire le
quotient de OK par son unique idéal maximal, qui est constitué des éléments de valeur absolue
strictement plus petite que 1). La première étape pour comprendre la cohomologie des corps
p-adiques consiste à calculer le groupe de Brauer :
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Théorème 2.2.1. (Groupe de Brauer d'un corps p-adique)
On a un isomorphisme invK : Br(K)→ Q/Z appelé invariant local.

Démonstration. * NotonsKnr l'extension maximale non rami�ée deK et OnrK son anneau des en-
tiers. D'après le théorème 1 du chapitre XII de [Ser68] et son corollaire, Br(K) = H2(Knr/K,Knr,×).
À l'aide du lemme 2 du même chapitre et en passant à la limite, on prouve queHr(Knr/K,Onr,×K ) =
0. Par conséquent, comme on dispose d'un isomorphisme de Gal(Knr/K)-modules Knr,× ∼=
Onr,×K ⊕ Z, on a Br(K) ∼= H2(Knr/K,Z) ∼= H1(Knr/K,Q/Z) ∼= Homc(Ẑ,Q/Z) ∼= Q/Z. Pour
plus de détails, voir le chapitre XII de [Ser68].

Notons µm l'ensemble des racines m-ièmes de l'unité dans Ks. Puisqu'on dispose d'une suite
exacte 1 → µm → Ks,× → Ks,× → 1, le théorème de Hilbert 90 et le théorème précédent
imposent que H1(K,µm) ∼= K×/K×

m et H2(K,µm) ∼= Z/mZ, qui sont �nis. Plus généralement,
on dispose du théorème de �nitude suivant :

Théorème 2.2.2. (Théorèmes d'annulation et de �nitude)
(i) Pour r > 2 et M un GK-module de torsion, Hr(K,M) = 0.
(ii) Pour r ≥ 0 et M un GK-module �ni, Hr(K,M) est �ni.

Démonstration. *
(i) On écrit la suite spectrale de Hochschild-Serre Hr(ks/k,Hs(Knr,M)) ⇒ Hr+s(K,M). Or
d'après les résultats de dimension cohomologique de la section VI.5 de [NSW08],Hr(ks/k,Hs(Knr,M))
est nul dès que r + s > 2. On en déduit que Hr(K,M) est nul dès que r > 2.

(ii) CommeM est �ni, on trouve une extension �nie galoisienne L telle que l'action de GL surM
est triviale. Du coup, on a un isomorphisme de GL-modules M ∼=

⊕k
i=1 Z/niZ pour certains

entiers ni. Quitte à augmenter L, on peut supposer que les racines ni-ièmes de l'unité sont
dans L, pour chaque i, ce qui permet d'écrire M ∼=

⊕
i µni . Par conséquent, à l'aide de (i)

et des remarques précédant ce théorème, Hr(L,M) est �ni pour tout r. La suite spectrale
Hr(L/K,Hs(L,M))⇒ Hr+s(K,M) permet alors de conclure.

Pour terminer, nous allons énoncer un théorème de dualité fondamental, dû à John Tate :

Théorème 2.2.3. (Théorème de dualité de Tate)
Soit M un GK-module �ni et notons MD = HomZ(M,Ks,×). Pour chaque r ∈ Z, il existe un
accouplement parfait de groupes abéliens de torsiob Hr(K,M)×H2−r(K,MD)→ Br(K) ∼= Q/Z.

Remarque 2.2.4. Si A et B sont des groupes abéliens, on dit qu'un application bilineaire
A × B → Q/Z est un accouplement parfait si elle induit des isomorphismes A ∼= Hom(B,Q/Z)
et B ∼= Hom(A,Q/Z).

Démonstration. * La preuve de ce théorème est assez délicate. Il faut d'abord établir que
(GK ,K

s×) est une formation de classes grâce au théorème de Hilbert 90 et à l'invariant lo-
cal. L'application du théorème de dualité pour les formations de classes (théorème 1.8 de la
partie I de [Mil06]) permet alors de conclure. Le lecteur intéressé pourra aller voir le corollaire
2.3 du chapitre I de [Mil06].

2.3 Cohomologie des corps de nombres

Soit k un corps de nombres. Dans cette section, nous allons étudier la cohomologie des corps de
nombres comme nous l'avons fait pour les corps p-adiques et nous allons voir que la situation
est nettement plus compliquée. Pour ce faire, le point de départ est la théorie du corps de
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classes, et en particulier l'axiome du corps de classes, qui permet d'établir un résultat qui
joue le même rôle que le théorème de Hilbert 90 dans le cadre des corps p-adiques :

Théorème 2.3.1. (Axiome du corps de classes)
(i) Soit K une extension cyclique de k. Alors H1(K/k,CK) = 0.
(ii) Rappelons que C = lim−→L

CL où la limite inductive est prise sur les extensions �nies L de k.
On a H1(k,C) = 0.

Démonstration. *

(i) Le lecteur pourra aller voir le théorème 4.4 du chapitre VI de [Neu99].

(ii) À l'aide de (i) et de résultats élémentaires de cohomologie galoisienne, on montre successive-
ment que l'égalité H1(L/k,CL) = 0 est vraie :
• lorsque Gal(L/k) est un p-groupe.
• quelle que soit l'extension galoisienne �nie L/k.
Un passage à la limite prouve alors que H1(k,C) = 0. On pourra aller voir le corollaire 8.1.13
de [NSW08].

Le deuxième résultat de la théorie du corps de classes dont nous avons besoin est la suite de

Brauer-Hasse-Noether, qui relie le groupe de Brauer d'un corps de nombres aux groupes de
Brauer de ses complétés et qui permet d'établir un isomorphisme jouant le rôle de l'invariant
local :

Théorème 2.3.2. (Suite de Brauer-Hasse-Noether)
(i) La suite 0 → Br(k) →

⊕
v Br(kv) → Q/Z → 0, où v décrit toutes les places de k et où la

�èche
⊕

v Br(kv)→ Q/Z est
∑
v invkv , est exacte.

(ii) On a un isomorphisme invk : H2(k,C)→ Q/Z.

Démonstration. *
(i) Le lecteur pourra aller voir le théorème 8.1.17 de [NSW08].
(ii) On prouve que la suite 0→ Br(k)→ H2(k, I)→ H2(k,C)→ 0 est exacte (voir la proposition
8.1.20 de [NSW08]). Or, comme H2(k,−) commute avec les limites inductives, H2(k, I) =⊕

v Br(kv). En comparant cette suite exacte à celle de Brauer-Hasse-Noether, on obtient un
isomorphisme H2(k,C)→ Q/Z.

Les deux théorèmes précédents permettent alors d'établir un théorème analogue au théorème de
dualité de Tate, cette fois-ci pour les corps de nombres :

Théorème 2.3.3. (Théorème de dualité)
Soit M un Gk-module discret de type �ni. Pour chaque r ≥ 1, on a un accouplement parfait de
groupes �nis : ExtrGk(M,C)×H2−r(Gk,M)→ Q/Z.

Remarque 2.3.4. Ici les ExtrGk(M,−) sont les foncteurs dérivés du foncteur qui à un Gk-
module discret N associe le groupe abélien des morphismes de Gk-modules discrets de M dans
N . Pour ceux qui ne savent pas ce que cela veut dire, il convient simplement de comprendre que
le théorème précédent est l'analogue du théorème de dualité de Tate pour les corps de nombres.

Démonstration. * Les théorèmes 2.3.1 et 2.3.2 permettent d'établir que (Gk, C) est une formation
de classes. Comme pour le théorème de dualité de Tate, l'application du théorème de dualité pour
les formations de classes permet alors de conclure. On pourra aller voir le théorème 4.6 de la
partie I de [Mil06].
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2.4 Relier la cohomologie des corps de nombres à la cohomologie des

corps p-adiques : le théorème de Poitou-Tate

Attention : À partir de maintenant, lorsque K = R, on note H0(K,M) = MR/{cm−m/m ∈
M} où c désigne la conjugaison complexe, et lorsque K = C, on note H0(K,M) = 0. Ce sont
les groupes de cohomologie modi�ée de Tate. Nous faisons cette précision pour que les
théorèmes qui suivent soient vrais, mais il ne faut pas lui accorder trop d'importance, puisque ce
n'est qu'un détail technique.

Fixons un corps de nombres k et notons Ω l'ensemble des places de k. Nous sommes maintenant
en mesure de présenter le théorème de Poitou-Tate, qui permet de relier la cohomologie des
corps de nombres à celle des corps p-adiques. Pour ce faire, pour chaque Gk-module discret M ,
il convient de dé�nir les groupes de Tate-Shafarevich pour r = 1, 2 :

Xr(k,M) = Ker

(
βr : Hr(k,M)→

∏
v∈Ω

Hr(kv,M)

)

où βr est induit par les restrictions. Le théorème de Poitou-Tate exprime alors le lien entre
Hr(k,M) et

∏
v∈ΩH

r(kv,M) :

Théorème 2.4.1. (Théorème de Poitou-Tate)
Soit M un Gk-module discret �ni. Alors :
(i) Pour r ≥ 3, on a Hr(Gk,M) ∼=

⊕
v∈ΩR

Hr(kv,M), où ΩR désigne les places v ∈ Ω telles que
kv = R.

(ii) L'image de β2 est contenue dans
⊕

v∈ΩH
2(kv,M) et il est possible de dé�nir un sous-groupe

P1(k,M) de
∏
v∈ΩH

1(kv,M) contenant l'image de β1 et s'insérant dans une suite exacte à 9
termes :

0 // H0(k,M)
β0

// ∏
v∈ΩH

0(kv,M) // H2(k,MD)∗

��
H1(k,MD)∗

��

P1(k,M)oo H1(k,M)
β1

oo

H2(k,M)
β2

//⊕
v∈ΩH

2(kv,M) // H0(k,MD)∗ // 0

où MD = HomZ(M,ks,×) est le dual de Cartier de M et H∗ = Hom(H,Q/Z) désigne le dual
de Pontryagin du groupe abélien de torsion H.

(iii) Il existe une dualité parfaite de groupes �nis :

X1(k,MD)×X2(k,M)→ Q/Z.

Remarque 2.4.2. Le théorème de Poitou-Tate a été énoncé pour la première fois par John Tate
en 1962 lors du Congrès International de Mathématiques ([Tat63]). Il a été prouvé de manière
indépendante par Tate dans une lettre à Springer en 1966 et par Poitou dans [Poi67] en 1967
dans un cas plus général.

Démonstration. * On écrit la suite exacte 0 → ks,× → I → C → 0 puis on applique le foncteur
HomGk(MD,−). Il faut alors calculer les Ext qui apparaissent :
• on prouve par des techniques élémentaires (suite spectrale des Ext) que ExtrGk(MD, ks) =
Hr(k,M).
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• par des calculs �ns d'approximation à l'aide de limites inductives, on prouve que ExtrGk(MD, I)
est

∏
v∈ΩH

0(kv,M) si r = 0,
⊕

v∈ΩH
2(kv,M) si r = 2,

⊕
v∈ΩR

Hr(kv,M) si r > 2, et on
calcule Ext1Gk(MD, I) = P1(k,M).
• grâce au théorème de dualité 2.3.3, on a ExtrGk(MD, C) = H2−r(Gk,M

D)∗.
Cela permet d'obtenir (i) et (ii). Quant à (iii), il découle de (ii) et du théorème de dualité de
Tate. Pour plus de détails, on pourra aller voir le théorème 4.10 de la partie I de [Mil06].

3 Approche du théorème de Poitou-Tate par la cohomologie

étale

3.1 Généralités sur la cohomologie étale

Nous allons faire le point sur certaines notions de géométrie algébrique. À chaque espace topolo-
gique X on peut associer la catégorie Ouv de ses ouverts, dont les morphismes sont les inclusions.
Un préfaisceau sur X est alors un foncteur contravariant de Ouv vers la catégorie des groupes
abéliens. Un faisceau est un préfaisceau véri�ant certaines propriétés de recollement qui mora-
lement signi�ent que si les Ui sont des ouverts de X et si on se donne pour chaque i une fonction
fi sur Ui de sorte que fi et fj coïncident sur Ui∩Uj , alors il existe une unique fonction sur

⋃
i Ui

prolongeant les fi. Si F est un faisceau sur X et x un élément de X, alors on appelle tige de F
en x le groupe lim−→U

F (U) où U décrit les ouverts de X contenant x. Cette notion joue un rôle
fondamental puisque de nombreuses propriétés des faisceaux peuvent être lues dans les tiges.
Pour généraliser ces constructions, Grothendieck a adopté un autre point de vue, en observant
que la catégorie Ouv est équivalente à la catégorie des inclusions U → X d'un ouvert U de X
dans X. Plus généralement, on peut, si l'on veut, remplacer ces catégories par d'autres catégories
de fonctions Y → X véri�ant certaines conditions et munies d'une notion de recouvrement : par
exemple, on peut considérer la catégorie C des fonctions continues Y → X et dire qu'une famille
{fi : Yi → Y } de morphismes de C (applications continues compatibles avec les applications
Yi → X et Y → X) est un recouvrement lorsque

⋃
i fi(Yi) = Y . La donnée d'une telle catégorie

et d'une famille de recouvrements est appelée topologie de Grothendieck. Cette construction
généralise la notion d'espace topologique.
Dans le cadre de la géométrie arithmétique, il est particulièrement intéressant de se pencher
sur le cas où X est un schéma (un espace topologique muni d'une structure supplémentaire et
qui localement est isomorphe au spectre d'un anneau) muni de la topologie de Grothendieck
suivante :
• Catégorie : morphismes étales Y → X. En particulier, ce sont des morphismes sans points de
rami�cation. Par exemple :
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Pour la dé�nition précise de morphisme étale, on pourra se référer à la partie 2.3 de [Fu11] ou
à la partie I.3 de [Mil80].
• Recouvrements : familles de morphismes étales {fi : Yi → Y } telles que

⋃
i fi(Yi) = Y .

Cette topologie est appelée site étale de X. Sur le site étale de X, il est possible dé�nir comme
dans le cadre des espaces topologiques usuels des notions de préfaisceau, de faisceau et de tige
d'un faisceau en un point de X.

Exemple 3.1.1. (i) Le foncteur Hom(−,Spec Z[T, T−1]) est un faisceau sur X, appelé groupe
multiplicatif et noté Gm. De même, si A est un groupe abélien, le foncteur HomX(−,

∐
AX)

est un faisceau sur X, que l'on note toujours A. Un tel faisceau est dit constant.
(ii) Si F et G sont deux faisceaux sur X, alors on peut dé�nir un nouveau faisceau sur X, noté
HomX(F,G) par Y 7→ HomY (F |Y , G|Y ) où F |Y et G|Y sont les restrictions de F et G à Y .

Considérons maintenant le foncteur exact à gauche qui à un faisceau F sur X associe le groupe
abélien F (X) (appelé groupe des sections globales) et notons Hr(X,−) son r-ième foncteur
dérivé : c'est la cohomologie étale des faisceaux sur X. Pour ceux qui ne savent pas ce que cela
signi�e, il su�t de comprendre que, comme dans la section 2, les foncteurs Hr(U,−) mesurent
certains défauts (en particulier la non exactitude du foncteur des sections globales). Sous de
bonnes hypothèses, il est possible de donner une description explicite de Hr(X,−) : le lecteur
intéressé pourra aller voir le corollaire 2.5 et le théorème 2.17 de [Mil80].

Remarque 3.1.2. Comme dans toute théorie cohomologique, à chaque suite exacte courte de
faisceaux 0 → F1 → F2 → F3 → 0 est associée un suite exacte longue ... → Hr(X,F1) →
Hr(X,F2)→ Hr(X,F3)→ ....

L'étude de la cohomologie étale est particulièrement intéressant parce qu'elle généralise la coho-
mologie galoisienne. En e�et, si X est le spectre d'un corps k et F est un faisceau sur X de tige
M , alors M est un Gal(ks/k)-module discret et Hr(X,F ) = Hr(k,M). La cohomologie étale
coïncide donc avec la cohomologie galoisienne lorsque la géométrie de X est triviale, c'est-à-dire
dans le cas purement arithmétique. Plus généralement, lorsque le schéma X est le spectre d'un
anneau intègre A de corps des fractions k et F un faisceau X, la tige M au point (0) (point gé-
nérique) de F est un Gk-module discret et on dispose d'un morphisme de "restriction" reliant la
cohomologie étale à la cohomologie galoisienne : Hr(U,F )→ Hr(k,M). Ainsi, lorsque X est un
schéma quelconque, la cohomologie étale permet de tenir compte simultanément des propriétés
arithmétiques, encodées dans la cohomologie des tiges, et des propriétés géométriques, encodées
dans la cohomologie sur les ouverts de X.
Pour terminer, remarquons que, lorsque X est le spectre de l'anneau des entiers d'un corps de
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nombres k, le théorème d'Ostrowski impose que chaque point de X di�érent de (0) (point gé-
nérique) correspond à une place de k. Dans ce contexte, nous aurons besoin de la cohomologie
à support compact, que nous n'allons pas dé�nir proprement ici. Pour comprendre la suite, il
su�ra de savoir que, pour U un ouvert de X, il est possible de dé�nir des foncteurs Hr

c (U,−)
allant des faisceaux sur U vers les groupes abéliens, qui transforment une suite exacte courte de
faisceaux sur U en une suite exacte longue (voir remarque précédente pour comprendre ce que
cela signi�e), et qui sont reliés à la cohomologie étale par une suite exacte :

...→ Hr
c (U,F )→ Hr(U,F )→

⊕
v 6∈U

Hr(kv,M)→ ...

où M désigne la tige de F au point (0) et la somme directe est prise sur toutes les places de k
qui ne sont pas dans U (même celles qui sont paramétrées par les morphismes de corps de k dans
C). Pour plus de détails sur la cohomologie étale, on renvoie le lecteur au livre [Tam94], et pour
la cohomologie à support compact, au paragraphe 2 de la partie II de [Mil06].

3.2 Le théorème d'Artin-Verdier

Donnons-nous un corps de nombres k et notons X le spectre de son anneau des entiers. La preuve
du théorème de Poitou-Tate que nous allons présenter dans la suite est fondée sur le théorème
de dualité assez di�cile suivant :

Théorème 3.2.1. (Théorème d'Artin-Verdier)
Soit U un ouvert non vide de X. Soit F un faisceau localement constant sur U à tiges �nies
tel qu'il existe un entier m qui n'est contenu dans aucun élément de U et qui véri�e mF = 0.
Notons FD = HomU (F,Gm). Il existe alors un accouplement parfait de groupes �nis :

Hr(U,FD)×H3−r
c (U,F )→ Q/Z.

Démonstration. * Comme les foncteurs Hr
c (U,−) transforment des suites exactes courtes en des

suites exactes longues, on dispose d'un accouplement :

ExtrU (F,Gm)×H3−r
c (U,F )→ H3

c (U,Gm).

Il est possible de montrer que H3
c (U,Gm) ∼= Q/Z, ce qui fournit un morphisme αr(U,F ) :

ExtrU (F,Gm)→ (H3−r
c (U,F ))∗. Les étapes à suivre sont alors les suivantes :

1. Montrer que αr(U,F ) est un isomorphisme si F est à support �ni.
2. Utiliser 1. pour montrer que αr(U,F ) est un isomorphisme pour tout r si, et seulement si,
αr(V, F ) l'est pour un certain ouvert V de U .

3. Montrer que Hr
c (U,F ) est nul pour r assez grand (r ≥ 4) : pour ce faire, il faut comparer la

cohomologie étale à la cohomologie galoisienne.
4. Montrer que ExtrU (F,Gm) est nul pour r assez grand (r ≥ 4) lorsque K n'a pas de places
réelles.

5. Étudier le comportement de αr vis-à-vis de la normalisation : montrer que αr(Un, Fn) est un
isomorphisme si, et seulement si, αr(U, π∗Fn) l'est, où π : Un → U désigne la normalisation de
U dans une extension �nie L de k et Fn un faisceau localement constant à tiges �nies sur Un.

6. Se ramener au cas où k n'a pas de places réelles et U = X. Pour ce faire, montrer par
récurrence sur r que, si αr(X,F ) est un isomorphisme pour tout r lorsque k est un corps de
nombres sans places réelles et F un faisceau localement constant à tiges �nies sur X, alors
αr(U,F ) est un isomorphisme quel que soit le corps de nombres k, l'ouvert U de X et le
faisceau localement constant à tiges �nies F sur U : l'initialisation découle de l'étape 3., et on
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passe à la récurrence en exploitant une suite exacte de la forme 0 → F1 → F → π∗π
∗F → 0,

où π est la normalisation de U dans une extension �nie galoisienne de k sans places réelles, et
en utilisant l'étape 5. pour étudier π∗π∗F et l'étape 2. pour passer de U à X.

7. Montrer que le faisceau F s'injecte dans un faisceau de la forme π∗Fn ⊕ Ff où π : Un → U
est la normalisation de U dans une extension �nie L de k sans places réelles, Fn un faisceau
constant sur Un et Ff est à support �ni.

8. Montrer que, sous de bonne hypothèses, si αr(X,F ) est un isomorphisme quel que soit le corps
k sans places réelles, le faisceau localement constant à tiges �nies F et r > r0, alors αr0(X,F )
est un isomorphisme quel que soit le corps k sans places réelles et le faisceau localement constant
à tiges �nies F : pour ce faire, on utilise l'étape 7. pour avoir une injection F ↪→ π∗Fn ⊕ Ff ,
puis les étapes 5. et 1. permettent d'étudier π∗Fn et Ff respectivement.

9. Montrer que, pour tout corps de nombres k sans places réelles, tout faisceau localement
constant à tiges �nies F sur X et tout r, αr(X,F ) est un isomorphisme : l'étape 4. donne
le cas r > 3, puis l'étape 8. permet de déduire successivement les cas r = 3, r = 2, r = 1, r = 0,
et �nalement l'étape 3. établit le cas r < 0.

10. Les étapes 6. et 9. montrent que αr(U,F ) est toujours un isomorphisme.
11. Montrer que Hr(U,FD) ∼= ExtrU (F,Gm).
Pour plus de détails, on renvoie au paragraphe 3 de la partie II de [Mil06] ou à la section 2 de
[Izq13].

3.3 Le théorème de Poitou-Tate à partir du théorème d'Artin-Verdier

En reprenant les notations des sections 2.4 et 3.2, nous allons maintenant donner les étapes
principales d'une preuve du théorème de Poitou-Tate utilisant le théorème d'Artin-Verdier. Cette
preuve, fortement inspirée de l'article de David Harari et Tamas Szamuely [HS13] qui démontre
un théorème de Poitou-Tate pour les corps de fonctions sur des corps p-adiques, a fait l'objet
d'un mémoire que j'ai réalisé sous la direction de David Harari ([Izq13]) :
1. Passage de la cohomologie galoisienne à la cohomologie étale : montrer qu'il existe un fais-
ceau F localement constant sur un ouvert de X dont la tige au point générique est M . On
remarque que la tige de FD au point générique est MD. Pour simpli�er, dans la suite, on
supposera que F est un faisceau localement constant sur X tout entier.

2. Interprétation du deuxième groupe de Tate-Shafarevich dans le cadre de la cohomologie étale :
pour U ouvert de X, noter D2(U,FD) l'image de la composée H2

c (U,FD) → H2(U,FD) →
H2(k,MD) (rappelons queMD est la tige au point générique de FD), et montrer queD2(U,FD) =
X2(k,MD).

3. Interprétation du premier groupe de Tate-Shafarevich dans le cadre de la cohomologie étale :
pour U ouvert de X, noter D1

sh(U,F ) le noyau de H1(U,F )→
∏
vH

1(kv,M) (v décrivant les
places de k), et montrer que X1(k,M) = lim−→U

D1
sh(U,F ).

4. Construire des suites exactes qui font intervenir D2(U,FD) et D1
sh(U,F ) : montrer qu'on a des

suites exactes
⊕

vH
1(kv,M

D) → H2
c (U,FD) → D2(U,FD) → 0 et 0 → D1

sh(U,F ) →
H1(U,F )→

∏
vH

1(kv,M).
5. Montrer que D2(U,FD) et D1

sh(U,F ) sont duaux l'un de l'autre : remarquer, grâce au théo-

rème de dualité de Tate et au théorème d'Artin-Verdier, que (
∏
vH

1(kv,M))∗ ∼=
⊕

vH
1(kv,M

D)
et que (H1(U,F ))∗ ∼= H2

c (U,FD). Déduire que les suites de 4. sont duales l'une de l'autre, et
donc que D1

sh(U,F )∗ ∼= D2(U,FD).
6. Conclure : En passant à la limite dans l'isomorphisme de l'étape 5. et en utilisant 2. et 3., on
obtient un isomorphisme X1(k,M)∗ ∼= X2(k,MD).

Pour plus de détails, on renvoie à la section 3 de [Izq13].
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3.4 Quelques remarques

La preuve que nous venons de donner du théorème de Poitou-Tate nécessite plus de connaissances
que la démontration classique (résumée dans la section 2.4), puisqu'elle fait appel à la cohomo-
logie étale, à la cohomologie à support compact et au théorème d'Artin-Verdier. Cependant, elle
présente aussi de gros avantages :
• La démonstration classique est très obscure et il est di�cile d'en extraire une idée générale,
alors que la preuve par le théorème d'Artin-Verdier est assez naturelle.
• Les dé�nitions des morphismes et des accouplements qui entrent en jeu sont très mystérieuses
dans la démonstration classique, alors qu'elles sont plus claires dans cette nouvelle démonstra-
tion.
• On voit di�cilement comment généraliser la preuve classique, alors que la preuve par le théo-
rème d'Artin-Verdier est parfaitement généralisable et fournit une méthode pouvant être utili-
sée dans d'autres contextes. Par exemple, il est possible de prouver des analogues du théorème
de Poitou-Tate pour les corps de fonctions (extensions �nies séparables de Fq(t) pour un
certain q, voir les sections 4 et 5 de [Izq13]), ou pour des corps comme Qp(t) (voir le théo-
rème 4.4 de [HS13]) ou C((t))(u). En e�et, il su�t de prouver pour ces corps des "théorèmes
d'Artin-Verdier", ce qui est nettement plus simple que pour les corps de nombres grâce à un
théorème bien connu des géomètres, le théorème de dualité de Poincaré, puis de procéder
de manière très similaire à celle des corps de nombres. De même, on peut remplacer le module
discret �ni M dans le théorème de Poitou-Tate par un tore (voir le théorème 4.1 de [HS13])
ou par une variété abélienne (voir la section 6 de [Izq13]).

Ainsi il semble intéressant de chercher un cadre axiomatique général dans lequel on pourrait
prouver des analogues du théorème de Poitou-Tate. C'est l'une des directions sur lesquelles je
vais travailler dans ma thèse.
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